UNIVERSITATS-
BIBLIOTHEK
PADERBORN

®

Lehrbuch der wichtigsten Kartenprojektionen

Mollinger, Oskar
Zurich, 1882

urn:nbn:de:hbz:466:1-76263

Visual \\Llibrary


https://nbn-resolving.org/urn:nbn:de:hbz:466:1-76263




r = - i
-] a

il >
~ P .

. S
'{*‘, y il iy










T, P el
/ ’%L"‘ff% 72. g4, /554

| 55 i o
/A?ﬂé v

Lehrbuch

der

wichtipsten Kartenprojektione]

mit besonderer Beriicksichtigung
der
Stereographischen,
Bonne'schen und Mercatorprojektion.
Fiir
hohere Lehranstalten sowie zum Selbstunterrichte
herausgegeben von

Oskar Mollinger,

Ingenienr,

{frilher Lehrer am mathematischen Institut in Fluntern - Ziirich.
T
DL \’
Mit 50 in den Text gedruekten Figuren. A
_ e B — ; f
FFas__ 3 L%
Ziirich. )
Verlag von Cidsar Sehmidt.

1882.




.

g




A

Vorwort.

Mit vorliegendem Lehrbuche beabsichtigt der Verfasser, allen den-
jenigen welche sich fiir das Kartenwesen interessiren, besonders den
Qehiilern hoherer Lehranstalten und solchen, welche sich mit dem
Entwurfe neuer Karten beschiftigen, ein Hiilfsmittel zu bieten, durch
das sie in den Stand gesetzt werden, sich in moglichst kurzer Zieit
mit den wichtigsten Methoden vertraut zu machen, die hei der Con-
struktion von Erd- und Himmelskarten zur Anwendung kommen. Ob-
oleich schon verschiedene Werke iiber Kartenprojektionen existiren,
von welchen ich vor Allem die Folgenden erwihne:

J. J. Littrow’s Chorographie. Wien 158535.

H. Gretschel’s Lehrbuch der Kartenprojektionen. Weimar,

1873.
A. Germain. Traité des projections des cartes géographiques.
Paris (1867).

L. B. Francoeur Géodésie. Paris 1835. Chap. VI,
so muss doch gesagt werden, dass in diesen Werken mehr die Theorie
der Kartenprojektionen behandelt wird, wihrend die Anfertigung be-
stimmter Kartennetze, die zur Darstellung eines Theiles der Erd- oder
Himmelskugel dienen, zu sehr in den Hintergrund tritt. Auch wird
darin, so vor Allem in ,,Germain’s trait¢ des projections® die Kennt-
niss der Differential- und Integralrechnung voransgesetzt, wihrend
diese Wissenschaft im Interesse derjemigen, welche weniger mit ihr
vertraut sind, bei den meisten Kartenprojektionen wmgangen werden
kann. Cermains und Gretschels Lehrbiicher, welche alle moglichen
bis jetzt bekannten Kartenprojektionen enthalten, sind daher fiir den-
jenigen, der mit dieser Wissenschaft bereits etwas vertraut ist, sehr
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lehrreich; da sie jedoch ihren Gegenstand in allzuumfassender Weise
behandeln, so eignen sie sich weniger fiir den Studirenden, welcher
sich mit dieser ihm noch fremden Disciplin bekannt machen will.
Dem Nichtkenner einer Wissenschaft ist es nicht maglich das Wesent-
liche vom Unwesentlichen zu unterscheiden, wesshalb er gendthigt ist
den ganzen in einem Buche gegebenen Lehrstoff durchzuarbeiten, fiir
ihn ist es von Interesse, ein Lehrbuch zu besitzen, welches nicht zn
schwer geschrieben ist, ihn im Studium nicht ermiidet und es ihm
bei den heut' zu Tage gestellten grossen Anforderungen miglich
macht, sich in kurzer Zeit viele und doch griindliche Kenntnisse an-
zueignen,

Schon aus diesen Griinden schien es mir gerechtfertigt ein Lehr-
buch der wichtigsten Iartenprojektionen zu verfassen, welches die
sich im Gebrauche befindenden Projektionen in leichtverstindlicher
Weise hbehandelt. Durch zahlreiche Beispiele wurde darin gezeigt,
wie die theoretisch gewonnenen Resultate sich bei der Ausfithrung
bestimmter Kartennetze verwerthen lassen, wodurch der Leser einige
Praxis in der Anfertigung dieser letzteren erhalten soll.

In den Lehrbiichern der Kartenprojektionen wird gewdhnlich auf
die Herstellung der Karfennetze auf dem Wege der Construetion,
wobei Fehler unvermeidlich sind, ein zu grosser Werth gelegt. Es
ist zweckmissiger zur Bestimmung von Netzpunkten die analytische
Methode in Anwendung zu bringen, welche daher in vorliegendem
Buche bevorzugt wurde.

In Bezug auf eine Vergleichung, welche ich zwischén der als
vorziiglich bekannten Bonne'schen Projektionsmethode und der stereo-
graphischen Projektion eines gegebenen Kugelabschnittes angestellt
habe, sei folgende Bemerkung gestattet: _

Bei der Bonne'schen Projektion projiciren sich, wie wir sehen
werden, nur die Parallelkreise wieder als Kreise, die Meridiane werden
aber durch Curven dargestellt, welche die Parallelkreise schiefwinklig
schneiden und dureh Verbindung einzelner Punkte erhalten werden.
s ist daher zur genauen Construction eines Kartennetzes nach dieser
Methode eine umfassende und zeitraubende Berechnung desselben
erforderlich, und schien es mir keine ganz zwecklose Arbeit zu sein,
zu untersuchen, ob nicht eine perspectivische Darstellungsweise eines
gegebenen Kugelabschnittes, welcher sich iiber einen kleineren Theil
der Kugelflache erstreckt, anf dieselbe Genauigkeit wie eine Projektion
nach der Bonne'schen Methode Anspruch machen kann.
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Als einfachste perspectivische Darstellung der Kugeloberfliche
ist die stereographische Projektionsmethode bekannt, nach welcher die
Parallelkreise und Meridiane sich wieder als Kreise projiciven, die
sich unter rechten Winkeln schueiden. Die stereographische Projektions-
methode hat ausserdem den Vortheil, dass die nach ihr erhaltene
Projektion eines bestimmten Theiles der Kugelfliche dem Originale
in den kleinsten Theilen ihnlich ist und in Bezug auf die Verjingung
der Distanzen, welche vom Centrum der Karte ausgehen, eine be-
stimmte Gesetzmissigkeit stattfindet, withrend eine Abwicklung,
welehe vom mittleren Meridiane der Karte ausgeht, wie dies bei der
Bonne'schen Methode der Fall ist, in dieser Beziehung keinem be-
stimmten Gesetze unterworfen ist.

Es wurde daher eine Vergleichung dieser beiden Projektionsarten
angestellt und die Netze von Europa und Deutschland nach der
stereographischen und Bonne’schen Methode berechnet.

Um die Giite dieser Netze zu priifen, wurden auf jedem der
beiden darzustellenden Kugelabschnitte beliebige Punkte, welche
durch ihre sphiirischen Coordinaten gegeben sind, gewihlt, und die
Projektionen dieser Punkte in Bezug auf ein, durch den Mittelpunkt
der Karte gehendes rechtwinkliges Coordinatensystem, sowohl nach
der stereographischen als nach der Bonne'schen Methode bestimmdt.
Durch. Berechnung der wirklichen Entfernungen der Punkte auf der
Kugel und derjenigen ihrer Projektionen ergab sich sofort, welcher
Projektionsmethode in jedem Falle der Vorzug zu geben war. —

Zum Verstindnisse dieses Buches sind digjenigen Kenntnisse er-
forderlich, welche an unseren Industrieschulen und Gymnasien in der
ebenen und sphirischen Trigonometrie, sowie in der analytischen
Geometrie und algebraischen Analysis gelehrt werden, und dasselbe
ist daher gleichsam als eine Anwendung dieser Disciplinen zu be-
trachten. Den Leser erlaube ich mir darauf aufmerksam zu machen,
dass das Zeichnen der Figuren, nach der im Texte jeweilen ange-
gebenen Weise, zum Verstidndnisse dieses letzteren von wesentlichem
Vortheile ist. Beim Entwurfe der Figuren wurde gewihnlich die
Parallelprojektion in Anwendung gebracht und dabei folgende Be-
zeichnungen eingefiihrt: Die Punkte im Raume wurden mit grossen
oder kleinen Buchstaben: A B ab, ihre horizontalen Projektionen mit
AB’a'lb’, ihre vertikalen Projektionen mit A% B“a”“b” und ihre
zweiten vertikalen Projektionen mit A B a’ b* hezeichnet. Fir
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den Nord- und Siidpol der Kugel wurden die Bezeichnungen P, P, p, p.
oewithlt.

Die Integralrechnung fand nur bei der Mereatorprojektion ihre
Anwendung, weil sie bei genauer Behandlung dieser Projektionsart
wohl nicht umgangen werden kann. Iiir den Nichtkenner dieser
Diseiplin wurde tibrigens diese wichtige Projektionsmethode (Seite 70)
auch elementar behandelf, wobel jedoch, wie schon jetzt zu bemerken
ist, nur ein aproximativ richtiges Kartennetz erhalten wird. Das Ca-
pitel tiber ,die Beriicksichtigung der Abplattung der Erde bei der
Construktion einer Karte nach Merkatorsprojektion® (Seite 77) kann
vom Leser, wofern er sich nicht besonders dafiir interessiren sollte,
fibergangen werden.

Auch fiir geographische Institute, welche sich mit der Heraus-
eabe von Kartenwerken hefassen, wird dieses Buch nicht ohne Infer-
esse sein, weil es eine bis dato nicht verdffentlichte Methode enthilt,
nach welcher beliebige Abschnitte der Erd- oder Himmelskugel
stereographiseh abgebildet werden kinnen. Ferner kommt darin eine
neue Projektion vor, welche von Prof. Otto Mollinger bei der Con-
struction seiner vor Kurzem herausgegebenen transparenten Stern-
karte mit beweglichem Horizont zonr Anwendung gekommen ist.
Ausserdem enthilt das Bueh eine Reihe von Tabellen, welche von
mir berechnet wurden und zur Construction verschiedener Karten-
netze dienen.

Indem ich daher die Hoffnung ausspreche mit diesem Buche
einen kleinen Beitrag zur Erweiterung des kartenwesens und der
mathematischen Geographie geliefert zu haben, mdchte ich dasselbe
den Herren Lehrern, welehe sich, wie unsere Schulausstellungen be-
weisen, gegenwartig vielfach mit Terrainstudien und Kartenentwiirfen
beschiftigen, sowie den Herren Professoren hoherer Lehranstalten
gum Gebrauche beim Klassenunterrichte freundlichst empfehlen.

Faido (Tessin), im September 1881.

Oskar Mollinger.
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Finleitung.

s ist keine ganz leichte Sache Globen von so betrichtlichen
Dimensionen anzufertigen, dass dadurch die - Details der Erdkugel,
sowie die auf der Himmelskugel gedachten Sterne und Sternbilder,
mit einieer Genauiekeit dareestellt werden kimnen. Auch stehen die
Leistungen eines ordsseren (lobus in keinem Verhiiltnisse zu den be-
deutenden Herstellungskosten und den beim Gebrauche resultirenden
Unbequemlichkeiten.  Man hat sich daher sehr bald entschlossen,
Theile ~der Frdoberfliche auf einer Ebene abzubilden, wodureh einer-
seits’ den Dimensionen einer solchen Darstellung keine Grenzen ge-
setzt sind und anderseits bestimmten Zwecken, welchen dieselbe dienen
soll, Rechnung getragen werden kann.

Da die krummen Flichen in zwei Klassen, in developpable
und nicht developpable Flichen eingetheilt werden, von welchen
he ersteren wie die Cylinder und Kegelflichen in eine Ebene ent-
wickelt werden kinnen, die letzteren aber wie die Kugel und das
Sphiroid eine Entwicklung nicht zulassen, so wurden bei Darstellung
der Erdoberfliche, welch® letztere in Folge der geringen Abplattung
der Erde als Kugelfliche betrachtet werden kann, zwei Wege einge-
schlagen: Entweder wendet man die Methoden der gewthnlichen Per-
spective an, um auf einer Ebene, welche als Bildebene angenommen
wird, ein perspectivisches Bild eines bestimmten Theiles der Iirdober-
fliche zu erhalten, ‘oder man denkt sich an den darzustellenden Theil
des Globus eine tangentiale Cylinder- oder Kegelfliche, auf welche
man sich die Details der Kugeloberfliche projicirt denkt, gelegt, und
entwickelt diese in eine Ebene. In beiden TFillen ist es unmdiglich
aus den erhaltenen Projektionen die richtigen Distanzen der Orte und
oleichzeitig die wirklichen Oberflichendimensionen der Kuegel oder des
sphiroides in der Darstellung zu bewahren, was nur dann geschehen
kimnte, wenn diese Flichen wirklich entwickelbar wiiren.

Millinger's Kartenprojektionen,
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Aus dem soeben Gesagten folgt, dass ein Lehrbuch der Karten-
projektionen in 3 Hauptabschnitte zerfallen muss und zwar:
1) in eine Beschreibung der perspectivischen Projektionen,

von welchen wir jedoch nur die stereographische als die wichtigste
dieser Projektionsarten behandeln werden ;

2)  eine Darstellung der verschiedenen Cylinderprojektionen,
von welchen wohl die Mercatorprojektion dureh ihre Anwendune
in der Schifffabrtskunde die grosste Bedeutung erlanet hat und

3) in eine Beschreibung der Kegelprojektionen, von welchen
vor Allen Lambert’s conforme, d. h. in den kleinsten Theilen
dem Originale #hnliche Projektion bei dem Entwurfe neuer
Karten bevorzugt wird.

Bildliche Darstellungen oder Projektionen der Erd- oder Himmels-
kugel nennt man Karten. Die Karten, welche die Erdoberfliche dar-
stellen, werden je nach der Grisse. des Kugelabschnittes, welchen sie
reprasentiren und dem bei der Darstellung zur Anwendung kommenden
Massstabe in topographische (ortheschreibende) und geoe raphische
(erdbeschreibende) oder Landkarten eingetheilt. Die topographischen
Karten griissten Massstabes geben Bilder des Erdbodens mit ‘allen
auf ihm vorkommenden Objekten und Unebenheiten der Oberfliche,
welche Darstellungsweise in der Verjimgung der topographischen Ge-
neralkarte die im Massstabe 1 : 500 000 ausgefiihrt ist, ihre Begrenzung
findet. Die Verjiingung der geographischen Karten geht von 1 : 500 000
an abwiirts und ist sozusagen eine unbegrenzte: je nach der Grosse der
Darstellung unterscheidet man Specialkarten, General-oder Ueber-
sichtskarten, Planiglobien und Universal- oder Weltkarten.

Bei der Anferfigung von Landkarten sind foleende Methoden im
Gebrauch: die dltere Flamsteed'sche Projektion fir fiquatoriale
Gegenden (nach welcher in den Atlanten gewohnlich Afrika dargestellt
18t); die Kegelprojection von Delisle fiir Theile der Erde. welche
weniger als die Hilfte einer Hemisphiire einnehmen (nach dieser
Methode sind in den Atlanten die Karten der einzelnen Staaten Europas
gezeichnet) sowie die oben genannte conforme Projektion von
Lambert; die Bonne'sche oder modificirte Flamsteed'sche
Projektion fiir grossere Theile einer Halbkugel, welche heim Ent-
wurf der Karte von Asien benutzt wird. Naeh der letzteenannten
Methode, welche wie wir sehen werden als die Beste zu empfehlen ist.
sind auch Kartenwerke kleinerer Linder die auf eréssere Genauigkeit

Anspruch machen sollen entworfen, so die topographischen Karten




von Frankreich, Preussen, Thiiringen und Bayern. Auch die Dufour-
karte der Sehweiz ist nach dieser Projektionsmethode angefertigt.®)

Da bei dem Entwurfe von Kartennetzen die Construction von
Kreishoeen, deren Centren sich gewdhnlich nicht auf dem Blatte be-
finden, eine Hauptrolle spielt, so seien im Nachfolgenden alle sich
auf’ diese bezichenden Werthe, wie Tangentenlinge, Seheitelabstand,
Coordinaten des Scheitels und Bogenliinge angegeben.

[st der Radius r des Kreises und der Centriwinkel ¢ eines Bogens
AC (Fig. 1) bekannt, so ist die Tangentenlinge:

1) AB=BC =1Te~

Der Scheitelabstand ist:

e
224 |

I

BD—=B0 —r= - —T

2) BD —r (mz ; 1)
Da der Winkel EAF, welchen die Tan-
vente AR mit der Sehne AC bildet =

5 Bg. ADC und 3 BAD = - Bg AD
-~ Bo. ADC ist, so ist -y EAD
.lr EAF=— = FAD und die Abzisse
AL des BScheitels ist gleich der Fig. 1.

halben Sehne AF, wihrend die Or-
dinate ED gleich der Pfeilhohe DF ist.
Fiir die Abzisse des Scheitels AE ergiebt sich daher fol-
cender Werth:
3) A= AF = r Sin i
und fiir die Ordinate des Scheitels ED
4) ED =FD = 0D — OF =1 (1 — Cos ;)

-

Fiir den Centriwinkel e ist die Bogenlinge
- - AL

) O =1 —
) Al ' {800

*) Auf cine Anfrage, welche ich an das tit. eidg. Stabsbureau in Bern ge-
richtet habe, wurde mir unter dem 6. Sept. 1880 geantwortet, dass die Dufour-
karte nach Flamsteeds Projektionsmethode angefertigt sei, und ist darunter ohne
Zweifel die modificirte Flamsteed’sche Projektion verstanden.

1*
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Die Werthe von Tg { , DO {:— 1, Sin ': l — Cos = und =< finden sich
- o 2 2 180
: , <. (o . - : :
fiir die Centriwinkel « :‘{} (ogo M der Tabelle T von Sarrazin und

Oberbeck’s Taschenbuch zum Abstecken von Kreishogen (Commis-
sions-Verlag von Carl Beelitz in Berlin) von 2 zu 2 Minuten ange-
geben.  Die Zunahmen dieser Werthe konnen zwischen 2 Centriwinkeln,
welche sich nur um 2 Minuten unterscheiden, proportional der Zu-
nahme des Centriwinkels betrachtet werden, wesshalb mittelst dieser
Tabelle fiir jeden Centriwinkel zwischen obigen Grenzen die genannten
Werthe zu erhalten sind. Dem Construkteur von Kartennetzen werden
dadurch viele iiberflissige Rechnungen erspart.

In Bezug auf das Zeichnen von Kreishogen, wie es bei Karten-
netzen vielfach vorkommt, sei noch auf ein sehr bequemes Instrument
anfmerksam gemacht, welehes unter dem Namen Peripheriezirkel
helannt ist.

Da alle iiber demselben Bogen eines Kreises stehenden Peripherie-

winkel einander gleich sind, so beschreibt der Scheitelpunkt eines con-
stanten  Winkels, dessen Schenkel in allen seinen Laegen durch zwei
foeste  Punkte  oehen,
einen Kreis. In Fig, 2
sind abe drei Punkte
eines  Kreises, welcher
cinen so erossen Radius

hesitzen soll. dass es

nicht mdoglich ist, ihn
S, mit einem eewdihnlichen

Zirkel oder einem Stan-
genzirkel zu  zichen. Verbindet man den mittleren dieser beiden
abe ein Peri-

Punkte b mit den Punkten a und ¢, so ist der Winke
pheriewinkel iiber der Schne ae, welcher auf Carton tibertragen und
ausgeschnitten werden kann, Wird nun dieser constante Winkel auf dem
Blatte so hingeschoben, dass seine Schenkel in allen Lagen durch die
Punkte a und ¢ gehen, die der Bequemlichkeit wegen durch Nadeln
oder Stifte markirt werden, so heschreibt der Scheitelpunkt b des
Winkels bei dieser Bewegune den Kreishogen abe.

Auf diesem einfachen Principe beruht der Peripheriezirkel®), in

") Derselbe ist in vorliegender Form von Prof. Otto Mollinger construirt.
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dessen Kopf sich, wie Fig. 3 zeigt, ein Bleistift befindet, der mittelst
einer kleinen Feder leicht auf das Papier gedriickt wird. Soll der
Kreisbogen abe (Fig. 2) mittelst des Zirkels beschrieben werden, so
markirt man die Punkte a und ¢ durch die Kanten des Zinkblockes
Fig. 3 oder durch 2 Nadeln, bringt das Centrum des Zirkelkopfes tber
den Punkt b, schraubt die Messinghogen zusammen und schiebt den
Zirkel sachte iiber das Papier hin, wobei der Bleistift im Zirkelkopf
den Kreisbogen abc zieht. Es kann der Fall vorkommen, dass der
eme Schenkel ab oder be (Fig. 2) des gegebenen Winkels linger als
der Zirkelschenkel ist, und bestimmt man alsdann einen beliebicen
Punkt e, welcher zwischen a und b liegt, auf foleende Weise: Man
ziehe die Gerade ce willkiirlich und trage den Winkel bee nach bae:
wo sich die Geraden ce und ae schneiden ist ein Punkt des gesuchten
Kreises, denn in den Dreiecken aoe und boe sind die Winkel aec und
abe gleich und ist der Scheitelpunkt e des Winkels somit ein Kreis-
punkt. Um den Punkt d zu erhalten, zieche man ed beliebig und
trage den Winkel acd nach abd. Die Geraden ed und bd seheiden
sich alsdann ebenfalls in einem Kreispunkte, denn - hde = 2 bac.
Nach diesen einleitenden Betrachtungen wollen wir zu unserer

eigentlichen Aufgabe, der Beschreibung der verschiedenen Projektions-
arten und ihrer Anwendung tibergehen.




I. Abschnitt.

Die stereographische Projektionslehre.

Die Grundlage
der

stereographischen Projektionslehre.

Um einen Korper perspectivisch darzustellen, muss man vor Allem
die Bildebene und die Lage des Augenpunktes, von welchem aus nach
den Grenzen des Gegenstandes Sehstrahlen gezogen werden, annehmen.
Die Punkte wo diese Strahlen die Bildebene treffen, geben in ihrer
(tesammtheit em Bild des Geeenstandes, welches auch seine Projektion
eenannt wird. Wollte man auf diese Weise ecinen Theil der Erdober-
fliiche perspectiviseh darstellen, so wiirde die Anzahl der auszufithrenden
Operationen so betrichtlich sein, dass ein schneller Fortschritt der
Arbeit unmoglich wire. Man heschrinkt sich daher darauf das Netz
der Parallelkreise und Meridiane, welches man sich auf der Erd-
oder Himmelskugel gezogen denkt, abzubilden und alsdann die Grenzen
der Continente wnd Léander, die Strassen, Berge, Flisse und Seeen
niherunosweise in  dasselbe einzuzeichnen. Dabel kann man die
Parallelkreise und Meridiane so nahe an einanderlegen, als die An-
forderungen in Bezug auf die Genauigkeit der auszufihrenden Karte
¢s nothwendie machen.

Denkt man sich bei der Darstellung einer Kugelfliche die Bild-
ebene und den Augenpunkt der Projektion angenommen, so bilden
alle vom Auge nach den Punkten eines Kugelkreises gezogenen
Qtrahlen in ihrer Gesammtheit einen schiefen Kreiskegel, dessen
Durchschnitt mit der Bildebene nichts anderes als eine Curve zweiten
Grades sein kann,
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Die Gleichung dieser Curve wird fir den Fall, in welchem
die Schnittebene E (Fig. 4) auf der Ebene SAA’ die durch die lingste
und kiirzeste Seitenkante
des Kegels geht, senk-
recht steht, auf foleende
Weise erhalten:

In Fig. 4 sei SAA’ ¢in
schiefer Kegel, dessen
Basis AA” ein Ireis ist,
SA seine lingste, SA’
seine kiirzeste Seiten-
kante, welehe mit der
Hil-‘"ihl'hl'fil' die Winkel
e und & bilden, dann
steht zundchst die
Ebene SAA’, welche
durch diese Kanten
oeht, senkrecht auf
der Basisebene AA’
denn sie muss durch die
Senkrechte Ss  gehen,

welehe man  von  der
Spitze S des Kegels auf
die  Basisebene zieht.
Legt man nimlich durch die Senkrechte S5 und die Axe S0 des

Fig. 4,

Kegels eine Ebene, so schneidet sie die Kegelfliche in der lingsten
und kiirzesten Seitenkante, wie sich dies auf folgende Weise he-
weisen lisst:

Man lege durch die Axe SO irgend eine andere Ebene SGG. so
ist " der Winkel, welchen die Gerade SO mit ihrer Projektion bildet
und " der Winkel, welchen sie mit der Durchschnittslinie OG’ der
Ebenen SGG" und AA" einschliesst,

und ¢ << @’ somit SA’ << SG
ferner ¢ > 3 also SA > S8G
was sich ‘auch fiir irgend eine andere Ebene, die durch SO geleot
wird, beweisen lisst. SA’ ist also die kiirzeste. SA die lingste Seiten-
kante des Kegels,

Wird nun dieser Kegel durch éine beliehioe Ebene E opschnitten,

welche auf der Dreiecksebene ASA’ senkrecht steht., so ist sein
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Durchschnitt mit dieser Ebene die Curve PCP’, deren Gleichung
abzuleiten ist. Der Einfachheit wegen wollen wir noch folgende Be-
zeichnungen einfithren. Es sei 8 der Winkel, welchen die Schnitt-
ehene mit der Lingsten Seitenkante SA bildet, y der Winkel den die
lingste und kiirzeste Seitenkante mit einander emschliessen und
SF — d der senkrechte Abstand der Kegelspitze von der Schnitt-
ehene.  Dureh irgend einen Punkt P der Curve lege man eine
Ebene BB’, welche mit der Basisebene parallel ist und die Kegel-
fliche in einem Kreise schneidet. Da die Ebenen E und BB’ auf
der Ebene ASA’ eleichzeitig senkrecht stehen, so steht aueh ihre
Durchsehnittslinie PP’ auf der Ebene ASA senkrecht und Pp ist so-
wohl auf der Geraden BB’ als auch auf der Geraden CD senkrecht.
Legt man nun in der Ebene E durch den Punkt C ein rechtwinkliges
Axensystem, dessen Abzissenaxe mit CD zusammenfillt, wihrend die
Ordinatenaxe mit PP* parallet ist, so ist Cp = x die Abzisse, Pp =y
die Ordinate des Punktes P und man hat zwischen diesen Grissen eine
Gleichung aufzustellen.
Da BB’ ein Kreis ist, so besteht die Gleichung:
1) y2—=Bp.Bp
Aus Dreieck B'Cp folgt: Bp : Cp = Sin B'Cp : Sine’

oder da Up=1%y H’('“ — und o = & 15t
; X .9in 4
)} ¥ L I
e
] IJ} Sin

ferner folgt aus A BpD:
Bp : Dp = Sind : Sin DBp
oder da.Dp =CD — Cp=CD —x, ferner g—=y—-od alsod =05 —y
und DBp = 180° - 1800 — e=wa -}y ist, so ergibt sieh
(CD-— x) Sin (g—»)

]

Sin (e - »)

Substituirt man die Werthe 2) und 3) in Gleichung 1) so erhilt man

. x Sin A(CD —x) Sin(F— )
U —— T - :
Bin ¢ Sin (e - )
T CDSin#Sin (8 —3) Sin g8im{F—z)
oder 4) y2*=——— L e 2
. Sin e Sin (e 37) Sin e Sind e |- )

Den Werth von €D kann man noch durch den senkrechten Abstand
SF = d der Kegelspitze von der Schnittebene ausdriicken.  Aus dem
Dreieck SCD folet:

(D : SC = 8Siny: Sind oder da d =p —» ist
SC Sin

Ch —

Hiuiﬂ.f—:-:.
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ferner folgt aus dem bei F rechtwinkligen Dreieck:
. d
N0 =5— und daher
II-'J
d Sin y
':‘-I} s ,-.;.”IJ_ .
Sin #5in (F—y)
Substituirt man diesen Werth in Gleichung 4) so lautet die Glei-
chung der Scehnittkurve:

&

d Siny Sing Sin (F — )
- g S S

(@ y* SinaSin(et7) ©  SinaSin(e]y)
Diese Gleichung hesitzt aber die Form:
¥ X 1B
welche fiir positives n die Scheitelgleichung der Ellipse, fiir negatives n
die Seheitelgleichung der Hyperbel und fiir n 0 diejenige der Parabel
ist. Da nun die Werthe von e, 2, (e -|- ) nie grosser als 1809 sein
kdnnen, so hiingt das Zeichen von n einzig von der Grosse Sin(3— y) ab.
Ist Sin (8 — ») positiv, d. h. § — y positiv. und >y, so ist die Curve
eme Ellipse,
st Sin (# — ) negativ, d. h. §— y negativ und g << y, so ist sie eine
Hj’[n"l"ll'].
und fiir Sin (8 — ) =0, d. h. fiir g — y =0 und 8 = cine Parabel.
Um im ersten und zweiten Falle die Werthe der erossen und
kleinen Axe der Curve zu hberechnen, vergleiche man die erhaltene
Gleichung (I) mit der Scheitelgleichung der Ellipse und Hyperbel. Die
Scheitelgleichung der Ellipse lautet:

R 2h? b2
(Ia) y2 —= 4 X =5
. B S y B a H
diejenige der Hyperbel dagegen:
2h? h2
yi=r—x-5x
“ i a?
In beiden Fillen bestehen die Bedingungsgleichungen:
o 22 d Sin .. b2 =in 7 Sin (8 — ) :
D) — == — e ungl - —= ———— — ()
a S e i (e - #) as SIS [ ee ;-}

(vergleiche Gleh. T und Ia)
aus welchen die Werthe von @ und b zu ermitteln sind, Es ist

. ad Sin 3 atSin 4 8in( 4 .y
” i]i = - M.‘.l-],l' 5 ilﬂll i|2 B 11 .Is” l.'.J_ ; I‘
; 2 Bine Sinfa--1) Sin e Sin (e |

Comparirt man diese Werthe, wobei man die gleichen Grissen auf
beiden Seiten weglisst, so ergibt sich:

s i d Sin
& O SN (P —a) — —=— .

: dSin y
2 Bin @ Bin (§—»)

(1) a -




SRl ) P

Substituirt man diesen Werth in Gleichung 7) so ist
2 SRy o
~ 4 8in «8in 2 Sin (a4 ) Bin (F — )
i (Il = grr—————— —
= V' 8in e Sin @ 8in (< y)Sin(F —p)
weleher Werth fiir @ <y d. h. fiir die Hyperbel imaginiir 1st.
Fiir den Fall dass die E

d S5in 3
k]

lipse in einen Kreis iibergeht, 1st
A .il {II[l‘]'
1 s i

Sin #8in (3 —y) ll ;inrc:‘jil'-;.-fﬁiru-;re J.-;':Iﬁiu{_-';’ —7}
Nimmt man den reciproken Werth dieser Gleichung und quadrirt
dieselbe, so hat man:
Sin? 8 Sin? (8 — ) = Sin @ Sin @ Sin (¢ - ) Sni (8 — 7)
oder (IV) Sin g Sin (8 — y) = Sin & Sin (¢ - p)-

Nun besteht bekanntlich die goniometrische Beziehung:

Cos(x—y) —Cos(x -} y) = 2SinxSiny und daher

i i 1 1 d h 1 - ¥
Sin x Sin y = —[Cos (x — y) — Cos(x | ¥}
somit Sin @ S8in (8 — ) =~ [Cos y — Cos (2 8 — y)| und
0 yal o \ 1 s e
Sin e Sin (¢ |- ) = : [Cosy — Cos (2 a - y)]
Die Bedingungsgleichung IV lautet nun:
Cos y Cos (28 y) = Cosy Cos (2 | -}f"] oder
(IVa) Cos (28 —y) =Cos 2 e-|-7)

Diese Gleichung ist aber richtig fiir:
('\'] :_}..Ji :r,: —- —I— 2‘ it [_ ;f:] | 0 1 -I“i{:l‘r

Nimmt man das positive Zeichen, so ergibt sich:

28—y=2a-+| y-+n.360% oder
2p =2a-1 2y E n. 3600
] — e« }y J-n.1809;p ist aber immer < 180°
also n = o und es ist
3 — @} die eine Bedingung fiir welche die
Ehene die Keecelfliche in einem Kreise sehneidet. Da nun,
wie aus Fie. 4 ersiehtlich g'=180° — g und ¢ =180° — (& |- ) s0

ist auch #'=¢ Es ist aber 0 =1800 — (8" -|-y) und ¢ =180
(g -} ») somit fir diesen Fall auch d = e
Die Schnittebene E bildet alsdann mit der lingsten
und kiirzesten Kegelkante dieselben Winkel, welche diese
Kanten mit der Basisebene einschliessen, und man sagt




S

12

die Kegelfliche werde von der Ebene E antiparallel ge-
schnitten.
Nimmt man in Gleh. V das negative Zeichen, so ergibt sich:

28 —y=—2a—y--1n.360% oder
53 — —a-} n.180% Da g immer kleiner
als 180" sein muss, so ist n = 1 zu setzen und
# =180 — & oder da g =180°— " ist

s I.-," — |1 80%— g
8=« d. h. die Schnittebene ist mit der Basis-
ebene parallel. Es gibt also nur zwei Fille in welchen ein schiefer
Kreiskegel von einer auf ASA’ senkrecht stehenden Ebene in einem
Kreise geschnitten wird.

Der Satz, dass der Durchschnitt einer Ebene, welehe einen
schiefen Kegel mit Kreishasis antiparallel schneidef, immer
ein Kreis sein muss, findet sich schon im ersten Buche (Lehrsatz 5)
der Conica des Apollonius von Perga und wird derselbe daselbst
auf folgende Art bhewiesen: Es ist Pp senkrecht auf BB" und CD,
(Fig. 4 Seite 8)) und BB’ -ein Kreis, also:

Ppt—=Bp.Bp
Nun ist nach Voraussetzung d =a =« also A DBpoo A B'Cp
und daher Bp:Cp = Dp:Bp somit
Bp.Bp=Cp.Dp und
Pp? — Cp . Dp

Denkt man sich nun die Ebene BB® parallel mit sich selbst ver-
gchoben, so wird sich fiir jeden Curvenpunkt dieselbe Gleichung
ereeben, und es ist in Folge dessen diese Curve ein Kreis, dessen
Durchmesser die Gerade CD ist.

Schon zur Zeit des Ptolemiius hat man erkannt, dass wenn
man bei Darstellungen der Kugeloberfliche die Bildebene durch das
Centrum der Kuegel gehen lisst und den Augenpunkt im Endpunkte des-
jenigen Kugelradius annimmt, welcher anf dieser Ebene senkrecht
steht, alle Kreise des Globus sich wieder als Kreise proji-
ciren, welche sich unter denseélben Winkeln wie die Kueel-
kreise schneiden.

Um den ersten Theil dieses Satzes zu beweisen, hat man
nur zun zeigen, dass bei dieser Annahme die Kegeliliche, welche die

vom Augenpunkt nach dem Kugelkreis gezogenen Projektionsstrahlen
bilden, durech die Bildebene antiparallel geschnitten wird.




Es sei in Fig. 5 CD die Bildebene, so errichte man im Mittel-
punkte M der Kugel eine Senkrechte MO auf die Ebene CD, welche
die Kugeloberfliche in O trifit. O wird dann als Augenpunkt der
Projektion angenommen. Fer-
ner sei AB ein  beliebiger
Kugelkreis und OAB  der
schiefe Kreiskeeel, welcher
von der Bildebene CD in
dor Curve a b geschnitten
wird. Um zu beweisen, dass
diese ein Kreis ist, ziehe
man OG und MFE senkrecht
auf die Ebene AB des Kugel-
kreises und lege durch OG
und die Aungenaxe OQ) eine
Ebhene, welehe die Kueel in
dem grossten Kreise QPD
schneidet. In dieser Ebene
muss auch die Senkrechte Fig. &

MT liegen, welche durch den
Mittelpunkt I' des Kugel-
kreises geht und die Kugel im Pole P dieses Kreises trifft, und endlich
befindet sieh auech die Axe OF des Kegels in dieser Ebene. . Wie oben
hewicsen wurde. schneidet aber die durch die Normale OG und die

Kegelaxe OF gelegte Ehene den Kegel in der lingsten und kirzesten
Seitenkante. Bs ist also OA die lingste, OB die kiirzeste Erzengende
der Kegelfliche, ind da die Bildebene CD senkrecht steht auf der
Ehene OAB des Axendreieckes, so hat man nun die Gleichheit der
Winkel OAB und Oba, sowie der Winkel OBA und Oab nachzuweisen.

Fs ist der Winkel OAB Peripheriewinkel iiber Bogen ODB, somit
> OAB= = (OD -} DB) =5 (90°-}- BD)

forner nach ecinem bekannten Satze:

2 Oba= 1 (0C 4 BD) = +- (900 -} BD)

also =X OAB = . Oba und da die Dreiecke OAB und Oab zwel
Winkel eleich haben, so ist auch .2x OBA = = Oab.
Der Kegel wird also antiparallel geschnitten, und die
Durchsechnittskurve ab ist ein Kreis.
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Der zweite Theil des Satzes, nach welchem sich die Projek-
tionen zweter Iueelkreise unter denselben Winkeln sechneiden, wie die
Kreise selbst, wird auf foleende Weise bewiesen.

Es seien AG und AR (Fig. 6) Tangenten an zwei Kugelkreise,
welche sich im Punkte A schneiden und den sphiirischen Winkel FAG
einschliessen, und FG die Durchschnittslinie, in welcher die Ebene,
die durch die Tangenten gelegt wurde, die Bildebene schneidet: dann
sind al' und aG Tangenten an die sich im Punkte a schneidenden
Projektionskreise und es ist zu beweisen, dass =y FaG — =2 FAG.

Man lege durch die Augenaxe O() und den Punkt A eine Ebene,
welche die Kugel in dem griossten Kreise DAQ schneidet, und ziehe
im Punkte A ecine Tangente AB an diesen Kreis, die die Durch-
schnittslinie FG im Punkte B trifit.  Da nun die Ebenen AFG und
CD auf der Ebene ODAQ) gleichzeitig senkrecht stehen, so ist auch
ihr Durchselmitt die Gerade FG senkrecht auf der Ebene ODAQ) also
FG senkrecht auf BA und Ba und die Dreiecke ABF, ABG, aBF,
aBG sind bei B rechtwinklig. Ferner ist

25 OAB = = (0D - DA) == (900 -} DA)

2

(=

1

5

und 2 AaB =
2y OAB — = AaB und A BAa gleichschenklig
also AB=aB

(€0 - DAy =1

2

(900 -} DA) somit




Die Dreiecke ABG und aBG sowie die Dreiecke ABF und aBF sind
nun congruent und es ist 1) = GaB = =y GAB
2) = FaB = > FAB also
(xaB |- FaB = GAB -}- FAB oder
GaF = GAF.

Liegen die Geraden AF und AG auf derselben Seite von AB, so sind
die Gleichungen 1) und 2) von einander abzuziehen, im Uebrigen
hleibt der Beweis des Satzes unverindert.

Da sich die Parallelkreise und Meridiane anf der Kugel unter
rechten Winkeln schneiden, so miissen auch die Bilder dieser Kreise
unter sich rechte Winkel bilden und die rechtwinkligen sphirischen
Vierecke, welche von den Meridianen und Parallelkreisen eingeschlossen
werden, wieder durch rechtwinklige Curvenvierecke dargestellt sem.

Fine andere Eigenschaft dieser Projektionsmethode ist ferner
foleende: Denkt man sich an die Kugel eine Kegelfliche ge-

eet, welche sie lings dem zu projicirenden Kugelkreis AB
(Fig. 5) bheriihrt, so ist
die Projektion s der
Spitze S des Kegels der
Mittelpunkt der Projek-
tion ab des Kugelkreises,
wie sich auf folgende Art
leicht heweisen lisst:

Es sei R ein beliebiger
Punkt des Kugelkreises, r
seine Projektion, ferner RT
eine Tangente an den Kugel-
kreis im Punkte R und 1T
ithre Projektion, dann sind
RT und die Kegelkante RS
Taneentenan die Kueelfliche
welche auf einander senk- 0
recht stehen, und da sich
nach dem Vorhergehenden
die  Projektionen zweier Kugeltangenten unter demselben  Winkel
schneiden wie die Taneenten selbst, so schliessen die Geraden 1T und
rs ehenfalls einen rechten Winkel ein.  Die Gerade rs eeht also durch

den Mittelpunkt des Kreises a b, und da diess von jeder anderen Lime
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rs auch gesagt werden kann, so muss der Punkt s der Mittelpunkt
des Kreises a b sein.

Man nennt solehe Projektionen, bei welchen die Bildebene durch
den Mittelpunkte der Kugel geht und der Augenpunkt im Endpunkt
des auf dieser Ebene senkrechten Kugelradius liegt: stereographische
Projektionen.

Wie schon erwiihnt, werden dieselben hauptsichlich zur Dar-
stellune eanzer Kugelhemisphiiren angewandt und nennt man die Ge-
sammtheit zweier Hemisphiiven, welche nach dieser Methode abgebildet
werden: Weltkarte. Bei einer solchen Karte sind nur die in ihrer
Mitte liecenden Theile in den richtigen Verhiltnissen dargestellt,
wihrend die iibrigen Parthien an Ausdehnung zunehmen, je weiter sie
vom Centrum der Karte abstehen. Dieses Wachsthum kommt von der
Sehiefe der Sehstrahlen her, welche um so bedeutender wird, je weiter
gich die Strahlen von der optischen Axe entfernen.  Es folet hieraus,
dass man bei Weltkarten nicht fiir die ganze Karte denselben Mass-
stab anwenden darf.  (Ueber die Bestimmung des Vergrosserungsver-
hiltnisses fiir verschiedene Theile der Karte siehe das Capitel tiber
die conformen Abbildungen.)

Die Erd- oder Himmelskugel kann man durch einen Meridian,
den Aequator oder emen beliebigen grossten Kreis in zwel
Hemisphiiren theilen und s konnen die Ebenen dieser Kreise als
Bildebenen gewihlt werden. Da der \nwunpunht im crsten Falle auf
dem Aequator, im zweiten Falle im Pole der Kugel liegt und im
dritten Falle eine beliebige Lage auf der Kugel besitzt, so gibt es
drei Arten stereographischer Projektionen der Kugeloberfliche:

1) Die Acequatorialprojeltion;
2) Die Polarprojektion:
3) Die Projektion auf den wahren Horizont eines beliebigen Be-

wohners der Erdkugel.

Ableitung der allgemeinen Formeln auf welchen die Construction
stereographischer Netze beruht.

Bs sei 0D (Fig. 5) die Bildebene, O der Augenpunkt und OQ die

Augenaxe, ferner AB ein beliehiger Kugelkreis, dessen Projektion ab

gesucht ist, und P der Pol dicses Kreises. Legt man durch die Augen-




axe O€) und den Pol P des Kreises eine Ebene, so steht diese senk-
recht auf der Bildebene und es ist die Projektion des Kreises CQPD
die gerade Linie CD. Ist P der eine Pol der Erd- oder Himmels-
kugel, so nennt man diesen Kreis, resp. seine Projektion CD den
Hauptmeridian des Kartennetzes.

Um den Kreis AB auf der Kugeltliche zu bestimmen, sei die
Entfernung QP = ¢ seines Poles vom Gegenpunkte () dos Auges und
der Bogenhalbmesser PA = ¢ des Kreises, ferner der Radius R der
Kugel gegeben.  Aus diesen Werthen lisst sich dann fiir den Projek-
tionskreis ab, die Entfernung Ms=d seines Mittelpunktes s vom
Centrum der Karte, sowie der Radius as =1 des Kreises ermitteln.

In Fig. 5 ist QB=d4-9¢; QA—=—90 —op

ferner = QOB = I) (0 40); QUA = l, (0 — o)

Mh=0M.TgQOB; Ma=—0M Te QOA
1

pi=-R.Tg:

(0 4 90); e=RTe _l’ (0 —p) (I

Ist e >d, so ist e=RTg 5 (0 d) (La)
in welehem Falle jedoch ¢ vom Punkte M aus auf die andere Seite
vim CD aufzutragen ist. Ferner ergibt sich:

Ms—=d=Ma | as=Ma-} 'l: : EM“L;I.Z"_*‘ET

Ma - (Ma |- ab) Ma —- Mb
Ih[]i‘]' Ii =i — S
B e O
d=—|Tg 5 (c -g_)]-[—ilu_:[d |- o)

Sin {.'t | _'a'}

oder da Tg e} To g = so ergibt sich

~ Cosa (_:nﬁ_).‘l‘
R Sin &

2 Cos —;
RSind
=

" Cos 0 Cos o

{.”} oder

=
(ITa)
Der Werth des Radius as des Projektionskreises ergibt sich wie folot:
ab Mb — Ma
ge—Fi——

5 o

It - . i ) i
=5 ['l o L (d -} o) e 3_ (o ]'ﬁJ

s (e — 5}
" Uos e Cos
[LSin o
I mpe e - l\l“l oder =
2 Cos — (0 4-0) Cos (O — o)
) B ] o,

R.Sin o {I”‘l]

Cos o - Cos o

Mallinger's Kartenprojekiionen, 2




= e

Die Gleichungen I, II, TIT sind die Fundamentalformeln, nach
welchen fiir jeden Kugelkreis seine stereographische Projektion herechnet
werden kann.  Obeleich zwei dieser Gleichungen gentigen, um die zur
Construktion eines Kreises nothigen Elemente zu berechnen, so ist es
doch zweckmiissie mittelst einer 3. Gleichung eine Controlle auszuiiben,
dureh  welche allfillige  Rechnungsfehler leicht aufeefunden  werden.
Aus den Gleichungen ITa und IITa folgt noch:

d:r=~_Sind:Sing (IV)
welehe Proportion demselben Zwecke dienen kann.

Im vorliecenden Falle lag der Pol P des Kugelkreises auf dem
Hauptmeridiane der Kugel, welcher sich als oprade Linie projicirt.  Be-
sitzt nun der Kugelkreis DD wie in Fig. 7 eine beliehioe Laoe, 80

miissen zu seiner Bestimmung folgende Werthe gegeben sein:

J- S .-)-Q
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Die Distanz P,Q =4 des Erd- oder Himmelspoles vom Gegen-
punkte () des Auges, der Winkel », welchen der Meridian P, AP, der
durch den Pol des gegebenen Kreises geht mit dem Hauptmeridiane
P,QP, bildet, derselbe wird wie bekannt dureh den Bogen EF des
Aequators gemessen. Ferner muss noch der Abstand AF = « des Poles
A des Kugelkreises vom Aequator und der Bogenhalbmesser AD =g
des Kreises belannt sein.

Legt man durch die Augenaxe OQ und den Pol A des Kuoeel-
kreises eine Ebene, so steht diese auf der Bildebene senkrecht und
schneidet die Kugel in dem grossten Kreise QAO, weleher sich als ge-
rade Linie MG projicirt.  Zieht man die Projektionsstrabhlen OH und
OH', so schneiden sie die Gerade MG in den Punkten h und h" und
da HH® ein Durchmesser des Kugelkreises ist, so muss auch hl'
ein Durchmesser seiner Projektion sein.  Vor Allem hat man nun
den Winkel C'MG = & zu berechnen, welchen die Gerade MG, auf der
der Mittelpunkt des Kreises hh' liegt, mit dem Hauptmeridiane MC’
einschliesst. Es ist aber

R H[_L}(,'-" = 180¢ w.
Der Winkel e ergibt sich aus dem sphirischen Dreiecke AP, (), von
welchem zwei Seiten P, Q=4d und P, A =90 — ¢ =9 und der von
ihnen eingeschlossene Winkel ¢ gegeben sind. Nach den Neperschen
Analogien ist
Cos L (- )
Te t (4 n) =- — ('—ui-gg

Cos_— (T4
2{ i)

8in — (F —0)
e L i 2 ¢
IE.' o Lt‘rl J".'Jlf' —’17— ({]fﬂ;
Sin - (&)
1 15 3
w =g (0445 (@0—7) (VI)
Nachdem mit Gleh VI @ berechnet ist, ergibt sich & = 1509 (.
Man kann statt dessen auch zuerst die Seite Al) = 4 mittelst des

(‘osinussatzes und alsdann den Winkel @ mit dem Sinussatze
herechnen.
Cos 4 = Cosd Cos<+ - Bind Sind Cosy oder
Cos 4 — Cosd Sine |- Sind Cose Cosy (Va)
Sin g Sin o Siny Cosre -
e - g

und §=1800 — w (VIL)

ferner 1st Sin w —
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Macht man im Entwurfe des Kartennetzes den Bogen C'G g 50 1st
die Richtung der Geraden MG bestimmt und man berechnet nun nach
(tleichung (1) (1) (TIT) die Werthe von Mh e, Mm d und hm
. (m ist der Mittelpunkt des Projektionskreises).
Wir wollen nun die einzelnen Projektionsarten der stereographischen
Projektionsmethode betrachten wnd  die erhaltenen Gleichungen auf
spezielle Fille anwenden.

. Projektion auf den Meridian.
(Stereographische Aequatorialprojektion.)
Anwendung derselben auf die Construktion von Plani-
globien und Sternkarten.
(Siehe Fig. 8 und 9.)

[is sei P,LHP.G die Erd- oder Himmelskugel, P,”H'P./G" ihre
horizontale, P,"H"” P,” G" ihre vertikale Projektion®), so denke man sich
die Kugel in eine solche Lage gebracht, dass ihre Axe auf der horizon-
talen Projektionsebene senkrecht steht und die Ebene des nullten Meri-
dianes P, H P, G, welcher bei Darstellungen der Erdkugel gewihnlich
durch die Insel Ferro gelegt wird, mit der vertikalen Projektionsebene
parallel ist. Nimmt man die Ebene des 0" Meridianes als Bildehene
an, so liegt das Auge im Punkte 0 des Aequators. Die Augenaxe OQ
steht im vorliegenden Falle senkrecht auf der vertikalen Projektions-
ebene und in dieser projicirt sich das stercographische Bild der Halbkugel,
welches in der Ebene P,HP. G licet, in der wahren Grisse.

Um das stereographische Bild irgend eines Parallelkreises
BCDE zu erhalten, betrachte man die zweite vertikale Projektion der
Kugel, in welcher die Bildehene als gerade Linie P, P.”” erscheint.
0" ist die Projektion des Augenpunktes, von welchem aus die Strahlen
O C” und O E" gezogen werden, die die Bildebene in den Punkten
¢ und e freffen. ce ist ein Durchmesser des Projektionskreises und
man hat die Punkte ¢ und e” nach ¢” und e¢” zu projiciren. Der
Mittelpunkt 1”7 yon ¢”e” ist das Centrum des gesuchten Kreises,
welcher durch die Punkte B”D” gehen muss. Sollte e” zu weit wee-
fallen, so ist es ein Leichtes durch die Punkte B”¢”D” einen Kreis

#y In der Folge werden die' Punkte im Raume mit prossen Buchstalen
(P, Q....), ihre Projektionen mit 'P" P, 'Q“Q",.... bezeichnet. Ferner
sollen die stereographischen Bilder dieser Punkte im Raume gleichnamige kleine
Buchstaben (p, q ...) erhalten, und ihre Projektionen p'p”p"”, q'q"q"", . .. heissen,
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zu legen. Es ist noeh zu bemerken, dass sich der Aequator, dessen
Ebene auf der vertikalen Pr. Eb. senkrecht steht, als gerade Linie

G"H" projicirt. Ferner besitzen je zwei mnd zwei Parallelkreise. welche
oleichweit vom Aequator entfernt sind, zu ihm eine symetrische Lage,
und miissen daher auch die stereographischen Bilder dieser Kreise zu
der Geraden G”H” cine symetrische Laee haben.

Die stercographische Projection irgend eines Meridianes
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wird auf folgende Weise erhalten: Es sei P, JP.K (Fig. 8) ein Meridian,
welcher mit

em 0" Meridian den Winkel 4 cinschliesst, JK’ seine
horizontale, J”K" seine vertikale Projektion. Um das stereographische
Bild dieses Meridianes zu erhalten, ziehe man in der horizontalen
Projektion die Strahlen O°J" und O'K’, welche die Bildebene in i” und
k' treffen, i'k” ist ein Durchmesser des Projektionskreises, dessen Mittel-
punkt m” gefunden wird, wenn man seine vertikale Projektion i”k”
halbirt. Aus diesem Punkte wird der Kreis P, i"P.”k” beschrieben.
welcher auch ohne den Punkt i leicht construirt werden kann, und
die stercographische Projektion des gegebenen Meridianes ist.  Die
Fbene P,OP.Q, welche durch die Erdaxe und die Augenaxe eeht,
steht senkrecht auf der Bildebene und ist das st. Bild dieses Meridianes,
welcher der Hauptmeridian der Projektion ist, die Gerade P, P.”. Aus
Fig. 8 ersieht man sofort,. auf welche Weise man die drei Projektionen
der Kugel in eine einzige, die vertikale Projektion, vereinigen kann; der
Deutlichkeit wegen wurden sie alle drei gezeichnet.

Will man die Parallelkreise und Meridiane von 10 zu 10 Grad
er von 15 zu 15 Grad ziehen, so theile man die Bogen P,”G” und
('Q) in 9 vesp. in 6 gleiche Theile und denke sich durch die Theil-
punkte die Parallelkreise und Meridiane gelegt, fiir welehe die oben

(A1}

angegebenen Construktionen auszufithren sind.  Je zwel Parallelkreise
von gleicher nordlicher und siidlicher Breite, sowie zwei Meridiane,
deren Limgen supplementire Werthe besitzen, kinnen mit demselben
Radius beschrichen werden. Fir die Theilung von 15 zu 15° ergibt
sich ein Kartennetz, wie es in Fig. 9 abgebildet ist.

Da beim Zeichnen eines Kartennotzes auf construktivem Wege Un-
genauigkeiten unvermeidlich sind, so ist es zweckmissiger die Formeln
[, IIa und ITa (S. 17) so umzuformen, dass sie fiir den vorliegenden Fall
zur Berechnung von e, d und r direkte Verwendung finden kinnen.

Fiir die Parallelkreise ist die Entfernung ¢ ihres Poles P, vom
(regenpunkte (@ des Auges gleich 90°, wihrend ¢ = P, B verschiedene
Werthe von 0° bis 909 anmehmen kann. Die Formeln I, Ia, II1a
nehmen daher folgende Form an

o= RTg = (900 — o) (VIII)

=

d _li (IX)

r—R.Tgo. (X).
Statt  der Poldistanz ¢ des Parallelkreises kann auch seine Breite ¢
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gegehen sein. Hs ist aber ¢ = 90" — @ und Cos g = Sing,
Tgo — Cotgep, dic Formeln lauten daher:

A= “TL: I]_r)-- {'\HJ Eij

R
*]. —_— -ST!-I 7 l__I:\Ll]
r— R.Cotggp (Xa).
Vlan kann diese Werthe auch unmittelbar aus Fig. 8 erhalten, in

¥ P i { S P g 1800 — g
welcher =1 Q i pate :’ und = Q'0"E e u__f ==
( el \ T e
90 ¢ I ist. Es ergiebt sich:

}.]_”’l.',’” == }ll”lZ” e H,I‘L: lr;_

}I (i l'.”’.' £ :‘I.l.ni'” e -HITL‘ (H“ 0 _ i_) — “ ':'Ull}: 14['

\ &
M —:- Mie K ", - i ~ if }
d : o AR (i'-"-* g 1 Cotg 5,
] rf
-1 1 Vo -
! o e ::] R
T — — — = =
2 [ f Sin g
Cos { Sih - J

forner ist 2r=—c¢"¢” =M"'e"’ —M"¢" =R (Uul-ﬂ‘ f‘r)- — Tg "r)

: (l. T e ff)
i\ Los® g —nin= Ty R Cos «
JEa 2/ ROy __opisto
= , . — Sing —altoigy
-
r = RCotg¢. _

Fiir die Meridiane deren Pole auf dem Aequator liegen, variirt
die Distanz 0 dieser Pole vom Gegenpunkte Q des Auges zwischen 0°
und 900 (siche die horiz. Projektion der Fig. 8), dagegen ist der
Bogenhalbmesser simmtlicher Meridiane @ = 907 und die Formeln Ia
[Ia, IITa nebmen folgende Gestalt an:

g =—R1Tg 1, (900 — ¢) [(XI)] denn ¢ = ¢
d=RTgd (XII)
it
I — ['-us.--ﬁ f‘.‘\].]"[\]
[st die Bildebene G'H" (Fig. 8) der 0™ Meridian, und die geog.
Linge G'K’ == A des zu projicirenden Meridianes oeoehen, s0 ist BgA Q'
- Be. K" d h. 6 =4 und
6 = RTg ~ (900 —4) (XIa)

]
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d= RTgd (XIIa)
i :
I' - T l_.\.[“d/l.

Nach dieser Methode werden die meisten Weltkarten construirt,
wobei man gewohnlich den Meridian von Ferro, welcher die Erde in
die Land- und Wasserhiilfte resp. in die alte und neue Welt theilt, als
0" Meridian und u']»'ivim-'tliu' als Bildebene annimmit.

In nachfolgender Tabelle sind sowohl fiir die Parallelkreise als
Meridiane die Werthe von e d r angegeben, wenn dic Werthe von q
und A2 von 5° zu 5° wachsen. Der Radius der Kueel wurde — 1
oesetzt,

if Paralellkreise Meridiane
"lll‘I' _i T ; 4.._:- 'l‘., ] E l
: "r‘lr i | r= ot = { =Ty ;
,n“, L ‘.\ 9 1 .-:'-'-]']“llr e L fo:':r_“““ "‘J‘ ]'— I-—~"' !_.('ﬂ‘-."..
]

R0 0,04366 | 11.47371 | 11,4300 0.91634 0,08749 | 1.00382
100 0,067V49 | 575877 | 56T 'x 083910 | 017633 | 1.01543
[50 013165 386370 | 3,73205 | 0,76733 | 0.26795 L.055H28
209 1 0,17633 | 2,92380 | 2.7 L748 || 0,70021 | 0,36397 | 1,06418
230287 020770 | 251120 | 280351
250 0,22169 | 2,36620 | 2,14451 | 0,63707 | 0.46631 1.10338
300 0,26795 | 2,00000 | 1,73205 || 0,57735 | 0,57735 | 1.15470
350 031530 | 174345 | 1. szl y || 0,62057 | 0,70021 | 1.22077
[oo 036397 | 1,55572 | 1,19175 | 046631 | 0,83910 | 1,30541
150 041421 41421218 J[}H{l 041421 100000 | 1.41421
ST 0.46631 1,30541 | 0.83911 I'J.::!i:tE}T 9176 1.555%2
hho 0.52057 1,22077 | 0,70021 || 0,3153( 1.42815 1,74345
h(o (0.57735 115470 057735 || 0 ’i:;" ) 1.73205 2.00000
G50 0.63707 1,10338 | 0,46631 | 0.22169 | 2.1445] 236620
669327 0,65604 | 1,09016 | 043412 |
700 0,70021 | 1,06418 | 0,36397 | 0,17633 | 284748 [ 2,92380
iHo 0.76733 | 1.03528 : 0.26795 | 0,13165 i 2.73205 | 3.86370
&S00 0,83910 | 1.01543 0.17633 0,08749 | 5 157127 5.7H876
850 091633 | 1,00382 | 0,08749 | 0,04366 |11.43005 | 11,4737

Wir wollen nach dieser Methode noch einen belichigen Kugelkreis,
z. B. die Ekliptik projiciren. Um die Frithlings-, Sommer-, Herbst-

und Wintergestirne
dquators gesehen werden,

anzuwenden.
der 270

il!']'

gestirne
gestirne

darzustellen,

Fiir die Friithlingsgestirne
“, fiir die Herbsteostirne der
()

Declinationskreis

wie sie

ist der

der Kneel

fiir

und 1Tir die
Hauptmeridian

von einem Bewohner des Erd-
ist es am zweekmiissigsten diese Projektion
180
a6

die Sommer-

Winter-

der
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Projektion.  Wollte man in diese 4 Karten., welche ein vollstandiges
Bild der eanzen Himmelskugel gehen, einen beliebigen Kuegelkreis ein-
meen, V VI und VII (Seite 19)
die Winkelwerthe von @ und e und nach den Gleichungen I, ITa, I11a
(Seite 17) die Werthe von e d r zu berechnen.
st P, Q d (siche Fig. 7, Seite 18) die Entfernung des Poles

vom Gegenpunkt () des Auges

zelchnen, so hitte man nach

EF = y die Rectascension des Poles der Ekliptik
P.A g die Distanz des Poles der Ekliptik vom Himmelspol
AD = ¢ der Bogenhalbmesser der Ekliptik
so sind in die Gleichungen Va und Vla fir d ¥ 9 ¢ folgende Zahlen-
werthe zu substituiren :

1) fiirdie Frithlingsgestirme: d =900,y = 909, = 23927"20" ;¢ = 90°
2) ., Sommergestirne : 0 =— 907 == Sy A== 2303790 o i L
3) 5 . Herbstgestivne :0—90°y=210°3 2302720 ;0= 907
£} s Wantergésticne 50 =900,y — 18003 —=23927"20" ;0 —90°¢

Fiir No. 1 ergibt sich
Gog =10 ;J[ﬂr A = 90°

Sin w Sin 23027°20" also
e :J__’ Tt *H”
e=— 1809 — w=156932"40"

Der Winkel £ ist an die Gerade M"P,” (Fig. 8) in der Richtung
des Uhrzeipers anzutragen und liegt aof seinem Schenkel MG (Fig 7)
der Mittelpunkt des gesuchten Kreises.  Ferner ergeben sich nach den
Gleichunoen 1, Tla wnd Ila die Werthe von ¢ d

St S = i
e—ad o) il / o) = Ta:0v () s
: =in 1
fl =—=— - r =
Cos of - Cos o 0
-""‘ill[_J > | =
! Cos 2t | [':.4,‘_- = S0, T e 5
[a d v unendlich oross i.-'[-_ g0 projicirt sich die 5".li|'l]1li|i in
diesem Falle als gerade Linie R7S” (Fig. 8), welche mit dem Aequator
"H" einen Winkel von 23927° einschliesst, und kann man auch ohne

Hiilfe der Formeln zu diesem Resultate eclangen, denn die Ebene der
Fkliptik geht durch die Augenaxe und steht daher senkrecht auf der
Bildebene, wesshalb sie sich als gerade Linie projicirt. = Diese Linie
muss mit dem Aequator einen Winkel von 239277 bilden, denn die
stereographischen Projektionen zweier Kugelkreise schneiden sich unter
demselben Winkel, wie die Kreise selbst
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Auch fiir die Herbstgestirne projicirt sich die Ekliptik als
oerade Linie T”U" (Fig 8), welche in Bezug aul den Aequator o H”

zu der Geraden R”S” ecine symetrische Lage besitzt. I
Fiir No. 2 ergibt sich nach Fir No. 4 ergibt sich nach [
(tleichung Va und Vla: Gleichung Va und VIa: i
Cos 4 = Sin$ — Sin 230 27°20" Cos A = — BinY =
A=66%32"40" Sin 23027°.20"

U : o — 66932:40

Sino )
gl 4 = 1800 — 66°32" 40"
(= I 1. . o 113927'20"
» L =
g=180 Sinw=90, w=180°
g=10°
ferner nach Gleichung I, ITa, ITa: | Nach den Gleichungen I, Ila,
i _l} (669 327 40" — 909 Illa erhilt man:
i 1 =
y T (112097 90"
¢ = — Tg 11943"40" | e=Tg - (11892720 — 509
g — — 0,20760 g = To 11943 40"
d = Tg 4 =Tg 66°32°40” | e =10,20760
de— 2;804(3 b= d'=Tgd=—"To 113°27°20"
: Sl ! = d==2=230473
= i Cos 66° 32" 407 | l
r — 2,01233 | T = Gosd — Coelis®27 20"
| oy 201288
Zusammenstellung der erhaltenen Werthe.
. Ansicht & ' e d r
[. Frithlingsgestirne | 156932°40" 0,00000 0 %
II. Sommergestirne |180Y (0.20760 2.30473 251233
I11. Herbstgestirne | 203927°20" 0,00000 0 ¥
[V. Wintergestirne [ 360° 0,20760 | — 2,30473 | —2,51233

1. Projektion auf den Aequator.
J |

Sterecorraphische Polarprojektion. )
I praj

Befindet sich das Auge in dem einen Pol der Kugel, so fillt die
Bildehene mit der Aequatorebene zusammen und der Aequator A'B'C'D’
(Fig. 10) ist der Grenzkreis der Karte. Die Erd- oder Himmelsaxe ist
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dentisch mit der Augenaxe und steht daher senkrecht auf der Bild-
cbene, wesshallb sich alle Meridiane als gerade Linien projiciren, welche

durch das Centrum
cinschliessen.  Will man diesclben
von 10% zu 100 oder von 159 zu
159 ziehen, so hat man den Um-
fang des Kreises A'B'C'D" in 36
resp. 24 gleiche Theile zu theilen,
und die Theillpunkte mit dem
Centrum P, der Karte zu ver-
hinden.

Um die Projektion irgend
eines Parallelkreises BT zu er-
halten, denke man sich zu seinen
Punkten Projektionsstrahlen  ge-
zogen, welehe in threr Gesammt-
heit einen senkrechten Kreiskegel
hilden. der von der Bildebene
AC in dem Kreise e f geschnitten
wird, ef ist die stereographische
Projektion  des  Parallelkreises,
welcher in der horizontalen Pro-
joktionsebene in  der wahren
(irosse erscheint.  Theilt man den
Bogen A“Q” in ebensoviele
oleiche Theile wie den Bogen
A'B’, so gehen durch die Theil-
punkte die zu projicirenden Pa-
rallelkreise, welche alle anf die-
selhe Weise erhalten werden. Thre

der Karte -gehen und unter sich gleiche Winkel

Radien ergeben sich, wenn manin Gleichung ITa(S. 17) die Entfernung ihres
Poles P, vom Gegenpunkte () des Auges gleich Null setzt. Man erhalt:

R Sin g
4

R Sing

I = = M. T B .
Cos OY | Cos o l-;-L'trH'
b 5
L) i
R . 25in — Cos =
r] 2 L = :
i ; Voo AL Y
i —— — — —RTe > (XIV)
& =g
g
2 Coa= =2
2

Die Poldistanz ¢ der Parallelkreise ist aber das Complement ihrer

Breite ¢ und daher:




e s
=R Te (800 —py (XIVa

.

Fir R =1 gibt die Tabelle Seite 24 1 der drittletzten Colonne die
Werthe von r wenn ¢ von 5° zu 5° zunimmt.

Diese Projektionsmethode wird beim Entwurfe von Karfen der
Nord- und Sitdpolarlinder sowie zur Construetion von Himmelskarten
angewandt und eignet sich hauptsiichlich zur Darstellung der Circum-
polargestirne.  Will man in éine solche Karte die Ekliptik, welche
durch die Punkte A’C" des Aequators geht. einzeichnen. so sub-
stituire man zur Berechnung der Werthe ¢ d une
I, IIa, IHa folgende Werthe:

v in die Gleichungen

- aa90a9="an’ :
0 =2392V 20" o = 90°

Es ereibt sich ¢ = Mo 33916207 — 0.6H618
d=To:23027 20" —= 1043389

s — L0900

~ Cos 23927207
Fiir eine Karte, welche die siidliche Hemisphire darstellt. erechen sich
dieselhen Werthe von e d r. der Mittelpunkt der Ekliptik liegt jedoch
auf der anderen Seite der Geraden B'D” (Fig. 10).

Nach dieser Methode kann man Projektionen der Kueellliche
erhalten, welche mehr als die Halbkugel darstellen. Tst z B. in Fig. 10
G"H" ein Parallelkreis, welcher siid-
lich vom Aequator lieet, so besitzt
seine  stercographische  Projektion
a”h" emen grisseren Halbmesser
als der Aequator und ist ein zu
diesem  concenfrischer Kreis o'l

Je grosser die stidliche Breite der
Parallelkreise wird, um 80 orissor
werden die Radien der Bildkreise,
welche in Foloe der Schiefe der
Sehstrahlen  unverhiltnissmiissio

wachsen. wesshall die an den Grenzen

einer solehen Karte licoenden Fieuren

Fig. 11. verzerrt  erscheimen.  Zur Darstel-

lune der in unseren Breiten im

Laufe des Jahres sichthbaren Him-

melszone sowie beim Entwurfe emer Karte, welche mehr als die eine Erd-

hemisphiire darstellen soll, wird diese Projektionsart hie und da angewandt.

In Fig. 11 ist P, P, die Erdaxe, A A der Aequator und Q ein beliebiger Erd-
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ort, dessen oe0o, Breite '\u if _‘_"I'_L]'l‘lﬂ'“ 1st. H'H' 1st der secheinbare,
. weleh  letzterer die Him-
melskugel in eine sichtbare und unsichthare Hilfte theilt.  Alle Gestirne,

GG der wirkliche Horizont  dieses Oretes

welehe daher eimne stidl. Deelination his AG H()e g besitzen, sind fiir
diesen Ort mm Laufe des Jahres sichthar, und es bildet fiir einen

Bewohner dessen geog. Breite 489 betriet, derjenice Parallelkreis die

Grenze der Kavte, dessen studl. Deelination = 420 ist.  Die Radien der

siidlichen Parvallelkreise ergeben  sich, wenn man in Gleichune XTIV

¢ der Reihe nach die Werthe 950 1000, ...1300 eibt. Fiir den Kugel-

radius I8 = 1 erhdlt man folgende Werthe von r:
siidliche Declination | r=—Tg >

5

5l 1,0913

10 1,1918

15 1.50652

20 ; 14281

25 | L5697

a0 ' 17521

35 19210

10 2.1445

Aus dieser Zusammenstellung sicht man, dass der Radius des-
Jenigen Parallelkreises dessen stdliche Declination 409 betrigt, doppelt
so gross ist als der Radius der Kugel, wesshalb die Gestirne, welche
em Aequator und — 40 siidl. Declination
cmnehmen, eine viel grissere Fliche bedecken als die Gestirne zwischen
0% und 90% nordl. Declination.

Dieser Uebelstand wird vermieden, sobald man den Augenpunkt
Projektionen  der
Meridiane bleiben dabei unveriindert, diejenigen der Parallelkreise sind

diec Kueelzone zwischen

auf der Verlingerung der Weltaxe annimmt. Die

concentrische Kreise, deren Radien von der Annahme des Augenpunktes
abhiingen. Prof. Otto Mdllinger hat bei der Construktion seiner transpa-
renten Stermkarte den Angenpunkt in soleher Entfernung vom Centrum
der Kugel angenommen, dass die Bogen vom Aequator bis 429 nérdlicher
und siidlicher Declination auf der Karte gleich gross erscheinen und
in Folge dessen die Parallelkreise von -} 420 und — 429 Declination
glawchwert vom Aequator entfernt sind.  Die Karbe ist fiir einen Be-
es 48, Parallelkreises construirt, wesshalb der Bogen A(Q) — 489,

wolimer
der Bogen AG = 420 zu setzen ist (Fig. 11).
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Es sei AB (Fig. 12) der Aequator der Himmelskugel, welcher

oleichzeitie die Bildebene ist. P, P, die Weltaxe auf deren Ver-
lingerung der Augenpunkt
() der Projektion hegt. CD |

und EF seien zwei Parallel- |

kreise, welehe die eleiche

nordliche und  stdliche
Declination von 429 be-
sitzen. Vom Punkte 0

denke man sich nach diesen
Kreisen Projektionsstrahlen

oezooen, die die Bildebene
in den Kreisen. e¢d und
ef trefien. Da die Ent-

fernungen Ac und Ae dieser

Kreise vom Aequator ein- :
ander eleich sein sollen,
so ist vor Allem zu he-
weisen, dass es auf der Geraden P,P. einen Punkt 0 gibht, welcher
als Augenpunkt dieser Anforderung entspricht. Es kann diess anf i
foleende Weise gezeiet werden: In Fig. 12 ist:
Me : CG = MO : GO
Me : EH — MO : HO

Setzt man in diesen Proportionen MO =1, s0 ist (0 1) | M, J
HO =D MH und man erhilt: :
CE.D |
1) }[UL“--E-M“
EH.D i 5
2 \ i oty |
2) Me = 55— :
Aus Fig. 12 ergibt sich ferner: CG = EH = R . Cos ¢ und
MG = MH = RSing somit:
( RCasaq D)
| Me = d
i ll—.'— R Sin i
(“\\ } ] ‘-I s “.(:u.-éll,f D
e “—[l-‘ii:u}
2l e e R Cosgp D r D Cosg
lll-lll -}] 4\l A‘!jl[ ~ :‘I[l — TI : ﬂ J:E“HII-E{ - ]l (] = D 'i- R&m !;)
(e : ! £ It Cos o h‘ d y JJ[II]:'-Ij{ '
Do — Mo AN — ~2F - R=R(;- 2L 1)

Nimmt man den Augenpunkt zuerst im Pole P, der Kugel an.
80 ergibt sich fiir ¢ = 42° nach Gleichung XIV:




Me R0 240=—) 4452 R
Me — RTe 660 = 2,2460 R
ferner  Ac R

04452 B = 05548 R
Ae — 2,2460 R R 1.2460 R

und daher Ae > Ac.
Nimmt man dagegen den Augenpunkt in emer Entfernung D — 2R
von der Bildehene an, so ergeben sich die Werthe von Ac und Ae
nach den Gleichungen 3 und 4. s ist

Ac— R (l 2 :)-{LFI;-I:;: r,')

Ae =R (5L —1)

und fir ¢ = 429, Ac = 0,4452 R und Ae — 0,1168 R
somit Ac > Ae.

s muss also zwischen P. und der neuen Lage des Augenpunktes,
fiir welche MO = 2 R ist, ein Punkt liegen, von welchem aus die
Bocen AC und AE gleich gross erscheinen, d. h. fiir den Ae —= Ae ist.
Um seine Distanz D vom Centrum der Kugel zu berechnen, setze

man die Werthe fiir Ac und Ae (Gleh. 3 und 4) einander gleich.

T ) Cos g l)l)c'r-'{,r
Bs ist 1 —gaen; = p_mewg L oder
) e (- Dlorp
— T D —REBing D - RSing
|B] Losg §] Cos
LJG]!‘]' = s = / : } v : =
R D & ) T (n o )
— i I
“ 1[1le' “ 1 1 rI,r
; ; ; RE D ¢
Setzt man in dieser Gleichung = — X, 80 1st
L
9 x Cos g L x Cosg

- x — Bing x |- Sing

ool Sin? ¢p) = xCosg (X |- Sing | X — Sing)
2 (x2 — Sin® @) = 2x*Cos ¢

X2 (1 Cosg) =— Sin*egp
e i B i — Costy
Y 1— Cosg Vol Cosg
X = 2 — ViFCmy somit
(XVI) D =R i 6wy = RCos L y3
fiir ¢ = 420 ist D — 1,3203 R

Setzt man R==1 so ist D = 1.3203 und es ergeben sich die Radien simmt-




e —

e

licher Parallelkreise nach den Gleichungen XV. Man erhilt folgende

Werthe

Poldistanz Radins Poldistans Radius
der der der der
Pavallelkreisze Projektion Parallolkreise Projektion

Dy 004967 THY 08075
10 0.09945 S0 08705
| 5o 0.14945 Sh ().9345
200 | 0,19980 900 | 1.0000
2H0 (.25055 50 1.06GHS
300 0,30190 1000 11340
ah0 0.35395 1050 1,2015H
Lo 040675 [ 100 1.2685H
1Ho 0.46045 115 1.3530
oo 0.51500 1200 l_'!‘]-]l}
Doo 0,57106 | 1269 1,4485
600 0,62800 || 1300 | 14035
650 0,6865 1329 | =1,5063

00 | 07458 | |

Um die Projektion der Ekliptik und des Horizontes zu erhalten,
welche sich bei dieser Annahme des Augenpunktes als Ellipsen proji-
ciren, hat man die erosse und die kleine Axe dieser Kllipsen, sowie
die Entfernungen ihrer Mittelpunkte vom Centrum der Karte zu
berechnen.

In Fig. 13 ist A"B” liw' Aequator, E'D” die Ekliptik, welche
mit ihm einen Winkel von 23
fiir welechen die Poldistanz P,

0 Iu]l+||-. ferner H'G"” der Horizont,

- 480 ist.  Ekliptik und Horizont,
welche beide grisste Kreise der Kugel sind, schneiden sich in dem
Kugeldurchmesser PQ), welcher in der Bildebene lieet und daher seine
eigene Projektion ist. Beide Ellipsen gehen durch die Punkte P’()’
des Aequators (Fig. 14), die Ekliptik geht ausserdem durch die Punkte
e’d’, und der Horizont durch die Punkte h'e¢’, welche aus Fie. 13 in
die Fig. 14 projicirt werden.

'.
G

Da E”D" ein Durchmesser der Ekliptik ist, so muss auch seine
perspectivische Projektion e’d’ ein Durchmesser der Ellipse o' ' d’{’
sein, dessen Grosse wie folet erhalten wird:

He ist: o'd = e"d” —eM” = MYd" = = DTgy |+ D.Tegd (Fig. 15)
wenn die Entfernung M”70 D eesetzt wird,  Oder

bield a= Dy Toy - Ted) -

[ Sin (3 - 0)
os ¥ [_:4l|-» r‘F-




Sohald die Winkel y und d bekannt sind, kann auch e’d‘ mit dieser Gleh.
bere¢hnet werden. Betrachtet man die Dreiecke O“M“E* und O“M*“D*,
50 ist 5 J.|':" {9 = 90° S

I \D* -0 =900 &

ferner bestehen die Gleichungen:

| Tol (B M) f—— Ilql- :[,Jj“ i :-J:‘l AD—R) = Tg'il (900 - ! S0 Aar )
_’) R s _[)_J.]{ D4R
(8] m.1 i o 2 Mol (¢ I \ g
ok (e gy — Qb OB =) Teh (G000 =)
52 / DR D R
Mittelst den Gleichungen Fig. 18.

2) und 3) berechnet man
dic Werthe von y und o,
und setzt dieselben in Glei-
chung 1) ein, wodurch die
. eine Axe e‘d’ der Ellipse
erhalten wird, Die Ent-
fernung M‘C’ ihres Mittel-
| punktes €’ vom Centrum
der Karte wird auf folgende
Weise berechmnet. Hs ist:
M Cf= M'd'—d*C’

= M — 2

— DTgd— 2o

2Cos y Cos J

4) MG = R 2L r‘ﬁ_:rl-)

Dieser Werth ist die Ab-
zisse xp des Punktes P/ durch
welchen die Ellipse gehen
muss, in Bezug auf C’d’ als Ab-

- &)

Se, e S

scissenaxe und C'f* als Ordi-
natenaxe. Die Ordinate von
' P! ist M'P' = y3 — R und
s ergibt sich die zweite Axe
der Ellipse, wenn man in
ihre  Mittelpunktsgleichung
a2 y? -} h?x3 = a2 b2 fir Fig. 14.

L o SIS

a, vy und x die erhaltenen

f i o 3 ol d! D Sin (v -1 §)
' Werthe setzt, und alsdann b ermittelt. Esist: Sla—-—— —= 1 "<
2 2 Los "{.JU."‘ i

Millinger's Kartenprojektionen,




D Sin (0 — y)
2 Uos ¥ Cos ¢
gy Ry somit

X=X

D2 Sin? (0 — ») D2 8in? (y &) 5 .
2 " \ 'y * J | 4 |-|_3 11"[I

R R el Gl e
4 Cos® y Cos® i 4 Cos® 3 Cos® i

4 L:l.,-"i';.- Cos2 &
b? (Sin? (y + ) — Sin® (d - 7)) = R*8in? (y | 9)
Sin (y -+ d) -} Sin (J - »|-[Sin (y | 6) — Sin (0 7)
— R2Sin? (y -}- d)
Durch gehirige Entwicklung und Reduktion ereibt sich :
h2 Sin 2y Sin 20 = R28in? (y |- J)
RSin (3 -+ &)

lalh']' Iy 2

also 6) b = — - [
Y 1/Sin 2 »8in 24 !
Die Schiefe der Ekliptik ist & — 23027 20%, ferner ist fir R =1 -
D — 1,3203; somit nach den Gleichungen 3:
Tg 33° 16' 20" . 0,320:
'I‘“'.I- [;}‘;u s ,U“} —_— ELH}J zf'_.i.. “3.
e ! 2,3203
Tg 560 43° 40" . 0,5208

L AP | ¢ e L gy 0 3
lgd D = 2,3203
und 1 (B¥ — y) =5°10/'33" , } (D" — 0) = 119 02"49"
Nach den Glch. 2 ergibt sich:
L (B y) = 33016204, & (D“ |- 0) = 564340
p— 280547, d — 4495051

i ; " 1,3208 . Sin 16° 45' 04"
ferner ist nmach Gleh. 4: M 0! = — 2

M/ (! = 0,30421.
Fndlich hat man noch nach Gleichung 5) und 6) die Werthe von

a und b zu berechnen. Es ist:

1,3203 Bin 72° 56' 38"

A= — _—— — 1.00808
9 Cor 2895 47" Cos 449 H0' 51" 1,0090
Sin 729 56' 38" P
e R vl i W ___ — 1,04880
|/Sin 56° 11° 34" Bin 899 41° 42"
Fiir den Horizont H”G” ist Bg.P/GY = § = 480

2 HY - = 1800 — = 132°
P | i = 480,
In ganz analoger Weise wie oben ergeben sich die Werthe yon
»* und ¢, sowie die Werthe von M‘CY, a‘ und b’
nun mit M‘K’ bezeichnen]. Es ist (siche Fig. 15 und  14) o
[8046/26Y & = 200 28' 59" MK’ — 0.506%9. a'—= 1. b'=1.1600.

4 M/C* wollen wir




I11. Projektion auf den Horizont.

(Stereographische Horizontalprojeltion.)

Will man diejenige Hemisphiire der Erdkugel abbilden, in deren
Centrum sich irgend ein Land oder eine grissere Stadt., z. B. Wien oder
Paris befindet, so lisst man den Gegenpunkt  des Auges mit dem-
jenigen Orfe zusammenfallen, der
im Mittelpunkte der Karte licgen SRt
soll. Die Augenaxe steht alsdann
senkrecht auf dem Horizont H* H#
(Fig. 15) des Ortes Q“ und die
Jildebene L“N* ist der wahre
Horizont dieses Ortes. In Fig.
15 und 16 ist die Bildebene
parallel mit der horizontalen
Projektionsebene  angenommen,

withrend der Hauptmeridian

Q“P,“0“P/, welcher dureh die
Erdaxe PP und die Augen-
axe 0“Q” geht, eine zur verti-
kalen Projektionsebene parallele
Lage besitzt. Die stereographische
Projektion des Hauptmeridianes
ist in Folge dessen eine zur
Projektionsaxe parallele Gerade
Do’ Pas

Da simmtliche Parallelkreise
C“D*, A“B“ ete. von dem grossten
Kreise A“P,“B”P.“ in Durch-
messern C“D“, A“B“ ete. ge-
schnitten werden, so liegen die

Fig. 186.

Projektionen dieser Durchmesser :
auf der Geraden p,/p’/, welche simmtliche Mittelpunkte der stereo-
graphischen Projektionen der Parallelkreise enthilt.

Um das Bild des Kreises C“D“ zu erhalten, ziehe man die Projektions-
strahlen O“C* und 0“D“, welche die Bildebene in ¢“d“ treffen, die
horizontale Projektion ¢’d’ der Geraden cd ist ein Durchmesser des
Parallelkreises ¢/d‘, dessen Mittelpunkt i gefunden wird, wenn man ¢ d*
halbirt. Ebenso kann man auch fiir die iihrigen Parallelkreise, welche

o=
i
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entweder von 10 zu 109 oder von 15 zu 15% gezogen werden, die
Mittelpunkte construiren. Der Aequator A“BY, dessen Ebene auf dem
Hauptmeridiane senkrecht steht, sehneidet die Bildebene in der Geraden
LT welche ebenfalls eine zur vertikalen Projektionsebene senkrechte
Lage besitzt. Da die Gerade EF ihre eigene stereographische Pro-

jektion ist, so geht durch ihre Endpunkte E4F das Bild des Aequators.

Licot wie in g, 17 ein Parallelkreis CD siidlich vom Aequator
and ist seine siidliche Breite AC etwas gross, so erhilt man von dem
Durchmesser ¢d des Bildkreises gewohnlich nur den einen Endpunkt
¢ withrend  der andere sehr weit wegfillt, wesshalb man den Mittel-
punkt i dieses Kreises auf an-
dere Weise zu erhalten suchen
muss. Dies geschieht auf folgende
Art: Die Ebene des Kreises CD
steht senkrecht auf dem Haupt-
meridiane und sehneidet die Bild-
ehene in der Sehne GH, welehe
im Punkte T ebenfalls auf dem
Hauptmeridiane senkrecht steht.
(H ist ihr eigenes Bild und er-
scheint hei der Niederlegung der
Bildebene um den Durchmesser
LN in der wahren Grosse, wess-
halb durch die Endpunkte gh
dieser Geraden das Bild des

Parallelkreises hindurchgehen muss.  Sollte die Sehme oh (Fig. 17)

s weit links liegen, in welchem Falle sie den Kreis nicht scharf

oenug schneidet, so bestimmt man die wahre Grisse von Fg und Fh
indem man den Kreis CD um seinen Durchmesser CD niederlegt und
PG senkrecht auf CD zieht. FG ist dann die wahre Grosse der halben
Qehne. welche nach Fo und Fh getragen wird.

Da simmtliche Meridiane durch die Pole P, P, der Kugel echen, so
miigsen ihre Bilder durch die Projektionen p,'p.’ dieser Pole gehen. (Fig. 16)
p’ ist daher eine simmtlichen Meridianen gemeinschaftliche Sehne,
und die Mittelpunkte dieser Meridiane liegen auf der Senkrechten g'h’,
welche man in der Mitte von p./p’ auf dieser Geraden errichtet.
Um sie zu erhalten erinnere man sich, dass sich die stereographischen
Bilder zweier Kreise unter demselben Winkel schneiden, wie die [Kreise
selbst.  Tst daher A (Fig. 16) der Winkel, welchen der gesuchte

—




Meridian mit dem Hauptmeridiane der Karte bildet, so trage man
diesen Winkel im Punkte p,’ an L‘p) an, p,7* ist dann eine Tan-
oente an den gesuchten Kreis, dessen Mittelpunkt h' erhalten wird,
wenn man p,/h' senkrecht auf p,r zieht und sie mit der Geraden g’h’
gum Schnitt brinet. Will man die Meridiane von 10° zu 10° oder
von 159 zu 15° zeichnen, so beschreibt man am einfachsten aus dem
Punkte p,’ mit beliebigem Halbmesser (m Fig. 16 wurde er gleich
pae’ angenommen) einen Kreis, errichtet in p,/ eine Senkrechte auf
p'e’ und theilt den Quadranten g0 vom Punkte 0 aus in 9 resp. in
6 gleiche Theile, verbindet die Theilpunkte mit dem Punkte p,’, welehe
Linien die Senkrechte g‘h’ in den gesuchten Mittelpunkten der
Meridiane schneiden. In Fie. 16 bildet der gezeichnete Meridian mit
dem Hauptmeridiane einen Winkel von 45°% Siammtliche Meridiane
besitzen zum Hauptmeridiane je zwei und zwei eine symetrische Lage,
wesshalb ihre Mittelpunkte gleichweit von g entfernt sind. Derjenige
Meridian, dessen Ebene auf dem Hauptmeridiane senkrecht steht,
schneidet die Bildebene in der Geraden EF durch deren Endpunkte
das Bild dieses Meridianes hindurchgehen muss, der Mittelpunkt dieses

Kreises liegt in o

Ableitung der Fundamentalformeln fir die stereographische
Horizontalprojection.

Da bei der construktiven Ausfithrung eines Kartennetzes immer
unvermeidliche Construktionsfehler gemacht werden, so ist es zweck-
miissio auch fiir diesen Fall die Fundamentalformeln abzuleiten, nach
welehen sowohl die Parallelkreise als auch die Meridiane unmittelbar
herechnet amd alsdann gezeichnet werden konnen.

Fundamentalformeln fiir die Parvallelkreise. Far diese
bleiben die Formeln I, II, TIT (Seite 17) vollstindig unverdindert und
ist in denselben & =P “Q“ (Fig 15) d. h. gleich der Poldistanz des
Ortes () zu setzen, welcher den Mittelpunkt der Karte einnimmt
withrend o die Poldistanz der Parallelkreise ist. Da o =90°—q.
wenn ¢ dieBreite der Parallelkreise bezeichnet, so komnen die Formeln
auch noch folgendermassen geschriehen werden:

(XVII) e/=RTgl (0} 90°—¢) e=RTgi(d | ¢ — 90?)
R Sin d 1 8in o
34900 —p Jf ¢—90% " Cosd-Sing

: 2
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= 98 L

(X L) i k. Cos ¢ ]:.(,‘IH-‘FJr
t\\l\' I = = _‘\1 |-'1,”|.-- q o = _--'I,I-—E"U" i:!Ll.--{‘f | Sin g
fiir den Aequator ist ¢ =10 also ?
(XVIIa) ¢‘=RTg} (6| 90% und e =RTg } (d — 90°)
R RS8ind o X
{‘K\ ”J-L” ‘I':'{_'“.l_]:\-t == j_l I‘_’,(}
TV e el
|\ 4\] }\_ i ;l R {_';;'{'3

Will man in eine Weltkarte den Polarkreis und den einen Wendekreis
einzeichnen, so setze man in den Formeln (XVII) (XVIII) (XIX)
0 = 23°2720" und ¢ = 66°32'40”, wodurch man die entsprechenden 1

Werthe von ¢’ e d r erhilt

Fiir die stidlichen Parallelkreise, welche grissere Radien als der
Aequator besitzen, ist es zweckmissig ausser dem Punkte ¢ (Fig. 17);
welchen man durch Berechnung der Distanz Me erhilt, noch die
Schnittpunkte g und h des Parallelkreises mit dem Grenzkreise der
Karte zu bestimmen. Diess geschicht am einfachsten durch Berech-
nung der Coordinaten MF und Fh—=—TFg der Punkte h und g oder
durch Bestimmung des Winkelwerthes LMh—=«. Aus dem hei E
rechtwinkligen Dreieck FEM folgt:

) MIZ ME
! ‘ll e . —_— e
M > Cos (909 — Sind ?

Ortes () bedeutet, oder da ME = RSin¢g

wenn ¢ die Poldistanz des |

e Roing | o . .
(XX) z =220 ((p = der siidl. Breite des Parallelkreises).
: L Sing
Zur Berechnung von y wendet man die Mittelpunktsgleichung des
Kreises AP, BP, an. Es ist
e T
y="1/Rt —x2 =1 /5y RSinig
. R —Sae
‘V Sin2d
T R 4/@niy G
X3 r— 1/ 8Bin?2d — Sin%¢g
\ \]) 3 f?'!in:'}‘k p
Endlich ergibt sich der Winkel LMh = ¢ durch die Gleichung
rI.EI' W " — Jﬁ'ihs o= Hj“.:r‘;
B v Sin® ¢

(XXII) To o — V( f*hu")'ﬂ B
Sinp.

Fundamentalformeln fiir die Meridiane. Zunichst er-
geben sich die Entfernungen M“p,“ M“p der Pole vom Mittelpunkte
der Karte direkt aus Fig. 15 (Seite 41). Es ist P,“Q“ =0 = der Pol-
distanz des Ortes (), und daher:




R e
i r i " ] r < JY
|\, _;H}I.hr.niig,
, 3
l..‘mi,”l.,ff ==y T (uuu - -‘ ) —RCotg

Die Distanz der Pole pn“ps“ =R (Iﬂ’ -} Cotg )

R (‘:m- g - Cos? 7)
2.

(XX1II)

Pa P 7 5 5 5
"1“2 S 2-
e _2:”‘* . e . e THUTa
n ) X BT i 3 [ [} / 4 v i Ak
pe P e lso die Entfernung des Fuss-

punktes g’ der Senkrechten, (Fig. 16) auf welcher die Mittelpunkte
der Meridiane liegen, vom Pole p,:

Ty R : _ ; ,
p.'g =" E_:Shﬁ)‘ und die Entfernung dieser Geraden

vom Mittelpunkte der Karte:

R J
1 ... o " o 1
.‘-ng = }_},Ldf_ﬁ — [).."."-J. R e R rJ‘B"' 5
&y
3 Sin =
Wit Bt —
- > Sin o Con r.}
2
R ( 2 Sin® —)
Mg = =
281 ‘! (f:::i 5
- - - II-(_.“? l\‘
Y ot e
(XXIV) M’ g' = 5 = RCotgo

Um die Entfernung ¢’h’ des Mittelpunktes irgend eines Meridianes,
welcher mit dem Hauptmeridiane den Winkel 4 einschliesst, vom Fuss-
punkte g’ der Senkrechten g’h’, sowie den Radius h'p,’= r des Meri-
dianes zu berechnen, befrachte man das rechtwinklige Dreieck h'g’p,
in welchem =y o/p,/h'=909— 4 ist.  Es ist

o'W = p,/g’. Tg (900 —4)

AL l'[nu,r‘
{ Y ).l' a —
\\:\“r } 5 h '\ "\nu"l
P S funey : ; Pu' §
Ferner ergibt sich h'p.—r — Uoh.\sm'—u._.
34

(XXVI) r=

" Sind Sing

Die Distanz ¢'h’ ist vom Punkte g’ aus nach oben und unten aufzu-
tragen und kinnen mit demselben Halbmesser gleichzeitig zwei Meri-
diane beschrieben werden. Aus Fig. 16 lisst sich ferner der Wmkel
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g berechnen, welchen die zur Bestimmung des Mittelpunktes b’
dienende Gerade h'M’ mit dem Hauptmeridiane bildet. Es ist
Cotg == ~orgr

(XXVII) Cotgp = Cosd Tgi
Man kann den Werth von r auch mittelst der Fundamentalformel
[la (Seite 17) erhalten, wenn man in diese die entsprechenden

Werthe von d und ¢ ein-
setzt. In Fig. 18 ist P,CP,
ein beliebiger Meridian, wel-
chermit dem Hauptmeridiane
den Winkel A bildet. AB der
Aequator und R der Pol des
Meridianes, fiir welchen QR
— A die Entfernung vom
Gegenpunkte () des Auges
ist. Diess ist aber der fiir
0 in Gleichung IlTa zu sub-
stituirende Werth. FEs er-
gibt sich aus dem bei A
rechtwinkligen sphérischen
Dreieck AQR, dessen Ka-
theten AQ=¢=900—g
und AR = AC -} CR ==
A -}-90° gegeben sind.
(AR kann auch =21 — 90¢ sein.) Es ist

Cos A = Cos (900 — d) Cos {iEJUU [ - ],.j

Cos A = —RSindSin4d Im vorliegenden Falle ist A
ein stumpfer Winkel, also allgemein:

(XXVIII) Cos A = Sind Sind

Substituirt man diesen Werth in Gleichune I1Ia und beachtet man
gleichzeitig, dass fiir jeden Meridian der Bogenhalbmesser ¢ = 900 ist,

R Sin 90°

Sos it oreh s N S e, ]
! Il t sich - Sind Sin 4 | Cos 909 Sin ¢ Sin A

(wie ohen.)

Aus demselben Dreieck AQR (Fig. 18) kann man auch die
(leichung XXVII erhalten, durch welche sich der Winkel g ergibt,
dessen Maass das Supplement des Bogens LT des Grenzkreises der
Karte ist: die horizontale Projeltion LT* dieses Supplementes (Fig. 16)
hestimmé die Richtung der Geraden M. Aus Fig. 18 folgt:

e
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C——

RSin 4

erwahnen,
Mittelpunktdes Meridianes ausser-
des Blattes fiallt und der
drei Punkte zu
Da die Ebene
eines Meridianes durch die Frd-
_ schneidet sie  die
Bildebene in einer Geraden J/ K,
weleche  durech  das
Karte geht und
den Grenzkreis der Karte in den
Punkten J* und K* trifft. Mittelst
den Punkten J'p, K’ kann der
Meridian gezeichnet werden und
man hat daher nur den Winkel
[/ MY J—= zu berechnen, welehen
die Gerade J*K’ mit dem Haupt-
meridiane bildet.
L* rechtwinkligen sphiirischen Dreieck
P/t = 9000 und- 3 EMP 4T =Nict folof
Tg I#d¢ = bin P 14 Tel vder: daBeLitJ¥ — 1/ -
Tg e = Sin (900 | ¢) Te A

hestimmen

41

Tg AR = Sing . Tgp’
I‘LJ- (900 | - 4) = Cosd rl‘g'l."f"

Cotg A
M — A el
gl = Gos 3
e 1
Cotg@ —  Tg/Cosd
('ul’;‘ _."J" == rl‘_’\). Cosd oder da I's’ E
Cotgp = — Cotgp’ = Tgk Coso

m
RTg A4

noch den Fall
welchem der

Auns dem hei

= 1800

i l;”

(wie oben). -

Endlich ergibt sich nach Gleichung ITa (Seite 17) die Entfernung
d des Centrums des Meridianes vom Mittelpunkte der Karte.
(XXIX) d =

Nach Gleichung XXVIII be-
rechnet man die Winkelgrisse A
und substituirt ithren Werth in
Gleichung (XXIX) wodurch d er-
halten wird. —

Es 1st

PAL#JY (Fig. 15), in welechem

- ¢ ist
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(XXX) Te e — Cos o Tgh
Die Abscisse Mt und Ordinate fJ des Punktes J° ergeben sich
nach den Gleichungen (XXXI) M‘f = x == RCose und f'J* =y

- L :
— R Sinc.
Wir werden spiter ein Verfahren kennen lernen, beliebige andere
Punkte des Meridianes J/p,/K‘ als Durchschnittspunkte mit einem
sum Grenzkreise der Karte concentrischen Kreise zu bestimmen, so
dass der Meridian mit dem Peripheriezirkel auch dann gezogen werden
kann, wenn der Durchmesser der Karte sehr gross ist.
Die Gerade JK (Fig. 16) kann gestiitzt auf Formel (XXX) auch
auf folgende Weise construirt werden: Es sei Fig. 19 in Bezug auf
die Projektion identisch mit Fig. 16, LN der Hauptmeridian, P,P
E ¢
e -0 -
I: 22 _i.‘-i- Bl
Vg :
\ ! |
\ i ! T
N Se
LS : '.?B_\

eing Gerade, welehe mit LM den Winkel 900 — ¢ bildet. In einem
heliebigen Punkte C der Geraden LM errichte man die Senkrechte CB
und ziehe CD senkrecht auf P,P,, trage die Distanz CD mach CI,
und an die Gerade CE im Punkte E den Winkel 4, welcher gleich
der Linge des Meridianes ist. EB und CB schneiden sich in B,
welchen Punkt man mit dem Mittelpunkte M der Karte verbindet,
wodurch die gesuchte Gerade JK erhalten wird, denn es 1st:

CB__ ECTgi  CDTgh

Torg —-—— — - A e

a ¢ = on oM oM
Te e = Sin (90° —d) Tg 4
Tga— Cosd Ted (wie oben.)

Um das Bild ireend eines Kugelkreises zu erhalten, von welchem
d 7 9 wnd o (Fig. 7), gegeben ist, wendet man unmittelbar die




Formeln 'V, VI, VII (Seite 19) an, mit welchen die Werthe von « und
herechnet werden. Dadurch ergibt sich die Richtung der Geraden
MG (Fig. 7), auf welcher der Mittelpunkt m des gesuchten Kreises

b

P liegt. Man berechnet nun die Werthe von e, d und r nach den
Gleichungen I, II, III, (Seite 17) und kann alsdaan den Kreis
consfruiren,

|

|

T

Hierher gehoren auch die Losungen folgender 3 Aufgaben:
1. Aufgabe. Gegeben sind die sphirischen Coordinaten eines

Y

Punktes A (Fig. 7), der Kugel, als welche wir EF — » und

'
AF = e annchmen wollen, |y = dem Winkel, welchen der Meridian
des Punktes A mit dem Hauptmeridiane einschliesst, ¢ =— der geog.

Breite des Ortes A] man soll die stereographische Projektion a des
Punktes A bestimmen.
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Aufléosune.  Zunichst ergibt sich P, A = 4 = 90 — « unil
man erhilt mittelst den Gleichungen V, VI, VII (Seite 19) die Werthe
von @ und & Durch den Winkel ¢ ist die Richtung MG der Geraden
bestimmt, auf welcher die Projektion a des Punktes liegt. Mittelst
des Sinussatzes wird nun die Entfernung o/ des Punktes A vom
Gegenpunkte Q des Auges berechnet, es ist:

i e Sin O Siny

(A) Bin A = ——F
ferner ergibt sich die Entfernung Ma des Punktes a vom Centrum
der Karte durch die Gleichung:

(B) Ma = MO.TgMOa = RTg

2. Aufgabe. Die sphirischen Coordinaten zweier beliebiger
Punkte C und L (Fig.37)
eines grissten Kugel-
kreises seien F__J't"_*_"ﬂn']l.
man soll die Entfernung
A des Poles A dieses
ordssten  Kreises  vom
(regenpunkte) desAuges
und den Radius r seiner
stereographischen I’ro-
jelition berechnen.
Auflisung. Die
Distanz A Q = ./ wird
auf foleende Weise ge-
funden: Aus dem Drei-
eck CP. L, von wel-
chem 2 Seiten CP, =
9¢ o @. und LP, =
Fig, o, 909 — ¢, und der von

ihnen  eingeschlossene
Winkel CP, L gegeben
ist, erhilt man mittelst den Nepersehen Analogien die Winkel ¢ und .

r ; : Cos L (PnL Pn () Chn L
e L (a )= e - oty . -
() [ g2 | } Cos g (PnL + PnQ) ( o 2
' To L (a ; Sing (Pnl — PaC) (0 CPul
g | =) — oot e LOU0
> A ) Sin g | Pn L ] Pn ) L 2

Durch diese sind auch die Winkel 8 und £ bekannt.
D)yg = 90 — g; ff = o — 90

e

e
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und man kann aus A AP, L oder aus A AP, C, in welchen zwei
Seiten und der von ihnen eingeschlossene Winkel gegeben sind, die
Seite AP, berechnen. Durch Anwendung des Cosinussatzes auf diese
beiden Dreiecke, in welehen AL = AC = 90Y ist, ergeben sich die
Gleichungen:

(1)

j Cos A P, = Sin LP, Cosj8
\ (los AP, = Sin CP, Cos @’
ferner ist:

). : . Sin &

l Sin AP,C = Siny = g—5—

In A AQP, sind nun awei Seiten AP,, QP, = ¢ und der von
ihnen eingeschlossene Winkel

@ (€= 1800 — Oy ppoder |
g = 180% — (A, -} 7’) bekannt, und kann AQ = A
nach der Gleichung:
(H) Cos 4 = Cos AP, Cosd -} Sin AP, Sind Cos e
erhalten werden.

Da der Bogenhalbmesser eines grossten Kreises der Kugel = 900
ist, so wird der Radius seiner stercographischen Projektion nach der
Gleichung:

1 = C.;,.i{'j' herechnet, in welche Gleichung ITla tibergeht.

3. Aufeabe. Die sphirischen Coordinaten der Eckpunkte emes
Kugeldreieckes sind gegeben, man soll die Oberfliche seiner stereo-
oraphischen Projektion berechnen.

Auflésung. Nach Aufgabe 1 werden zuerst die stereographi-
schen Projektionen der Eckpunkte des Dreieckes bestimmt und ihre
(‘oordinaten in Bezug auf ein durch den Mittelpunkt der Karte gehendes
rechtwinklices Axensystem ermittelt (die Ordinatenaxe lasst man
mit dem Hauptmeridiane zusammenfallen). Mit den lefzteren kionnen
die Sehnenlingen der stereographischen Projektionen der Kreishogen,
sowie die Oberfliche des Sehnendreieckes berechnet werden. Ferner
eroeben sich nach Aufgahe 2 die Radien der stereographischen
Kreishogen, durch diese und die Sehnenlingen sind auch die Centri-
winkel der 3 Kreissectoren bestimmt, deren Oberfliche nun berechnet
werden kann. Zieht man von den Sectoren die drei Mittelpunkts-
dreiecke ab, so ergeben sich die Oberflichen der Kreisabschnitte, die
zu dem Sehnendreieck zu adiren sind. Es wird dadurch die Gesammt-
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oberfliiche der stereographischen Projektion des sphirischen Dreieckes
erhalten. —
Fiir das sphiirische Dreieck Lissabon-Constantinopel-Petershure
wurden folgende Dreiecksseiten gefunden:
|,-{' S ]r: -_';5],.. “‘-.r .";'.'3”. L‘E}_ - (- ;;2;] :3:1.' H”. (']j : ] aet 1-,u “"‘J ] H”
Nach den Gleichungen C bis J der vorigen Aufgabe ergeben sich
die Radien ihrer stereographischen Projektionen wie folet:
r, = 3,157167 — 5318,33 g. Meilen; v, = 2,358500 = 3972,96 g. M.
ry — 11,98233 — 20184,57 . M.
Ferner erhilt man folgende den Sehnen le, Ip, cp entsprechende
Centriwinkel :
po =— 40 430 T2 gr==Tl0 () 24 9, —"00 47" 4"
Die H erfliche des Sehnendreiec Iu"- ist:

P — V e ) ( ) ( ) — 60485,8800 M.

die Oberflichen eim 3 Kreisabschnitte sind: A, = 1352,30
K= 241540
A,= 639,00
Also der Inhalt der stereogr. Projektion i .
des sphirischen Dreieckes O — 6489288
Nach der Formel von L'Huillier ergibt sich der sphirische
Excess & des Kugeldreieckes:

- b e e . .
TIL'." = “’/ To i"["g‘* .]3 ('_:—ll) Ta . (E‘ = :-)Tu- _1 (:' == ])
: T baman L S5 e b 2

dieser ist S = p -} ¢ }- 1 = der Summe der Seiten des sphii-
rischen l]l‘l’il't‘-]\'i“i Man erhilt
= 40 b4’ H6” — 17696” und somit die Oberfliche des sphiiri-
schen Drvu-viws
Riws  859,437%. 3,14159 . 17696
— S R 2 T == Raagl 2 op =
= Teo — T — 63369,13 geogr. Q.-Meilen.

Die stereographische Projektion ist daher um 1523,75 (.-Meilen
oder um 24 %, orosser als die Oberfliche des sphiirischen Dreieckes.
(Fiir den ganzen Kugelabschnitt betrigt die Flichendifferenz 2 %%).*)

Vor Kurzem wurden vom Verfasser dieses Buches vier trans-
parente Sternkarten von einem Meter Durchmesser verdffentlicht.
die unter dem Titel ,Ansichten des Sternhimmels® erschienen
sind, bei welchen die stereographische Horizontalprojektion zur An-

") Der Radius der stereog. Projektion desjenigen Kugelkreises, welcher den
Kugelabschnitt begrenzt auf dem sich Europa befindet und der daher Grenzkreis
der Karte ist, wurde gleich der Linge des Bogenhalbmessers dieser Kreises
ANgenommen,
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Die Karten stellen die Frihlings-, Sommer-,
wie sie von einem Bewohner

wendung kam.
Herbhst- und Wintergestirne dar,
des mittleren Europa geschen werden. Bei ihrer Construction wurde
als Bildebene der Horizont eines Bewohners {8, Parallelkreises
angenommen und um die Sterne genau eintragen zu konnen die
Parallelkreise und Meridiane von Grad zu Grad Fir die
nordlichen Parallelkreise wurden nach den Gleichungen I, Ila,
[MTa, die Werthe von e d und r berechnet, fiir die siidlichen
Parallelkreise nach den Gleichungen (XX) und (XXII) die Werthe
x und @, fiir die Meridiane nach Gleichung (XXIV) die Distanz

des

gEZO0ETL.

; 0 " {y.0s
M‘g’; fiir die Meridiane, bei welchen 4 :*2.&:““ ist mach den Glei-

chungen (XXX) und (XXXI) die Werthe von e und X und endlich
fiir die Meridiane, bei welchen 4 > 509 ist nach den Gleichungen
(XXV) und (XXVI) die Werthe von g'h' = y und r.

Da das auf solche Weise erhaltene Kartennetz auch zur Construktion
einer Karte des mittleren Europa verwendet werden kann, so seien
die zu seiner Construktion dienenden Zahlenwerthe in nachfolgender
Tabelle angegeben.

Fir R = 0,5 (Radius der Kugel) und d = 42° ergaben sich
folgende Werthe:

Tabelle zur Construktion einer Karte des mittleren Europa nach der
stereog. Herizontalprojektion.
Parallelkreise.

-

| == | 2|3 3 | Lw | =8 |2

| mi=V | @+ ‘ A |4 l bl W s £+
| H oS | HMes bl Fln ] el ' [ T = s M=
- ‘ IS | o B S 15

L ) [, ] il

! | e :
00f 0,1919, 0,1919 [ 0,0000 ‘; 60| —0,0792 | 0,2691 | 0,3483
3 0,1673| 0,1922 | 0,0250 | 65 |—0,1017| 0,2870 | 0,3887
10 [ 0,1484| 0,1933 | 0,0502 | 70 |—0,1247| 0,3083 | 0,4330
15 | 0,1200 0,1953 | 0,0755 | 75 |—0,1481| 0,3839 | 04820
20 | 0,0072/ 0,1988 | 0,1016 | 80 {—0,1722| 0,3649 | 0,5371
25 | 0,0747| 02028 | 01281 | 85 | —0,1969| 04030 | 05999
30 | 0,0526| 02079 | 0,1554 | 90 | —0,2226| 04502 | 0,6728
35 | 0,0306| 02142 | 0,1836 | 95 |—0,2493| 0,5100 | 0.7593
40 | 0,0087| 0,2217 | 02130 | 100 |—0,2771| 0,5875 | 0.8646
45 [ —0,0131| 0,2307 | 0,2438 [105 |—0,3064 | 06908 | 0.9972
50 |—0,0850| 0,2414 | 02764 (110 [—0,3372| 0,8341 | 1,1713

55 | —0,0670| 02541 | 0,3111 | ; :
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Parallelkreise.

| | | i
= | =
| i
esy | | |
| e | | = |
& 5 & LT | -3 £D =N
= = & = e =l |[E = o 21 s
) = o = M=l g = T=Flf o= i i
= | = = B e s ey = & i | as
Ao | 5 oo 'r: NG o leg: s P o H o @ | & 2 |" 2Rl
i | g B | o | = =L o
= = = —~ = = i
= | -3 Y1 M ‘_:L l| = = J |::""
0 A i | | 72 -
[ |2 |
| ! |
b =
1 ~ e
T | o
% 2 b I

a9 ---U ’1 )
10 | —0,277
(§]
37

. R —
; 0,0651 | 82931 | 259 —0,3700| 0,3158 | 502501
1| 01297 | 74 .b8 30 | —0,4049( 0,3736 | 41 .89
L1 0,1934 | 67 .15 35 | —04424 | 04286 31 .00
2| 02555 | 59 .16 | 40 ——{LEHEH| 04803 | 16 .08
|
Meridiane 4 << 569
M ¢ = R Cotg § — 0,5553

15 '—-ﬂ ={}
20 0.5

T o—Cosd Tgd | M'T = R Cose || Tga= Cosd Tg ‘| M1t =R Cos ¢

(74 X o | X
I : iR
0o | 0000 0,5000 300 23013° (0,4595
5 3.43 04989 | 35 27.29 0,4435
10 T.28 0,4957 || 40 31.5% 04242
15 11.16 04903 | 45 36.37 0,4013
20 15.08 0,4826 50 41.32 0,8743
25 19.07 04724 Hh 16.42 0,3431

Meridiane 4 = 50°

_ RCotgl '

: ] Sind “Sind &in 4 | ! 3 o L s om Yo
| o

|
5232 | 0,0122 ‘= 750 0,2002 0,7726
314 0,8628 80 | 01318 [ 0,7588
484 | 08245 | 85 | 00654 | 07501
20 | 07962 | 90 0,0000 | 07472

Um die Ekliptik in die Karten einzuzeichnen, wurden zur Be-
rechnung der Werthe ¢ ¢ d r die Gleichungen V, VI, VII, I, I III
ancewandt.

Wie schon frither erwiihnt, ist fiir die Frithlingsgestirne der 180te.
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fiir die Sommergestirne der 270", fiir die Herbstgestirne der 360 und
fiir die Wintergestirne der 90" Deelinationskreis Hauptmeridian des
Beobachters und sind daher in die genannten (tleichuneen fiir ¢ y & o
(Fig. 7) folgende Werthe zu substituiren:

tiir die Frihlingsgestirne : § =— 420,y — 009, 9 — 23027204 0 — 90°
, Sommergestirne e -l | L
Herbstgestirne |, 5 J—ads
, Wintergestirne : e g —1800
Da R 0,5 Meter angenommen wurde, so ergaben sich fiir

¢ ¢  und r folgende Werthe:

E I :
| & e i
[ | ; | 4
900 [ 1470220” 0.1968 05366 | 0.7334
(o ()o 0,3597 01677 0.5274
2700 212057740 0.1968 0.5366 0.7334
180 00 0,088 | 1,049 | 12037

Stereographische Projektion eines gegebenen Kugelabschnittes
wenn die Bildebene mit der Ebene seines Grenzkreises
parallel angenommen wird.

Um einen beliebigen Erdtheil z. B. Europa, Afrika ete. oder ein
beliebiges Land wie Frankreich, Deutschland, die Schweiz ete. nach
der stereographischen Projektionsmethode darzustellen, denke man sich
den betreffenden Erdtheil von einem kleinen Kugelkreise umschlossen,
und verbinde den Pol dieses Kreises, welcher gleichzeitic Mittelpunkt
des Landes ist mit dem Centrum der Kugel. Der so erhaltene
Durchmesser wird als Augenaxe und sein Endpunkt als Augenpunkt
der Projektion angenommen. In Fig. 20 ist Q“ der Mittelpunkt des
Landes, das von dem Kugelkreise D% De* umsehlossen wird:; % (%
die Bildebene, welche mit der Ebene des Kreises Di* Ds# parallel ist
und O“Q" die Augenaxe, ferner Q4P,“0“P“ der durch die Aungen-
axe und die Erdaxe gehende grisste Kreis, dessen stereographische
Projektion die Gerade Ci C: ist, die wir den Hauptmeridian der
Projektion genannt haben.

Millinger's Kartenprojektionen,

e

i e e e e ey v

o

e



50

Um alsdann das Bild irgend eines Kugelkreises zu erhalten, muss
Fig. 20, vor allem die
Distanz  P.” )"
= 0 des Erdpoles
vom Gregenpunkte
des Auges und
der HII-_L','I‘II}Iil“l-—
messer Dy Q¥
— f# des (Grenz-
kreises der Karte
ceoehen sein.
Ferner fiir einen
Meridian  der
Winkel 4, welchen
seine Ebene mit

der FEbene des
Hauptmeridianes
bildet, fiir einen

Parallelkreis

w0

[ e

ier  Bogenhalh-
messer g, it
welchemman sich
denselben  vom
f\'u!'t]pnl |’” der
Kugel heschrie-

hen denken kann
und fiir einen he-
lichigen — Kugel-
kreis endlich die
ans Fig. 7 (Seite
18) ersichtlichen
Elemente & y &
1l 0.
Um einen Meri-
dian G PGP
(Fig. 20) zu proji-
giren. berechne
man zundchstden
Fig, 91, Rading der Basis
Bemerknug In Fig. 21 ist bei Pn' der Buehstabe dy als Endpunkt des Durchmessers
dy'dy’ zu setzen,
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des Kugelabschnittes Di“Q“Dse”  Es ergibt sich aus dem Dreiecke
Dy “T4“M“

Di“I“ =R . Sing (XXXII) (R = dem Radius der Kugel), ferner er-
hillt man aus dem Dreiecke di“M“0” den Radius der stereographischen
Projektion dieses Kreises, welcher der Grenzkreis di ds der Karte ist,

/M —RTe: (XXXII,

Die Ehene des Meridianes P.“ G P#(4* schneidet nun die
parallelen Ebenen Di“D2” und C4“Ce” in den parallelen Geraden
(N1“Na”, N1‘Ng’) und (6“Ge”, Gi‘Gz’), von welchen die letztere in
der Bildebene liegt, also gleichzeitie ihre stereographische Projektion
ist. Mit ihr ist auch die Gerade (M “ng”, n1'n:’) parallel, welche die
stereographische Projektion von N3 Ns ist. denn die Ebene O Ni Ns
schneidet auch die parallelen Ebenen Dy D und €4 C: in parallelen
Linien.

Vor Allem kann man nun mit Gleichung XXX (Seite 42) den
Winkel e berechnen, welchen die Gerade Gp/Ge’ (Fig. 21) mit dem
Hauptmeridiane hildet. s ist:

Toa = Cosd Ted (XXX).

Da die Ebene des zu projicirenden Meridianes durch die Erdaxe
P, P, geht, so muss ihr Durchschnitt Ni N2 mit der Ebene Dy Ds des
Kugelkreises durch den Punkt 8 gehen, in welechem die Erdaxe die
lihene  dieses Kreises trifft, und die horizontale Projektion N;/Na!
dieses Durchschnittes geht durch den Punkt 8 des Hauptmeridianes.
Die Entfernung S/M’ ergibt sich aus dem Dreieck S“I“M“, in welchem

I =1"M*.Tgd = RCos § Tg d

Es ist also auch:

S M/ = RCos 8 Tg d.

Ferner kann aus dem Dreieck M‘S‘N:’, in welechem zwei Seiten
SAY und N‘MY sowie der Winkel e gegeben sind, der Winkel & be-
rechnet werden.

S ﬁir.r: ',HI M! = Sine . R k_Uu.ul.'f'lll'}':'r’i:
M'N, R Sin 7
Sin ¢ = Sine Cotgs Tgd  (XXXTIV).
Der Winkel ¢ wird an die Gerade GiGs auf beiden Seiten ange-
tragen, und die Richtungen der Geraden M‘n:’ und M’‘ng‘ erhalten,
welche den Grenzkreis der Karte difde’ in zwei Punkten ni ns der
stereogr. Projektion des Meridianes treffen.  Zwei andere Punkte des

{:\'I; “.‘:ln' — I}] .‘-"I'u]

Meridianes werden erhalten. wenn man den Winkel & fiir einen zweiten
Kugelkreis berechnet, der mit DiDs den Pol Q gemeinschaftlich hat,
4
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und einen Bogenhalbmesser besitat, welcher kleiner als # ist.  Nach

dy’

5 Fig. 23,

den  Gleichun-
gen (XXXIIH)
und (XXXIV)
ergeben sich die
neuen  Werthe
von di M und &,
welche man
entsprechend
auftriot.

Man kann
auch die Rich-
tung der Ge-
raden M/ N,’
undM“Na‘durch
die Winkel
und 41 hestim-
men, welche sie
mit dem Haupt-
meridiane  hil-
den. s ist

“H xxxy)
Pp= el

Fin zweites
Verfahren, den
Winkel € zu be-
rechnen ist fol-
opndes:

€=y —a
und da a be-
kannt ist, so ist
zur  Bestimm-
ung von & noch
7 71 berechnen.
Der Winkel y
ist aber gleich
dem  sphiiri-
schen  Winkel

:\TI“ LJH 1}31'1

Bemerknng, In Fig. 22 ist statt D, 1, zn setzen; in Fig, 25 bei Pn' der Buchstabe
alg Endpunkt des Durchmessers dy’ds’,



(Fig. 20) dessen Werth durch die Gleichung y = 180° — y (XXXVI)

hestimmt 1st.

Aus dem sphiivischen Dreiecke P“Q“N:” in.welchem P, =4,
Q“Ni¥ = Q“D:* = 8, und Winkel 4 gegeben sind, kann aber der
Winkel y auf folgende Weise berechnet werden:

Sind Sin o s
et s 0.0 0

DI — —

h]l:l-r
und nach den Neper'schen Analogien:
o BCos-L (58—t v
Iﬂ' a9 l { Ul,_L[' J

(A-}-x)=

b=

Clos 1__;;; )
Pe L (Ab) Cos L(f-=0)
Cotg § — LI R E TS (XXXVII)

Nachdem man mittelst dieser Gleichung v gefunden hat, berechnet
man y, &€ und 1.

Fiir einen Parallelkreis (Kie. 22 und 23) ist Bi“Ba* die verti-
kale Projektion, und P,“Q“ — 0 sowie P,“Bi” = ¢ gegeben. Um
seine stercographische Projektion zu zeichnen, beachte man, dass sich
die Ebenen Dy De und B: B:, welche auf der Ebene des Haupt-
meridianes . senkrecht stehen, in  einer Geraden Ny No  schneiden.
welche ebenfalls auf dieser Ebene senkrecht ist.  Durch die Endpunkte
N; N3 dieser Geraden geht der Parallelkreis By Bz, und es muss daher
das stereographische Bild des Parallelkreises durch die Endpunkte
tion gehen. nyng ist parallel mit Ny N: und beide

ninz ihrer Proje
stehen senkrecht auf dem Hauptmeridiane, dessen horizontale Projektion
die Gerade (4 Cs* ist, auf welcher die Mittelpunkte simmtlicher
Parallelkreise liegen.
Wie ohen ergibt sich der Radius M/dz? des Grenzkreises der Karte:
M‘dy! — RTg £ (XXXIII).

Leet man ferner durch die Punkte Ny No und den Gegenpunkt Q
des Auges grosste Kreise, so schliessen diese mit dem Hauptmeridiane
den Winkel Di“Q“N.* e oin, welchen auch die Radien M‘ny’ und
M‘ns’ mit dem Hauptmeridiane bilden. Dieser Winkel ergibt sich

aus dem sphirischen Dreiecke P“Q“Ni*, in welchem die drei Seiten

d 8 und P“Ni“ = o gegeben sind. Es ist:

Cos o — Cos 8 Cosd At
Cos @ - T e (XXXIX)
11 Sin o

oder nach einer zur Berechnung mit Logarithmen bequemeren Formel
7 V-‘iih (z=2) 825 —#) :
rl‘ul =8, 2 Sairthrd = — [h_la}

b B _ = 5 3
) = J bm? .‘_ﬂu(ld —:a)
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Es ist selbstverstindlich, dass es nur dann nothwendig ist den
Winkel « zu berechnen, wenn der Mittelpunkt der stereographischen
Projektion des Parallelkreises ausserhalb des Blattes fallt, Ist dies
nicht der Fall, so rechnet man nach Gleichung XVII, XVIIT. XIX '
(beite 37 u 38) die Werthe von e d und r, von welchen der erstere immer
autgetragen werden kann. Durch die drei Punkte ny b
Parallellreis bestimmt, will man jedoch von ihm noch mehr Punkte

ne Iist der

haben, so berechnet man fiir einen zweiten Kueelkreis. fiir welchen
der Bogenhalbmesser kleiner als g ist, ehenfalls den Werth des
Winkels e, wodurch sich zwei neue Punkte des Parallelkreises eroehen.

Fiir einen beliehigen Kugelkreis, fitr welchen die Grissen & y &
und ¢ (Iig. 7 Seite 18) gegeben sind, berechnet man nach den Glei-
chungen V, VI, VII (Seite 19) die Grossen w und & und nach (rleichung
L, I, III (Seite 17) e d und r. Denkt man sich alsdann in Fie. 23

den Kreis construirt, so handelt es sich in dem Fal

, in welchem der
Mittelpunkt ¢ des Kreises ausserhalh des Blattes fillt, darum, seine
Durehschnittspunkte a:’as’ mit dem Grenzkreise der Karte oder mi
eiem zu ihm concentrischen Kreise zu bestimmen, dessen Radius 1 go-
geben ist. Die Coordinaten des Mittel

Kreises sind:

minktes ¢ des zu construirenden

X1 = d.Cosw t XLI) i
yi=dSinw J i wenh  d = M‘c die Entfernune
seines  Mittelpunktes vom  Anfangspunkte der Coordinaten ist. Die
(tleichung des Kreises in Bezug auf die Axen MX. MY lautet:

(y—y )2 E—x)t=12 (1)
ferner ist die Gleichung des Kreises dyf do’:

y2 !__\-f =12 (2)
Die Coordinaten m, n des Durchschnittspunktes beider Kreise eroehen
sich, wenn man in Gleichung 1) und 2) an die Stelle der unbe-
stimmten Coordinaten x und y diejenigen des Durchsehnittspunktes
setzt, und aus beiden Gleichungen die Werthe von n und m ermittelt.
Es ist (n—y1)2 -} (m—x1)2 =12 (3)

N3-mi*=—1% 4

Durch Subtraktion beider Gleichungen ereibt sich

2oyt + 3 —2mx f-xi2=—r2— 12

Yo b x 't —r— iy -
1117 e B = (D)
g £

Nachdem diescr Werth gehirig vedueirt ist (yr xi r* r sind durch
Zahlen gegeben), wird er in Gleichung (4) eingesetzt und aus dieser )
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m berechnet, endlich ist m in Gleichung (5) zu substituiren, durch
welehe sich alsdann n ergibt.  Sowohl fiir m als fiir n erhdlt man
zwei Werthe, von welchen je zwei zusammengehorende die Coordinaten

¥

des einen Durchschnittspunktes a;’ oder az’ sind. Will man ausser

diesen noch zwei Punkte des Kreises hestimmen, so ist die Rechnung
fitr einen zu dy“ds? concentrischen Kreis zu wiederholen.

Berechnung der Kartennetze von Europa und Deutschland nach
der stereographischen Projektionsmethode.

1) Stereographisches Kartennetz von Europa. Als Gegen-
punkt () des Auges werde derjenige angenommen, dessen geographische
Linge Ay = 400 @stlich von Ferro und dessen Breite ¢ =— - 529 ist.
Der 40te Meridian ist dann Hauptmeridian der Karte und die Pol-
distanz des Gegenpunktes () : d = 38°

Zundchst ist der Bogenhalbmesser 8 des Grenzkreises der Karte

zu berechnen.  Fir Europa er-
aibt sich dieser Winkelwerth,
wenn man |'liu Entfernung des
Punktes Q) (A1 = -400, i1 5H20)
yon einem ausserhalb Europa
lieoenden Punkte z. B. R (As =

) \
909, g2 = 60°) berechnet / )// ﬁl"”? 2
. [, 1 '..|I
Denkt man  sich  aus  dem al G* I| Y
) - | AY i LR
te Q) ¢ e L
Punkte () mit ,li‘ m i HIH.S_’E 1 E,‘i\x,ii _ | /f/!l
halbmesser QR einen kreis be- A . Sy

schrieben, so muss durch diesen d ALY /
Europa eingeschlossen  sein.
Die Entfernung zweier Punkte ;
der Kugeloberfliche ist nach
Fig. 24 durch die Gleichung
hestimmt: : :
(fos RQ) = :“"\il]r,il Singz |- Cos g Cosepe Uos (As—4A1)
oder Cos :'} — Sin 529 Sin hﬂ“—! 08 Bh20 (Mgs 600 Cos 500
8 = 28019144
Der Einfachheit wegen kann man
dann den Radius di M des Grenzkreises der Karte nach Gleichung
XXXIII (Seite 51).

\
\

— 280 annehmen und erhilt als-

Bemerkung, In Fig. 24 ist 0 dureh J zu ersetzen.
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Bs ist di M = RTe - oder fiir B =1
s

dy M = To 14° == 0,249 328 (log. == 1. 396 7711)

Will man das Kartennetz von 109 zu 10¢ herechnen, so hat man
um die Meridiane zu konstruiren fiir 4 der Reihe nach foleende
Werthe zu setzen:

L=109 209 300 400,
Fiir 4= 10° ergibt sich nach Gleichung XXX (Seite 42):
Tga=~Co0s 38°Tg 100 und e =79 54‘ 40"
ferner nach Gleichung XXXIV (Seite 51):
' S & = Sin 7¢ 54/ 40", Cote 289, Te 38° und & = 119 40* 5
Mittelst der Grossen di M, e und & sind zwei Meridianpunkte bestimmt,
zwel weitere Punkte ergeben sich fiir einen zum Grenzkreise der Karte
concentrischen Kreis, dessen Bogenhalbmesser 2 beispielsweise — 100
angenommen wird. Es ist dann:
di M = T 5% — 0.0874887
Winkel e bleibt unverindert und ist = 70 544404,

Ferner ist nach Gleichung XXXIV:

Sing’ = Sin 7954/40%, Cotg 100, To 389 und & = 370347444
In derselben Weise werden auch fiii die ibricen Meridiane die Werthe
von i M, « & und & berechnet. Statt die herechneten Winkel mit
dem Transporteur anfzutragen, kann man auch mittelst der Gleichungen

g T 8 s, dp s 3 ) .
rSm - und 5 =1 Sin -, die Werthe ihver Sehnen erhalten, welche
sich beispielsweise fiir den Radius di M = r — 0,249328 ergeben.
Fir e=— 705440 ist — = 0,249328 Sin 3957'20“, s = 0,034399
S p —— el el AR : — 0,249328 Sin 50507 27, &'— 0,050686

Obgleich die Projektion p. des Erdpoles ausserhalb den Grenzkreis
der Karte fillt, so kann man sie doch bei der Construktion der Meri-
diane verwerthen. Ihre Entfernung vom Mittelpunkte der Karte ist:
0 . . 0 } 3
Mp, = RTg - =Tg 19°=—0,344328 wenn R=1 ist,

ferner ergibt sich nach Gleichung XXIV (Seite 39)

Mg’ = R Cotg d = Cotg 38¢ — 1,27994,

diese Distanz ist aber schon so gross, dass sie wohl nicht mehr auf-
getragen werden kann, wesshalb die Mittelpunkte der Meridiane ausser-
halb des Blattes fallen.

Berechnung der Parallelkreise. Thre Bogenhalbmesser sind
der Reihe nach:

=




o—2U, 30, 40, 50, 609,

Zur Bestimmung der Parallelkreise dienen die Grossen e, d, r und a.
Fitr =200 und R—1 ergibt sich nach den Gleichungen I, I1, I11 (Seite 17)
1

e—To - (380 — 209 = Tg 9* = 0,15838

Sin 38¢ e Sin 200 IR,

d = T — 0886848 . 1— ————  ——— (1197963
Cos 38" ~|- Cos 20 Cos 389 |- Cos 209

Nach Gleichung (XL) (Seite 53) ist:

£ .".I-'Tl-lh (L‘: — o ) Sin (h‘ = ) fl’ Sin 5 Sin 15Y
¥ f g q ! - S
el = AL = Sin 43% 8in 23°
2 S e bl :

i Sin :‘_ml(_) — 0 }
o — 3202640~

Fiir 1= 0,249328 (Radius des Grenzkreises) ergibt sich die Sehne

m
IEI"

dieses Winkels durch die Gleichung:

- r 8in & = 0,249328 Sin 16913/20“

s —,139306.
In analoger Weise wurden auch fiir die iibrigen Parallelkreise e
d r e und s berechnet. Fiir den nordlichen Polarkreis ist o — 235"
274904 zu setzen. — Nachfolgende Tabelle gibt eine Zusammenstellung
der Zahlenwerthe, welche zur Construktion des Kartennetzes von Europa
nach der stereographischen Projektionsmethode dienen.

Meridiane

Radius der Erde R=— 1, Entfernung des Poles p, vom Cenfrum der Karte:
Mp, 0,344328,
Winkel Radien der
welehen ||LL|' concenir. o Sehne von e £ Soline von
.‘.1-01'ilii:u||n'|1I Kreise anf | cjone Gloh, fiir r- | (siche Glch. [ n—
dem Haupt- | = \\'l‘](:iu‘hl\lc-i ¢ X XK 0.249328 lati XXIV) | 0249898
meridiane = 1'i|1'1:m[m||k1:'i J |
hildet: ..-’ hegen | |
100 280 | (0.249328 | 7054407 | 0.034399 11940¢ 5 0,050686
10 10 |0.087489 T D4.4.0 37 34 44 | 0,160631
20 | 28 [0,249328 16 010 |0,069412) 23 53 50 |0,10523Y
20 | 15 [0,131653| 16 010 | 53 29 54 [0,224438
2() | 28 |0,249328| 24 2750 | 0,105650{ 37 28 50 |0,160208
30 | 20 |0,176327| 24 2750 | 62 44 23 1 0,259580
10 28 [0.249328| 33 2820 |0,143595 b4 8 10 |0,226912
{0 5 10,221695| 33 2820 | 67 31 50 |0,277150
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Parallelkreise

igrenhalb- : i T o I Sahna von
THERECT [ .\; P siche siche (sighe i fiir r—

0 eRaBake N S 1 Gleh II) | Gleh XL) | 0,240
2()o 015838 | 0.356348 0.197963 32026440 | 0,139306
23927204 012961 | 0.361011 | 0.233401 39 5636 |0.170319
300 0,06993 | 0372217 | 0,302290 53 6440 |0.226040
1] —0.01746 | 0.396166 | 0.413621 75 5544 |0.306759
al) — 010510 | 0430292 | 0,535396 (100 3346 |0.383562
60 019485 | 0477994 | 0.672375 | 132 38 8 [0.456662

Um in Bezue anf einen bestimmten Massstab in welehem das st. Netz
resp. die Karte von Europa gezeichnet werden soll, einen Anhaltspunkt
7 hekommen, wollen wir zuerst die Annahme machen, dass der Radins
des mit dem Grenzkreise der Karte concentrischen Kreises, dessen
Bogenhalbmesser 149 betriigt, also halb so gross ist als der Bogenhalb-
messer des Grenzkreises, in der wahren Grisse erscheine. ir R =1
ist der Radius der stereoe. Projektion dieses Kreises dy M f iz i
0,122785 und diese Distanz st auf der Kugel 14 .15 =— 210 geoe.
Meilen [: 19 eines grossten Kreises der Erdkugel ist L5 geoe. Meilen,
L geog. Meile == 7407 ,407 Meter: |. Um daher die in obiger Tahelle
angegebenen Zahlenwerthe in geoe. Meilen zu verwandeln. hat man

: iy : 210 = ol S
si¢ bei dieser Annahme mit dregrar — LO10BL3 zu multipliciren.

22755

Fiir den Grenzkreis der Karte ist alsdann der Radius der stercog.
Projeltion 120,429 Meilen, dieser entspricht seinem Bogenhalbmesser
— 420 Meilen und es ereibt sich zwischen beiden ein Unterschied
von 6,429 Meilen, um welchen fiir diesen Fall der Radiusg der stereo-
araphischen Projektion grosser ist als die Linge, die er anf der Kueel
reprasentirt.

Diese Differenz ist als Fehler auf die dem Grenzkreise zunichst
liecenden 149 = 210 Meilen zu betrachten.

Der Feh oeringer, wenn man die Annahme macht. dass
der Radius des Grenzkreises der Karte gleich der Linge des

er WIr

Bogenhalbmessers dieses Kreises sein soll.  Der Radius des
Grenzkreises ist r=0,249328 und diese Distanz ist eleich 28.15

420 geogr. Meilen zu setzen. Bei dieser Annahme sind alle in
obiger Tabelle enthaltenen Lingen, wofern sie in geog. Meilen ver-

: 420 Vo b o ye) R T
wandelt werden sollen mit TVET T 1684,528 (log. = 5,2264782) zu
,2403 98

-
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multipliciven.  Der Radius des zum Grenzkreise der Karte concen-
trischen Kreises, dessen Bogenhalbmesser — 149 ist, betrigt alsdann
206,831 geog. Meilen, wihrend der Bogenhalbmesser selbst gleich
210 eeoe. Meilen ist. Der Unterschied beider Dimensionen betragt
hei dieser Annahme auf eine Linge, welche gleich der obigen von
210 oeoo. Meilen ist, nur 3,166 geog. Meilen, und ist dieselbe
der Vorhergehenden daher vorzuzichen®) Es ist selbstverstindlich,
dass die Karte resp. ihr Netz nun immer noch in einem be-
stimmten Massstabe eezeichnet werden kann.  Soll derselbe z. B.
hei der Karte von Europa=1:3000000 sein, so betrigt der Radius

; ’ 4305 7407407 5 ] £ §
des Grenzkreises 0 |'m\|lu-|'_ — 1.037 Meter, welche eine Linge von
o L !

0,249328 Einheiten repriisentiren, der Werth einer zehntels Einheit

1,047 : : k . P
- 0,4159 Meter. Diese Linge kann nun in beliebig

ist daher S {5808
kleine Decimaltheile getheilt und der so erhaltene Massstab beim Auf-
tragen der in obiger Tabelle angegebenen Zahlenwerthe benutzt werden.

Das durch obige Tabelle bestimmte Netz wurde auf Taf. I (siche
folgende Seite), in welcher gleichzeitig das Bonne'sche Netz von Europa
enthalten ist, im Massstabe 1:40 000 000 gezeichnet.

In diesem kleinen Massstabe finden in Bezug auf die Meridiane
fiir beide Projektionen keine merklichen Abweichungen statt und haben
nur die Parallelkreise, deren stereographische Bilder dureh punktirte
Linien eingezeichnet sind, solche aufzuweisen.

Was die Construktion der Meridiane betrifit, so wurde dabei auf
foloende Weise verfahren : Mittelst den in Rubrik 3 (Seite 57) angegebenen
Radien beschrieb man aus dem Mittelpunkte M der Karte concentrische

#) Man kéunte noch beliebige andere Annahmen machen, doch lietern diese
alle keive so giinstigen Resnltate wie die zuletzt genannte Bestimmung. Denkt
man sich z B. iber dem Grenzkreise des Kugelabschnittes einen Kegel con-
strnirt, dessen Spitze im Augenpunkte liegt und dessen Basiskreis als Durchschnitt
¢iner Ebene erhalten wird, welche mit der Ebene des Grenzkreises parallel ist
und dureh die Mitte der Hihe des Kugelabschnittes geht, so konnte man den

LRadins dicses Basiskreises, welcler = 416,022 geog. Meilen ist, gleich dem
Radius der st. Projektion des Grenzkreises, = 0,249328 setzen, und wilrde eine

andere Constante erhalten, mit welcher die stereog. Liangen zu multipliciren sind.
Doch auch diese scheinbar zweckmissige Annalime weist grossere Febler auf als
die oben genannte. Dasselbe gilt auch fiir den Fall, in welchem die Oberfliche
des Kngelabschnittes auf welehem sich Europa befindet gleich der Oberflicle
seiner stercog. Projektion gemacht wird. (Durch Rechuung kann man sich davon

) B |
|

leiclit itberzeugen.)
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Kreise und liegen auf jedem dieser Kreise je 4 Meridianpunkte. Um
sie zu erhalten, wurden zuniichst von dem siidlichsten wnd nirdlichsten
Punkte des Hauptmeridianes, welcher mit 409 bezeichnet ist, die in
Rubrik 5 enthaltenen Sebmenlingen der Winkel « nach a b e d. ..
und von diesen Punkten aus sodann die in der Rubrik 7 enthaltenen
Sehnenlingen der Winkel & auf den Grenzkreis der Karte aufoetragen.
Fiir die Punkte des Meridianes a’1‘1‘a’ verhilt es sich beispielsweise
wie folet: Es wird zuerst (409) a 0,054399 (Rubrik 5 der Tabelle)
und sodann von a aus aa’= 0,050686 und a 1-——0.160631 (beide in
Rubrik 7 der Tabelle) aufeetragen. Die beiden Punkte 1 verbindet
man mit dem Mittelpunkte M der Karte. Diese Verbindungslinien
schneiden den zum Grenzkreise concentrischen Kreis 1“272' 1Y 1n den

Meridianpunkten 11 und wird durch sie und die auf dem Grenzkreise
der Karte liegenden Meridianpunkte a‘a’ der zu zeichmende Meridian
hinreichend bestimmt. Ebenso verfihrt man bei den tibrigen Meri-
dianen.  Das Verfahren wurde Seite 51 begriindet und ereibt sich
seine Richtigkeit sofort aus Betrachtung von Fig. 20 und 21. (Seite 50.)

In Bezug auf die Construktion der Parallelkreise ist nur zu be-
merken, dass nach Fig. 23 (Seite 52) die in der letzten Rubrik der
Tabelle (Seite 58) enthaltenen Sehnenlineen der Winkel « vom
nordlichsten Punkte des Hauptmeridianes aus auf den Grenzkreis der
Karte anfgetragen werden, wodurch sich die Endpunkte der Parallel-
lreise ergeben,

ntereographisches Kartennetz von Deutschland,  Als
Mittelpunkt der Karte nehmen wir denjenigen an, dessen Linge 4= 300
dstlich v. Ferro und dessen Breite ¢ —H0" ist. Die Poldistanz o
dieses Punktes ist dann gleich 40v.

Der Bogenhalbmesser des Grenzkreises der Karte ergibt sich
durch Berechnung des Abstandes der Punkte () (4 == 30, 1 = 50Y)
und R (A = 409, ¢ — 549)

(o8 '[L}H Sin H0% Sin 540 i Cas 509 Clos 549 (Jos 100
QR = 720/

Der Einfachheit wegen setze man QR=— =89 dann ist fiir

- { s . o —
R=1 der Radius des Grenzkreises der Karte r g —=To 40=

0,0699268.

Um die Meridiane und Parallelkrveise von zwei zu zwei Graden zu

herechnen, setze man
l) fiir die Meridiane 4 = 2¢, 40 g0 8¢, 100




Tafel I.

Das stereographische und Bonne'sche Kartennetz von Huropa
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380, 40", 429 44°

9) fiir die Parallelkreise ¢ — 306,
Meridiane wollen wir

Als Beispiel fiir die Jerechnung der
). == 29 annehmen.
Nach Gleichung XXX ist:
Toe = Cosd Tgh = Cos 40° To 20
a — 1931/ b6"
Nach Gleichung XXXIV
Qine — Sin 1°31/66% Cotg 89 Tg 40°
g— 9011114 o
Um zwei weitere Punkte des Meridianes zu hestimmen, setze man
. 3==2020' und erhalt den Radius des mit dem Grenzkreise der

Karte concentrischen Kreises r=—"Tg 110 -0,020365, ferner nach

(ileichung XXXIV den Winkel £. s ist
Qin & — Sin 1031/56%. Cotg 2% 20° Te 40"

4 QOGO
g -'-r-:"_)--l 34

&
Fir 1= 0,00699268 (Radius des Grenzkreises) ergeben sich die
Sehnen der Winkel e & & wie folgt:

g — 0001869495 , ¢’ = 0.01119922 , 8- 0,040200%8,

In analoger Weise berechnet man aueh fiiv die ibrigen Meridiane
die Werthe von e ¢ & 8 & 8%, welche nachfolgender Tabelle zusammen-
gestellt sind.

Als Beispiel fiir die Berechnung der

I’:i!':ll]l'-ll-;rvim- wollen

wir denjenigen withlen, dessen Bogenhalhmesser g— 36" ist . Fir R—1 18¢
e—Tg 2¢ — (0,0349208
( — 0 )-unt( ) [ Sin 29 Sin 340
e V'sin 429 Sin 6"
| in = "ml( —_ u)
| o — H5941'18"
Fiir r = 0,0699268 ist die Sehne von a«:s=— 0,0653212
In oleicher Weise herechnet man auch fir die iibrigen Parallel-

o. ¢ und s, welche nachfolgende Tabelle enthilt

Sollen alle Ldngen in geog. Meilen aufgetragen werden, 80
sotzo man den Radius des Grenzkreises der Karte (r = 0,0699268)
oleich 8 < 15 =120 geog. Meilen. Alle in nachfolgender Tabelle an-

120 ST
gegehenen Dimensionen sind alsdann mit 5o, = 1716.08 (log

kreise die Werthe von

iibrieens einfacher den Radius

3.2345375) zu multipliciren. Es ist
F— 120 geog. Meilen des Grenzkreises gleich einer passenden Linge

Al m-i.ff.un. wodureh sich fiir die Karte ein hestimmter Massstab er-

=P e
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7,
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! 62
il gibt und alsdann analog wie oben angegeben wurde, einen Massstab
il zu construiren, mit welehem nachfolgende Zahlenwerthe unmittelbar

aufgetragen werden kiomnen.

Stereographisches Netz von Deutschland.

Mer

idiane.

o

|
8

b
b

(=t e s

201 5000

Radien der
concent, Kreise |
aufwelehen
.\fr_'l']cli:||a]Ju1|L'E|-|

liggen

[Sehne von « fir

r=0,06992G8

ILUR}UEUHl

Sehne von e fiir

(= 0,0699268

0,0699268 | 1931 56“ | 0,00186995 991 1171 0,0111992

0,0402008
(,0226290
0.0595548
0.0345804
[0,0727748
[0,0475154
0,084535308
0.0624600
00763460

1

2 20| 0,0203650 | 1 31 56 33 24 39
5 0,0699268 | 3 3 58 |0.00374160| 18 37 25
3 20| 0,0290970 | 3 3 58 50 24 26
5 0,0699268 | 4 36 12 [0,00561664:| 28 37 53
1 20| 0,0378335 | 4 36 12 | 62 42 49
8 |0,0699268 | 6 8 41 |0,00749542| 39 43 925
D 201 0,0465757 | 6 8 41 | T4 10 48

8 0,0699268 | 7 41 33 |0,00938094| 53 3 10 |
7 [ 00553251 | 7 41 33 J 66 10 20

! | |
Parallelkreise,

o | @ o | ?‘.‘t'h'ru'\'l.m_ e fiir

! ‘r = (0,0659268

360 0,0349208| 55041/18¢| 0,0653212

Ble) 0,0174551| 70 4756 | 0.0810134

40 {_!_E}l]lil{i{lt}l}‘ 856 1310 | 0.0946810

42 —0,0174551 1100 20 4 | 0.1073960

I 116 23 0 ‘ 0.1188408




I1. Abschnitt.

Die eylindrisechen Projektionen.

1. Die Plattkarten.

Bei der Construktion von Detailkarten, welche sich {iber einen
sehr kleinen Theil der Erdoberfliche z. B. eine kleine Provinz er-
strecken, kann man folgende Projektionsmethode, die in vielen Fillen
als hinreichend eenau betrachtet wird, in Anwendung bringen:

Man denke sich den sehr kleinen Bogen des miftleren Parallel-
kreises des darzustellenden Landes identisch mit dem Bogen emes
orissten Kugelkreises und lege an die Kugel eine Cylinderfliche,
welehe sie lings diesem Kugelkreise berithrt. So weif sich das Land
erstreckt, kann man annehmen, dass Cylinder und Kugelfliche zu-
sammenfallen, und dass siimmtliche Meridiane nahezu parallel sind.
Man entwickelt daher die Cylinderfliche von mittleren Meridiane des
Landes ausgehend in eine Ebene und erhilt ein Bild des darzustel-
lenden Landes. Diesem Gedankengange entsprechend, wird das Karten-
netz auf foleende Weise gezeichnet: Man ziehe die Senkrechten AB
und CD (Fig. 25), welche durch den Mittelpunkt O des Landes gehen:
die Horizontale AB stellt alsdann den mittleren Parallelkreis, die Ver-
tikale CD den mittleren Meridian des Landes dar. Vom Punkte O
aus trage man ferner auf AB so viele gleiche Theile O1, 12, 23, ...
014 1924 273, .. auf, als das Land Léngengrade oder Lingenminuten
hesitzt.

Sind die Meridiane von Grad zu Grad zu ziehen, so wird die
Grosse dieser Theile durch die Gleichung:

o 5

'I.- — :

180 180
adius der Erde, ¢ — geog. Breite des mittleren Parallelkreises, 1° —
rCos¢g = dem Radius dieses Parallelkreises 1st.

Cosg berechnet, in welcher 1 = dem




(4

Man ziehe nun parallel mit CD die Geraden ab, c¢d. ef .
a’l, ¢, et . ..., welche die Meridiane der Karte sind, und trage auf
die Vertikale CD vom
Punkte O aus gleiche

(i Theile nach oben und
e l{.- a’ a ¢ e unten, welche gleich der
T R e & Oul Liinge 1 eines Meridian-
grades genommen werden
S0 TR (SRR S i i 1= z
"’ oF T
..... : . o Durch die so erhaltenen
u : i Theilpunkte 4 5 6 ...
7 S [ l2 1 2| i3] B 15 6. .. ziche man Pa-
f [T - rallele mit AB und er-
e | hilt die  Parallelkreise
T R [T W - der Karte.
A Diese Projektionsme-
0™ | U e thode eignet sich he-
5 sonders fiir ein Land,
4 d_F b ) d'l” £ durch welches der Ae-
J quator hindurehgeht.
e Da dieser ein grisster

Kreis der Kugel ist, so

berithrt die  Cylinder-
fliche die Kugelfliche in Wirklichkeit lings diesem Kreise und wird
von den Meridianebenen in Geraden geschnitten, die unter sich pa-
rallel sind, also in der Entwicklung auf dem Aequator AB senkreeht
stehen.  Es findet in Folee dessen eine genauere Uebereinstimmung
des Bildes mit dem Originale statt, als dies bei der Darstellung eines
beliebigen Theiles der Erdoberfliche der Fall ist. Karten, welche
nach dieser Methode construirt sind, nennt man Plattkarten.

Sind die sphirischen Coordinaten des Mittelpunktes der Karte 2
und ¢ (A=
eines Punktes P gleich 4; und @1, 80 ergeben sich die linearen (loor-
dinaten des Punktes P auf der Karte nach den Gleichungen

der Linge, ¢ =der Breite von 0) digjenigen irgend

ey
180. G0

(L — ) Cos G Yi— 2 ¢ )

L= - jtill--,._lii'l { -|Irl

oder fiir r =1
X3 = 0,00029089 (4, — 1) Cosg v1 == 0,00029089 (g1 — ¢)




In diesen Gleichungen sind die Winkel 4 4 ¢ ¢ in Minuten

einzusetzen.

(§153

2. Die Mercatorprojektion und ihre Anwendung in der
Schifffahrtskunde.

Will man eine Plattkarte construiren, bei welcher die Abbildung
dem Abgebildeten in den kleinsten Theilen dhnlich ist,
fiir die Projektion a b ¢ d eines jeden unendlich kleinen Kugelrecht-
eckes A B CD, welches von zwei Parallelkreisen und Meridianen be-

erenzt wird, die Basis zur
Hiohe ebenso verhalten, wie
die entsprechenden Dimen-
gionen auf der Kugel. In
Fig. 26 sei abed die Pro-
jektion eines unendlich klei-
nen Kugelrechteckes ABCD,
so ist nach dem Gesagten
1) ab :ad =AB: AD
Bei der zu construirenden
Karte . werden alle Meri-
diane in gleichen Entfer-
nungen von einander ange-
nommen, indem man als
mittleren Parallelkreis der
Karte den Aequator withlt
und auf diesen die wahren
Bogenlingen von Grad zu
Grad oder von 10 Grad zu
10 Grad auftrigt, und durch
die Theilpunkte vertikale

Linien zieht, welche die Me-
ridiane reprisentiren.

Die unendlich kleinen Seiten des Rechteckes ab e d seien ab == ds
(Differential s) wnd ad = di, (Differential 1) dann ist auch (Fig. 26)
Oe — ds und die Seiten des (siche Seite 63 die Gleh. fiir I) Kugelrecht-

g0 muss sich

xl v U773

!-l

Pig, 26.

eckes sind:  AB=—0e Cosqp=ds Cos g

Miollinger's Kartenprojektionen.
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(wenn ¢ ddie Breite des Parallelkreises bezeichnet auf welchem AB
liegt) und AD = Oe —=ds. Die Proportion 1) launtet daher:
ds : dd = ds Cosg : ds
- . W s
Hieraus folet: di = —
In dieser Gleichung ist ds der unendlich kleine Bogen des Aequa-
tors, welcher gleich demjenigen eines Meridianes d. h. gleich dg ist,

und daher 2) di—= -:lv
Los g
Wird diese Gleichung zwischen den Grenzen ¢ =10 und ¢ =g
integrirt, so ergibt sich die Liinge A =— Arc (e Minuten), (der Radius R der
Erde wurde gleich 1 angenommen) welche in Fig. 26 vom Aequator
resp. vom Punkte O aus nach Oa aufzutragen ist, vorausgesetzt, dass
die geographische Breite des Parallelkreises ab gleich ¢ ist.
Um obige Formel zu integriren setze man Sing = x und erhilt
Cosg dgp—d Sing — dx .

Praso dx |
lq-_fhu.-cg
Substituirt man diesen Werth in Gleichung 2 so ist

. x dx dx
[.-U.-i‘?' 1 SIN= i 1 x=

- " dx LI ; |

und 4 - f e T gy e I T

v 1] —x* l —x

#) Das Integral wird auf folgende Weise gelist: ks sei

dx Ndx Ndx 5 2 =y < =
1) 5 = -+ ; oder indem man die Gleichung mit dx
] —x3 1 —x 1 i X’ -
dividirt und die Briiche aut gleiche Benennung bringt:
1 N(14x) 4N (1 —x)

Da die Nenner beider Ausdriicke gleich sind, so missen auch ihre Zahler
gleich sein, somit: 1—=N-J N'+x(N—N")
Nach dem Lehrsatze iiber die unbestimmten Coefficienten ist aber:
NI+ N =1 und
N—N'=0also N=N'=1
Die Gleichung 1) lautet daher: ‘
dx dx ! dx

— ——— - ——— - I]l].‘[
f—x¥ A =x) Jx

J' x 4 J' ix 1[’ ix |
e | el

® ‘[..‘- i 5 @ § ’ - :
Jl K_I:._—_---é log (1 —x)-|-% log (1 -} x) -} (

1 —x? (1—x) (1+x) ‘

|

—1 [log (1 L0 —Topa—x}i0c

@ 1 J X :
= 1 log T --1.C 1

X




;‘..--—lll;.’; A\l’_r' l = A |
i MR
Setzt man in diese Gleichung fiir x = Sin¢g seinen Werth, so

ereibt sich:

e}

@ ! T
: 1 — Sin«
L = log \rf [ I 2 | C oder

e ﬁi'll:]r

.). — in_e_l' ‘\;f:!‘._!_'_'!' ::ml.”__‘ fe
1 — Sin®y
= iu..q S
i ::I.IH '.'r !
T . 1 -+ Sir e sk
Nun ist aber {.J{ e |::'(4;1n | a’) A ey e
J:‘i-l'[ @

A= I|_'njr_r_' T '{.i..-j"' - ri—) - C

Dieses Integral ist aber zwischen den Grenzen ¢ 0 und ¢ ]
zu nehmen, somit

h=1log Tg (45° 4 § ) — log Tg 45°
\ ;

oder da lll.}_ﬂ' Tg 450 — 1;51;1'1 —=()iist

(XLID) 4= logTg (450 %)

Um diesen T.EJ;E'EI]"[HI]JIIIH durch den Brige'sehen auszodriicken
muss er mit dem Modul M =— 11'::_1' — 0,434294482 dividirt werden
und es ist daher:

(XLIIa) 4= 3 log Tg ('.mu 2 ) :

In dieser Gleichung ist aber

A—=Arc e/ = e Arec 1’ = aSin 1’
weil Are 1= Sin 1 angenommen werden kann, und daher

(s 1 Y - g
- '] i , AR 0 o
e Sin 1 == |1_+f_{ I.L- (J.J 1 2)

- . [
Sin £
| H
=
o < At < [
I'g 45°-] Jgj—i— 1 4 l;;_’: Cos f
| I,'_{ (-Ii‘l“ 1l b rl!r ) = T o — e
2 by .' S
1— Tg459 l,t_{ / =" f B
2 g o 2
—is
P
Cos £
2
i 3 ohil 4 q B A T (
(o= ki | Sin ! ({‘!c'n.‘- / = 31n "I} 1 - 2 = / Clos i/ T
2 ‘.!_ 2 2/ 2 '_f_ i L == 51
i { i Uoar Ulos ¢
Lios / — Sin i {.‘uh"a-i — Sin? 1 / /

T T e T T R T
R T LA FoT

F TS

T e
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; : .
: o Tod 450 _| i

o ¢ = jrgmp 108 I“(J'] ! :’)

XLITh) @ — 7915,7046 . . . log '!'f_:;(l.'y“ | jj)"""

o log T915,7046 — 3.8984896.

Mittelst dieser Gleichung wurden von mir die Werthe von «, deren
auf emander folgende Differenzen mit ¢ zunehmen, und welche daher
wachsende Breiten genannt werden, von Grad zu Grad berechnet.
Dieselben sind in nachfolgender Tabelle zusammengestellt. %)

Werthe der wachsenden Breiten in Minuten.

| Wachsende Wachsende
Breite 4 ]i'l"i’r‘lll'l'tv’““ | Differens***) | Broito ¢ ",fl"i‘::l'l‘m‘l" | Differenz
4 | it [

900 oS e 630 (004,937 | 129,956

89 16299.5567 | 2383,125 62 {774,981 125,756

88 13916,432 | 1394,325 61 1649225 121,857

87 ' ]’-_’_’.]{]T | 989,587 60 | 4527.368 118,228

86 11532,520 767,898 59 | 4409,140 114,842

85 10764,622 627,732 58 4294.298 111,677

84 10136.890 531,070 B7 4182,621 108,717

83 ‘ 9605820 | 460,360 56 4075,904 105,938

82 | 9145460 406,396 Db 3967.966 | 103,328

Bl | 8739,064 | 363,766 | 54 | 3864638 | 100,877

80 8375,208 | 329591 53 | 3763,761 | 98,560

79 8045,707 ‘ 301,141 b2 | 3665201 | 96,394

8 | 7744566 | 277,361 51 3568,807 94,326

77 | 7467,205 | 257,137 50 | »m 481 | 92,399

0 | 7210,068 | 239,729 19 | 3382082 | 90,553

5 ‘ 6970,339 | 224,596 i Al ot jul..”a_’il | 88815

4 | 6745743 | 211,319 4757 13202, 714 | - BY,169

73 6534,424 199,584 46 3115545 | 85,606

72 6334.840 189,139 45 3029,939 84,125

(1 6145701 | 179,783 44 2045814 | 82,719

0 5965918 | 171,361 43 | 2863095 | 81,383

69 5794557 163,739 42 | I\'I 712 | 80,114

i LS 5630,818 ]-.m.h_i 2] T 2701598 | 78,907
67 5474,005 | 150,492 | 40 2622,691 77,761
; GG 5323.513 144.703 39 | 2544930 76,669
65 5178.810 139,388 38 2468261 | 75,631

64 5039,422 134,485 37 | 2392630 | 74,631

. | I
*) Aus dieser Glch. ergibt sich « als Anzahl von Minuten des FErdiguators,
**) Dieselben finden sich auch in den Werken von Mendoza und Guépratte,
welche mir jedoeh nicht zn Gebote standen. wahrscheinlich von Minute zu
Minnte angegeben.

Auch Linge der auf einander folgenden Breitegrade,




Wachsende Wachsende |
Breile ¢ ‘ EH:I:LL[:L;::[ i Ditferens Breite g ];'1'1\11111':‘1[1:' ‘ Differenz
e i '_ e | S 2 | i
360 | 2317,999 | 73,7112 18 | 1098,217 | 62,913
39 2244 287 72,807 17 | 1035304 | 62,608
34 2171480 71,953 16 972,726 | 62,266
33 2099,527 71,143 15 910,460 | 61,974
32 2028,384 | 10,37 14 548,486 | 61,706
il 1955.013 69,638 13 186,780 | 61457
30 1888,375 68,939 12 | 795323 | 61231
20 1819.436 68,274 11 | 664,092 | 61,022
28 1751,162 | 67,644 10 | 603,070 60,835
20 1683.518 67.045 ) pd2.235 | 60,668
26 1616,473 66,477 S 481,567 | 60,518
25 1549,996 65,939 7 421,049 60,389
24 484,057 65,427 6 360,660 60,279
23 1418630 | 64,945 £ 300,381 | 60,1586
29 1353,685 64,488 4 240,195 | 60,113
2] 1289, 111? | 64,068 3 180,082 60,058
20 | J225 i 63,652 2 120,024 | 60.021
19 | 1161, 1 | 63270 1§ 1 | 60,003 | 60,003

Um mittelst dieser Tabelle eine Weltkarte zu construiren, ziehe man
ein senkrechtes Axensystem OX, OY (Fig. 26 Seite 65), trage auf die
Gerade XX‘. die den Aequator darstellt, 360 gleiche Theile auf
von denen jeder 19 des Aequators reprisentirt und ziehe durch die
Theilpunkte e 2 3 . ... 123", . .. Parallele mit OY, welche die Meridiane
der Karte sind. Theilt man alsdann einen Grad des Aequators in 60
oleiche Theile, so erhilt man einen Massstab, aunf welehem Minuten
abgegriffen werden konnen. Die Parallelkreise werden nun construirt,
wenn man auf die Gerade YY’ vom Punkte O aus nach oben und
unten die Werthe der wachsenden Breiten auftriigt, welche aus obiger
Tabelle zu entnehmen und auf der Geraden OX abzugreifen sind, und
durch die erhaltenen Theilpunkte Parallele mit der Xaxe zieht.

Zeichnet man in das so construirte Kartennetz die einzelnen Kon-
tinente. Linder, Fliisse, Berge und Seeen ein, so erhilt man eine
Karte. welche nach ihrem ersten Construkteur Merkator:®) eine Mer-
h.liu] 11]“]{"!\[[!'” genannt wird.

#) Gerard Kremer genannt Mercator geb. den 5. Mirz 1512 in Rupel-

monde (Flandern) gest. den 2. Dezember 1594 in Duisburg (R heinprovinz) war
Kartenzeichner, Mathematiker, Geschichtsforscher ete.
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Ein ndherungsweises Verfahiren zur Berechnune der Entfernungen
der Parallelkreise einer Merkatorprojektion ergibt sich auf folgende
Weise: Man denke sich das Netz der Karte von n zu n Minuten in
der Weise construirt, dass die Rechtecke, welche dem Aequator zu-
nichst hegen, Quadrate sind und fiir die dbrigen Rechtecke sich die
Basis zur Hohe verhilt, wie die entsprechenden Dimensionen auf der
Kugel. Bezeichnet man alsdamn die Linee von n Bogenminuten des
Aequators oder des Meridianes mit 1, so ist die Linge von n Bogen-
minuten emes Parallelkreises, dessen Breite ¢ ist, gleich [Cosgp. Diese
Liangen sind aber die Seiten eines Kugelrechteckes, dessen siidliche
seite (wofern man  die nordliche Halbkueel projicirt) die DBreite 7
besitzt. Die entsprechenden Seiten der Merkatorprojektion des Kugel-
rechteckes seien 4 une

b, dann ist nach unserer Annahme

b =1 und daher

b e :1Cos ¢

pR e -1 Secqy
l.'\-hé]f

Fir R — 1 ist die Linge | von n Bogenminuten eines grossten Wreises
| . LI} T

il

150 . 60 1 OE00
" 1 |
A=

LOBO0 Cos

Soll 4 in Minuten ausgedriickt werden, so ist zu beriicksichtigen dass

V) Arcal—a:Are Ii— @ Sin 1% and
{* n
adm ' —=———
!Ilh[\ll[.ll:—'rj
r ” i | Il
(XTIIT) o — i
% LS EH san 1 l.._u_;.u); l.‘e'-:xtllr

Nach dieser Glch. kinnen die Entfernuneen der Parallelkreise
niherungsweise berechnet werden.  Werden z B. die Paral

i L‘t‘l_'i.\::‘ von

Grad zu Grad gezogen, so ist n =60 und es ergibt sich fiir die Ent-

fernung der Parallelkreise deren Breiten ¢y = 609 und 2 = 61° sind
LY

o= = A

Co= 60"

Die richtige Entfernung ist die Grisse des 61'" Meridianerades in
che gleich 121,857/ ist. Bs
ergibt sich daher zwischen der wirklichen und der niherungsweisen
Entfernung der beiden Parallelkreise eine Differenz von 1.857%

Die Merkatorprojektion, nach welcher die eanze Erdoberfliche auf
emem Blatte dargestellt werden kann, wird vielfach dann angewandt.
wenn eine richtige Darstellung der Umrisse der Continente und Linder

unserer Tabelle der wachsenden Breiten. we




Nebensache, dagegen ein Zusammenhang beider Kugelhemispharen
erwiinscht ist: so bei der Construktion von physikalischen und erd-
magnetischen Karten, bei Karten, welche die Meeresstromungen oder
Ebbe und Fluthbewegungen darstellen, ferner bei geologischen, pilanzen-
und thiergeographischen Karten.

Vor Allem aber ist diese Projektion von grosser Wichtigkeit in der
Schifffahrtskunde, indem auf einer mach dieser Methode construirten
Karte simmtliche Aufgaben, welche sich auf den Curs emes Schiftes
heziehen. in hochst einfacher Weise, wie wir im Nachfolgenden sehen
werden, graphisch gelist werden kinnen.

s ist nimlich durchaus nicht nothwendig nach der Mercatorpro-
jektion stets die ganze Erdoberfliche darzustellen, sondern es kann
sich eine solche Karte iiber einen beliebigen Theil der Erdobertiache
orstrecken und daher in beliebig grossem Massstabe ausgefiihrt werden.
Qoll sich z B. eine Karte von 00 bis 800 westlicher Lénge von Pars
und 36° his 700 nordlicher Breite erstrecken, so enthilt sie einen
orossen Theil des atlantischen Oceans und kann auf der Ueberfahrt
eines Schiffes von Europa naeh Amerika Verwendung finden. Zur
(onstruktion des Netzes dieser Karte trigt man auf eine unbestimmte
(terade AB (Fig. 27) achtzig beliebig gleiche Theile auf, wobei man

T
s |
|

L =) |
" | H

| : _', | ._
T |
A et brbn e b e a ok
A" 70 1] : z0 0

Fig. 27.

einen solehen Theil gleich der Linge eines Aequatorgrades betrachtet.
In den Theilpunkten errichte man Senlrechte, welche die Meridiane
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der Karte darstellen, ferner trage man auf die Gerade BD die Unter-
schiede der wachsenden Breiten auf, die sich aus der Tabelle (Seite 68)

fiir die Breiten von 36° bis 709 ergeben und ziehe durch die so er-

haltenen Theilpunkte Parallele mit AB, welches die Parallelkreise der
Karte sind.

Da die Geraden AB und BD bei der Lisung der sich auf den
Curs emes Schiffes beziehenden Aufeaben als Massstibe benutzt werden.
s0 ist es zweckmissig dieselben von Minute zu Minute, oder wofern
die Theilung zu klemm wird, von 10 Minuten zu 10 Minuten einzu-
theilen.

Graphische Losung der auf den Curs eines Schiffes sich
beziehenden Aufgaben.

Von allen Curven, welche zwei Punkte A und B der Erdober-
fliche (siche Fig. 28) verbinden, ist der Bogen eines orossten Kreises,
welcher durch diese Punkte geht, ihre kiirzeste Entfernung, und wiire
dieser somit der von einem Schiffe zu befolgende Wege,  Ein grisster
Kreis der Kugel schneidet aber,
wofern er nicht mit dem Ae-
quator identisch ist, jeden
Kugelmeridian unter einem an-
deren Winkel, und ein Schiff,
welches als Bahn den Bogen
emes grossten Kreises befolgen
wiirde, miisste seine Wegrich-
tung stetie indern. Den See-
fahrern dient jedoch die Bus-
sole, welche ihnen jederzeit den
Winkel gibt, den der magne-
tische Meridian eines Ortes mit
der Lingsaxe des Schiffes bildet,
als Wegweiser, und das Schiff

wird so eelenkt, dass seine

Wegrichtung mit dem wahren

Meridiane eines jeden Ortes denselben Winkel einschliesst. Man nennt

| diesen. Winkel, welcher also withrend einer hestimmten oft lineeren
Zeit constant bleibt, den Azimutalwinkel. Die von einem Nehiffe




nach diesem Gesetze heschriehene Curve wird Loxodromie oder
schieflaufende Linie genannt, und ist eine Curve von doppelter
Kriimmung. Da sie mit allen Meridianen denselben Winkel hildet, so
stellt sie sich auf einer Karte, welche nach Mercatorsprojektion con-
struirt ist (siche Fig. 27) als gerade Linie dar.

Betrachten wir ein sphiirisches Dreieck PAB (Fig. 28), welches
durch den Bogen der Loxodromie und durch die Meridianbogen PA und
PB zweicr Orte begrenzt wird, so sind in diesem folgende Elemente
zu unterscheiden:

1) Der Unterschied P =1 ls der Lingen der Orte A und B,
oder der in der Linge durchlaufene Weg. (Der Ort A sei der Punkt
der Abreise, der Ort B derjenige der Ankunft.)

2) Der Unterschied ¢u — gz der Breiten beider Orte, oder de
in der Breite durchlaufene Weg.

3) Die Linge a=—=AB der Loxodromie, welche in Meilen oder

T

Minuten ausgedriickt wird.

{) Das constante Azimuth £, oder der Winkel, welchen die Loxo-
dromie mit simmtlichen Meridianen bildet.

Sind von diesen vier Elementen zwei gegeben, so kinnen die
beiden anderen berechnet oder construirt werden, und es sind daher im
(tanzen sechs Aufgaben zu losen, welche sich auf den Curs eines Schiffes
beziehen.

In Fie. 28 sei AB die Loxodromie, CD der Aequator, P der Pol
und pq = e ein unendlich kleiner Bogen der Loxodromie; um als-
dann zu untersuchen, welchen Weg ein Schiff, das die loxodromische
Linie befolet, sowohl in der Linge als in der Breite durchliuft, be-
trachte man das unendlich kleine Dreieck pqr, in welchem der
Winkel qpr = { gleich dem constanten Azimuthe 1st.  Aus demselben

ergibt sich:

1) pr = qp . Cosl = aCosl
2 qri=ipr Tal

Addirt man simmtliche unendlich kleine Bogen pr, so erhilt man
den in der Breite durchlaufenen Weg:
AB' = ¢ P2
und es ist
o — ¢ = = (e Cos £)
or da Cos { eine Constante ist
(XLIV) ¢ Pz Cosk = (o) = UosC.ADB = aCos.C

i1l

Denkt man sich die Meridianbogen Pp und Pq bis zum Aequator
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verlingert, so ergibt sich anf diesem das Bogenelement cd. und die

summe aller dieser Bogene
'\‘\'i-)_:' 1),

Ist ¢ die geog. Breite des Parallelkreishocens qr, so ist:

emente ist der in der Linge durchlaufene

|E[' == 1'f! I.1||,~if-||f_
Substituirt man diesen Werth in Gleichung 2) so ercibt sich:
cd Cos i pr TL";
T Y. 4=
I'ﬁl II I”'-
["”"",nr =

Summirt man alle diese Werthe von ed, so erhiilt man den in
der Linge durchlaufenen Weg :

e A A ol e o i 7
P L la = lu_‘-)‘ S lu‘-f 7
AT 1_(!.\.'l|r - ln:—'rlr

wenn man den unendlich kleinen Bogen pr des Meridianes mit d ¢
hezeichnet.  Wie oben gefunden wurde ist aber

.;‘cf.l,f,f ;1- log Te {:.1.-‘-,*-» - ) |- C (siche Seite 66 u. 67)
welehen Werth wir gleich 4 gesetzt haben und daher
XLV Pr=:1 o ==L el
Das Integral ist zwischen den Grenzen ¢ =1 und ¢ f2 7l
nehmen, fir ¢ = ¢u, sei sein Werth = 4, . fiir P = ¢ gleich s,

dann ist:
(XLVa) P = (L A2) Te L.

Da in Gleichung XLV der Coefficient von Tg C identisch ist mit
den bei der Merkatorprojektion erhaltenen Zahlenwerthen der wachsen-
den Breiten, so kinnen die Werthe von % und A= aus der Tabello
(Seite 68) entnommen werden, und da dieselben in Minuten angegehen
sind, so wird dadurch nach Gleh. XLVa auch P in Minuten erhalten.

Hierauf beruht ferner die wichtige Anwendung ciner Karte, welche
nach Merkatorsprojektion construirt ist, zur graphischen Lisung der
auf den Curs eines Schiffes sich bezichenden Aufeaben.

Aufgabe 1. In Fig. 27, Seite 76 sei P der Ort der Abreise,
Q der Ort der Ankunft eines Schiffes, welches in der Richtune PQ,
die. mit dem Meridiane des Ortes P einen Winkel £ bildet, einen he-
stimmten Weg a zurticklegt. Welches ist die Linge 1 und die Breite
1 des Punktes @, wenn die Linge 1 und die Breite ¢ des Punktes P

der Abreise gegeben sind?

Auflosung. Nachdem man anf der Karte den Punkt P der
Abreise markirt hat, zieht man die Gerade PQ, weleche mit dem
Meridiane den Winkel C einschliesst. Da eine Seemeile der Liinge
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piner Bogenminute des Aequators gleich ist, so greife man auf der

Geraden AB (Fig. S. 71) so viele Minubten ab, als a Seemeilen enthiilt,

und trage diese Strecke nach Pq. Durch den Punkt q ziehe man eine

Parallele qr mit AB und erhillt den in der Breite durchlaufenen Weg
Pr = aCos{ (siche Gleh. XLIV),

welcher auf AB in Minuten abgegriffen werden kann.

Zicht man ferner durch den Punkt P die Parallele PP und zihlt
auf dem Massstabe DB vom Punkte P’ ebenso viele Minuten ab, als
die Gerade Pr enthilt, so ist diese Lange P'R‘, welche nach PR ge-
tracen wird, die graphische Darstellung des in der Breite durch-
laufenen Weges. Durch R wird nun R(Q parallel mit AB gezogen
and auf der Geraden Pq der Ort @ der Ankunft erhalten. RQ ist
der in der Linge durchlaufene Weg, denn

RQ = PRTgl = (A — &) Tgl (siche Gleh. XLVa)
Aufgabe 2. Es sei das Azimuth £ und die Differenz (¢ 1)
der Breiten beider Orte geceben, man soll den vom Schiffe durch-
laufenen Weg a und die Differenz | der Lingen erhalten, wo-

durch der Punkt @ auf der Karte bestimmt ist.

Auflisune, (Fig, 8. 71). Da der Punkt P der Abfahrt gegeben
ist. so ziehe man durch P eine Gerade Pg, welche mit dem Meridiane
des Ortes P den Winkel £ bildet; greife alsdann auf dem Massstabe

AB die Linge ¢ — ¢ in Minuten ab und trage sie nach Pr. Durch
¢ ziche man mit AB die Parallele rq, wodurch der Punkt q und
damit der durchlaufene Weg Pq = a. erhalten wird, welcher auf AB

abzuereifen ist. Im Uebrigen wird nun wie bei der vorhergehenden
Aufeabe verfahren und dadurch der Punkt Q der Ankunft erhalten.

Aufeabe 3. Man kennt den Unterschied ¢ — ¢u der Breiten
heider Orte. ferner den durchlaufenen Weg a, man soll die Weg-
richtung, d. h. den Winkel £ und den Unterschied der Lingen (L [)

beider Orte finden.

Auflosune. (Fig. 8. 71). Man trage vom Punkte P aus mittelst
des Massstabes AB  die Minutenzahl (¢ q1) mach Pr, ziche rq
parallel mit AB und greife auf AB soviele Minuten ab, als dic Weg-
linge a Meilen enthillt. Mit dieser Zirkeloffnung beschreibe man aus
P einen Kreis, welcher den Parallelkreis rq in ¢ schneidet. Dadurch
wird die Weerichtung PQ und der Winkel £ erhalten und der Punlkt
() der Ankuntt wird bestimmt wie oben.

Aufeabe 4. Man kennt die Léngen und Breiten beider Orte,




- T —
also die Differenzen (ly ) und (¢p — ¢o1) und soll den durchlaufenen
Weg Pq = a, sowie den Winkel £ erhalten.

Auflosung. (Fig. 27) Da die Punkte P und Q auf der Karte
bestimmt sind, so ist auch das Dreieck PR() bestimmt und kann
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dasselbe gezeichnet werden. Zieht man daher durch die Punkte P
und Q Parallele mit AB, so ergeben sich auf der Geraden BD die
Theilpunkte P* und RY und man zihlt auf dem Massstabe BD die
Anzahl Minuten ab, welche zwischen P’ und ) licoen. Dieselbe An-
zahl wird auf dem Massstabe AB aboeeriffen und nach Pr eetragen,
Man zieht nun rq parallel mit AB und erhiilt die Weglinge Pq = a.

Aufgabe 5. Man kennt den Unterschied der Lingen I |
und das Azimuth { und soll a sowie ¢ — ¢y construiren.

Auflésung. (Fig. 27). Da der Ort P der Abreise geoeben ist,
so zieche man unter dem Winkel r Pq = { die Gerade PQ, welche

den Meridian des Ortes ) d. i. die Gerade ST im Punkte () schneidet.
Durch () zieht man eine Parallele zu AB und erhilt R und gleich-
zeitig die Anzahl Minuten, welche in der Breite durchlaufen werden
und durch die Gerade PR = P‘R‘ dargestellt sind. Diese Minuten-
zahl wird wie bei der vorigen Aufeabe auf dem Massstabe AB ahge-
griffen und nach Pr getragen. Zieht man noch rq parallel zu AB, so
ergibt sich der vom Schiff durchlaufene Weg Pq — a.
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6. Aufgabe. Der Unterschied der Lingen L -1 und die Weg-
linge a sei gegeben, man soll £ und (@ — ¢n) den Unterschied der
Jreiten construiren.

Auflosung. Diese Aufgabe kann nur niherungsweise gelost
werden. Nachdem man die Meridiane PR und ST der Orte gezogen
hat, wird auf dem Massstabe BD die Linge PQ) abgegriffen und mit
welcher als Punkt der Abreise gegeben ist,

dieser Zirkeloffnung aus P,
ST in () schneidet. Diese Linge

oin Kreis beschriehen, der den Meridian
ist jedoch nur die nitherungsweise Linge von PQ. Man ziehe nun
durch Q die Gerade QR parallel mit AB und oreife auf dem Massstabe

AB. soviele Minuten ab, als die Gerade PR — PR’ enthilt, diese

Minutenzahl wird nach Pr gefragen und rq parallel mit AB gezogen,
ps ereibt sich dadurch die Linge Pq = a des durchlaufenen Weges,
welche gleich der gegebenen Weelinge sein muss. Stimmb die dureh
Construktion erhaltene Weglinge mit der oegehenen tiberein, s0 1st
die ,Construktion richtig,
wiederholt werden, wobei man je nacl
die Distanz PQ grosser oder klemer anzunehmen hat.

im anderen Falle muss sie noch einmal
1 dem erhaltenen Werthe von a

Berlicksichtigung der Abplattung der Erde bei der Construkiion
siner Karte nach Mercatorsprojektion.

Beim Entwurfe einer Karte nach Mercatorsprojektion kann auch die
Abplattung der Erde beriicksichtict werden. Es sei in Fig. 29 (folgende
Seite) P.AP, der Ellipsenbogen, durch dessen Umdrehung um die Axe 0Y

ein Rotationsellipsoid entsteht, welches die Gestalt der Erde besitzt.

(Der Unterschied der Ellipsenaxen, welcher bei der Erde sehr klein ist,
wurde der Deutlichkeit wegen in Fig. 29 etwas gross angenomimen. )
P, sei der Nordpol der Erde, C ein beliebiger Punkt der Ellipse,
dessen Coordinaten xi ya sind, ferner sei CT eine Tangente an die
Ellipse, welche gleichzeitig den Horizont des Ortes C darstellt. Zieht
Tangente, so ist der Winkel

man im Punkte ¢ eine Normale auf die
ist gleich dem

(NM = ¢ die geog. Breite des Ortes C, denn er
Winkel EDY, welcher die Polhohe des Ortes C ist. Aus dem Dreiecke
ODT ergibt sich @ |- g = 9°
@ = 900 — §.

P -
R e,
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Wie bekannt ist die Gleichung der Ellipsentangente:

D* X

y Y1 - 3 ‘_1 i_:.\ -x1) und in dieser {-;EI_'E{‘IH“].‘__:'
- J1
e h? x,
[ a— —1 oder da
4 W 5y
Teoe— — To o Cote @ S0 ist
\ b® x =2 #% ¥
Gotggp = —und Tg p — =
2 8Ty ||—\'|
somit a? y; = h2x Tg q
und ays = L x1 Tg .

Fig, 29,

Setzt man diesen Werth in die Gleichung der Ellipse, so ergibt sich:

.l-"l . ll‘;": & 2 -}
( i \1_ e r],r) |_ hy2 X1 2 =— g2 2 ”"I'.'l'
il
ht x; 2 -'I\g‘:_.l,, | - g2 he X2 — gt h2
x*(h?Tgdg + a2) = at.

B gt 5

\kt' -+ b2 T o
In dieser Gleichung ist die Abszisse xi des Punktes (.

gleich dem Radius Cd des Parallelkreises CC’ ist. durch die
¢ dieses Parallelkreises ausgedriickt. Man kann nun noch i

welche
Breite

n diese




Gleichung das Verhiiltniss & der Excentricitit OF zur halben grossen
Axe a einfiihren. Es ist:

s OF g
= OB a
13
2_l“ —h3 8]
= ! T a2 ! 1=
3 ]'E -|- )
_'J {t": - &=

Sehreibt man im Radikand der Gleichung 1) a# als Faktor heraus,
g0 ergibt sich:

a= H
X1 ; - I_-’ = T Vig {I_:.'-‘—’-‘. Te2 g
V 8= {1 3 I'g )
f allosg
XI . / y : -.‘_"v'Lll"’ i . 11 l.‘la.--'lE if % .“;;1;5; :';'-’_-.":.ill"Er;
A\E.ﬂ_f“ &) Cos?yg
.._;) gl alosg

/1-- &2 Sing
Betrachtet man in dieser (leichung ¢ als variabel, so ist auch
xi variabel und die Gleichung kann difterenzirt werden:

dx—==a.d 0l 168
1} 1 £28in? g
L = S 2 n Wi .-'_- i3 -]-3 7 BT
dx = — ‘_gm_q(d Cos ¢ ] —efSin2gp—d J 1—e*din rjf(_.u:-\q)
: ] i = y | -'-"“IEI'; I_,r1~. i iy
dx = 1 — 2Sin’g ( Sing dep 1/1 —e&2Sin2ep - Vi senty )

dx — — -"'-'1--_'-‘( i) :;( Sineg (1-—&2 Sin®ep) |- e2Sing (1 —Hin‘ir;w)

(1—&2Sin ¢

- "llit’]r ( e o e 3 Gt § )
i d— b~ = e2 Sin 3 |- &2 Sing &2 Sind«
HiE— -~"111|—¢” 3 =R “; i . "r I I "

4) dx a (1 —e ]"xmrfdfl,r

(1 2 Sinty) 3

Soll nun die Oberfliche des Erdellipsoides nach der Mercator-
projektion auf einer Ebene abgebildet werden. so dass die Abbildung
mit dem Abgebildeten in den kleinsten Theilen @hnlich ist, so milssen
analog wie bei der Projektion der Kugel die Seiten zweier unendlich
kleiner Rechtecke des Ellipsoides und seiner Abbildung in Proportion
stehen. Ist daher de der unendlich kleine Bogen des Aequators, ds
derjenige eines Ellipsenmeridianes, so sind die unendlich kleinen Recht-
eckseiten, welehe von zwei unendlich nahe ancinanderliegenden Meri-
dianen und Parallelkreisen des Ellipsoides begrenzt werden: de Cosg
und ‘ds, wobei das Ellipsoidenrechteck um die Breite ¢ vom Aeguator
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entfernt ist. Ferner sind die entsprechenden Seiten der Abbildune des
Rechteckes hei der Mercatorprojektion gleich de und di, wobei dA das
Differential der wachsenden Breiten und de das Differential des
Aequatorbogens bezeichnet, und es besteht die Proportion

ds :de Cosgp = di : da

Lz
: ils

| lf_ et

dee Cos i

ben Centri-
winkeln und verhalten sich daher wie die Radien der Kreise, zu welchen
sie gehdren, d. h. wie der Radius a des Aequators zum Radius x; des

Die Bogen de und de.Cosq entsprechen aber dense

Parallelkreises, es ist daher:

i
il

D) di -

— ds
%y

Aus dem unendlich kleinen Dreiecke CHG (Fig. 29), in welchem
die Tangente CH mit dem Bogenelemente ds zusammenfillt und Winkel
CHG = ¢ = der Breite des Paral\elkreises CC‘ ist, ergibt sich aber
der Werth von CH oder

e o gy
Sin CHG Sin g
fiir dx den gefundenen Werth setzt, (siche Gleh. 4) ohne jedoch das

— Zeichen zu beriicksichtigen :
a(l— £2) dg

ds = oder wenn man in diese Gleichune

dg—

{1 - -."*'Hi.]l"a'-:j'}]“
Setzt man diesen Werth, sowie den Werth von x; (siche Gleh. 3)
in Gleh. 5 so ergibt sich:

3
0

A== Vi—e8inty a1l —a)dy

i 3 s 3
alos g (1 —&2Bind¢) =

" afl —e2)de
Al = — e
Cos g (1—a&* Sin® Tl

Um diese Gleichung integriren zu kiénnen, zerlege man sie in

zwel Summanden.  Multiplicirt man &* mit 1= Sin2¢ | Cos2g so

— ady 1 — &% (Bin g |- Cos2e)
da - = : ( [ _.1{.. |., . )
Cos g L E%SIN= g

T (i oty )
l.-ll-‘-'f',f 1 - :"hil:‘-rlg

- le eCos e dor
di=a I:l-(—’r =g : ")

'u.-'r)r I 5 Rins if

- (il d{eBing) 3
d4 - -ti[,;' =g, el T )
Cosg 1 ."hm-—rf

Integrirt man diesen Ausdruck, so ergibt sich

% > l|r,: Yl (e8in i)
.‘L = [JL[HI)I' Tk l—u!.zf."ih:r,;]

erhilt man:
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Wie oben gefunden wurde (siehe Seite 66 u. 67) ist aber

[?2f—2logTg (460 + L
g 0 UIIHl‘f Mg © - R

’ * ol (#8ineg) rdy .
ferner kann j A Hlaes } = cesetzt werden, welches wie oben

— &2 Sin? rJr.
. s R e S .
abgeleitet wurde = % log ;— |- C ist (siehe 8. 66) und daher
* d(eBing) ¢ 1 eding :
J [ RAgnie — 3 log | —— - und
- &% 310" g -] Bl — gPmy

: 1 r,\" . i g 2 ] = i g :
h=a | logTe (4594 F) — 5 log s, |+

Das Integral ist von ¢ =0 his ¢g— ¢ Zu nehmen, fiir ¢ =0 wird
aber 2 =0, wesshalb die Constante wegfillt.
Entwickelt man das letzte Glied der Gleichung nach der logarith-
mischen Reihe:
© 1 | ¥ y % %7
i <) 2
log 5 x“—"(-\ Fats ha |')

so ergibt sich, da x =& Sin¢ ist:

£

1 |- &8ing ( &3 Bin® g £58inby
i /i ot LR L2 )
e o\eSng e g e
{-_- -£28ing— § e*din?® ¢ — LgsSindgp —...
g -y rm - q ol [ it
und daher (XLVI) A=a I 3 108 Tg (-_i-:a“ - i: ) — &2 Sing — } e'Sindg

1 g6 &b
L & pinY g |

Ltaf_{“

£

Botrachtet man diese Linge, welche, da der Radius a des Aequators
oewohnlich in Toisen gegeben ist, ebenfalls in Toisen erhalten wird, als
Bogen des Aequators, so entspricht diesem Bogen ein Centriwimkel
von & Minuten, dessen Werth auf folgende Weise erhalten wird:
AiArce’ —a:1 und Arc ¢’ — "I'l oder da Arc o = ¢« Are 1’ = Sin 1

e Sin ]‘_-fl'l und a = “

ai5in 1°

Dividirt man daher Gleh. (XLVI) mit aSin 1° so ergibt sich e;

Das erste Glied dieses Ausdrockes ist unabhingig von & und
bleibt unverindert, wenn man die Abplattung der Erde vernachlissigt,
die anderen (lieder sind daher die relative Correktion dieser Grisse.
Nach Bessel®ist log = 2,9122052 und e¢s ergibt sich als Endresultat
sur Bereehnung der wachsenden Breiten die Grleichung :

(XLVIa) «— 7915704674 log Tg (450 -7 ) — 22,9448 Sing
— (051 SNt p — ... .
(¢ ist eleich einer bestimmten Minutenzahl des Frdiguators)

Mollinger's Kartenprojektionen, b
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Dies ist die Formel von Delambre zur Berechnung der wach-
senden Breiten, wenn das FErdellipsoid nach der Mereatorprojektion
dargestellt werden soll, gewohnlich wird $jedoch auf die Abplattung
der Erde keine Riicksicht genommen, und sind die in obiger Tabelle
{\Hl'”,—l_' b
genat.

Zum Schlusse sei noch erwihnt, dass die Merkatorprojektion,
welehe wie wir gesehen haben fiir die Schifffahrt eine so orosse Be-
deatung hat, zuerst von Gerard Kremer genannt Mercator in
Anwendung gebracht wurde, indem er im Jahre 1569 eine grosse

94

8) enthaltenen Werthe der wachsenden Breiten hinreichend

Seekarte nach dieser seiner Projection anfertiote, wodurch er sich in
der Kartographie und Schifffahrtskunde einen unsterblichen Namen
gesichert hat,

|
|



TI1. Abschnitt.

Die Kegelprojektionen.

Die gewdhnliche Kegelprojektion.

Beim Entwurfe von Karten einzelner Linder, wie sie in unseren
Atlanten vorkommen. bei welchen der kleine Massstab, in dem sie ge-
zeichnet sind, eine grosse Genauigkeit nicht erfordert, wendet man
sewohnlich die im Folgenden beschriebene Kegelprojektion an:

Man denkt sich an die Kugel eine Kegelfliche gelegt, welche sie

lings dem mittleren Parallelkreise des
darzustellenden Landes berihrt, und
entwickelt diese Kegelfliche, vom
mittleren Meridiane der Karte aus, in
eine Ebene. In Fig. 30 sei AB der
Aequator, GH der mittlere Parallel-
kreis des Landes, SGH die Kegel-
fliche, welche die Kugel lings des
Parallelkreises GH  berithrt.  Soll
diese Kegelfliche in eine Ebene ent-
wickelt werden, so ist vor Allem die
Linge GS der Kegelkante zu be-
rechnen.

Ist ¢ die Breite des Parallel-
kreises GH, R der Erdradius, so
ergibt sich aus A SGM in welehem
2 GSM =g 1st.

SG = R Cotg ¢

Diese Linge wird in der Entwicklung (Fig. 31) nach gs ge-
tragen und mit dem Radius s ¢ aus s ein Kreis heschrieben, welcher

Fig. 80,

Gﬂ
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den mittleren Parallelkreis der Karte darstellt. Soll das Kartennetz
von Grad zu Grad gezeichnet werden, so trage man die Linge eines
Meridiangrades:

P . Rzr
(XLVII) | = —

rade s g vom Punkte g aus so

auf die CGre-

oft nach oben und unten auf,
als der Unferschied der Breiten
(pr —¢p3) der #usseren Paral-
lelkreise der Karte Grade enthiilt
undbeschreibe aus dem Punkte s
Kreise, welche durch die er-
haltenen Theilpunkte gehen und
die Parallelkreise der Karte dar-
stellen. Um die Meridiane der
Karte zu construiren, als welche
die Kanten des Kegels betrachtet
Fig. a1. werden, trage man auf den mitt-
leren Parallelkreis o h vom Punkte
g aus, die Linge I’ des Parallelkreiserades so oft auf, als die Karte
Lingengrade besitzt und verbinde die Theilpunkte 123... 456... mit
dem Punkte s. Ist 1 die Liinge des Aequatorgrades, ¢ die Breite des
Parallelkreises GH, so ist
(XLVII) F=1Cos ¢
Da beim Auftragen kleiner Linien Fehler unvermeidlich sind, und
anderseits nach unserer Annahme sowohl die Parallelkreise als Meri-
diane gleich weit von einander entfernt sein sollen, so ist es zweck-

massiger die Linge des ganzen Meridianbogens a b (Fig. 31) und den
Centriwinkel ¢ s h — & des Bogens g h zu berechnen, und den Bogen
a b, sowie den Centriwinkel « in eine bestimmte Anzahl eleicher Theile
zu theilen.

Es seien ¢ und ¢2 die Breiten der fussersten Parallelkreise,
M und A2 die Liingen der dussersten Meridiane der Karte, ferner
m = ¢ — ¢z die Anzahl der Breitengrade und n= 4 — 4 die An-

zahl der Lingengrade, iiber welche sich die Karte erstreckt, dann ist

i Rarm
(XLIX) Bogen a b — —
SR 180°
Die eine Hilfte dieses Bogens wird nach o b, die andere nach o a

getragen und die Strecke a b in m gleiche Theile getheilt.
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Um die Grosse des Centriwinkels ¢ sh = « des Kreissectors zu
herechnen, erinnere man sich dass die Projektion g h des mittleren
Parallelkreises mit dem Parallelkreisbogen gleiche Linge erhalten soll.
Dieser Bogen besitzt aber n Grade und da die Breite des Parallel-
kreises ¢ ist, so ergibt sich die Linge des Parallelkreisbogens nach
der Gleichung:

b= pon
180

welche gleich der Linge des Bogens g h zu setzen ist, somit:

Cos g,

3 Brn .
) Bg.g h=-55 Cos g

Anderseits findet die Proportion statt:
Bg.gh:s g.7m=a:180°
und da s g=RCotgg

ol Cotg ¢«

2 o g — e
]| _I),__J - g h 1809

Setzt man die Werthe 1) und 2) einander gleich, so ist:

Ron Cloga — RCotgg  a ar
T A e UL
n Cos ¢ = aCotg g
7 nCosg e
und (L) = —3 —n Sing
Cotg o

Wird nach dieser Gleichung e berechnet, mul; vom mittleren
Meridiane aus nach asc und asd getragen, so sind dadurch die
dussersten Meridiane der Karte bestimmt und Bogen g h oder ¢ d kann
in eine entsprechende Anzahl gleiche Theile getheilt werden.

Fallt der Mittelpunkt s der Parallelkreise ausserhalb des Blattes
(siche Fig. 31) und sind die Richtungen ¢ e und ab zweier Meridiane
gegeben, so kann der Meridian, welcher durch den Theilpunkt k geht,
auf folgende Weise erhalten werden: Man ziehe die Geraden ac, og
und a k und konstruire zu diesen 3 Linien die vierte Proportionale x.
Zieht man alsdann ol parallel mit ak und trigt man x nach ol, so
ist 1k der gewiinschte Meridian, denn da go//acundol//ak so be-
stehen die Proportionen:

goi6d—850>54d

ferner ist o l:a k=so0:s8 a

und daher ¢ o:¢c a=o0l:a k
Auf diese Weise kann auch jeder andere Merdian erhalten werden.




Die Projektion von Delisle.

Eine Modification der soeben besehriehenen Kegelprojektion, bei
welcher eine grissere Genauigkeit erzielt wird, ist die Folgende: Man
denke sich durch die dussersten Parallelkreise EF und CD des Landes
(Fig. 32 welche auch zur Erliuterung der folgenden Projektions-
methode dient,) deren Breiten ¢ und ¢ sind, einen Kegel gelegt und
herechne die Radien SD und SF der dussersten Parallelkreise seiner Ent-
wicklung,

Iis ist =¥ 08D = =DFG — 5GF = 1 (DOG— SOF)
oder da DOG=90°} ¢: und SOF==90° — (1 s0 1st
=% (g1 + ¢2)
Da ferner ¥my — OF Cosgy =— RCos¢: und anderseits
Fmi — SF Sing  so ist
SF Sing — R Cosqu

it R Cos i It Cos ¢
(L) SF=—rlle 00
’ Bin sin L (¢ -+ s)
: ! 7 - R Cos g, R Cos o,
ferner ist (LIa) SD == — -2 X "I- :
> ‘ Sin 7 ain & (97 - )

Nachdem man analog wie in Fig. 31 mit diesen Radien aus dem
Punkte s die Kreise ¢ d und e f ge-
zogen hat, welches die dussersten Paral-
lelkreise der Karte sind, trage man auf
diese vom mittleren Meridiane aus die
wahren Lingen der Parallelkreisbogen
auf, wodurch die #Husseren Meridiane
¢e und df der Karte bestimmt sind.
Die Bogen ¢ d und e f werden in eine
gleiche Anzahl gleicher Theile getheilt
und durch die entsprechenden Theil-
punkte die tbrigen Meridiane gezogen.

Fine andere Modification der coni-
schen Projektion ist die Projektion von
Delisle®) (Fig. 32) bei welcher die

Wig. 32. Kegelfliche durch zwei Parallelkreisc
geht, die gleichweit von dem mitt-
leren und den heiden dusseren Parallelkreisen der Karte entfernt sind. In

*) Jos. Nicolas Delisle geb. 1688 in Paris, gest. 1768 daselbst; Mitglied der
Academien von Paris und Petersburs

¥
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Fig. 31 (8.84) wird die Linge ab des Meridianbogens, welcher der Breiten-

differenz (¢

'y der dusseren Parallelkreise der Karte entspricht, aufge-

tragen, und diese Linge in 4 gleiche Theile getheilt. Sodann werden die
Radien der Parallelkreise berechnet, welche durch die Punkte m und n

oehen, was mit den zuletzb abeeleiteten Gleichungen LI und Lia ge-
schehen kann, und mit diesen Radien aus dem Punkie s die Bogen
vt und p q beschrieben. Trigt man auf diese Bogen vom mittleren Meri-

diane der Karte aus die wahren Lingen der Parallelkreishogen auf, so
werden dadureh die Punkte r und p, t und q und durch diese die dusseren

Meridiane der Karte bestimmt.
des Netzes unveriindert.

Tm Uebrigen bleibt die Construktion
Nach dieser Methode hat Delisle eine grosse

Karte von Russland entworfen, welehe 33 Breitegrade umfasst. Der
mittlere Parallelkreis der Karte ist 55° vom Aequator entfernt.

Die Flamsteed sche *) Projektion.

Bei diéser Projektion werden die Parallelkreise durch parallele
welehe sich in gleichen Abstiinden von einander

Grerade dargestellt,

hefinden. Soll das
Netz von Grad zu
Girad gezeichnet

werden, so denkt
man sich auf den
mittleren Meridian
der Karte, welcher
dureh die Vertikale
a Y (Fig. 33) repri-
sentirtist, die Linge
eines Meridiangra-
des beliebig oft auf-
getragen undin den

Theilpunkten a b

Al iE) s
A I|
st o]
B SRl A 50
! | i \
(o] ] L &
J / ,' |
/! ! |
7 e i
,J'I / f |i \
[ / ’ | \ b

¢ d... Senkrechte errichtet, welche die Parallelkreise der Karte sind.
Auf jeden Parallelkreis wird nun vom mittleren Meridiane der Karte

#) John Flamsteed wurde 1646 in Derby geboren und starb 1719 in Green-

wich, er war

1675 erbauten Sternwarte in Greenwich.

Pfarrer zu Burstow in Surrey und spiter erster Direktor der
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aus die Linge des Parallelkreisgrades aunfeetragen, welcher der
Breite ¢ des Parallelkreises entspricht, worauf die entsprechenden Theil-
punkte dureh Curven verbunden werden. Ist 1=a b die Linege ecines
Meridian- oder Aequatorgrades, so ist

IY=1Cos¢ die Linge des Parallelkreiserades, dessen Breite
¢ 18t.  Theilt man daher einen Meridiangrad a b in 100 oleiche Theile
und setzt man 1= 100, so wird

[=100 Cos ¢ sein und es kinnen die Werthe von 1 aus fol-
gender Tabelle entnommen werden, in weleher die Werthe von 100 Cos g
enthalten sind.

Werthe der Parallelkreiserade der Erdkugel, wenn die
Linge eines Meridiangrades = 100 gesetzt wird,

Breite ¢ des | Breite ¢ des I Breite ¢ des
Parallel- I = 100 Cos g Parullel- |1'= 100 Cos g Parallel- - = 100 Cos g
kreizos [ kreises | kroises
(o 100,000 | 250 ‘ 90.631 500 64,279
I 09,985 26 89,879 || 51 | 62,932
2 99,939 27 | 89,101 52 | 61,566
3 99 863 28 88,295 53 | 60,182
4 99,756 29 87,462 54 A8, 779
5 99.619 30 | 56,603 HbH I 57358
(i 49 452 31 | 85T Hb 2H.919
7 | 99,255 32 84,805 57 | 54,464
8 99,027 33 83,867 53 [ 52,992
9 98,769 34 | 82904 59 51.504
10 98,481 35 | 81,915 6O | 50,000
11 98,163 36 80,902 61 | 48481
12 97.815 37 79,864 62 16,947
13 97.437 38 18,801 63 15,399
14 97.030 39 | R bt 64 43.857
15 06,593 10 ‘ 76.604 65 42,262
16 96,126 | 41 75,471 66 | 40674
17 95,630 42 B e 67 | 39.073
18 | 95706 | 43 ‘ 13,135 68 37.461
19 | 94559 44 71,934 69 35.837
20 [ 93.969 45 T | 70 34,202
21 93.358 46 69,466 71 32557
22 ‘ 92,718 17 | 68,200 72 30,902
23 92.050 (S 66.913 73 20,237
24 ‘ 91,355 19 65,606 74 27.564
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Breite g des Breite g des : Breite 7 des

Parallel- |t == llIHE_fnsrl,l Parallel- ' =100 Loz g Parallel- | S .;lUHUu.'-'rj

kreises kreises kroises
150 20,882 Sl 15,643 869 o - 6,9{6
h 24,192 52 13,917 87 | 5,234
7] 22 495 85 12,187 58 | 5490
73 20,791 84 10.453 839 | 1,745
79 19,081 85 8,715 90 0,000
] R I | . \

Auch der Abplattung der Erde kann bei dieser Methode Rechnung
oetracen werden.  Die Parvallelkreise sind alsdann nicht in gleichen
Entfernungen von einander zu ziehen, sondern in Entfernungen, welche
oleich den Lingen der aufeinanderfoleenden Bogengrade sind, die dem
Meridiane des Ellipsoides angehoren. Aus der Seite 98 angegebenen
Tabelle, in weleher oleichzeitic die Lingen der Parallelkreisgrade ent-
halten sind, kimnen die Werthe der aufeinanderfolgenden Meridian-
orade entnommen werden.

Da hei der Flamsteedschen Projektion die Parallelkreise durch
oerade Linien dargestellt werden, so gibt diese Projektion keie sehr
orosse Gtenauigkeit und sind besonders die vom mittleren Meridiane
entfernten Theile der Karte etwas verzeichnet. Sie eignet sich vor-
zitolich fiir Linder, welche vom Aequator durchschnitten werden, und
os ist in unseren Atlanten eewohnlich das Blatt von Afrika nach
dieser Mothode cezeichnet. Eine Modification der Flamsteed'schen
Projektion ist die Projektion von Bonne, welche im Folgenden he-

schriehen wird.

Die Bonne'sche*) oder die modificirte Flamsteed'sche Projekiion.

Sie ist eine Combination der Kegelprojektion mit der Flamsteed -
sehen Projektionsmethode. Sind CD und EF (Fig. 30 5. 83) die dussersten
Parallelkreise eines Landes, welehes darzustellen ist, so denkt man
sich an die Kugel einen Tangentialkegel gelegt, weleher dieselbe Tings

#) Rigobert Bonne wurde in Raucourt bei Sedan 1727 geboren und
starh 1795 in Paris, er war anfinglich Privatlehrer der Mathematik in Paris,

spiter erster Ingenieur-géographe der Marine.
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dem mittleren Parallelkreise GH des Landes berithret.  Die Spitze S

dieses Kegels liegt anf der Erdaxe, und wird in der Entwicklune der

Kegelfliche als Mittelpunkt simmtlicher Parallelkreise angenommen.
Der mitt

ansgeht, stellt sich als gerade Linie dar, und wird auf ihm vom

ere Meridian der Karte, von welchem die Entwicklung

Mittelpunkte G der Karte aus, die wahre Linge der Meridiangrade
nach oben. und unten aufgetragen. Durch die so erhaltenen Theil-
punkte zieht man die Parallelkreise, welche aus dem Punkie S be-
schriehen werden.

Die Meridiane werden construirt, wenn man auf jeden Parallel-
kreis vom mittleren Meridiane aus die wahre Liinge des entsprechenden
Parallelkreisgrades auftrigt, und die demselben Meridiane angehirenden
Theilpunkte durch Curven verbindet. In dem so erhaltenen Netze
stehen die einzelnen Parallelkreise und Meridiane nicht senkrecht auf
einander, sondern schneiden sich unter spitzen und stumpfen Winkeln.

Um die Radien der Parallelkreise zu berechnen, berechnet man
vor Allem den Radius GBS (Fig. 30 S. 83) des mittleren Parallelkreises, und
vermehrt und vermindert seine Linge um die Linge eines Meridian-
orades, oder wenn man das Netz von 10% zu 109 ziehen will, um die
Linge von 10 Meridiangraden. Sind die Breiten ¢ und ¢s der fiusseren
Parallelkreise des Landes gegeben, so ist

¢ =% (g1 |- ¢2) die DBreite des mittleren Parallelkreises
GH, und daher auch = GSM — =% (g | q2)
Der Radius des mittleren Parallelkreises ist:
SG = GM Cotg & (¢1 |- ¢2) oder

(LYI) SG=RCotg % (g1 |- g2)

Der Radius r eines Parallelkreises dessen Breite ¢f kleiner als
@ 1st, ergibt sich, wenn man zu dem Radius GS, welcher in Fig. 34
nach MO getragen wurde, den Meridianbogen addirt, der dem Centri-
winkel ¢ — ¢’ entspricht. Fiir einen Parallelkreis dessen Breite ¢
grosser als ¢ ist, muss von dem Radius GS der Meridianbogen des
Cenfriwinkels ¢” — ¢ abgezogen werden.

Bezeichnet man die Linge des Meridianbogens mit d, so ist
daher (LVIh) =G5 - d.
Ferner ist die Linge eines Meridiangrades
il R i .. d . .
(LVII) 1= — und die Linge von y Graden irgend eines
¥ 180 ;

Parallelkreises dessen Breite ¢ ist:
Rory

Lopartt

VI =27 Cosgp = 77" (osp =199 Cosg

180

648000




Bonne'schen Projektion aufge-
fragen werden, was am Besten
dadurch geschieht, dass man
zuerst die in Fig. 54 ersicht-
lichen Centriwinkel ¢ und so-
dann die ihmen entsprechenden
Sehnen a 1, b ¢, d p berechnet.
Iét r der Radius eines Paral-
lelkreises und 1V die Bogenlinge
filr weleche e« erhalten werden
soll, so ergibt sich :

1801 180 Tery ~ :
L .1'.-' T IT IH“ (J“H'J
oder (LIX) ¢ = i Cos ¢

¢ =
ferner ist die Sehne, welche
diesem Winkel entspricht

(LX) '8 = 2r Sin &

Setzt man in diesen (Glei-
¢hungen den Radius der Erde
R=—1, so ergeben sich die
Folgenden :

(LVIa) GS = Cotg & (g +¢2)

(LVI1Ia) I._-h'“ -0,01745H3

s

(LVIIa) l'- =

(LIXa) e-

heachten ist, dass 1==0,017453

Fiir den mittleren Parallelkreis der Karte, dessen Radius gleich
der Erzeugenden des Tangentialkegels, gleich R Cotgep ist,
Centriwinkel des Parallelkreishogens, weleher y Graden entspricht nach

TE \ =
: 08 1

3 Cos g
=

L2
=

Y s

- (0,017453 Y Cos p

(LXa)

Nach diesen Gleichuneen werden die Werthe von
berechnet und in einem belichigen Massstabe aufgetragen, wobel zu
111111.111 Met.

==t oo, Meilen

(ileh. (L) Seite 85 berechnet werden.

(LIXD) a=1y Sing-
y=——7J1 — As = dem Unterschiéde der Lingen der dussersten
Nachdem der Boeen des Parallel-

wonn /s

Meridiane der IKarte gesetzt wird.

[ALl — ).rj ?‘."!illr_,r

Diese Linee muss auf den entsprechenden Parallelkreisen der

M

(1=

,oound s
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kreises durch die Schenkel dieses Winkels beervenzt ist. wird er in
eine bestimmte Anzahl gleicher Theile getheilt, und die Theilpunkte
mit den entsprechenden der iibrigen Parallelkreise durch Curven ver-
bunden, welche die Meridiane darstellen.

In den meisten Fillen liegt der Mittelpunkt s der Parallelkreise

ausserhalb des Blattes, wess-
T halb er fiir die Construktion
dieser Kreise nicht benutzt
werden kann. Die Parallel-
kreise kémnen alsdann dureh
Construktion einzelnerPunkte
aut folgende Weise erhalten
werden:

In Tig. 35 sei sC der
Hauptmeridian der Karte,
C e Theilpunkt durch
welchen  der Parallelkreis
ACB gehen soll, s der Mit-
telpunkt des Parallelkreises,

Eig, 35.

welcher jedoech ausserhally
des Blattes falle. Da man nach Glch. (LiVIDb) den Radius r des Parallel-
kreises und nach Gleichung (LIX) den Winkel AsB — «, berechnen
kann, so ist A sAO bestimmt und ergibt sich aus demselben
(LXT) AO=0B =rSin -

und Os =1 Cos ©

ferner ist OC=sC —0s=r—rCos; =1 (1 — Cos =)
(LXII) OC
Fiir jeden Parallelkreis wird nun nach Gleichung LXT und TXII
AO und OC berechnet*), und da der Punkt C gegehen ist, zuerst CO
autgetragen, in O eine Senkrechte auf sC errichtet und auf diese AO
OB aufgetragen. Der Kreishogen ACB kann nun mit dem Peripherie-
zirkel gezogen werden.

X ik
21'-‘*11113-1

Sollen noch mehr Punkte des Kreises hestimmt werden. so kann
dies am einfachsten auf analytischem Wege geschehen. Legt man

v ;
> 3 : el | - £ wy ' "y e
*) Die Werthe von Sin 3 und (l u—‘.Jusu) kinnen Savrazin's Taschenbuch

entnommen werden (siche S. 4).
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die Coordinatenaxen dureh den Mittelpunkt s des Kreises, so lautet
seine Gileichung: x2-y2=r?

Verschiebt man die Axen parallel mit sich selbst bis sie durch
den Punkt O gehen, so wird die Gleichung in Bezug aut die neuen
Axen OX‘ und OY’ erhalten, wenn man in der Gleichung des Kreises
x=x' und y=y’— b setzt, es ist alsdann:

x'2 |- (y' — b)? =12, woraus sich

(LXIID) y'=Db — Y/ @ x) r —x) ergibt.

In diese Gleichung kann man fiir x* beliebige Zahlenwerthe emn-
setzen und die entsprechenden Werthe von y’ berechnen, wodurch
beliebig viele Kreispunkte erhalten werden kinnen. Dasselbe Ver-
fahren wird auch fiir jeden anderen Parallelkreis in Anwendung
oehracht.

Da es hiufig vorkommt, dass man bei der Construktion ener
Karte einzelne Punkte, deren sphi-
rische Coordinaten gegeben sind, in 5
die Karte einzuzeichnen hat, so N
wollen wir noch folgende Auf- o,
gabe lisen: B

Es sei die Lénge 4 und die
Breite ¢ des Mittelpunktes der
Karte, ferner die Linge 41 und die
Breite ¢u irgend eines Punktes P

oegehen, welcher in die Karte ein-

getragen werden soll, man soll die

1

oordinaten x und y dieses Punktes
(siche Fig. 36) i DBezug auf em
durch den Mittelpunkt O der Karte
aehendesrechtwinkliges Coordinaten- " Fig 88,

system herechnen.

Auflosung. Der Radius sO des mittleren Parallelkreises der
Karte ist bekannt: Fir R=—1 ist

80 = r — Cotgg
ferner ist auch der Abstand OA = d des Parallelkreises K; vom mitt-
leren Parallelkreise K gegeben, und es kann daher der Radius 1
dieses Parallelkreises berechnet werden:
ri —sA—s8)— 0OA=1— d
Der Winkel AsP = a: ergibt sich nach Gleichung LIXa

71 Uos g,

o =2
Iy
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in weleher Gleichung 3 = A A, d. h. gleich dem Winkel, den
der Meridian des Punkfes P mit dem mittleren Meridiane der Karte
einschliesst.
Die Coordinaten des Punktes P sind nun:
(LXIV) x=Pq=r1 Sin e
N— (.}1[ - A E Ag - =i |-:-4_'\.—-:-;4[
y=d-}tn —nCoser =d-}r1 (1 — Cosier)
(LXV) y = d 4-2 ry Sin® -t
Aus Gleichung (LXIV) folgt:

| — = Substituirt man  diesen Werth in Gleichung
(LXYV) so ergibt sich:
20X g “ e 0t : £
y=d -} —— Sin?= oder da Sin @ — 2 8in ™ oz A
¥ BT flq 2 2 -
sty
ol —
y=d-- =%
6 e E L |
Cos s
o, [
(LXVD) y=d +Tg'x

Diess ist die Gleichung des Kreises Ky, mit welcher beliebig
viele Kreispunkte erhalten werden konnen. Ist 1 < @ 80 Ist d
negativ, im Uebrigen bleiben die erhaltenen Werthe unveriindert.

Berlicksichtigung der Abplattung der Erde bei der
Bonne'schen Projektionsmethode.

Bei der Ableitung der vorhergehenden Gleichungen wurde die
Erde als Kugel betrachtet, man kann jedoch bei der Bonne’schen
Projektion ohne alle sSchwierigkeit die Abplattung der Erde ebenfalls
beriicksichtigen :

In Fig. 29 sei AP,B ein Meridian des Erdellipsoides, C ein be-
liebiger Ellipsenpunkt, x1 yi seine Coordinaten, CT die Tangente an
die Ellipse im Punkte C, CN dic Normale des Ellipsenpunktes. Da
die Tangentialebene im Punkte C des Ellipsoides senkrecht steht auf
der Meridianebene AP, B, so kann die Tangente TC als Horizont des
Ortes C betrachtet werden, und = EDY ist eleich der Polhohe dieses




= Mo

Ortes. Die Polhiohe eines Ortes ist aber gleich seiner geographischen
Breite, somit - EDY — CDd = ¢.

Fiir den Radius xi des Parallelkreises CC’ wurden Seite 78 u. 7Y
die Formeln

| o : as : : a Cos g e .

e == Ve, und x1 = Ve (2) gefunden.

Ferner ergibt sich aus A NCd in welchem = NCd = ¢ ist, die
Normale NC —=n des Punktes C. Es ist
=7 L e e

Cos NOd Cos ¢

Substituirt man in diese Gleichung fiir x; den Werth aus Gleh. 1
s0 erbalt man:

i

s a®

n— - - e ——
Cos @ V a2 J b2 a8 o 1. a? Cos* g { - h% Bin® ¢

T : : e 3 r o
Substituirt man dacegen in die Gleichung n — 5 L den Werth aus
= /08 (F
Gleichung 2 so ist:
A i

(LXVID) n—=— S
Vi

1 — 2 Sin? i i v -{I -} & Sin’ r,.] El- =

¢ Sin ¢




g 3 e . & a2—h2 b2 ..
In dieser Gleichung ist &* — L (E)
oder da die Abplattung e Y { L i :
: = — oderl — —=— gesetzt wird,
i | i il ||
b 1 2 & | Ig¥ee
md — =1 ——=alsg— =1 -+ — ist,
- P o= il ||"
3 2 1 2 1 el i s )
so erhilt man ¢? =— — ——___— —— — 0.00667435
p pr T 299,1528 299,15282
log & =2,91220562, log &% — 3,8244104.

Man kann die Liinge der Normalen auch durch die Coordinaten
X1 1 des Punktes (' ausdriicken, indem man die Coordinaten des
Punktes N (xe y2) berechmnet, und diese sowie die Coordinaten des
Punktes C in die Formel fir die Entfernung zweier Punkte, die durch
ihire Coordinaten gegeben sind, substituirt:

4 n="71(x1 —x2)2} (y1 — y2)*
Die Gleichune der Normalen lautet:
aty
N — ]——: (X — x1)
. Ax,
setzt man in dieser Gleichung x — x2 =— 0 so ergibt sich die

Ordinate ON =y: des Punktes N. Es ist
'l')\
Y2 — ¥i === und
; : 8ty
= A e b

Glch. 4 launtet daher:

:’\L-- ('n - ¥ ‘-"lflli')'"’

n— B ot (Folob s Gloh o
‘\f xi# - oder da (T a3y St (tolgt aus Gleh. 3)
i e [y 2 T ey
(LXVIID)n=— 1/: e '—\,"?' - ?1 .,I e
( T
Ii—#2=—10,99332562, log (1 —&2) —1.99709LY.

Ist in Fig. 29 (8. 95) CC’ der mittlere Parallelkreis der Karte, so er-
gibt. sich nun die Seitenkante CD des Tangentialkegels, welche in der
Entwicklung Radius des mittleren Parallelkreises ist, aus A CDN:

(LXIX) CD = CN . Cotg CDN =—n Cote o

Mit diesem Radius wird wie in Fig 36 dargestellt ist, aus s der
Kreis K beschrieben. Die iibrigen Parallelkreise der Karte werden
erhalten, wenn man die wahren Lingen der aufeinanderfoleenden
Meridiangrade, welche aus nachfolgender Tabelle der Lingen der
Meridian- und Parallelkreisorade des Erdellipsoides (5. 98) zu ent-
nehmen sind, vom Mittelpunkte O der Karte aus, auf den Haupt-
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meridian nach oben und unten auftrigt. Dadurch wird fiir jeden
Parallelkreis Ky der Punkt A (Fig. 36) erhalten und kann derselbe
aus dem Punkte s mit dem Radius sA beschrieben werden.

Sollte der Punkt s ausserhalb
des Blattes fallen, so muss fir
jeden Parallelkreis der Winkel o
herechnet und die Gleichung des
Kreises abgeleitet werden. Wie wir
Seite 94 gefunden haben sind die
Coordinaten irgend eines Kreis-
punktes P (Fig. 36)

(LXIV) x=m1 Bin a1
g

(LXV) y=d4- 21 sn? -

&

forner ist die Gleichung des Krei-

=0 ]\J
TXT T e ol i .”’] :
(LXVD) y—d-|-Tg~ x
In diese Gleichungen ist fiir Fig, 36.

«; der Werth zu setzen, welcher
dem Erd-Ellipsoide entspricht. In Fig. 36 entspreche dem Bogen

AP des Parallelkreises 91 = A — A Liingengrade, so ist seine Liinge

K TEH . . =
(i 'lk:('p',. (xy =— dem Radius des Parallelkreises K)

Die Linge des Bogens AP in Fig. 36 ist aber

e ST . - . . -
h* ;--l‘L ::‘ . und da beide Werthe einander gleich sein
3
sollen: 'L = X1 )1
i
e }fl

Iy
Aus Fie. 20 Seite 95 ergibt sich aber der Werth von
xi — NC . Cos NCd=nCos¢p und daher

n Cos p 75

(LXX) e = T
In nachfoleender Tabelle (3. 98) sind die Werthe der Logarithmen
der Normalen fiir die Parallelkreise von Grad zu Grad angegeben und

kinmen daher mittelst dieser Werthe die Winkel e nach Gleh. LXX
berechnet werden.  Substituirt man fiir einen Parallelkreis den Werth
von ey in die Gleh. LXIV, LXV, LXVI, so ergeben sich die Coor-
dinaten irgend eines Kreispunktes sowie die (ileichung des Kreises Ki.—

Wird ein Land wie Deutschland, Frankreich, die Schweiz ete. nach

Millinger’s Kartenprojektionen, i
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der Bonne'schen Methode Ii;l]';_’_'t_'.‘{lE‘”[. ] IE_""".‘?H"hi"h[ diess der I\Il'l!lll']_“u
lichkeit wegen gewdhnlieh nicht auf einem Blatte. sondern man theilt
diec Karte in Quadrate, welche je eine Seite gemeinschaftlich haben
und separat gezeichnet werden. Nach ihrer Vollendune werden diese
Quadrate auf einem Blatte vereiniet. Da in diesem Falle das Karten-
netz in Theile zerlegt wird, die einzeln construirt werden miissen, so
st es zweckmissie die Coordinatenaxen, auf welehe die Parallelkreise
bezogen werden, durch die Eckpunkte der Quadrate zu legen, es findet
alsdann parallele Verschiebung der Axen statt und kimnen die Gleichungen
LXLV, LXV, LXVI auf bekannte Weise leicht umgeformt werden.
Langen der Meridian- und Parallelkreisgrade
sowie der Normalen des Erdellipsoides fiir die Abplattung

=i 1 i Bosinl
T2 T~ 399,150 (nach bessel).
Die Toise ist —1,949036310 m, log=—0,289819980 fiir a-—1 ist
b = 0,9966572 , log b — 1,9985458.
- a2 —h2 2 1 ™ pi
g2 — = —— - — D.0066T438 ]Llf_f &= 2.9193059
a= 1] |t 3 )
a—h 1 1 1
- - — o e o) ¢
“ 5 9991528 I'“.—,\ 3 }.5241069
Radins des Aequators a =— 3272077,14 Toisen,
6377397,16 Meter,
halbe kleine Axe I = 8261139.33 Toisen,
635607897 Meter.
l : Grad dos Logarith. der ‘
> |  Grad des | | : Normalen®) |
= | Lz s 2 Pavallel- | By / 2
o | Meridianes *) | Iidf, I e Thift. bis zur | =
25 . [ Sl ((Umdvehungsaxe|
{| Par. Toisen Par. Toisen | fir o=—1
| | I
00 || 56727,356 -o || B7108,519 o || 0,0000000
i.J_ 3! 0173 [ ® r| 8.639 L000000( 4
1 ai,b2Y B 099,880 P 004
= e 10519 i iyt ) 5 14
P 28.048 i 073,963 lme oy 018 ;
gl Tkl Sl 1 Moo £ an. s 13,187 | 22
o | _h.<},]‘_ | 5 y | ._"J{LI J.'h a - “l“‘ )
. Trarmed 1] P R e 60,445 || i 3
4 | 30,120 | e | 56970,331 e | 071 %
5| 21 670 1,650 | S99 646 (7,685 110 39
H | 5] | i i P |
t S | LRy i - [ 94,902 48
} abT33.862 | & o [ B6TIT,74. (| 0,0000158 e
: e I el BEVRITE el e B
f e by st 5 o] (] H | Thuad | 2l [
. ;l t 2,566 h St 1,21,!.13-.-; . 60

#) Diese Zahlenwerthe sind dem Berliner ,Astronomischen Jahrbuch® fiir
1852, herausgegeben von J. F. Encke, entnommen, Durch die neue europiiische
Gradmessung, deren Resultate indessen erst nach Jahren bekannt sein werden,
dirften sich dieselben etwas, jedoch nicht wesentlich dndern. Das obige Ver-
hiiltniss der T'oise zum Meter steht in Francoeur’s Geodesie.
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21454.868
20625.601
19590,078
15648,455
(17701,015
16748,107
1 15790.007
14827.011
13859.414
12887.518
11911623
104932.030
994.9,04.3
[ 8962.967
974,108
6982 772

| Logarith. der |
| Normalen®) |

Dift. i bis zur
Umdrehungsaxe
filr a — 1 |
o1 amg | 80007512 |
721,96¢ 7766 |
733,944 | 8019 |
T45.700 | 8271 |
Th7,232 8h22 |
(95,930 15008771 |
179.610 | 9018
790,448 4264
S01 [}!‘1 9507
S11,406 | 9747
] }
821,520 | | 0,0000981
831,484 | 9 0010218
840,995 | 10448
850,352 | 10675
859,451 | 10897
Q '-.\ it = -
05,286 I 6011115
876.859 11328
885,163 11537
893,197 | 11740

| H“”,H.‘-l.\' Il ] ]‘J'if

008,442 |
915.649

0, ﬂl}l ’1 “l

|
[)1'31\
|

922.575 |

la.“} -JI_ ] }hh 1
935,073 12836

( (4.3

':' 310 0012096
947,420 | 3 '
|1"-'jE : ]lltal
[ 952.008 3905
| 958,100 1:‘._| :1
i 96G2.096 13568

G .

967,597 | 5 6613689
07 i.:‘w!ih! 13804
975,805 | 13911
979.593 | 14011 |
982 987 '| 14102 |
[ar""l{l[}IhI“””!I\.‘1
088,859 14259
[ 991,336 14325 |

| 993,505

Ditf.
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|| Logarith. der

: Grad des ! ‘;:.u_llll;il\.‘lﬁ Normalen ;
% | Moridianes®) |  Diff. | 14.-‘.::4-: v Diff. || bis gur z
[-=] : | Y ![ mdrehungsaxe
i Par. Toisen | Par. Toisen I| fiir pe=1 i
84 [57293,751 | 1 gog | DI89267 | ggp 545 0,0014382 | 4q
85 95,674 | {577 1993,902 | 996917 4431 L0
86 |[H7297,201 | | 998 | 3996,985 | ggg159|0,001447 9
87 98,479 | ¢'g78 2998,826 | 999 001 14502 | 55 .
88 99,357 0.528 1999.755 999.712 ] I.}fi 1.4
84 L 49 8shH 0.176 I“[]‘”_”'_?} [ 1000.023 | l.:}:l i A
90 |57300,061 2 0,000 | 14542 | I
i

Berechnung des Netzes von Europa nach der Bonne'schen
Methode, wobei die Erde als Kugel betrachtet wird.

(Entfernung der Parallelkreise und Meridiang =— 10%)

Als mittlerer Parallelkreis der Karte werde derjenige angenommen,
dessen Breite = 52¢ ist, fiir diesen ist der Radius der Projektion
GS= RCote 2% oder fir R=1, GS=r=10,71812853, log Gd

1,8028098, fiir (p=>50° ist der Radius des Parallelkreises:
rﬁz.{hTHthﬁﬁ.L.ii;:LLTﬁlfﬁﬁﬁ
- 0,0349066
— ().816192

filr e 409 ist ry =— 0,816192 |— TTH — (),816192
L 0,174533

e

— 0,990725

fiir ¢ = 300 ist ry = 0,990725 - = 0,990725
|- 0.174533

———

— 1,165258

fiir ¢ = 600 ist rs = 0,8161921 — = = 0,816192

(=

— 0,174533

— (,641659
fiir ¢ — 700 ist r; = 0,641659 — — — 0,641659 |
0,174533 i

— 0467126

Um diese Radien in geog. Meilen zu verwandeln, hat man sie

ey
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mit R — 859,43 zu multipliciren. Die sich ergebenden Zahlenwerthe
sind in nachfolgender Tabelle zusammengestellt.
Nach Gleichung LVIIT (8. 90) kinnen nun die Lineen von

je 10%eines jeden Parallelkreises berechnet werden, Fiir gp = 309
und R=1 ergibt sich:
| P .10 i ) { r 1 £y vy, B2 K L L ] E: -
| Cos a0V =" (Cos 30 = 0.174533 (los 300 0.151150
180 18
[n analoger Weise ereeben sich auch fiir @ =409 500 52° 60O

(0% die Werthe von I, Daman diese Lingen auf den entsprechenden
Parallellreisen der Bonne'schen Projektion, ohne unvermeidliche Con-
struktionsfehler zu begehen, nicht auftragen kann, sdé hat die Berech-
nung ihrer Werthe gewdhnlich kein Interesse und werden die ihnen ent-

sprechenden Centriwinkel ¢ direkt nach Gleichung LIX (8. 91) gefunden.

far ¢ =309 y =10° und R=1 erhilt man:
6000 ] ;
e e o8 S0t
1, 165258
o = 261551 10254 5HY

Die Sehne s weleche dem Winkel e entspricht, ereibt sich nacl

¥
i

Gleichung (LX) s=2r Sin >. Soll s in geoe. Meilen erhalten wer-

den, so ist das Resultab noch mit 859,43 zu multipliciren, denn die
Werthe von r wurden oben fiir R =1 berechnet,
Fiir ¢ 209 dst @ =792555" und
8=—2>1,165258 >< Sin 304257 859.43=—129

S06 oeng,

Meilen.

Netz von BEuropa nach der Bonne'sechen Methode

G — (L7812855 — 671,486 g. Meilen.
E“I'EI'I\\

e e gy | y R e

Breito des Radins des l"'“'"i"”' 2 Radius des l':”_l 2 '"Il'
Tl - s ¥ 0 l : 5 welehe 100 des

Parallelkreises: | Parallelkreises | : A piEnin Parallelkreises P |-L [ered
wrfisgraden fir | - . arallelkreises
p fiir 1 Kreisgraden 1t | in gooe, Meilen TallelErelses

e | | l'}|1!~';|:"l-".':l

| in goog, Meilen

300 | 1,165258 (0,151 150 1001,465 129,806

L0 [ 0,990725 0.133700 851,465 | 114.820

50 | 0,816192 | 0,112188 | 701,465 | 96.344

52 | 0,781285 | 671466

60 0.641659 0.087267 | 551,465 74,942
66932407 | 0,527436 | 453,298

70 | 0467126 0,050694 | 401465 | 51.267
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Die Construktion dieses Netzes ist anf Taf. 1. (Seite 60) ausge-
fihrt.  Auf den Hauptmeridian der Karte wird von ihrem Mittel-
punkte aus zuniichst die Linge der Kegelkante G nach OM (siehe
Fig. 34 (Seite 107) aufgetragen, wodurch der gemeinschaftliche Mittel-
punkt M aller Parallelkreise erhalten wird. Die Radien dieser Kreise
stehen in Rubrik 2 oder 4 der Tabelle und werden mit diesen die
Parallelkreise aus M beschrieben. Man trigt nun auf jeden der
Parallelkreise die in Rubrik 3 oder 5 der Tabelle enthaltenen Sehnen-
lingen, wodurch sich eine Reihe von Meridianpunkten ergeben, von
welehen die demselben Meridiane angehirenden Punkte mit einander
verbunden werden, was am einfachsten durch Anlegen von Kreiscurven-
linealen geschieht. Auf Taf. I. ist das Bonne'sche Netz von Furopa
durch continuirliche Linien, das stereographische Netz durch punktirte

Linien dargestellt.




LV. Abschnitt.

Vergleichung der stereographischen
| und Bonne'sehen Projektionsmethode.
i Priifang der berechneten Kartennetze von Europa und Deutschland.

Die Vorziiglichkeit eines Kartennetzes wird vor Allem durch die
i Uebereinstimmung seiner linearen Distanzen mit den entsprechenden
i Entfernungen auf der Oberfliche der Erdkugel oder des Erdellipsoides

bedingt, wihrend die Flichengleichheit entsprechender Theile von Bild
und Original von geringerer Bedeutung ist. Wir wollen daher zur
Prifung des stereographischen und Bonne'schen Kartennetzes von
Europa vier beliebige Punkte auf der Kugel wihlen und ihre 6 sphi-
rischen Distanzen, sowie diejenigen ihrer stercographischen und
i :_ Bonne'schen Projektionen berechnen. Aus ihrer Vergleichung wird
Hi sich sofort ergeben, welcher Projektion im vorliegenden Falle der Vor-

zug zu geben ist. Als Fckpunkte des Viereckes wurden die Orte
Lissabon, Constantinopel, Petersburg und Reikiavik auf Island (siehe
Taf. 1. Seite 60) gewiihlt. Von diesen liegen Constantinopel und
! Petersburg in der Nithe des Hauptmeridianes, Lissabon und Reikiavik
an den Grenzen der Karte. Die sphiirischen Coordinaten dieser Orte,
_ welche dem . Annuaire publié par le bureau des longitudes i Paris*
entnommen wurden, sind folgende:

fitr Lissabon: Linge 4, =— 1192845 westlich v. Paris,
. Breite ¢, — 38942/24” nordlich.
o fitr Constantinopel Linge 4, = 26°93850“ ostlich v. Paris.
‘.ili Breite q = 4190/16“ ndrdlich.
12 fiir Petershurg: Liinge 3.,,_.3?":'15’].‘-1“ dstlich v. Paris,
Breite (N 29056730 nordlich.
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fiir Reikiavik: Linge 2, = 2402020“ westlich v. Paris,
Breite ¢.— G408/26“ nordlich
Zunichst erceben sich nach der schon frither angewandten Glei-
chung (siche Fig. 24 5. 55)
Coso = Singy Singz - Cosgu Cos gz Cos (he + 1)
die Seiten und Diagonalen des sphirischen Viereckes LCPR. [liegen
heide Orte auf verschiedenen Seiten des O Meridianes, so gilt in (A2 +41)
das - Zeichen, im anderen Falle das — Zeichen]
Fiir die Seite LO ist:
(Jos L( = Sin 38942/24“Sin41°0" 16“
|- Cos 38042244 (fos 4100/ 16“ Cos 380735

L0 = 2907/83% — 104853“ — 436,887 geog. Meilen
19—15 g. M.
4= = 0,0041666 ... g. M.
240 :
Analog erhilt man fiir die iibrigen Distanzen die Werthe:
(P 18057 18" 68238% — 284.325 ¢. ML
PR =240 999% — 869694 — 362,371 ,,
RL — 26935300 = 95580% = 598,250 ,, .,
LP — 32032 8% — 117128 —= 488,033 ,, ,,
(R =370 546" = 133046 = bbb, 442 ,,

Berechnung der stereographischen Projektionen dieser
Seiten. (siche Fig. 54a)

Um die stereooraphischen Projektionen der Punkte LCPR zu be- ¢
stimmen, verfahre man nach
der in Aufeabe 1 (Seite 43)
angegebenen Weise.

Man berechne fiir jeden
Ort der Reihe nach die
Werthe von 2, J, @ und &,
sodann mittelst den Glei-
chungen A und B (Seite 44)
die Werthe von - und d,

wodureh die stereographische

Projektion des Ortes in der 4
be | Bildebene bestimmt ist. Legt '
Y man nun durch den Mittel-

punkt O der Karte ein recht-
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winkliges Coordinatensystem und lisst man die Ordinatenaxe OY mit
i dem Hauptmeridiane zusammenfallen, so ergeben sich die Coordinaten
eines jeden Ortes nach den Gleichungen:

i f x=d.bmg, y=dCose
' Endlich erhiilf man die Entfernung der stercographischen Pro-
jektionen zweier Orte durch die Gleichung:
| =/ (x1 —Xs)2 -} (y1 —2)?
Da das Rechnungsverfahren fiir einen jeden der 4 angenom-
menen Orte dasselbe ist, so genfigt es die Rechnune fitr einen der

Orte z. B. fiir Lissabon durchzufithren und fiir die ibrigen nur die
erhaltenen Resultate anzugeben,
Berechnung des Winkels ¢ . Da als Hauptmeridian der Karte
der 40. dstlich von Ferro angenommen wurde, und Ferro 20030/
westlich von Paris liegt, so bildet der Meridian von Paris mit dem
Hauptmeridiane cinen Winkel
) — 400 20030 =192 3()*
und es ist fiir Lissabon
m—19°30" } 110281454 — 3095845%
Ferner der aus Fig. 7 Seite 43 ersichtliche Bogen
oy — 900 — ;= 9191736
Bei der Berechnung des Netzes von Europa wurde die Poldistanz
des Gegenpunktes Q :d = 38° angenommen und ist daher

9 — d =13°1736" und % () — )= 6°38°48“
_ O - d =8991736" und 3§ (& -} 0) = 44°38'48#
Hit somit nach den Gleh. V (Seite 19)

3 Clos 6V 38" 48" o =
Tg i (o4 n)= Cotg 159292245

N ~Cos 44938" 48"
: Sin 6038' 48" = ;
Tgd(oh—n) =57 —— Cotg 15929 2245
i & 2 \Wh— W) = gresgaen YO
i 1 (e -] ;) = 78046227, 1 (w; — n,) = 30°43/29“
Y w,— 109°29°51%, & =—180% — w, = 70930°9“
Ferner ergibt sich nach Glch. A (Seite 44)

Sinb1217' 36", Sin 3095H8'45"

Sl —

Sin100929° 51"
j: —- -_)5“ ] .'}1’] [,u

_ Nach Glch. B (Seite 44) ist fir R | die Distanz des Punktes

I vom Centrum der Karte: d—Te 12936'37% —=0,2237152.

. Diese Distanz wird in geog. Meilen verwandelt, wenn man sie

i nach der frither gemachten Annahme (siche Seite 58) mit. 1684,528

(log = 3,2264782) multiplicirt. s ist dann d

= 516,854 geog. Meilen.
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Die Coordinaten des Punktes 1 in Bezug auf die durch den Mittel-

punkt der Karte gehenden Axen sind:

X 376.804 Sin 700309 —= — 355,2441
Ni== 376.854 Cos 70030719 —=— 125,7811
Fiir Constantinopel ergeben sich in analoger Weise die Coordinaten
Na— T*}!‘E]l;'_f.h]-. Ye—— |:1H,H”:;
und daher x, — x, = — 455,20606 Vi — Y= 32,7162
Die Distanz le="11/(— 435,2066) |- 32,7162% — 136,485 oeog.

Meilen.
Die Entfernuncen der iibrigen Orte sind in nachfolgender Tabelle

rusammengestellt.
Berechnune der Bonne'schen Projektionen der Seiten LG,
CP PR, BL, LP; GR.

Da das Rechnungsverfahren auch hier fir eine jede Seite dasselbe

ist, so geniigt es die Rechnung x
fiir die Seite LC durchzufithren. A
] : A
Fiir Lissabon 1st i
e S /
20058745 =— 111525H" e
: ! e\
und die Breite e (T
S = ; e A
0 2Q0. 424044 Wie hel o A l'.||-a"
Berechnune des Bonne'sehen /” ,il Y l
Netzes von Europa oefunden / / :
wurde, ist die Kante des Tan- v i ity
: ; /
oentialkegels, welche gleich- LR |

zeitic  Radius  des mittleren
Parallelkreises ist MO=0671,466
|
240)

4

aeog. Meilen, und da 1

geog. Meilen und die geog.
Breite des l\_;I]'1|'nI'[I][1|']E_1|,|11|\1|_’.\'
= 529 isf, so ist der Radius
des Parallelkreises aut welchem
Lissabon liegt:
I 671.466 | .'IJlJ.EII“_I'.'l\'F-—U.I'

240

Eiratog 47856
BTl 466l
1 S40

r 671,466 -} 199,40
870,866 geog. Meilen.




Nach Gleichung LIX (8. 91) ergibt sich nun der Werth des
Centriwinkels e« welcher dem Bogen al (Fig. 34) entspricht.

f'f; —_—

(il

859, 487. LULB35 o 4009 u
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870, B66

- 8HRRTY —=2305127

Legt man durch den Mittelpunkt O der Karte ein senkrechtes
Coordinatensystem und lisst man die Ordinatenaxe OY, wie Fig. 34

zeigh, mit dem Hauptmeridiane der Karte zusammenfallen, so ergeben
sich die Coordinaten des Punktes | nach den Gleichungen:

5 — T SNy = - 870.866 S1n 23051274 - — 352,233
¥i: —1 l‘|_}:-',.{_‘{| | MO — S70.866 Cos

y, = — 124,988.

239517274 - 671,466

Auf analoge Weise werden auch die Coordinaten fiir die Bonne'-

schen Projektionen der {ibrigen Orte berechnet.

Fiir Constantinopel ergibt sich: x.

I

- 80,779, y.— — 161,023

somit X; —x, — — 433,012, W — == 36,035

{

und es ist die Bonne'sche Projektion der Seite LC

i —

V@ — 5 o — 797

134,509

Ebenso wurden auch die tibrigen Distanzen ep, pr, rl, Ip, er er-

halten.

Als Coordinaten der vier Punkte ergaben sich nach beiden Pro-
jektionsmethoden folgende Werthe:

Ort

Lissabon
(Constantinopel
Petershure
Reikiavik

Die 6 Entfernungen der vier
methoden erhalten

Entfernungen
opstellt:

Stereographische Projektion

Ahszizse | Ordinate
geog. Meilen woog. Meilen
|
300,244 1 |— 125,781 1
79,9625 — 1584973

62,0446 120,7769
2674487 270,9911

Bonne’sche Projektion

Abszisse Ordinate
oo, Meilen geog. Meilen
— 352.2330 |

80,7788 | —
63,4978
- 270,6742

' Orte, wie sie nach beiden Projektions-

wurden, sind im Vereleiche mit den wirklichen

der Kugel in naehfolgender Tabelle zusammen-




[ I - [ e g

| = 2 giE = = 5.2

= Tl &3 =~ a3
| = = g R % o = AT
- = i = 2 L E a0k
B SRR G T SE 8 Sas

e ; o= e & e | BT |BEAM
Entfernung ih =E-1s G oFe | Tes (BEE e

& kD oo ap | kD eeg oL e e
g8 ['B~g | 88 | o9g|"dp |BeEw
= CEien D et | a%a | 8 3 [RBeol
= B = 285 | 2 & | 5285

2 | 2 = | i =85

I oo = | | ] = =8

e e i . .

Lissabon-Constantinopel . 0452 —2,378—1,926
fantinopel-Petershurg —l-ﬁ'-‘*" |” 010/-4-4,518
Pefershura-Reikiavik . . . +0,203-4-0,328{--0,125
Reikiavik-Lizsabon . |—*~ 120/—1,018—9,138
812916/ —4,065/—1,149

Lissabon-Petersburg . . . . .
Conglantinopel-Reikiavik .

1,034 —5,100{—1,066

| | | I
Aus der Vergleichung der Fehler, welche sich fir beide Pro-
jektionsmethoden ergeben, sieht man, dass sich nur fiir die Distanz
TReikiavik-Lissabon® ein wesentlicher Vortheil zn Gunsten der Bonne-
schen Methode ergibt, fir die iibrigen Distanzen sind die Differenzen
hei heiden Methoden so ziemlich dieselben. Immerhin wiirde man im
vorliegenden Falle die Bonne’sche M ethode der stereographischen

vorziehen.

Um die nach beiden
Methoden  erhaltenen b e s e R
Kartennetze von 5 =k
Deutschland zu pri- et :
fen, (nach unserer An-

zu projicirende Kugelab- . 41 [l | X
schnitt einen Bogenhalb- } e e \ I o \ L
messer von 8% wurden | l P
vor Allem die Seiten ll _
der sphirischen Tra- £.o—— ---—-——---'———-—7—}36,’

5

. . & B0 hesitzt der | s i
nahme 8. 60 besitzt de: i so—t—odi | |
%

petze und ihrer ]]I‘igjl'li— 0. R S
tionen herechnet, welehe ¥
in Figur 45 schematisch Fig. 45.

dargestellt sind. Es ist

*) Das Zeichen -~ bedentet, dass die Projektion grisser, das Zeichen —
dass sie kleiner ist als (llu sphirische Distanz

*#) Das Zeichen - bedeutet, dass die Bonne’sche Projektion grisser, das
Zeichen dass sie kleiner ist als die stereographische Projeltion.
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O der Mittelpunkt der Karte, dessen sphiirische Coordinaten
A=230" und ¢ =50 sind, XOY ein durch diesen Punkt gehendes
rechtwinkliges Axensystem, ferner AiAs, BiB:, C;Cs, D{De Sehnen
von Parallelkreisen, deren Breiten 519, 5290, 530, 540 hetrict,
wihrend As A4, Bs By, CsCyq, DsDs Sehnen solcher Parallelkreise sind,
welche die Breiten 49, 48, 47, 469 besitzen. Endlich eehoren die Sehnen
AiAg, BiBy, Ci1Cs, DiDy Meridianbogen an, die mit dem Haupt-
meridiane der Karte die Winkel y = 29 49 69 80 pingchliessen. In
Folge dieser Annahme nechmen sowohl die Breiten als Liineen der den
Sehnen angehorenden Parallelkreise und Meridiane in arithmetischen
Progressionen zu und es wird sich aus der Vergleichung der sphii-
rischen Distanzen und ihrer Projektionen eine gewisse (fesetzmiissio-
keit in Bezug auf die Genauigkeit der Netze ergeben.

In nachfolgender Tabelle sind die Coordinaten der stereocra-
phischen und Bonne'schen Projektionen der Eckpunkte obiger Trapetze
zusammengestellt:

stereographische Coordinaten| Bomne’sche Coordinaten Diffevenz | Differenz
Punkt der der
Abszisse | Ordinate - Abszisse : Ordinate Abszissen *)| Orvdinaten *)
Av [|18,8488 | 15,2298 [ 18,8774 | 15,2529 |-{-0,0286| 10,023
By i o6, 8787 30,9553 | 36,9221 30,9870 | 0,0434 | 0,0517
Ci || 54,0704 552 | 54,1055 47,1682 [--0,0351|-1-0,0130
)y ﬂ,]{lfm | 63,8089 | 70,4006 63,7589 |—0,0057| —0,0500
| ' !
= e i =i L) e =1 =
|
Ay 19,6493 | —14,7148 | 19,6794 | —14,7370 |-}-0,0301|-}-0,0222
By 40,0833 | —28,8077 40,1287 | —28,9274 |-|-0,0454| 10,0297
Cs 1612834 | —425306 | 61.3142 | —42 5495 [-0,0: 308 }-0,0119
Ds | “.;,_’-:-Jf — 55,5985 | 83,2009 | —.“' 0065 [—0,0343] —0,0420
| | |

Ferner ergaben sich foleende Werthe fiir die Entfernungen der
a-j{-i‘l'i.‘rnf__fl':lp}]In{-ll!‘]] und Bonne'schen Projektionen dieser Punkte:

*) Das Zeichen -}- bedeutet, dass die Bonne'schen Coordinaten grisser,
idas Zeichen —, dass sie kleiner sind als die stereographischen Coordinaten.




Fehler der

Fehler der

coog. M |

J-_

s in
(S
¥ |

37,7547 [—0,0670|-}-0,0001 I}I}":Tl

8: 73,8442 —0,0846| -|-0,0021 —-0,0867

(y (g .-j.:-:“ 108,2004-105,1408108,2109 |—0,0586 10,0105 +-0,0701
Dy Ds | 540 [140,7678(140,8126140,8011|-|-0,0448 | 0,0333 —0,0115

As Ay 100 | 39.3580, 39,2987 39,3588|—0,0602|—0 [H}hl ~+-0,0601

Bs By | 480 | 80,2596] 80,1666 80,2575|—0,0930, —0,0021 n,c}fmu

(5 0y | 470 1122,6395(122,5668 122,6284—0,0727| —0,0111)--0,0616

Ds Dy | 469 [166,4367 [166,4704 166,4017(-]-0.0837|—0,0350| —0,0687
| |

:_"Huf_{.l MI. oo, ML ! geog. “'-
AcAd| 20 | 30 | 29,9553| 30,0008|—0, }H“i 1-0,0006| 40,0453
B:Baf| 42 |© 60 | ;f! n ,h“; 60,0001 {1 0613| | nnnml 10,0614
C O || 60 | 90 | 89,9754| 89,9999— 0.0246) —0,0001|-|-0,0245
D:Daf 80 | 120 |120, H‘Hh'[ 20,0001 |-0,0946] |-0,0001{—0,0945

Wie man aus der Fehlerreihe der stercographischen Projektionen
orsicht. sind sowohl fir die Parallelkreise als Meridiane die Pro-
jektionen der drei dem Centrum der Karte zuniichstliegenden Sehmen
kleiner als die sphiirischen Distanzen ihrer Endpunkte, dagegen sind
fiir die Sehnen Dy Do, D3 Dy, Di Dy die stereographischen Projektionen
arosser als die sphirischen Entfernungen ihrer Endpunkte. Wiihrend
also die stereographischen Projekiionen derjenigen sphirischen
Distanzen, deren senkrechte Abstinde vom Mittelpunkte des Kugel-
abschnittes zwischen 00 und 30 licgen, kleiner sind als diese, sind
die Projektionen solcher Distanzen, lim vier und mehr Grade vom
Centrum der Karte entfernt sind, grosser als die wirklichen Ent-

¢) Das Zeichen -}- bedeutet, dass die Projektion grosser, das Zeichen —,
ilass sie kleiner ist als die sphiivische Disfanz.
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fernungen auf der Kugel. Bei der stereographischen Pro-
jektion eines Kugelabsehnittes sind daherin Folge unserer
fritheren Annahme die Distanzen im Innern der Karte
etwas kleiner, diejenigen an den Grenzen der Karte etwas
grisser als die wahren Entfernungen auf der Kugel

In Bezug auf die Bonne'sche Methode ergibt sich aus der Be-
trachtung der Fehlercolumne das Resultat, dass sowohl die Sehnen
der Parallelkreise, als auch diejenigen der Meridiane mit den sphi-
rischen Entfernungen ihrer Endpunkte sehr gut iibereinstimmen, und
konnte dies zu der Vermuthung Raum geben, dass bei der Bonme'-
schen Projektion wirklich keine bemerkenswerthen Abweichungen
ung zeigen

vorkommen, was indessen wie nachfolgende Zusammenstel
wird, fiir beliebig gewilhlte Distanzen nicht der Fall ist. Wie man

ferner aus der Fehlerreihe der Bonne'schen Projektion ersieht, sind
die Entfernunegen A; As, Bi Bz, CiC:, DiDs, welche nordlich vom
Centrum der Karte liegen, grosser; die Entfernungen As A4, Bs Ba,
U3 Ce, Ds Dy, welehe sich siidlich davon befinden, kleiner, als die
entsprechenden sphérischen Distanzen. Es folgt hieraus, dass die
Meridianpunkte, welche sich nordlich vom mittleren Pa-
rallelkreise der Karte befinden, etwas zu weit vom Haupt-
meridiane entfernt sind, wahrend die stdlich von diesem
Parallelkreise gelegenen Meridianpunkte dem Hauptmeri-
diane zu nahe liegen.

Um zu untersuchen, welehes die Fehler der Projektionen be-
liebig gewihlter Kugeldistanzen sind, wurden auf der Kugelfliche 6

=

Orte angenommen, und ihre gegenseitigen Entfernungen, sowie die-
jenigen ihrer Projektionen berechnet. Als solehe Orte wurden Paris,
Turin, Triest und Berlin gewihlt, ferner zwei Punkte A und C,
welche in Bezug auf den Hauptmeridian zu Paris und Turin
symetrische Lagen besitzen (Taf. I. 8. 60). Die Punkte A und C
haben in Folge dessen mit den Orten Paris und Turin nach
beiden Projektionsmethoden gleiche Ordinaten und ihre Abszissen
unterscheiden sich von denjenigen der Iletztgenannten Orte nur in

Bezug aunf das Zeichen.

Im Folgenden sind die erhaltenen Zahlenwerthe zusammen-
oestellt:




Sphirische Coordinaten.

Ut

Paris

Turin

Triest
erlin

Linge 4

0o 0F 0"

Winkel, welchen der

Meridian des Ortes mit

dem Hauptmeridiane |
| bildet

—9030" 0

5o 21725 ostl. 40 855

110 264174
110 3304

| [ A e
1933 30

Breite o

480504 49 %)
450 4 8¢
450 38¢ 50"
52030/ 17

A 19 0 0% , | 9930 0¢ | 48050/49"
C 1303808854 40 835 450 4¢ 8¢
|
Coordinaten der Projektionen der Orte.
:41i_‘1'r_-||-_:'[',‘a||||. Coordinaten]| Bomme’sche Coordinaten Ihifterens Differenz
0 ] der
= = dhm
2 £ ! []‘]'c“-
Abszisse Ordinate Abszisse Ordinate [Abszizsen®*®) naten®*)
|
Paris — 93,4738 — 11,36807|— 03,52353| — 11,3497 {-0,05025) —0,01837
= | . 38 F] =
Turin 45,688491—72,71969|—43,8674b] — 72,7555 —“,{MH}-I [-0,08581
Triest 20,31766|— 64,96175| 20,35 )UE'.J_ — 65,0290 - 0,00263] -+ 0,06725
Berlin [| 14,21 123 37,66682 14,22707 57,7189 ——0,01579 -}-0,05208
A 03,47325|—11,36807] 93,52353; — 11,3497 -|-0,05025] —0,01857
O 43.88849|— 72.71969 43.86865| — 72,7555 —0,01954 --0.03581
I |

Entfernungen der Orte nach der stereographischen

uni

Bonne’sehen Projektionsmethode verglichen mit den wirk-

lichen Distanzen auf der

Kugel

Entfernung

| reocr. Min.

Paris-Turin
Turin-Triest
Triest-Berl.

Wirkliche |

oder
aphiirische
Distanz

T8.82067
§ Ihhht

*) Hmii.e des Pantheon,

**) Das Zeichen -|

Zeichen -

atoreogr.

Projektion
CaogT.
78.853¢
64.673
Iﬂ_..} 2921 102,810

3 X Fehler der
Boune'sche
- . SEOYE0TT.
Projektion : _m' ,-,r
| 1'1'UjL-L!It_r1L
|

Mln. | geogr, Min. | peogr. Min.

) 78,9701| 40,05 _’
2| 64,6511| |-0,0065
1| 1nHaJ¢-LE—H,11!}.1

bedeutet, dass die Bonne’sche Coordinate
-, dass sie kleiner ist als die stereog. Coordinate.
Millinger's Kartenprojektionen.

| Fehler der

Differeng

) b zwischen dex

Bonne'schen i : 5

. stereosr. und
rojeRtion fi.neTsehen

| geogr. M, | Projekiion
10,1434

—0,0156] -
_—0,0008

10,0862
0,0221
10,1183

grisser. das




Wirkliche o ‘ \ 5 | Fehler der | Fehler der| Differenz
i I.‘!h_'r \u.l}m;.ﬂl ‘ I.:”:I_m‘_l_h_l.lul' atoreopr. |[Bonne ~.11n'|1"“-iﬁ‘”}m" dor
Entfornung sphiirische | Projektion | Projektion | ; atoreopT. und
Distans Projektion | Projektion Banna'achamn

cogr. Min. | geogr. Min, | geogr. Min, | geogr. Min. | geogr. Min. Projektion

Berlin-Paris| 118,4000] 118,3232| 118,3973| —0,0768 —0,0027 }nn?’l
Paris-Triest ]_’ 58104 125,7802| 125,8645| —0,0302| [-0,0541] -|-0,0845
Turin Berlin| 124.8696| 124,7428 !I 4. 8181| —0,1268| 0,0517 IJH. 55
AP 187,0438) 186,0466] 187,0471| —0,0972| |[1uu.m 0,1005
ATu. 150,4692| 150,4403| 150,4901| —0,0289| -|-0,0209( -|-0,0498
ATr. 90,6667 90,6864 90,7754 -}-0,0197| --0,1087 --0,0890
AB 93,2354| 93,2035 93,2505 —0,0319| }-0,0151{ 40,0470
BP 150,4692| 150,4403| 150,4901| —0,0289 -0,0209] -}-0,0498
CTu. 87,7442| 87, "‘”| 87,7373 -}-0,0328| —0,0069{ —0,0397
CTr. 24,7983 24,8147 24,7836|4-0,0164| —0,0147] —0,0311
CA (38,8267 78,8839 78,9701| -}-0,0572 }-0,1434{ -}-0,0862
CB 114,4046] 114,3063| 114,3819] —0,0983| —0,0227| ]-0,0756

|

Die Summe der I“uh]:-rqmlr!m e, welche immer ein Minimum sein
soll, betriigt bei der stereographischen Projektion: 0,06719091, bei der
Bonne’schen l]IJI|InIIUH, 0,06068531 (Quadratmeilen. Zieht man aus
diesen Zahlen die Quadratwurzel, so erhilt man die Seiten der Fehler-
guadrate, welche gleich 0,259212 und 0,246344 Einheiten sind. Ob-
gleich sich durch diese Zahlen ein kleiner Vortheil zu Gunsten der
Bonne’schen Projektionsmethode ergibt, so ist doch der Unterschied
heider Zahlen so gering, dass beide Projektionsmethoden als auf
gleicher Stufe stehend betrachtet werden kinnen. Vergleicht man
die sich ergebenden Fehlerrethen, so sieht man, dass in 3 Fillen (fiir
die Distanzen ATu, CP, CTr) die Fehler bei beiden Methoden nahezu
gleich sind, ausserdem sind in 5 Fillen die Fehler der stereogra-
phischen, in 7 Fillen diejenigen der Bonne’schen Pt‘*tll‘lill'.'ll kleiner
als die entsprechenden der anderen Projektionsmethode, Der grosste
Fehler bei der stereographischen Methode ist gleich 0,1268 Meilen,
withrend derjenige bel der Bonne'schen Methode 01434 Meilen he-
triigt, es ist also aueh in dieser Bezichung zwischen beiden Projektions-
methoden kein bemerkenswerther Unterschied. Nimmt man an der
orisste noch vorkommende Fehler betrage hei beiden Methoden 0,15
Meilen, so wiirde derselbe im Maasstabe 1 :600000, in welechem die

Karte von Deutschland einen Durchmesser von 2,963 oder nahezu
3 Meter erhilt, gleich 1.8 Millimeter werden, eine Grisse welche zwar
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klein ist aber beim Abegreifen einer Distanz immerhin noch bertick-
sichtigt werden kann.

Betrachtet man endlich noch die sich ergebenden Differenzen
zwischen den stereographischen und Bonne’sehen Projek-
tionen, so erhiilt man sowohl in Bezug auf die Coordinaten der
einzelnen Punkfe als auch in Bezug auf ihre gegenseiticen Entfer-
nungen als griossten Unterschied, welcher sich fiir die Distanz ,Triest-
Berlin® ergibt, 0,1183 g. Meilen, ein Werth, welcher weder den
orissten Fehler der bei der stereographischen Projektion begangen wird
noch denjenigen, welcher sich nach der Bonne'schen Methode er-
oiht, erreicht,

Fiir das Kartennetz der Schweiz wurde ebenfalls eine Ver-
oleichung der stereographischen und Bonne’schen Methode angestellt.
Als Mittelpunkt der Karte wurde derjenige angenommen, dessen
5053 (bstlich von Paris) und ¢ = 46°4&*

sphiirische Coordinaten 4
hetragen. Durch Rechnung ergibt sich der Bogenhalbmesser des
Grenzkreises der Karte — 1958 oder = 29,6 geog. Meilen. Die
stereographische Projection des Grenzkreises besitzt. einen Radius
r = 0,01716409 Einheiten, welche 29,5 geog. Meilen repriisentiren,
und sind daher die berechneten Werthe des stereographischen Nefzes

. 29,7 e AR i e o S ik .

mit 0 == 1718.704 (log = 3,2352012) zu multipliciven. Die
0,01716409 J

Poldistanz des Gegenpunktes des Auges betrigt ¢ —43°12. Zur

Priifung des Netzes wurden aueh hier 4 Orte: Genf, Zirich, Basel.
Airolo angenommen, und ihre sphirischen, stereographischen und
Bonne'sehen  Entfernungen berechnet. FEs ergaben sich folgende
Werthe :

Winkel, welchen
3 o x dor Meridian des
Liinge datlich niirdliche

Ort | Paris ) SO Poldistanz Ortes mit dem
i RaD AT Breite ®) | Hauptmeridiane
:| | ‘ | hildet
1

Genf | 4, =—23049°00" (P =4691159"\9, =43048°1" | 5, =2004
le-il'it'.ll ,a; o I‘_j'-liul” "rlr'l" — 4 TO22 4 () !(};l _.__]-_jLJ:}?J’;J“H' G —)u] “.f.l_'-].rr

Basel | Ay 215 00 * (n, — 47033 Gy —==42027" Vi = ()0 35
_".Erulnl A, = 621500 s 160324 3. — 43028’ Yo (o22¢

#) Die Werthe wurden Wolt's Taschenbuch der Mathematik entnommen,
g+
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Berechnete Coordinaten der stereographischen
und Bonne'schen Projektionen der vier Orte in Bezug
auf ein durch den Mittelpunkt der Karte gehendes
Axensystem.

stereographische Projektion Bonne'sche Projektion Differenzen
thrt : z
I| Absrigae I Ordinate Abszisse | Ordinate |der Abszissen|der Ordinaten
| | |
(zent || —21,45875 |- 5.7’29,-1'.&'—--21,-1:3-11&’:—r B,7222 | --0,00032 j —(0,00029
Ziirich 3,54822 8,67313 3,54346 58,6787 | 4 0,00024 | -0,00007
Basel - 6,41157 11.27496 | — 6,41191 11,2769 { Hljlltﬂl - 0,000894
Airolo 878334 | — 8,99097 3.78362 3,9911 | -+ 0,00028 | --0,00013

Entfernungen der vier Orte nach der stereographischen
und Bonne’'schen Projektionsmethode verglichen mit
den wirklichen Distanzen auf der Kugel.

| wirkliche fliTereny
&0 srhii | Fehler der | Fehler der
S H oder sphi= | etiraos. | Bonnee'| : . | iwischen der
= | rische | ; stereng, fonne sehien
o in Bogenmass ! B I Pro- ache Pro- k A ner, 1
= e i e Projektion | DProjektion | o ;
o= | rapr, | 1€ ktion | llL‘lilllHI ! Banme sehen
T) | Meilen 5 | geop Meilen | meog, Meilen | Projektion

(1440’ 5 T15%) z;lL,mU 25,02380(25,02380 — 0,00050|— 0,00000!--0,00050
.'u 0 23, 17 10,096 }1|l[l|H‘hc—~' 10,09646 — 0,00072|— 0.00005|+-0,00064
o0 50 41, 481 [12,67284(12,67260112,67244|— 0,00024|— 0,00040|—0,00016

% 42, GBS |25,67770125,67677|25.67733— 0,00098| — 0,00087|--0,00054
9, 901 |30,29125{30,2902230,29085|— 0,00103| — 0,00042|--0,00061
Airalo-asel 1 13 26, 064 |18,35860|18,3571418.35838|— 0,00146(-}-0,00022|--0.00124

Wie man aus der Zusammenstellung der Coordinaten der 4
Punkte sieht, betrigt die grosste Coordinatendifferenz 0,00094 geog.
Meilen **) oder 6,963 m, welche Distanz im Massstabe 1:100000
(grosse Dufourkarte) 0,07 mm betriigt und beim Abgreifen auf emem
Massstabe nicht mehr beriicksichtigt werden kann, es ist daher schon
aus diesem Grunde gleichgiiltig nach welcher der beiden Projektions-
methoden ein Kartennetz, in das die Sehweiz eingezeichnet werden
soll, construirt wird. Betrachtet man die Zusammenstellung der
sphiirischen, stereographischen und Bonne'schen Entfernungen der
Orte, so ergibt sich allerdings auch im vorliegenden Falle e¢in Vor-

*) Die sphiirischen Distanzen der 4 Orte wurden mittelst den Neper'schen
Analogien und dem Sinussatze so genau berechnet. als es mit 7stelligen Loga-
rithmen bei grosster Schiarfe der Rechnung moglich ist.

*%) 1 geog. Meile — T407,407 m (log — 3,8696662).
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theil zu Gunsten der Bonne'schen Methode, Doch ist auch der
grosste Fehler der stereographischen Projection nur 0,00146 geog.
Meilen — 10.815 m, was im Massstab 1:100000 ein zehntel Milli-
meter betrigt, eine Grosse, welche beim Abgreifen auf einem Mass-
stabe ebenfalls vernachlissigt werden kann.

Aus dem Vorhergehenden folgt daher, dass fiir Karten, welche
kleinere Kugelabschnitte, wie Deutschland, Frankreich die
Schweiz efe., darstellen sollen, die stereographische Pro-
jectionsmethode an der Stelle der Bonne'schen Methode
zur Anwendung kommen kann, indem die aus einer solchen
Karte entnommenen Distanzen nicht mit wesentlich
grisseren Fehlern behaftet sind, als dies bei der Bonne'-
sehen Methode der Fall ist. Da sich, wie wir gesehen haben,
nach der stereographischen Projektionsmethode sowohl Parallelkreise

als Meridiane wieder als Kreise projiciren, die aufeinander senkrecht
stohen. wihrend bei der Bonne'schen Methode nur die Parallelkreise
als Kreise eezogen werden, die Meridiane aber Curven sind, deren
genaue Construction umstindlich ist, so wird man es nach meinem
Dafiirhalten in Zukunft vorziehen bei der Projection kleinerer Kugel-
abschnitte die stereographische Methode in Anwendung zu bringen




V. Abschnitt.

Von den aquivalenten Abbildungen.

Wenn sich bei einer Projektion der Kugeloberfliche die Pro-
jektionen irgend zweier Flichenelemente ebenso verhalten wie ihre
Originale auf der Kugel, so sagt man die Projeltion sei eine dqui-
valente Abbildung. Sind Fi und Fs zwei Flichenelemente der
Kugel, fi und f: ihre Projektionen, so hat man die Proportion

fi : fs =Fi : Fs oder

fi: By =1 : Fs.
Ferner findet fir eine beliebige Anzahl Flichenelemente die Pro-
portionalreihe statt: 2
e W RS R | SRR el
Hieraus folgt Z(f): Z(F)=fi : I
=fH: K
fir S(f)=3(F) ist auch fi=F, t=Fs....f. =T
Es ist aber die Summe aller I gleich dem TFlicheninhalte der
sphiirischen Figur, die Summe aller f gleich dem Flicheninhalte ihrer
Projektion. Wird daher eine sphérische Figur in ihrer wahren Grosse
abgebildet, so sind bei einer dquivalenten Abbildung auch die ein-
zelnen  Flichenelemente der Projektion gleich den entsprechenden
Elementen der sphirischen Figur.
Wir wollen nun fiir einige der bekanntesten Kartenprojektionen
die Aequivalenz beweisen:
L. Lambert's normale isocylindriseche Projektion.
Denkt man sich die Kugel mit einem senkrechten Kreiseylinder

umhiilt, welcher sie lings des Aequator beriihrt, so wird dieser von
den verlingerten Meridianebenen in parallelen Geraden geschnitten,
welche gleich weit von einander entfernt sind.  Ebenso werden die
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verlingerten Parallelkreisebenen die Cylinderfliche in Kreisen schnel-
den. welche mit dem Aequator congruent sind. Denkt man sich nun
die Cylinderfliche lings einer Kante resp. eines Meridianes aufge-
sehnitien und in eine Ebene entwickelt, so entsteht ein Netz von
sonkrecht auf einander stehenden Geraden, bei welchen die Meridiane
oleiche Entfernungen besitzen, wihrend die Distanz der Parallelkreise
nm so mehr abnimmt, je niher die letzteren dem Pole liegen.

Um die Entfernung irgend eines Parallelkreises vom Aequator
zu herechnen, hat man die Gleichung:

d = RBing
in welcher R den Radius der Erde und ¢ die Breite des Parallel-
kreises bezeichnet.

Um die Aequivalenz dieser Projektionsmethode nachzoweisen,
bedenke man dass die Mantelfliche eines senkrechten Kreiscylinders
welcher als Basis den Aequator und die Hohe y besitzt:

M= 2 B .v
Dieselbe Formel hat man aber auch fiir die Oberfliche emer
Kugelzone, deren Hohe y ist. Die zwischen den aufeinander-
folgenden Parallelkreisen liegenden Kugelzonen sind daher gleich
den entsprechenden Cylinderzonen, und es ist auch die Mantelflache
des ganzen Cylinders gleich der Kugeloberfliche.

Diese Projektion wurde zuerst von dem deutschen Mathematiker
Joh. Heinriech Lambert (1728—1777) in seinen Beifrigen zum
(+ebrauche der Mathematik beschrieben.

2. Aequivalente Cylin derprojektion einer Kugelzone.

Eine gegebene Kugelzone, deren mittlerer Parallelkreis die Breite
¢ besitzt, kann auf eine Cylinderfliche projicirt werden, welehe als
Basis diesen Parallelkreis hat. Stellt man die Bedingung, dass die
zu erhaltende Projektion idquivalent sein soll, so muss die Kugelzone
welche sich von der Breite ¢ bis zur Breite ¢u erstreckt gleich der
Mantelfliche des Cylinders sein, dessen Entwicklung die Kugelzone
darstellt. Die Hohe h des Cylinders ergibt sich alsdann aus der DBe-
dingungsgleichung:

Fliche der Kugelzone — der Fliche der Cylinderzone
2R 2R Sings —RSing) — 2RzCosgh.
2R2 7 (Singn —Sing) = 2Ra Cosgh.
et R Z_'_J‘._ii_l:r)r[ Bin ¢)
Cos ¢




= jope

p — 2BCosjlpit-g)Sin} (gu—y)
Cos ¢

Auf dieselbe Weise kann auch die Hihe
des unter dem mittleren Parallelkreise
licgenden Theiles der Karte berechnet
werden.

Diese Grosse wird anf foleende Weise
construirt (siche Kig. 38): Man mache
CA =R, trage den Winkel ¢ im Punkte
C an A C an, errichte im Punkte A eine
Senkrechte A B, dann ist

3 R
BC :
Fig. 38, Cos i
Beschreibt man ferner mit B C  einen

Kreis, trigt man den Winkel ¢u nach D CE, und zieht man B F
und B G, so ist:

EG=EF—FG=EF— AB

EG=CESmng¢g — BC Sm ¢ — B C (Sin ¢y — Sin q)

R : :
G —=—— (Sin ¢1 — Sin¢)
kG Gos g (Sin ¢ in ¢)

s ist also E G = der gesuchten Hihe h.
3. Albers dquivalente Kegelprojektion.

Bei dieser sind die Lingen der Grenzkreise einer Zone, deren
Breiten ¢’ und g“ sind, gleich den Kreishogen des Sectors,
welcher die Zone darstellen soll, ferner ist die Oberfliche der Zone
gleich der Mantelfliche des abgestumpften Kegels, welcher an die
Stelle der Zone tritt.

[is ist daher:

2 R 7 (R Sin ¢* — RSin ¢*) — (R 2 Cos ¢*

Hieraus folgt die Linge 1 der Kegelkante:

I 2 R (Sin ¢'* — Sin @)

—

27z Cos ™) 1

Cos ¢ - Coz ¢!
oder wenn man fir (Sin ¢”— Sin¢’) und (Cos g’ -} Cos ) ihre be-
kannten goniometrischen Werthe setzt und reducirt:

i i
~ : S
1) 1==2 RTg ¢

Dieser Werth lisst sich auf folgende Weise sehr einfach con-
struiren (s. Fig. 39). Man beschreibe mit dem Radius OD — R einen
Kreis, trage an OD die Winkel ¢und @ an, und ziehe im Mittel-
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punkte C des Bogens ¢ — ¢’ eine Tangente an denselben, welche
die verlingerten Radien in A und B schneidet.
Da AOB ein gleichschenkliches Drei-
eck 1st, so ist
AB—2.AC=2.0C.Tg AOC oder

T e
AB=2R.Tg.L—1 =1

Die Tangente AB ist also der geo- A
metrische Werth von L.

Wir wollen nun die Radien 1 und r”
der dusseren Parallelkreise der Karte be-

rechnen.

Da in der Entwicklung die Bogen, welche die dusseren Parallel-
kreise darstellen, demselben Centriwinkel entsprechen, so verhalten
siec sich wie ihre Radien 1 und 1“. Diese Bogen sind aber gleich

den Umfineen der Parallelkreise und daher

2R Cosql:2RmwCosigp=1":1"
oder 2) Cosg':Cos g =1':1"
l'l]'l‘l ‘” .[.lr LI-US 'T” — 'I'” l,lUH lf-'

o

Da nun 1 —1“ =1 somit =11
I-l |_ T..r.'I ‘.‘li.\" ’F.IH__ . ].a.r{.':ug Fj‘.;.r

2

Hieraus folgt: _,  1Cosg”
Cosg'— Cosp™

oder wenn man fiir 1 aus Gleichung 1) den Werth und fir
Cos ¢ — Cos ¢ =2 Sin § (9" |- ¢') Sn 3 (¢ — ¢)
den Werth setzt und reduecirt:

I Cos ¢’

80 1st

R i e R o= .
J Sin L (g | g't) Cos & (i — ')

[n analoger Weise kann man in Gleichung 3) auch fiir 1
 — 1 seinen Werth setzen und erhilt alsdann den Werth:

R Cos ¢

i

)T “~m_£ [-f';'—l---r;"; L‘-n.»'..:'z- (" = ._rjr"j,

Die Werthe von r“ und 1* kinnen

auf folgende Weise construirt werden:
Man trage auf die Gerade AC (Fig. 40)
den Werth AB — 1 auf, errichte in den
Punkten A und B die Senkrechten AE
Cos ¢’ und BD = Cos ¢ und ziehe




die Gerade ED, welche die Gerade AB in € schneidet, es ist als-
dann AC =1 und BC =1

Die Construktion stiitzt sich auf Proportion 2. —

Um die Grisse des Centriwinkels « zu berechnen, welcher dem

Sector ACAY entspricht, bedenke man, dass die Linge des Bogens
AAY (Fig. 40) gleich sein soll der Linge des Parallelkreises auf der
Kugel, und daher

el AT : :
a5 — 2R e Cos ¢
360 . R Cos I
=

¥

Substituirt man fiir v seinen Werth und setzt man die Griosse

Sin 4 (@' -+ ¢") Cosd (¢ — ¢') =m

se ergibt sich «— 360m, ferner ist auch nach Gleh. 5 |
R Cog g

=i g
1}

T

6) rm—R Cos ¢’ |
Um nun den Radius r eines beliebigen Parallelkreises zu '
berechnen, dessen Breite ¢ ist, denke man sich die Differenz der
Radien, welehe den Breiten ¢ und ¢ entspricht, d. h. die Differenz
(r*—1r) in n unendlich kleine Theile getheilt.
Ist alsdann die Léinge des Meridianbogens
r'—r
_“'_ —u
so sind die Radien der aufeinanderfolgenden Parallelkreise, welche die
Breiten o' g1 e gps . . .. ¢n—1 (p besitzen

i

o

Y — o —2w ' —3w, ... V—@—Deo, ¥Y—no=—1
und da die Projektion eine dquivalente sein soll, d. h. die anfeinander-
folgenden schmalen Kugelzonen gleich den entsprechenden Kegelzonen

sein sollen, so besteht fir je zwei entsprechende Flichenelemente

die Gleichung: Oberfliche der Kugelzone = Linge des Pa-
rallelkreisumfanges > w oder |
2 R . Hiohe der Zone =2 R Cos o T
oder R(RSing1 — R Sing’) =R Cos ¢’ @
Nun ist nach Gleichung 6) R Cos¢'—1'm
somit ¥ (Sin gy — Sin @) =1'm o

analog erhiilt man auch fir die tibrigen Flichenelemente die Gleichungen :
R*(Bings — Sing) = (' — w)mw

R*(Sings — Singz) = (' —2w)m @
R2 (Sin ¢ — Singgn—1) = (¥ — (n—1) W) m o { i




Addirt man diese Gleichungen so ergibt sich auf der linken Seite

() 8 —R?(Sin g — Sin ¢'); ferner auf der rechten Seite:
S=4+0—a) @ —2w+... Fir'—m—1o)me
S=[nr — (0 20430+t ...40—1o)|me

B w=-m—1)w
S—Int—————"—(n—1jmo
s E 4 n o (n—1)
- nr’ — e (4B

Nun ist nw=1' —r somit

B (¥ — 1) (h—-i]'
S lopr————— --'-|311ru
1 i I |
s —rl— — | nmo
L S
3
: 1 ;
fiilr n=— oo ist aber — = 0 und

) (v —71) |

e l e l (¥ —r) m
; {r'?—r*)m

8) 8= L

-

Aus Gleichung 7) und 8) folgt:
2 R2 (Sing — Sin ¢) = (12 —r*) m

] 4 A i . ok YR e,
Aus dieser Gleichung ergibt sich 9) r* =1"* — —(Sing—>mg’)
Setzt man an die Stelle von rp, ¢, so ist an die Stelle von 1, 1
; 2 NEN TR TR L
zu setzen und man erhilt: 12 =1 - — (Sing" — Sing’)
R .. : :
g o il 5 ! 77 R <. v
hieraus folgt: =12 - — (Sing Sing’)

Substituirt man diesen Werth in Gleichung 9, so ergibt sich

34
= A

10} r2 =1r"* |- = .[hmr;,-“ — Sing)
Die Werthe von r kionnen fiir beliehige Werthe von ¢ nach
Gleichune 9) oder 10) herechnet werden.
Dehnt man eine Karte bis zu dem einen Pole aus, so ist fir
diesen ¢p = 90° und nach Gleichung 10) der Radius des Kreises, welcher

den Pol darstellt:

9 R2 :
r# —1"* — ~— (1 — Sing") oder
Ik
. o ARSI T
pli=x0d = 2

i
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Erstreckt sich dagegen eine Karte bis zum Aequator, so ist fiir
diesen ¢ =0 und man erhialt den Radius des Kreises, welcher den
Aequator darstellt nach der Gleichung:

E a I ZREGingt!
) ofd 3 |
Pé — 1"z 1 =

m

sind bei einer Karte die Parallelkreise, welche mm ihrer wahren
Linge entwickelt werden,. nicht mehr als 10 von einander entfernt,
und sind die Grenzkreise der Karte von diesen Parallelkreisen nichi
mehr als 5" entfernt, so erhilt man eine Karte deren lineare Dimen-
sionen mit demselben Massstabe abgegriffen werden konnen. In der
Mitte der Karte werden die Distanzen, welehe sich von Sid nach Nord
erstrecken etwas vergrossert, dagegen die Distanzen die von Ost nach
West gemessen werden, etwas verkleinert.  Jenseit der in der wahren
Grosse entwickelten Parallelkreise verhilt sich die Sache gerade um-
oekehrt:  Verkleinerung der Siid- und Norddimensionen, Vergrisserung
der Ost-Westdistanzen.

Diese Projektion wurde von H. C. Albers in Litneburg in Zachs
monatlicher Korrespondenz im Nov. 1805 veriffentlicht.

4. Lambert's dquivalente Kegelprojektion.

Eine andere Projektion bei welcher die aufeinanderfolgenden un-
endlich schmalen Kugelzonen gleich den unendlich schmalen concen-
trischen Ringfiichen eines Kreissectors sind, hat Joh. Heinrich
Lambert in seinen Beitrigen zum Gebrauche der Mathematik und
deren Anwendung (Berlin 1772) gegeben. Lambert hat gefunden, «
wenn man den Radius eines Parallelkreises in der Entwicklung der

idshs

Kegelfliche:
is - {] . .
Nixr=—2 Ky m hm(--i-::“— f) macht, obiger Bedingung

Geniige geleistet wird.
Erhebt man die Gleichung in's Quadrat, so ergibt sich:

r{—4R?m Sm?* ( 150 ’;)

e = { e = d f 7 = i Z
und da 2 Sin® (-1-;_1” 3 {) =2 (hm 450 Cos & — Cos 459 Sin r’r)
— 2.8in2450 ((:.u.w Y —Sin%)" oder da Sin450=1 ist

:_;Hmz(_[.j,u Z} _;_-(] —-2:~{i|1;' Cos ‘j)

(1 — bme)
so ist 2) 1*=2R*m (1 —Sing)
Fiir einen Parallelkreis von der Breite ¢ ist analog

—— B ———
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r;2—=2R2m (1 — Sm¢u)
md r2 — 1 2= 2R*m (Singn — Sing)

Multiplicirt man diese Gleichung mit :. S

¥ 137 T 3 R
9y IF 17T 9 Ry (RSing: — RSing).. Mittelst dieser
m m
(leichung ist die Aequivalenz dieser Projektion leicht nachzuweisen.
Thre linke Seite ist niamlich der Unterschied zweier Kreissectoren,
3600

welche den gemeinschaftlichen Centriwinkel e¢==—— haben.
m
[Wi“ hekannt ist die Obherfliche eines IKreissectors:
3 r2ore rior : ¢ 1
= unel da ".L—_“' y S0 1st ;r, s ]
360 m 360 ni

Auf der rechten Seite der Gleichung 3 hat man dagegen die

Oberfliche einer Kugelzone, deren dussere Parallelkreise die Breiten

g und ¢ hesitzen. Sind ¢ uwnd ¢
schmale Kugelzone gleich der Oberfliche

nur wenig von einander ver-

schieden, so ist die sehr

ihrer Projelktion, wesshalb der Aequivalenz Gentige geleistet wird.
Soll die Liinge irgend eines Parallelkreises von der Breite ¢

oleich der Linge semer Projektion sein, die mit dem Radius 11 be-

schrie g0 ist:
2T, Tt I
2R -'1'{'1}.”['1 = -.;:;1]1':' oder da ‘In"'-' = 151
) B, T
2R Cosgu ![
1
und 4) 2rze=m X 2 R 2 Cosgu d. h. der Umfang der Pro-

jektion des Parallelkreises ist alsdann m mal so. ovoss als der Paral-

lelkreis selbst.
Ferner ergibt sich aus Gleichung 4)
-y i I.
5) RCos ¢ - ...“‘I
Zur Bestimmung der Grisse m macht man die Annahme, dass fir
den genannten Parallelkres, als welchen man am natirlichsten den
mittleren Parallelkreis der Karte annimmt, die Breitengrade in dem
richtigen Verhiiltnisse zu den Lingengraden stehen. Sind ¢ und ¢
nur wenig von einander verschieden, und bezeichnet man mit (g —¢q)
den Arcus welcher ihrer Differenz entspricht, so ist der kleine Bogen
des Meridianes = R (gn — ¢) und seine P rojektion =11 — 1. Ist ferner
L oleich dem Are. eines sehr Kleinen Linge nunterschiedes, so st
RACos ¢ der sehr kleine Parallelkreishogen, und nach Gleichung 5)

ToAe ke e e ;
i geine Projektion. Hs findet somit die Proportion statt:

I

e e gt s

—etE o
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Ripr —g): R1Cos gr = (11 —1): o

und (11 —r1) RACosgn — :I’;' R (g — ¢)
ii) B e ___I'II

Pr— 4 IIIC;;I.—-_!;;
Setzt man nach Gleh. 1) fiir 1 und v thre Werthe so is

r—1 =2R V/nm |-:w'in 459 — )—Hm (i Ho — ’r')J

-2 R 4Ym .2 Cos l (‘!ﬂ” ity ) )Hm '],' (_a'_f_h)_ i

— el '1',-'].H Cos (lrJ 0 — )"\I]l i 1
und der linke Theil der Gleh. 6 i;illh-i.:
o ; , { Sin 24
] s -— I: Ilr-llu l._."i_]H ('E-'_'F” = i B ) - .
Gl oo 4 { (‘I: 'f)
: 4
Sind nun ¢ und ¢ sehr wenig von einander versehieden,
Al e =
71 ¢ 24 ¥ i 4
- ———"'und 2

4 4 = | (f],fJ ".lr)

somit 7)== — R/ Cos (450 — %)

ferner ist der rechte Theil der Glch. 6
; T ot 0

: _ 2R '1.-' m Sin (-'lnn — “)
Ty : T 2

m Cose;,  mSin (90° —¢,)

; T R
oder 8) :

* m Cos =Rt I T,
n Gos. gy 'llf:!I! {.:‘.]H ('i'::l” Nl ?2])

Setzt man in die Gleh. 6 die erhaltenen Werthe, so ergibt

",—'f.m Cos (-1:"1“ —- r{; ) —ie ..._____.1

V'm Cos ( 150 r"r;)
Hieraus folgt 9) m — —

Cos? (450 — 1)

Nach dieser Gleichung lisst sich der Werth von m, w

immer grosser als 1 ist, berechnen, und da der

2 Sin (l 59— j Cos (-1:’1" =

)

bl I-ﬂ

)

sich :

eleher
Werth
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2 R Sin (-—1-:’:” {] leicht construirt werden kann, er ist in Fig. 41 — AP,

so wird auch der Werth von r = 4/m.AP
leicht dureh Construction erhalten.

P

5. Projektion von Bonne. Dieselbe
wurde schon Seite 89 ausfiihrlich beschrieben,
und kann man sich daher darauf beschriinken
ihre Aequivalenz nachzuweisen. Lin sehr
sehmaler Streifen der Kugeloberfliche, welcher

zwischen den Parallelkreisen von den Breiten

¢1 und s liegt, ist gleich der Linge des Fig, 41.
Parallelkreises von der Breite ¢ = 22772 multiplicirt mit dem Ab-
stande R (g1 - ¢2) der beiden Parallelkreise. [¢n — ¢z sei gleich

dem Arc., welcher der Breitendifferenz entspricht.] Da nun beide
Lingen auf der Karte in ihrer wahren Grisse aufgetragen werden
und aufeinander senkrecht stehen, so wird ein solcher Streifen auf
der Karte ebenfalls in seiner wahren Grisse abgebildet. Dasselbe
oilt auch von jedem anderen analogen Flichenstreifen der Kugel,
und da man jede sphiirische Figur in der Richtung der Parallelkreise
in unendlich schmale Streifen zerlegen kann, deren Projektionen gleich
ihren Originalen sind, so wird ein jeder Theil der Kugelfliche auf
der Karte in der wahren Grisse abgebildet, wodurch die Aequivalenz
der Bonne'schen Projektion bewiesen ist.

6. Die dquivalente Projektion von Joh. Werner. Die-
selbe ist eine conventionelle Kegelprojektion, bei welcher die Spitze
des Kegels im Pole angenommen wird. Alle Parallelkreise werden
als concentrische Kreise gezeichnet, welche als gemeinsehaftlichen
Mittelpunkt die Spitze des Kegels besitzen. Der Radius eines Parallel-
kreises von der Breite ¢ wird gleich der Linge des Meridianbogens
opnommen, welcher zwischen dem Pol und dem Parallelkreise liegt.
Es ist daher:

K (: — q’:) — i )
wenn ¢ den Are. der Breite, und @ sein Complement bezeichnet.

Da die Parallelkreise in ihrer wahren Linge abgetragen werden,
so ist wieder jeder unendlich schmale Flichenstreifen der Kugel nach
der Richtung der Parallelkreise gleich seiner Projektion, wesshalb
diese Kegelprojektion ebenfalls dquivalent ist.
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Der Quadrant eines Parallelkreises dessen Breite ¢ ist, erscheint
als ein Bogen dessen Centriwinkel e auf folgende Weise erhalten wird :

s ist die Linge des Parallelkreisquadranten -
; ) E: -’h
] =900 2o0om .i
1800
terner die Liinge eines Bogens, welcher dem Centriwinkel « und dem
Radius r=R ' entspricht:
. TEE R oo
— 180 1809
Setzt man die Werthe von 1 einander oleich, so ist
“” (‘{_'JH r[ o= !fr o
=00y F — g0ty ,
: 1 i - e
In welche Gleichung win Bogenmass einzusetzen ist. Are.19=0.,0174533 |
In nachfolgender Tabelle sind die Werthe von e fiir verschiedene
Werthe von W zusammengestellt.
1 i : L1 it
| |
0 a0° 9 100 | 50o45
10 | 89 33 110 44 3 E,
20 |88 11 120 | 87 12 N
30 I 85 b7 130 3l 23 ]
40 | 82 53 140 | 28 40 i
50 |79 1 150 | 17 10 ‘
60 4 26 160 5 S
0 A T2 TR0 | 8.6
S0 | 63 27 12 R e
90 ‘ 57 18 |
|
Diese Projektion wurde von dem deutschen Geometer Johann
Werner (1468—1528) aus Niirenberg im Jahre 1514 versffentlicht.
Werner hat nebst dieser Projektionsart noch zwei andere analoge b
Projektionsmethoden angegeben, welche jedoch nicht dquivalent sind.
Die Werner'sehen Projektionen haben simmtlich die Ligenschatt, dass
die fiir die Projektion der ganzen Kugel erhaltenen Netze eine Herzform
besitzen.
'l-
.ﬂ.




P e
Sl

e TN emEnls
F

<P

———

—R~

V1. Abschnitt.

Von den konformen oder ortho-
morphen Abbildungen.

Ist eme Projektion ihrem Originale in den kleinsten Theilen
dhnlich, so sagh man dieselbe sei eine konforme oder orthomorphe
Abbildung. Wie aus der ebenen Geometrie bekannt ist sind zwei
Figuren éhnlich, wenn sie gleiche Winkel haben und ihre entsprechen-
den Seiten in Proportion stehen. Dass ein beliebiges Kugeldreieck
und seine Projekfion diese Eigenschaft nicht besitzen kann. versteht
sich von selbst, denn die Kugel ist keine entwickelbare Fliche. da-
gegen kann man beliebig viele Arten von Projektionen erhalten, bei
welchen jedes unendlich kleine Kugeldreieck ABC seinem Bilde
abe dhnlich ist.  Ist fiir diesen Fall P ein Punkt im Inneren des
Dreieckes und p seine Projektion, so mifissen 1) die Winkel APB,
APC, BPC ihren entsprechenden Projektionen aph, ape, bhpe gleich
sein und 2) muss die Gleichung stattfinden:

ap bp ep :
—geop ="

Man nennt den Werth v, welcher das Verhiltniss zwischen dem
unendlich kleinen Bilde und seinem Originale darstellt, das lineare
Vergrosserungsverhiltniss der Projektion. Dasselbe ist fiir jeden
Punkt P der Kugeloberfliche ein anderes, wihrend es fiir ihnliche
Figuren ein constantes ist, und muss fiir jede Projektionsmethode he-
sonders bestimmt werden.

Wir wollen nun die wichtigsten konformen Projektionen betrachten:

l. Die stereographische Projektionsmethode. Wie frither
bewiesen wurde (siche Seite 14) schneiden sich bei jeder stercoera-
phischen Projektion zwei beliebige Kugelkreise unter demselben Winkel
wie ihre Originale auf der Kugel, und es lisst sich dieser Satz auch
fir zwei beliebige Curven aussprechen, welche auf der Kueel gezogen
)

Mollinger’s Kartenprojektionen,
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werden. Denn denkt man sich auf jeder Curve zwei Punkte ange-
nommen, welche threm Schnittpunkte sehr nahe liegen und sich links
und rechts von ihm befinden, so kann man dureh je drei dieser Punkte
pinen Kreis legen, wodurch die sich schneidenden Curvenelemente
durch Kreiselemente ersetzt werden und die Tangenten im Durch-
schnittspunkte beider Curven mit den Tangenten der Kugelkreise zun-
sammenfallen. Die Projektionen der letzteren schneiden sich aber
unter demselben Winkel wie ihre Originale, wesshalb sich auch die
Projektionen der. Curven unter demselben Winkel wie die Curven selbst
schneiden miissen. Jedes unendlich kleine sphirische Dreieck ABC
1, denn heide haben gleiche

ist daher mit seinem Bilde abe dhnlic
Winkel und da sich jede unendlich kleine sphirische Figur in sphi-
rische Dreiecke zerleoen lisst, welehe alle mit thren Bildern dhnlich
gind, so folgt daraus, dass diese Figur und ihr Bild ebenfalls dhnlich
sein miissen. Fine jede stercographische Projektion ist daher eine
conforme oder orthomorphe Abbildung.

Um das Vergrisserungsverhiltniss fiir die stereographisehe Pro-
jektionsmethode zu bestimmen, denke man sich durch die Augenaxe
0Q (Fig. 7 Seite 18) einen grossten Kreis QAO gelegt. Nimmt man
auf diesem Kreise zwei Punkte A und H an, welche sehr nahe bei
einander liegen, so hat man den Werth des Verhiltnisses zu be-
stimmen, das man erhdlt, wenn man die Projektion von AH d. h. die
Linie ah mit ihrem Originale AH dividirt,

Ist der Abstand des Punktes A vom Gegenpunkte des Auges
AQ = 4, ferner der Abstand HQ — 4, der Radius der Erde — R
und bezeichnen 4/ und 44 die Are. der betreffenden Winkelgrossen,

s0 18t AH—R (4 — )
; : A s i e
ferner die Projektion ah=Ma — Mh =R [{1;_1' = I-,;'-_f)
Chets Jtsir,j (4 _;J: )
Clos = Cop =2
2 2
i k]
s ———
l Al e 2
Ly o Ao, A=,
P 1 T e e
2 2 2

Sind nun 4 und 4/ sehr wenig von einander verschieden, so ist

A4 — 4

o e
G et = Con¥? o Swon |
S g i _I_”:_ - 0s 'E une 7[_’_' _'f] |

2

—
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somit die lineare Vergrosserung:

ah 1
| pa—— o —

) AH -
2 Cos?

2

i ) e z - 2 1
und die Flichenvererosserung v?2
4 Cost *

.)_

1

RER T

fur die Mitte der Karte ist 4 =0 und v- 2
fir die Grenze der Karte ist bei der Darstellung der Halbkugel

AR

2 Cos2 45

An den Grenzen der Karte ist alsdann das Vergrdsserunesver-

A=—909% nd: v—

hiiltniss doppelt so gross wie in der Mitte.

Da die stereographische Projektion in den kleinsten Theilen dihn-
lich ist, so ist das Vergriosserungsverhidltniss fiir alle Richtungen um
emen bestimmten Punkt A dasselbe, welches auch die Lage des
orjssten Kreises QAO ist, auf dem der Punkt A liegt.

Berechnet man fiir verschiedene Werthe von o/ die entsprechenden
Werthe von v nach Gleh. 1, so ergeben sich fiir v folgende Werthe:
A— 0 300 450 609 900
v=0/5000 05359 0,5858 0,6666 1

Man sieht daraus, dass das Vergrisserungsverhiltniss bis zu
einer Entfernung von 60° vom Gegenpunkte des Auges nahezu constant
bleibt und daher Karten bis zu dieser Ausdehnung mit keinen grossen
Fehlern behaftet sein werden.

2. Die Projektion von Mercator. Bei der Construktion einer
Karte nach Mercatorsprojektion (siche Seite 65) ging man von der
Voraussetzune aus, dass die Karte in den kleinsten Theilen #hnlich
sein solle. Obgleich es daher unnéthig ist noch einmal die Aehnlich-
keit nachzuweisen, so kann doch eine Verallgemeinerung des Beweises
der Aehnlichkeit insofern stattfinden, dass man auf der Kugel ein
unendlich kleines sphirisches Curvenstick pq (Fig. 28 Seite 72)
wihlt, weleches mit irgend einem Meridiane den Winkel qpr = ein-
schliesst, und nachweist, dass bei einer Karte nach Mercatorsprojektion
die Projektion p’q’ dieses Curvenstiickes mit der Projektion des ent-
sprechenden Meridianes denselben Winkel bildet. Ist dieser Beweis
fiir ein beliebiges Curvenstiick geleistet, so werden fiir einen be-
stimmten Punkt der Kugel alle sphirischen Curvenelemente, welche
durch diesen Punkt gehen, mit seinem Meridiane in Bild und Original

5




ehenfalls dieselben Winkel einschliessen und daher die Curvenele-

mente unter sich in Bild und Original auch gleiche Winkel bilden
d. h. die Mercatorprojektion ist alsdann in den kleinsten Theilen
ihnlich.

In Fig. 28 8. 72 sei qrp ein unendlich kleines sphirisches Dreieck,
pr sei ein Meridianbogen, gr ein Parallelkreisbogen und pq ein unend-
lich Kleines Curvenelement, das man sich auch durch ein Kreis-
hogenelement ersetzt denken kann. Ist ferner = qpr=2C_ so er-
gibt sich

ri-l_]; : -2 \.l. 1-;
gL =
Qs qr=ced Cosg=R (1 —1) Cos ¢
und pr =R (g1 — ¢)
e oy
s (—g) OB ¢

In diesen (leichungen bezeichnet (I — 1) den Are. der Lingen-
differenz, (qu — ¢) denjenigen der Breitendifferenz der Punkte p

und (.

Ferner ist bei ciner Karte nach Mercatorsprojektion die Projektion
des Parallelkreishogens qr gleich der Linge des Aequatorbogens,
weleher der Lingendifferenz (i — 1) entspricht, also fir R =1

gr=I1 —1
Fiir die Projektion des Meridianbogens pr wurde dagegen S. 66
cefunden
. d g
P = dA = T oder da dgp—=q¢q1 — ¢
==Y .
pir! =";—— und daher
ChE q’Jr

mo. gq'x I, —1 i

P re—r_ FE 0S¢ ¥
il p’ r! 71— ¢ /

Bs ist also Tgl'=Tgl und &'=2C 4. h. die Projektion des
Curvenelementes schliesst in Wirklichkeit mit dem Meridiane denselben
Winkel ein, wie das Curvenelement selbst.

Um fiir die Merkatorprojektion das Vergrosserungsverhiltniss v
zu bestimmen, dividire man die Projektion eines Meridianelementes
mit seinem Originale. Bs ist aber fiir B =1 ein Meridianelement

pr—{g: — @)

J ¥ i

somit

wihrend seine Projektion p’r
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die lineare Vergrésserung v— ——— — .5, — 98GO
-. = p Lios o

und die Flichenvergriosserung
- 1
i e O Nec? g
3. Lambert’'s konforme Kegelprojelktion. Stellt man sich
die Aufoabe eine conforme Kegelprojektion zu konstruiren, bei welcher
die Parallelkreise durch concentrische Kreise dargestellt werden, die
Meridiane aber gerade Linien sind, welche vom Centrum der Parallel-
kreise ausgehen und unter sich Winkel bilden, die das n fache der
Winkel sind, welche die Meridiane auf der Kugel mit einander ein-
schliessen, so hat man zunichst eine Bedingungsgleichung abzuleiten,
8 die erfiillt sein muss, damit die Projektion conform ist. Dieselbe wirc

auf folgende Weise erhalten:

Bs seien ab und cd (Fig. 42) die Pro-

jektionen zweier Parallelkreishogen AB und g ,‘{
(D, weleche demselben Centriwinkel ent- ( '; 9
sprechen und deren Breiten ¢ und ¢ sich l;- ) i
sehr wenig von einander unterscheiden. Sind f.L & o
- alsdann 4 und % die Léngen der Punkte ¢ &
und a und ist A4 — 4 ebenfalls eine ver- 2 \
[ schwindend kleine Grisse, so muss als Be- Nob
dingung der Conformitat die Proportion statt- { //j
finden: :!Ai—;—“’”f’
1) ac _.‘L{.:
grde—1 GD
Fig. 42,

Setzt man den Are. von (900 — (p)=1,

den Are. von (900 — ¢i) =y ferner den Are. der Lingendifferenz
(A1 ——A4) so ist:
AC=R(uy — ) und CD=R (41 —4) Sin

Bezeichnen ferner 1; und r die Radien der Parallelkreise ab und
¢d so ist ac=r1r — r, und da der Centriwinkel e, welcher dem
Bogen ¢d entspricht, gleich dem n fachen Lingenunterschiede ist, also
Are. ¢ =1 (4 — 1), 50 muss

Gl —m |:l".1 — .f} r sein
und Gleichung 1) lautet;
fiy Gt

n(Ay — Az " (A — A Bina

S




Hieraus folgt:

'_{:; Iy ——1 T
; _!'-l:_ |-'-j_—-- r_"l] T BSITL A
welche Gleichung erfiillt sein muss, damit obige Kegelprojektion con- -

form ist.
Dieser Bedingung wird nun Gentige geleistet, wenn man nach
Lambert den Radius irgend eines Parallelkreises
; T (A
;i) Ife=—1(} T [-l;J” ‘.*J oder
r —¢ Te" % (900 — r_,r-'_} oder

— macht, in welecher Gleichung ¢ irgend eine

Ja)r=cTe

Constante bezeichnet, die durch den Massstab der Karte bestimmt ist.

Um dies zu beweisen bilde man den Quotienten:
¢ Dot i’|"u- 1
ry S S
T Fi Ml
clg” 5 !I.g 2 '
rrrF r]l r['!“ L] ‘ r|1”‘ Yy rrw "'|
1k T S e T =
'l | - e —— ] } - - = I | s
| X 1 s {1 o Tl e 1 rl‘ 1
I'g = Pg 2 Tg : g o
e -l - y R'J‘

2
r_|“_ r_-": e 1
Tea : Ly 2 tg 2
Setzt man der Einfachheit wegen — o= "
g
: T, — T ; i
so ist 1 }-2—=(1-x)"
: /
T L nn—1) D= T3]
e e o e gl S
Dividirt man diese Gleichung mit vy — so ergibt sich: ‘
. T, —T X ¢ nm—31) n{n—1) (n—2)
AN ST e ol St T gL _ Rl
’l L'[:?_"!n—a,") 1y — ap {-\“ ! o & | S e A J
m . Ifl m.. 1L
o ¥ I s |g2 sin L (W —a)
s ist aber — s : — e
s Te ¥ (U — i) To ’h{i“" — ) Cos 1y (los i
g 5 (P I 1g 5 (U ),..-‘32 08 5
Sin & (Y — )
gl W o Yines i >
2 = »in ;- Uos -
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Ist nun (Y1 — ) eine unendlich kleine Grosse, so ist
Sin § (1, — )
s i —l imd AP =
1 (v, — ) 1
. X 1
SOMI1E = .
try— b i B8 1]
und Gleichung 4) lautet:
Fy . Mpea T 2] G nn— 1) nn—1)n—2) "
) (y;—v)  Sinw (._l I P T | )
fiir 4 — = einer unendlich kleinen Grosse ist aber auch
!I‘n‘ ¥ — r.[I|L|' b
=) 8 U : - i ;
e —— = eine unendlich kleine Grisse und die
IT"" Y
© 2

Summe der in obiger Gleichung mit x multiplicirten Glieder ver-
schwindet gegeniiber n, wie sich anf foleende Weise leicht beweisen

lisst: Es ist

nn—1) _ n(n—1)n—2) Al ( it s
TRT o e e i T | ﬁ\l)
e e e o Py = 1 611 |;]1_ ;:: ||[.l.|____ 1}“1 gy .

dieser Ausdruck ist kleiner als \{ = PR S

denn es ist x eine verschwindend kleine Grisse und wenn man an
seine Stelle die Einheit setzt, so muss dadurch ein grosserer Ausdruck
entstehen.  Sefzen wir zu obigem Ausdruck in der Klammer noch die

i3 i} 5 i
Glieder 1 |-1 hinzu, so 1ist

ol n n{n—1) nn—1) (m— 2} n(n=1)
'\(I'_.{_I = i I_'__T"-.’.:;—'I )> Bl
nin—1)n—2) _,
o mee
Die Klammer links enthilt die Summe der Coefficienten der Binomial-
n(n—1 1m—1) (n—2) _
(n ].___1._1| { }N |

T \ ralcahn SN o y £ 9 LI T I 2
reihe, welche==2" ist, somit 2" X>-———:1 | e

\

Da nun x eine verschwindend kleine Grisse ist, so ist auch 2"x
verschwindend Xklein und der rechte Theil obiger Relation eine an
“Null grenzende Grosse. Gleichung 5 lautet daher:

3 R S

r (1, —) Sin

Diese (fleichung ist identisch mit Gleichung 2, welche die Be-
dingung der Conformitit enthilt.

Um die Constante n zu bestimmen, stelle man die Forderung,
dass zwei beliebige Parallelkreise, welche die Poldistanzen i1 und e
hesitzen, in ihrer wahren Grisse projicirt werden. Sind alsdann
r, und 1+ die Radien ihrer Projektionen, ferner e der gemeinschaft-

=

=

5 e e R S T T T

—




liche Centriwinkel ihrer Bilder und R der Radius der Erde, so miissen
die Gleichuncen hestehen:

J4
L'y 70 L » i
1 — 9] o 1 -
~— 2R bin
180 k
o+
Lo 70 (£ ‘s i
= - 2 R 7e Sinls
=¥

Durch Division dieser heiden Gleichunoen ergibt sich:
1'I T“I‘I |"J
Sin 4

oder wenn man nach Gleh. 3a fiir 1 und re ihre Werthe setzt:

= i 1 o
g i |
A SR DI Ay
oA e Sin by
In‘ = =
= 3 70

a5

i - b Lk - 1
n (log Tg 5-—log Tg 5+ ) = log Sin w1 — log Sin
= log Bin 1y — log Sin yy
SN e T
A A
e rl"" 1 2 I.'Jl_. fl\\r "’.
2 : 2

Das Veregrdsserungsverhiltniss v wird auof foleende Weise erhalten.

AT, s ehabe ) e e :
Hs ist V= == o (sieche Fig. 41)
oder da ed=n(4 —4A)r und CD =R (A — 4) Sin @ y
ohint Lk 1;[).,—.‘1} it nr -
S VR0, — D) Sy R Sin v [
oder wenn man fir r seinen Werth setzt:
R L T e R
Ty o= 5)
Die Flichenvergrisserung ist das Quadrat dieser Grisse.
Diese Projektionsmethode rithrt von dem dentschen Mathematiker
Joh. Heinrieh Lambert her, welcher sie in seinen Beitrigen zum
Gebrauche der Mathematik beschrieben hat (Berlin 1772).
Da sie nebst der Aehnlichkeit in den kleinsten Theilen als Haupt- i

vorziige noch die Leichtiokeit der Construkfion des Netzes, ferner dies
richtice Abbildune der Winkel (mit einzicer Ausnahme der Winkel
am Pole) und die Gleichheit der zwischen denselben Parallelkreisen
liegenden Meridianbogen hesitzt, so eignet sie sieh vorziiglich zur
Darstellung von Lindern von grosser Lingenerstreckung. Sie wurde
von der geographischen Gesellschaft in Petersburg zur Construktion

der im Mai 1862 publicirten Karte des europiischen Russlandes und
des Kaukasus (12 Blitter im Massstabe 1:1680000) welche sich von :
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360 bis 689 Breite erstreckt, angewandt, wobei jedoch der Abplattung
der Frde Rechnung getragen wurde.

Ueber andere conforme Abbildungen siehe die beriihmte Abhand-
lung von Gauss: ,Alleemeine Auflosung der Aufgabe: die Theile
einer gegebenen Fliche auf einer andern gegebenen Fliche so ab-
zubilden, dass die Abbildung dem Abgebildeten in den kleinsten
Theilen dhnlich wird,* welche 1822 den. Preis der Kopenhagener
Akademie erlangte und im dritten Hefte von Schumachers Astro-
nomischen Abhandlungen (Altona 1825) erschienen ist. Die allge-
meine Theorie {iber die konformen Abbildungen findet sich auch in
Gretschels Lehrbuch der Kartenprojektionen (Verlag von
Friedrich Voigt, Weimar 1873) Seite 199 Kap. V., ferner in J. J.
Littrow's Chorographie (Becks Universititsbuchhandlung, Wien
1833) Seite 176.




VII Abschnitt.

Construktion des Netzes der Erd- und
Himmelsgloben.

Um das Netz der Meridian- und Parallelkreise eines Globus zu
zeichnen. denke man sich denselben durch Meridianebenen in eine
oleiche Anzahl congruenter Zweiecke getheilt. Ist r der Radius des
Globus und n die
Anzahl der Zwei-
ecke (Fig. 48), so
1st die Breite
eines solehen
Zweieckes in der
Entwicklung
(Fig. 44)

o
I

ferner ist die
Hohe p,p. des
Zweieckes in der

Entwicklune
gleich dem- hal-
ben Umfang der
Kugel:

PuPs —1I7E
Soll der Abstand
der Parallelkreise
(pGrade betragen,
g0 muss in der
Entwicklung (Fig. 44) Oa —ab==bc....= der Linge des Meridian-
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hogens gemacht werden, welcher ¢ Graden des grissten Kreises der
Kugel entspricht. Ist 1 die Léinge dieses Bogens, so ist:
== i
180

Um nun die Grenzpunkte der Meridianbogen p, Cp. und p,Dp, in
der Entwicklung zu erhalten, denke man sich durch
den Mittelpunkt der Kugel (Fig. 43) eine Senk-
rechte AB auf die Meridianebene P,P. gezogen,
welche die Kugeloberfliche in den Punkten A
und B trifftt.  Dureh die Pole A und B des
orjssten Kreises P, P, und die Theilpunkte a b
G, .., lege man grisste I{reise, welche wie
hekannt auf dem grissten Kreise P,P, senk-
recht stehen und das Zweieck in den Bogen
a’a’, b'b% ¢'c¢”. ... schneiden, FErrichtet nian
nun in Fig. 44 in den Theilpunkten a b ¢.. ..
auf dem mittleren Meridiane p,p. des Zweieckes
Senkrechte, so sind auf diese, von den Theil-
punkten a b ¢.... aus, die halben Liingen der
Bogen a’a”, b'b", ¢’c¢”. ... (Fig. 43) aufzutragen,
wodureh die Begrenzungspunkte a’ b’ ¢’ ..
a“b”c¢” . ... der Meridiane erhalten werden.

Man hat nun vor Allem die Lingen der
Bogen aa/, bbY c¢'.... zu berechnen, welche
sich aus Fig. 43 ergeben. In dieser ist BDa
ein bei D rechtwinkliges sphiirisches Dreieck, in
welechem die Kathete DB = 90° — OD und der
Winkel DBa/ = Bogen Oa = ¢y bekannt sind.
Entspricht die Breite CD des Zweieckes 4 Lin-
oengraden, so ist OD =% und DB = 90" — %,

ferner ist Ba'= 909 — aa’ und es ergibt sich
aus A BDa':
Te. DB = Tg.Ba’ > Cos¢ oder

Tg (900 — 5) = Tg (90°—aa) Cosq

i G :
Cotg - = Cotg aa’ Cos gn oder

l L
S i
T
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1) Tean'—Tg LJf 08 (1
Aus dieser Gleichung wird der Winkel aa' = a berechnet und die
Linge des Bogens aa’ nach der Gleichung erhalten:

r T

) anl = ol 0.000290888 re’ (log ——— — 4 4637261)

180 . 60 LOs00
in welcher r der Radius der Kugel, und e in Minuten einzu-
setzen ist,

Die Linge von aa’ wird in der Entwicklung (Iig. 44) nach aa
und aa” aufgetragen. Analog ergibt sich auch fiir jeden anderen

'['hu-illmni\[ b, e.... die Lince der Senkrechten h'bhY, e'e” . ...

Soll auf dem Globus zwischen den Meridianen p,Op, und p,Dp
noch ein Meridian p, E p, gezeichnet werden, so wird derselbe genau
auf dieselbe Weise erhalten wie der Meridian p, D p. doch ist zur
Berechnung von aa‘ in Gleichung 1) fiir 4 der dem gesuchten Meri-
diane entsprechende Werth einzusetzen.

Es sind nun noch in das Zweieck (Fig. 44) die Parallelkreisbogen
einzuzeichnen, deren Endpunkte ef’g’.... e“f“g”.... sich ebenfalls

0

am einfachsten durch Rechnung ergeben. In Fig. 43 ist Be. De! —

der Breite ¢y des Parallelkreises e‘e” und
Be a‘e’ — Be . D¢/ — Be . Da/, somit
3) Jae =g —3 Da’

Aus dem Dreiecke BDa’ folgt aber:
Tg Da’= 8in BD Tg ¢

Tg Da/ = Sin (90° — Z) Tg ¢
J'] I ui}d: —i| (8 5 I o "f'

Aus dieser Gleichung ereibt sich der Werth von Da’, welcher in
Gleichung 3) eingesetzt wird, Nachdem =ra‘e’ = 5 Minuten be-

¢

nach der Gleichung:

: |_IH.‘2T'_’H!J

rechnet ist, eérhilt man die Bogenlinge a‘e
5) ale! == ——t—— 0,000290888 r 2 (log

180 . 60 LOS00

Diese Bogenlinge wird in Fig. 44 nach a‘¢’ und a“e” aufge-

i

tragen, wodurch die Punkte ¢ und e¢” des Parallelkreises, der durch
den Punkt a geht, bestimmt sind.  Auf analoge Weise ergeben sich
auch fiir die tbrigen Parallelkreise drei zu ithrer Construktion noth-

wendige Punlkte.

Fir emen Globus, bei welchem die Breite der Zweiecke dem
Winkel 2 = 30° entspricht, und bei welchem die Parallelkreise und
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Meridiane in Entfernungen von 109 zu 10° gezogen werden sollen,
ereeben sich fiir v =1 nach den Gleichungen 1) 2) 3) 4) d) folgende
‘\‘1-1‘]'1“1":

Netz eines Globus dessen Radius r=1 ist.

A

Breite CD des grossen Zweieckes — —— =0,5235988
o e . - S 7L i LA
Breite EF des inneren Zweieckes = o= 0,17 15329
Hohe p, p. des Zweieckes — gz — 3.14159265

2 1 7r R
Abstand der Parallelkreise . =5 = 0,1745329

Bowenlinge von|Bogenlinge von Bogenlinge von Bogenliinge von
e e iy 1
Breite der S =—"r alceli==r ol e — glial =0
Parallelkreise - -
fiir die Begrénzur

des Ywe

ameridiane filr die inneren Meridiane

dos Zweieckes

Qo 0,261799 | 0,000000 | 0,087266 |0,0000000
10 0,257998 | 0,005832 | 0,085948 |0,0006496
20 0,246664 | 0.010996 | 0,082030 |0,0012217
S0 0,228018 | 0,014879 | 0,075621 |0,0016484
10 0,202449 | 0,015887 | 0,066919 |0,0018762
511 0.170562 | 0,017119 | 0,056175 |0,0018762
60 0,133183 | 0,015141 | 0,043716 |0,0016532
70 0,001387 | 0,011291 || 0,029913 |0,0012266

=0 0,046494 0,006026 0,015194 | 0,0006545

Ist der Radius des Globus gleich r, so sind diese Zahlenwerthe
mit r zu multipliciren. Nachdem mittelst obiger Tabelle das Netz
der Parallelkreise und Meridiane gezeichnet ist, lassen sich die Details
der Erdoberfliche oder hei einem Himmelsglobus die Fixsterne mit
Leichtiokeit eintragen. Sollen einzelne Punkte z. B. diejenigen der
Ekliptik mit Genauigkeit bestimmt werden, so geschieht dies auf fol-
cende Weise: Man betrachte einen jeden Punkt als Durchschnitt eines
Parallelkreises und eines Meridianes, die nach obigen Gleichungen
einzeln berechnet und in das Netz eingetragen werden, dadurch wird
auch der betreftende Punkt mdagelichst eenau bestimmf. Da die Enden
der Zweiecke sehr sechmal sind, und beim Aufziehen auf die von Gyps
oder Pappe hergestellte Kugel nicht gut zusammenpassen, so zieht
man es hiufie vor die Zweiecke in einer Entfernung von 15° bis




==

209 von den Polen abzuschneiden, und an den Polen der Kugel
Polscheiben anzubringen. Die Dimensionen dieser Polscheiben erhilt
man auf folgende Weise: Man denkt sich den Kugelabschnitt G P, K
(Fig. 43) durch einen senkrechten Kreiskegel ersetzt, dessen Seiten-
kante gleich der Bogenlinge G P, des Abschniftes ist. (In Tig. 43
wurde der Abschnitt der Deutlichkeit wegen zu gross angenommen).

Ist alsdann GO =1 der Radius der Kugel und = GOP, =4,
so ist die Seitenkante des Kegels: _
= 2 r 7z Of e s
6) G P, = 1= 15506 = 0,000290888 r

Um den Radius x des Basiskreises des Kegels zu berechnen, hat
man di¢ Bedingungsgleichung: Oberfliche des Kugelabschnittes gleich
der Mantelfliche des Kegels, oder:

1
Arms P li—3x . =

3

in weleher Gleichung P, M=h, gleich der Hohe des Absehnittes und

I der Seitenkante des Kegels ist.
Aus dieser Gleichung ergibt sich:
2rh
X— —7—und da
=P —f M—i— 71 0oz 0=—r{i = Cos {'JJ
2 (] :
h—=2r8in? —- so ist
3

L 4 r?Sin? {_\J
) 2

Da der Radius der Polscheibe (Fig. 44) gleich 1 und daher der
Umfang des Kreises dem sie angehort — 21 7, der Radius des Basis-
kreises des Kegels aber x und sein Umfang—2 x s ist, so ist aus
dem Kreise (Fig. 44) ein Sector auszuschneiden, welcher t{iber dem
Bogen gk =2 7 (1 —x) steht.

Der Centriwinkel dieses Ausschnittes ist:

A= E']Ej_t;'g E llm: 2 7¢ (1—x).
360 (1 — x)
Dt

Ist der Radius des Globus r=1 und ¢ =159 so ergibt sich

nach Gleichung 6) 1=0,261799 ferner nach Gleichung 7) und 8)
x==0,260308 und y == 200301“
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Berichtigungen.

Seite 3 Zeile 7 von unten statt Abzisse lies Abszisse
Lo AL 1 . coben o SN o BN
17 ., 3 , -untenm rechig statcr 5 ©

. 206 8 .. oben = T (T L
27 1 ., 4 links . dentisch lies identisch
33 Fio. 13 statt M lies MY, statt H lies H”, P, ist zu streichen
Al I SRS B e
95 o 16 . . N ., N inTFig. 16 statt M und N lies M?u. N’
. 36 Zeile 6 von unten statt p./ lies p,/p/

Ju Seite 37

Fir. 16a. Stereseraphiseche Horizontalprojektion der Halbkugel.
B Bmraj proj

(Parallelkreise und Meridiane sind in Entfernungen von 15° angenommen. )

Seite 42 Zeile 10 von oben statt JIK lies J‘K
, 46 . 2 . -unten 5 dieser les dieses
.. 48 in den Zahlenwerthen der Meridiane 4 > 50¢
Zeile 1 von oben rechts statt 0,7726 lies 0,7736
i ,» links . 0.7962 .. 0.7952

, 127 , 1, , les: 2RSin (450—%)
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