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V. Abschnitt.

Von den aquivalenten Abbildungen.

Wenn sich bei einer Projektion der Kugeloberfliche die Pro-
jektionen irgend zweier Flichenelemente ebenso verhalten wie ihre
Originale auf der Kugel, so sagt man die Projeltion sei eine dqui-
valente Abbildung. Sind Fi und Fs zwei Flichenelemente der
Kugel, fi und f: ihre Projektionen, so hat man die Proportion

fi : fs =Fi : Fs oder

fi: By =1 : Fs.
Ferner findet fir eine beliebige Anzahl Flichenelemente die Pro-
portionalreihe statt: 2
e W RS R | SRR el
Hieraus folgt Z(f): Z(F)=fi : I
=fH: K
fir S(f)=3(F) ist auch fi=F, t=Fs....f. =T
Es ist aber die Summe aller I gleich dem TFlicheninhalte der
sphiirischen Figur, die Summe aller f gleich dem Flicheninhalte ihrer
Projektion. Wird daher eine sphérische Figur in ihrer wahren Grosse
abgebildet, so sind bei einer dquivalenten Abbildung auch die ein-
zelnen  Flichenelemente der Projektion gleich den entsprechenden
Elementen der sphirischen Figur.
Wir wollen nun fiir einige der bekanntesten Kartenprojektionen
die Aequivalenz beweisen:
L. Lambert's normale isocylindriseche Projektion.
Denkt man sich die Kugel mit einem senkrechten Kreiseylinder

umhiilt, welcher sie lings des Aequator beriihrt, so wird dieser von
den verlingerten Meridianebenen in parallelen Geraden geschnitten,
welche gleich weit von einander entfernt sind.  Ebenso werden die
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verlingerten Parallelkreisebenen die Cylinderfliche in Kreisen schnel-
den. welche mit dem Aequator congruent sind. Denkt man sich nun
die Cylinderfliche lings einer Kante resp. eines Meridianes aufge-
sehnitien und in eine Ebene entwickelt, so entsteht ein Netz von
sonkrecht auf einander stehenden Geraden, bei welchen die Meridiane
oleiche Entfernungen besitzen, wihrend die Distanz der Parallelkreise
nm so mehr abnimmt, je niher die letzteren dem Pole liegen.

Um die Entfernung irgend eines Parallelkreises vom Aequator
zu herechnen, hat man die Gleichung:

d = RBing
in welcher R den Radius der Erde und ¢ die Breite des Parallel-
kreises bezeichnet.

Um die Aequivalenz dieser Projektionsmethode nachzoweisen,
bedenke man dass die Mantelfliche eines senkrechten Kreiscylinders
welcher als Basis den Aequator und die Hohe y besitzt:

M= 2 B .v
Dieselbe Formel hat man aber auch fiir die Oberfliche emer
Kugelzone, deren Hohe y ist. Die zwischen den aufeinander-
folgenden Parallelkreisen liegenden Kugelzonen sind daher gleich
den entsprechenden Cylinderzonen, und es ist auch die Mantelflache
des ganzen Cylinders gleich der Kugeloberfliche.

Diese Projektion wurde zuerst von dem deutschen Mathematiker
Joh. Heinriech Lambert (1728—1777) in seinen Beifrigen zum
(+ebrauche der Mathematik beschrieben.

2. Aequivalente Cylin derprojektion einer Kugelzone.

Eine gegebene Kugelzone, deren mittlerer Parallelkreis die Breite
¢ besitzt, kann auf eine Cylinderfliche projicirt werden, welehe als
Basis diesen Parallelkreis hat. Stellt man die Bedingung, dass die
zu erhaltende Projektion idquivalent sein soll, so muss die Kugelzone
welche sich von der Breite ¢ bis zur Breite ¢u erstreckt gleich der
Mantelfliche des Cylinders sein, dessen Entwicklung die Kugelzone
darstellt. Die Hohe h des Cylinders ergibt sich alsdann aus der DBe-
dingungsgleichung:

Fliche der Kugelzone — der Fliche der Cylinderzone
2R 2R Sings —RSing) — 2RzCosgh.
2R2 7 (Singn —Sing) = 2Ra Cosgh.
et R Z_'_J‘._ii_l:r)r[ Bin ¢)
Cos ¢




= jope

p — 2BCosjlpit-g)Sin} (gu—y)
Cos ¢

Auf dieselbe Weise kann auch die Hihe
des unter dem mittleren Parallelkreise
licgenden Theiles der Karte berechnet
werden.

Diese Grosse wird anf foleende Weise
construirt (siche Kig. 38): Man mache
CA =R, trage den Winkel ¢ im Punkte
C an A C an, errichte im Punkte A eine
Senkrechte A B, dann ist

3 R
BC :
Fig. 38, Cos i
Beschreibt man ferner mit B C  einen

Kreis, trigt man den Winkel ¢u nach D CE, und zieht man B F
und B G, so ist:

EG=EF—FG=EF— AB

EG=CESmng¢g — BC Sm ¢ — B C (Sin ¢y — Sin q)

R : :
G —=—— (Sin ¢1 — Sin¢)
kG Gos g (Sin ¢ in ¢)

s ist also E G = der gesuchten Hihe h.
3. Albers dquivalente Kegelprojektion.

Bei dieser sind die Lingen der Grenzkreise einer Zone, deren
Breiten ¢’ und g“ sind, gleich den Kreishogen des Sectors,
welcher die Zone darstellen soll, ferner ist die Oberfliche der Zone
gleich der Mantelfliche des abgestumpften Kegels, welcher an die
Stelle der Zone tritt.

[is ist daher:

2 R 7 (R Sin ¢* — RSin ¢*) — (R 2 Cos ¢*

Hieraus folgt die Linge 1 der Kegelkante:

I 2 R (Sin ¢'* — Sin @)

—

27z Cos ™) 1

Cos ¢ - Coz ¢!
oder wenn man fir (Sin ¢”— Sin¢’) und (Cos g’ -} Cos ) ihre be-
kannten goniometrischen Werthe setzt und reducirt:

i i
~ : S
1) 1==2 RTg ¢

Dieser Werth lisst sich auf folgende Weise sehr einfach con-
struiren (s. Fig. 39). Man beschreibe mit dem Radius OD — R einen
Kreis, trage an OD die Winkel ¢und @ an, und ziehe im Mittel-
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punkte C des Bogens ¢ — ¢’ eine Tangente an denselben, welche
die verlingerten Radien in A und B schneidet.
Da AOB ein gleichschenkliches Drei-
eck 1st, so ist
AB—2.AC=2.0C.Tg AOC oder

T e
AB=2R.Tg.L—1 =1

Die Tangente AB ist also der geo- A
metrische Werth von L.

Wir wollen nun die Radien 1 und r”
der dusseren Parallelkreise der Karte be-

rechnen.

Da in der Entwicklung die Bogen, welche die dusseren Parallel-
kreise darstellen, demselben Centriwinkel entsprechen, so verhalten
siec sich wie ihre Radien 1 und 1“. Diese Bogen sind aber gleich

den Umfineen der Parallelkreise und daher

2R Cosql:2RmwCosigp=1":1"
oder 2) Cosg':Cos g =1':1"
l'l]'l‘l ‘” .[.lr LI-US 'T” — 'I'” l,lUH lf-'

o

Da nun 1 —1“ =1 somit =11
I-l |_ T..r.'I ‘.‘li.\" ’F.IH__ . ].a.r{.':ug Fj‘.;.r

2

Hieraus folgt: _,  1Cosg”
Cosg'— Cosp™

oder wenn man fiir 1 aus Gleichung 1) den Werth und fir
Cos ¢ — Cos ¢ =2 Sin § (9" |- ¢') Sn 3 (¢ — ¢)
den Werth setzt und reduecirt:

I Cos ¢’

80 1st

R i e R o= .
J Sin L (g | g't) Cos & (i — ')

[n analoger Weise kann man in Gleichung 3) auch fiir 1
 — 1 seinen Werth setzen und erhilt alsdann den Werth:

R Cos ¢

i

)T “~m_£ [-f';'—l---r;"; L‘-n.»'..:'z- (" = ._rjr"j,

Die Werthe von r“ und 1* kinnen

auf folgende Weise construirt werden:
Man trage auf die Gerade AC (Fig. 40)
den Werth AB — 1 auf, errichte in den
Punkten A und B die Senkrechten AE
Cos ¢’ und BD = Cos ¢ und ziehe




die Gerade ED, welche die Gerade AB in € schneidet, es ist als-
dann AC =1 und BC =1

Die Construktion stiitzt sich auf Proportion 2. —

Um die Grisse des Centriwinkels « zu berechnen, welcher dem

Sector ACAY entspricht, bedenke man, dass die Linge des Bogens
AAY (Fig. 40) gleich sein soll der Linge des Parallelkreises auf der
Kugel, und daher

el AT : :
a5 — 2R e Cos ¢
360 . R Cos I
=

¥

Substituirt man fiir v seinen Werth und setzt man die Griosse

Sin 4 (@' -+ ¢") Cosd (¢ — ¢') =m

se ergibt sich «— 360m, ferner ist auch nach Gleh. 5 |
R Cog g

=i g
1}

T

6) rm—R Cos ¢’ |
Um nun den Radius r eines beliebigen Parallelkreises zu '
berechnen, dessen Breite ¢ ist, denke man sich die Differenz der
Radien, welehe den Breiten ¢ und ¢ entspricht, d. h. die Differenz
(r*—1r) in n unendlich kleine Theile getheilt.
Ist alsdann die Léinge des Meridianbogens
r'—r
_“'_ —u
so sind die Radien der aufeinanderfolgenden Parallelkreise, welche die
Breiten o' g1 e gps . . .. ¢n—1 (p besitzen

i

o

Y — o —2w ' —3w, ... V—@—Deo, ¥Y—no=—1
und da die Projektion eine dquivalente sein soll, d. h. die anfeinander-
folgenden schmalen Kugelzonen gleich den entsprechenden Kegelzonen

sein sollen, so besteht fir je zwei entsprechende Flichenelemente

die Gleichung: Oberfliche der Kugelzone = Linge des Pa-
rallelkreisumfanges > w oder |
2 R . Hiohe der Zone =2 R Cos o T
oder R(RSing1 — R Sing’) =R Cos ¢’ @
Nun ist nach Gleichung 6) R Cos¢'—1'm
somit ¥ (Sin gy — Sin @) =1'm o

analog erhiilt man auch fir die tibrigen Flichenelemente die Gleichungen :
R*(Bings — Sing) = (' — w)mw

R*(Sings — Singz) = (' —2w)m @
R2 (Sin ¢ — Singgn—1) = (¥ — (n—1) W) m o { i




Addirt man diese Gleichungen so ergibt sich auf der linken Seite

() 8 —R?(Sin g — Sin ¢'); ferner auf der rechten Seite:
S=4+0—a) @ —2w+... Fir'—m—1o)me
S=[nr — (0 20430+t ...40—1o)|me

B w=-m—1)w
S—Int—————"—(n—1jmo
s E 4 n o (n—1)
- nr’ — e (4B

Nun ist nw=1' —r somit

B (¥ — 1) (h—-i]'
S lopr————— --'-|311ru
1 i I |
s —rl— — | nmo
L S
3
: 1 ;
fiilr n=— oo ist aber — = 0 und

) (v —71) |

e l e l (¥ —r) m
; {r'?—r*)m

8) 8= L

-

Aus Gleichung 7) und 8) folgt:
2 R2 (Sing — Sin ¢) = (12 —r*) m

] 4 A i . ok YR e,
Aus dieser Gleichung ergibt sich 9) r* =1"* — —(Sing—>mg’)
Setzt man an die Stelle von rp, ¢, so ist an die Stelle von 1, 1
; 2 NEN TR TR L
zu setzen und man erhilt: 12 =1 - — (Sing" — Sing’)
R .. : :
g o il 5 ! 77 R <. v
hieraus folgt: =12 - — (Sing Sing’)

Substituirt man diesen Werth in Gleichung 9, so ergibt sich

34
= A

10} r2 =1r"* |- = .[hmr;,-“ — Sing)
Die Werthe von r kionnen fiir beliehige Werthe von ¢ nach
Gleichune 9) oder 10) herechnet werden.
Dehnt man eine Karte bis zu dem einen Pole aus, so ist fir
diesen ¢p = 90° und nach Gleichung 10) der Radius des Kreises, welcher

den Pol darstellt:

9 R2 :
r# —1"* — ~— (1 — Sing") oder
Ik
. o ARSI T
pli=x0d = 2

i
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Erstreckt sich dagegen eine Karte bis zum Aequator, so ist fiir
diesen ¢ =0 und man erhialt den Radius des Kreises, welcher den
Aequator darstellt nach der Gleichung:

E a I ZREGingt!
) ofd 3 |
Pé — 1"z 1 =

m

sind bei einer Karte die Parallelkreise, welche mm ihrer wahren
Linge entwickelt werden,. nicht mehr als 10 von einander entfernt,
und sind die Grenzkreise der Karte von diesen Parallelkreisen nichi
mehr als 5" entfernt, so erhilt man eine Karte deren lineare Dimen-
sionen mit demselben Massstabe abgegriffen werden konnen. In der
Mitte der Karte werden die Distanzen, welehe sich von Sid nach Nord
erstrecken etwas vergrossert, dagegen die Distanzen die von Ost nach
West gemessen werden, etwas verkleinert.  Jenseit der in der wahren
Grosse entwickelten Parallelkreise verhilt sich die Sache gerade um-
oekehrt:  Verkleinerung der Siid- und Norddimensionen, Vergrisserung
der Ost-Westdistanzen.

Diese Projektion wurde von H. C. Albers in Litneburg in Zachs
monatlicher Korrespondenz im Nov. 1805 veriffentlicht.

4. Lambert's dquivalente Kegelprojektion.

Eine andere Projektion bei welcher die aufeinanderfolgenden un-
endlich schmalen Kugelzonen gleich den unendlich schmalen concen-
trischen Ringfiichen eines Kreissectors sind, hat Joh. Heinrich
Lambert in seinen Beitrigen zum Gebrauche der Mathematik und
deren Anwendung (Berlin 1772) gegeben. Lambert hat gefunden, «
wenn man den Radius eines Parallelkreises in der Entwicklung der

idshs

Kegelfliche:
is - {] . .
Nixr=—2 Ky m hm(--i-::“— f) macht, obiger Bedingung

Geniige geleistet wird.
Erhebt man die Gleichung in's Quadrat, so ergibt sich:

r{—4R?m Sm?* ( 150 ’;)

e = { e = d f 7 = i Z
und da 2 Sin® (-1-;_1” 3 {) =2 (hm 450 Cos & — Cos 459 Sin r’r)
— 2.8in2450 ((:.u.w Y —Sin%)" oder da Sin450=1 ist

:_;Hmz(_[.j,u Z} _;_-(] —-2:~{i|1;' Cos ‘j)

(1 — bme)
so ist 2) 1*=2R*m (1 —Sing)
Fiir einen Parallelkreis von der Breite ¢ ist analog

—— B ———
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r;2—=2R2m (1 — Sm¢u)
md r2 — 1 2= 2R*m (Singn — Sing)

Multiplicirt man diese Gleichung mit :. S

¥ 137 T 3 R
9y IF 17T 9 Ry (RSing: — RSing).. Mittelst dieser
m m
(leichung ist die Aequivalenz dieser Projektion leicht nachzuweisen.
Thre linke Seite ist niamlich der Unterschied zweier Kreissectoren,
3600

welche den gemeinschaftlichen Centriwinkel e¢==—— haben.
m
[Wi“ hekannt ist die Obherfliche eines IKreissectors:
3 r2ore rior : ¢ 1
= unel da ".L—_“' y S0 1st ;r, s ]
360 m 360 ni

Auf der rechten Seite der Gleichung 3 hat man dagegen die

Oberfliche einer Kugelzone, deren dussere Parallelkreise die Breiten

g und ¢ hesitzen. Sind ¢ uwnd ¢
schmale Kugelzone gleich der Oberfliche

nur wenig von einander ver-

schieden, so ist die sehr

ihrer Projelktion, wesshalb der Aequivalenz Gentige geleistet wird.
Soll die Liinge irgend eines Parallelkreises von der Breite ¢

oleich der Linge semer Projektion sein, die mit dem Radius 11 be-

schrie g0 ist:
2T, Tt I
2R -'1'{'1}.”['1 = -.;:;1]1':' oder da ‘In"'-' = 151
) B, T
2R Cosgu ![
1
und 4) 2rze=m X 2 R 2 Cosgu d. h. der Umfang der Pro-

jektion des Parallelkreises ist alsdann m mal so. ovoss als der Paral-

lelkreis selbst.
Ferner ergibt sich aus Gleichung 4)
-y i I.
5) RCos ¢ - ...“‘I
Zur Bestimmung der Grisse m macht man die Annahme, dass fir
den genannten Parallelkres, als welchen man am natirlichsten den
mittleren Parallelkreis der Karte annimmt, die Breitengrade in dem
richtigen Verhiiltnisse zu den Lingengraden stehen. Sind ¢ und ¢
nur wenig von einander verschieden, und bezeichnet man mit (g —¢q)
den Arcus welcher ihrer Differenz entspricht, so ist der kleine Bogen
des Meridianes = R (gn — ¢) und seine P rojektion =11 — 1. Ist ferner
L oleich dem Are. eines sehr Kleinen Linge nunterschiedes, so st
RACos ¢ der sehr kleine Parallelkreishogen, und nach Gleichung 5)

ToAe ke e e ;
i geine Projektion. Hs findet somit die Proportion statt:

I

e e gt s

—etE o
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Ripr —g): R1Cos gr = (11 —1): o

und (11 —r1) RACosgn — :I’;' R (g — ¢)
ii) B e ___I'II

Pr— 4 IIIC;;I.—-_!;;
Setzt man nach Gleh. 1) fiir 1 und v thre Werthe so is

r—1 =2R V/nm |-:w'in 459 — )—Hm (i Ho — ’r')J

-2 R 4Ym .2 Cos l (‘!ﬂ” ity ) )Hm '],' (_a'_f_h)_ i

— el '1',-'].H Cos (lrJ 0 — )"\I]l i 1
und der linke Theil der Gleh. 6 i;illh-i.:
o ; , { Sin 24
] s -— I: Ilr-llu l._."i_]H ('E-'_'F” = i B ) - .
Gl oo 4 { (‘I: 'f)
: 4
Sind nun ¢ und ¢ sehr wenig von einander versehieden,
Al e =
71 ¢ 24 ¥ i 4
- ———"'und 2

4 4 = | (f],fJ ".lr)

somit 7)== — R/ Cos (450 — %)

ferner ist der rechte Theil der Glch. 6
; T ot 0

: _ 2R '1.-' m Sin (-'lnn — “)
Ty : T 2

m Cose;,  mSin (90° —¢,)

; T R
oder 8) :

* m Cos =Rt I T,
n Gos. gy 'llf:!I! {.:‘.]H ('i'::l” Nl ?2])

Setzt man in die Gleh. 6 die erhaltenen Werthe, so ergibt

",—'f.m Cos (-1:"1“ —- r{; ) —ie ..._____.1

V'm Cos ( 150 r"r;)
Hieraus folgt 9) m — —

Cos? (450 — 1)

Nach dieser Gleichung lisst sich der Werth von m, w

immer grosser als 1 ist, berechnen, und da der

2 Sin (l 59— j Cos (-1:’1" =

)

bl I-ﬂ

)

sich :

eleher
Werth
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2 R Sin (-—1-:’:” {] leicht construirt werden kann, er ist in Fig. 41 — AP,

so wird auch der Werth von r = 4/m.AP
leicht dureh Construction erhalten.

P

5. Projektion von Bonne. Dieselbe
wurde schon Seite 89 ausfiihrlich beschrieben,
und kann man sich daher darauf beschriinken
ihre Aequivalenz nachzuweisen. Lin sehr
sehmaler Streifen der Kugeloberfliche, welcher

zwischen den Parallelkreisen von den Breiten

¢1 und s liegt, ist gleich der Linge des Fig, 41.
Parallelkreises von der Breite ¢ = 22772 multiplicirt mit dem Ab-
stande R (g1 - ¢2) der beiden Parallelkreise. [¢n — ¢z sei gleich

dem Arc., welcher der Breitendifferenz entspricht.] Da nun beide
Lingen auf der Karte in ihrer wahren Grisse aufgetragen werden
und aufeinander senkrecht stehen, so wird ein solcher Streifen auf
der Karte ebenfalls in seiner wahren Grisse abgebildet. Dasselbe
oilt auch von jedem anderen analogen Flichenstreifen der Kugel,
und da man jede sphiirische Figur in der Richtung der Parallelkreise
in unendlich schmale Streifen zerlegen kann, deren Projektionen gleich
ihren Originalen sind, so wird ein jeder Theil der Kugelfliche auf
der Karte in der wahren Grisse abgebildet, wodurch die Aequivalenz
der Bonne'schen Projektion bewiesen ist.

6. Die dquivalente Projektion von Joh. Werner. Die-
selbe ist eine conventionelle Kegelprojektion, bei welcher die Spitze
des Kegels im Pole angenommen wird. Alle Parallelkreise werden
als concentrische Kreise gezeichnet, welche als gemeinsehaftlichen
Mittelpunkt die Spitze des Kegels besitzen. Der Radius eines Parallel-
kreises von der Breite ¢ wird gleich der Linge des Meridianbogens
opnommen, welcher zwischen dem Pol und dem Parallelkreise liegt.
Es ist daher:

K (: — q’:) — i )
wenn ¢ den Are. der Breite, und @ sein Complement bezeichnet.

Da die Parallelkreise in ihrer wahren Linge abgetragen werden,
so ist wieder jeder unendlich schmale Flichenstreifen der Kugel nach
der Richtung der Parallelkreise gleich seiner Projektion, wesshalb
diese Kegelprojektion ebenfalls dquivalent ist.




e

1280 —

Der Quadrant eines Parallelkreises dessen Breite ¢ ist, erscheint
als ein Bogen dessen Centriwinkel e auf folgende Weise erhalten wird :

s ist die Linge des Parallelkreisquadranten -
; ) E: -’h
] =900 2o0om .i
1800
terner die Liinge eines Bogens, welcher dem Centriwinkel « und dem
Radius r=R ' entspricht:
. TEE R oo
— 180 1809
Setzt man die Werthe von 1 einander oleich, so ist
“” (‘{_'JH r[ o= !fr o
=00y F — g0ty ,
: 1 i - e
In welche Gleichung win Bogenmass einzusetzen ist. Are.19=0.,0174533 |
In nachfolgender Tabelle sind die Werthe von e fiir verschiedene
Werthe von W zusammengestellt.
1 i : L1 it
| |
0 a0° 9 100 | 50o45
10 | 89 33 110 44 3 E,
20 |88 11 120 | 87 12 N
30 I 85 b7 130 3l 23 ]
40 | 82 53 140 | 28 40 i
50 |79 1 150 | 17 10 ‘
60 4 26 160 5 S
0 A T2 TR0 | 8.6
S0 | 63 27 12 R e
90 ‘ 57 18 |
|
Diese Projektion wurde von dem deutschen Geometer Johann
Werner (1468—1528) aus Niirenberg im Jahre 1514 versffentlicht.
Werner hat nebst dieser Projektionsart noch zwei andere analoge b
Projektionsmethoden angegeben, welche jedoch nicht dquivalent sind.
Die Werner'sehen Projektionen haben simmtlich die Ligenschatt, dass
die fiir die Projektion der ganzen Kugel erhaltenen Netze eine Herzform
besitzen.
'l-
.ﬂ.
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