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V1. Abschnitt.

Von den konformen oder ortho-
morphen Abbildungen.

Ist eme Projektion ihrem Originale in den kleinsten Theilen
dhnlich, so sagh man dieselbe sei eine konforme oder orthomorphe
Abbildung. Wie aus der ebenen Geometrie bekannt ist sind zwei
Figuren éhnlich, wenn sie gleiche Winkel haben und ihre entsprechen-
den Seiten in Proportion stehen. Dass ein beliebiges Kugeldreieck
und seine Projekfion diese Eigenschaft nicht besitzen kann. versteht
sich von selbst, denn die Kugel ist keine entwickelbare Fliche. da-
gegen kann man beliebig viele Arten von Projektionen erhalten, bei
welchen jedes unendlich kleine Kugeldreieck ABC seinem Bilde
abe dhnlich ist.  Ist fiir diesen Fall P ein Punkt im Inneren des
Dreieckes und p seine Projektion, so mifissen 1) die Winkel APB,
APC, BPC ihren entsprechenden Projektionen aph, ape, bhpe gleich
sein und 2) muss die Gleichung stattfinden:

ap bp ep :
—geop ="

Man nennt den Werth v, welcher das Verhiltniss zwischen dem
unendlich kleinen Bilde und seinem Originale darstellt, das lineare
Vergrosserungsverhiltniss der Projektion. Dasselbe ist fiir jeden
Punkt P der Kugeloberfliche ein anderes, wihrend es fiir ihnliche
Figuren ein constantes ist, und muss fiir jede Projektionsmethode he-
sonders bestimmt werden.

Wir wollen nun die wichtigsten konformen Projektionen betrachten:

l. Die stereographische Projektionsmethode. Wie frither
bewiesen wurde (siche Seite 14) schneiden sich bei jeder stercoera-
phischen Projektion zwei beliebige Kugelkreise unter demselben Winkel
wie ihre Originale auf der Kugel, und es lisst sich dieser Satz auch
fir zwei beliebige Curven aussprechen, welche auf der Kueel gezogen
)
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werden. Denn denkt man sich auf jeder Curve zwei Punkte ange-
nommen, welche threm Schnittpunkte sehr nahe liegen und sich links
und rechts von ihm befinden, so kann man dureh je drei dieser Punkte
pinen Kreis legen, wodurch die sich schneidenden Curvenelemente
durch Kreiselemente ersetzt werden und die Tangenten im Durch-
schnittspunkte beider Curven mit den Tangenten der Kugelkreise zun-
sammenfallen. Die Projektionen der letzteren schneiden sich aber
unter demselben Winkel wie ihre Originale, wesshalb sich auch die
Projektionen der. Curven unter demselben Winkel wie die Curven selbst
schneiden miissen. Jedes unendlich kleine sphirische Dreieck ABC
1, denn heide haben gleiche

ist daher mit seinem Bilde abe dhnlic
Winkel und da sich jede unendlich kleine sphirische Figur in sphi-
rische Dreiecke zerleoen lisst, welehe alle mit thren Bildern dhnlich
gind, so folgt daraus, dass diese Figur und ihr Bild ebenfalls dhnlich
sein miissen. Fine jede stercographische Projektion ist daher eine
conforme oder orthomorphe Abbildung.

Um das Vergrisserungsverhiltniss fiir die stereographisehe Pro-
jektionsmethode zu bestimmen, denke man sich durch die Augenaxe
0Q (Fig. 7 Seite 18) einen grossten Kreis QAO gelegt. Nimmt man
auf diesem Kreise zwei Punkte A und H an, welche sehr nahe bei
einander liegen, so hat man den Werth des Verhiltnisses zu be-
stimmen, das man erhdlt, wenn man die Projektion von AH d. h. die
Linie ah mit ihrem Originale AH dividirt,

Ist der Abstand des Punktes A vom Gegenpunkte des Auges
AQ = 4, ferner der Abstand HQ — 4, der Radius der Erde — R
und bezeichnen 4/ und 44 die Are. der betreffenden Winkelgrossen,

s0 18t AH—R (4 — )
; : A s i e
ferner die Projektion ah=Ma — Mh =R [{1;_1' = I-,;'-_f)
Chets Jtsir,j (4 _;J: )
Clos = Cop =2
2 2
i k]
s ———
l Al e 2
Ly o Ao, A=,
P 1 T e e
2 2 2

Sind nun 4 und 4/ sehr wenig von einander verschieden, so ist

A4 — 4

o e
G et = Con¥? o Swon |
S g i _I_”:_ - 0s 'E une 7[_’_' _'f] |
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somit die lineare Vergrosserung:

ah 1
| pa—— o —

) AH -
2 Cos?

2

i ) e z - 2 1
und die Flichenvererosserung v?2
4 Cost *

.)_

1

RER T

fur die Mitte der Karte ist 4 =0 und v- 2
fir die Grenze der Karte ist bei der Darstellung der Halbkugel

AR

2 Cos2 45

An den Grenzen der Karte ist alsdann das Vergrdsserunesver-

A=—909% nd: v—

hiiltniss doppelt so gross wie in der Mitte.

Da die stereographische Projektion in den kleinsten Theilen dihn-
lich ist, so ist das Vergriosserungsverhidltniss fiir alle Richtungen um
emen bestimmten Punkt A dasselbe, welches auch die Lage des
orjssten Kreises QAO ist, auf dem der Punkt A liegt.

Berechnet man fiir verschiedene Werthe von o/ die entsprechenden
Werthe von v nach Gleh. 1, so ergeben sich fiir v folgende Werthe:
A— 0 300 450 609 900
v=0/5000 05359 0,5858 0,6666 1

Man sieht daraus, dass das Vergrisserungsverhiltniss bis zu
einer Entfernung von 60° vom Gegenpunkte des Auges nahezu constant
bleibt und daher Karten bis zu dieser Ausdehnung mit keinen grossen
Fehlern behaftet sein werden.

2. Die Projektion von Mercator. Bei der Construktion einer
Karte nach Mercatorsprojektion (siche Seite 65) ging man von der
Voraussetzune aus, dass die Karte in den kleinsten Theilen #hnlich
sein solle. Obgleich es daher unnéthig ist noch einmal die Aehnlich-
keit nachzuweisen, so kann doch eine Verallgemeinerung des Beweises
der Aehnlichkeit insofern stattfinden, dass man auf der Kugel ein
unendlich kleines sphirisches Curvenstick pq (Fig. 28 Seite 72)
wihlt, weleches mit irgend einem Meridiane den Winkel qpr = ein-
schliesst, und nachweist, dass bei einer Karte nach Mercatorsprojektion
die Projektion p’q’ dieses Curvenstiickes mit der Projektion des ent-
sprechenden Meridianes denselben Winkel bildet. Ist dieser Beweis
fiir ein beliebiges Curvenstiick geleistet, so werden fiir einen be-
stimmten Punkt der Kugel alle sphirischen Curvenelemente, welche
durch diesen Punkt gehen, mit seinem Meridiane in Bild und Original
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ehenfalls dieselben Winkel einschliessen und daher die Curvenele-

mente unter sich in Bild und Original auch gleiche Winkel bilden
d. h. die Mercatorprojektion ist alsdann in den kleinsten Theilen
ihnlich.

In Fig. 28 8. 72 sei qrp ein unendlich kleines sphirisches Dreieck,
pr sei ein Meridianbogen, gr ein Parallelkreisbogen und pq ein unend-
lich Kleines Curvenelement, das man sich auch durch ein Kreis-
hogenelement ersetzt denken kann. Ist ferner = qpr=2C_ so er-
gibt sich

ri-l_]; : -2 \.l. 1-;
gL =
Qs qr=ced Cosg=R (1 —1) Cos ¢
und pr =R (g1 — ¢)
e oy
s (—g) OB ¢

In diesen (leichungen bezeichnet (I — 1) den Are. der Lingen-
differenz, (qu — ¢) denjenigen der Breitendifferenz der Punkte p

und (.

Ferner ist bei ciner Karte nach Mercatorsprojektion die Projektion
des Parallelkreishogens qr gleich der Linge des Aequatorbogens,
weleher der Lingendifferenz (i — 1) entspricht, also fir R =1

gr=I1 —1
Fiir die Projektion des Meridianbogens pr wurde dagegen S. 66
cefunden
. d g
P = dA = T oder da dgp—=q¢q1 — ¢
==Y .
pir! =";—— und daher
ChE q’Jr

mo. gq'x I, —1 i

P re—r_ FE 0S¢ ¥
il p’ r! 71— ¢ /

Bs ist also Tgl'=Tgl und &'=2C 4. h. die Projektion des
Curvenelementes schliesst in Wirklichkeit mit dem Meridiane denselben
Winkel ein, wie das Curvenelement selbst.

Um fiir die Merkatorprojektion das Vergrosserungsverhiltniss v
zu bestimmen, dividire man die Projektion eines Meridianelementes
mit seinem Originale. Bs ist aber fiir B =1 ein Meridianelement

pr—{g: — @)

J ¥ i

somit

wihrend seine Projektion p’r
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die lineare Vergrésserung v— ——— — .5, — 98GO
-. = p Lios o

und die Flichenvergriosserung
- 1
i e O Nec? g
3. Lambert’'s konforme Kegelprojelktion. Stellt man sich
die Aufoabe eine conforme Kegelprojektion zu konstruiren, bei welcher
die Parallelkreise durch concentrische Kreise dargestellt werden, die
Meridiane aber gerade Linien sind, welche vom Centrum der Parallel-
kreise ausgehen und unter sich Winkel bilden, die das n fache der
Winkel sind, welche die Meridiane auf der Kugel mit einander ein-
schliessen, so hat man zunichst eine Bedingungsgleichung abzuleiten,
8 die erfiillt sein muss, damit die Projektion conform ist. Dieselbe wirc

auf folgende Weise erhalten:

Bs seien ab und cd (Fig. 42) die Pro-

jektionen zweier Parallelkreishogen AB und g ,‘{
(D, weleche demselben Centriwinkel ent- ( '; 9
sprechen und deren Breiten ¢ und ¢ sich l;- ) i
sehr wenig von einander unterscheiden. Sind f.L & o
- alsdann 4 und % die Léngen der Punkte ¢ &
und a und ist A4 — 4 ebenfalls eine ver- 2 \
[ schwindend kleine Grisse, so muss als Be- Nob
dingung der Conformitat die Proportion statt- { //j
finden: :!Ai—;—“’”f’
1) ac _.‘L{.:
grde—1 GD
Fig. 42,

Setzt man den Are. von (900 — (p)=1,

den Are. von (900 — ¢i) =y ferner den Are. der Lingendifferenz
(A1 ——A4) so ist:
AC=R(uy — ) und CD=R (41 —4) Sin

Bezeichnen ferner 1; und r die Radien der Parallelkreise ab und
¢d so ist ac=r1r — r, und da der Centriwinkel e, welcher dem
Bogen ¢d entspricht, gleich dem n fachen Lingenunterschiede ist, also
Are. ¢ =1 (4 — 1), 50 muss

Gl —m |:l".1 — .f} r sein
und Gleichung 1) lautet;
fiy Gt

n(Ay — Az " (A — A Bina
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Hieraus folgt:

'_{:; Iy ——1 T
; _!'-l:_ |-'-j_—-- r_"l] T BSITL A
welche Gleichung erfiillt sein muss, damit obige Kegelprojektion con- -

form ist.
Dieser Bedingung wird nun Gentige geleistet, wenn man nach
Lambert den Radius irgend eines Parallelkreises
; T (A
;i) Ife=—1(} T [-l;J” ‘.*J oder
r —¢ Te" % (900 — r_,r-'_} oder

— macht, in welecher Gleichung ¢ irgend eine

Ja)r=cTe

Constante bezeichnet, die durch den Massstab der Karte bestimmt ist.

Um dies zu beweisen bilde man den Quotienten:
¢ Dot i’|"u- 1
ry S S
T Fi Ml
clg” 5 !I.g 2 '
rrrF r]l r['!“ L] ‘ r|1”‘ Yy rrw "'|
1k T S e T =
'l | - e —— ] } - - = I | s
| X 1 s {1 o Tl e 1 rl‘ 1
I'g = Pg 2 Tg : g o
e -l - y R'J‘

2
r_|“_ r_-": e 1
Tea : Ly 2 tg 2
Setzt man der Einfachheit wegen — o= "
g
: T, — T ; i
so ist 1 }-2—=(1-x)"
: /
T L nn—1) D= T3]
e e o e gl S
Dividirt man diese Gleichung mit vy — so ergibt sich: ‘
. T, —T X ¢ nm—31) n{n—1) (n—2)
AN ST e ol St T gL _ Rl
’l L'[:?_"!n—a,") 1y — ap {-\“ ! o & | S e A J
m . Ifl m.. 1L
o ¥ I s |g2 sin L (W —a)
s ist aber — s : — e
s Te ¥ (U — i) To ’h{i“" — ) Cos 1y (los i
g 5 (P I 1g 5 (U ),..-‘32 08 5
Sin & (Y — )
gl W o Yines i >
2 = »in ;- Uos -
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Ist nun (Y1 — ) eine unendlich kleine Grosse, so ist
Sin § (1, — )
s i —l imd AP =
1 (v, — ) 1
. X 1
SOMI1E = .
try— b i B8 1]
und Gleichung 4) lautet:
Fy . Mpea T 2] G nn— 1) nn—1)n—2) "
) (y;—v)  Sinw (._l I P T | )
fiir 4 — = einer unendlich kleinen Grosse ist aber auch
!I‘n‘ ¥ — r.[I|L|' b
=) 8 U : - i ;
e —— = eine unendlich kleine Grisse und die
IT"" Y
© 2

Summe der in obiger Gleichung mit x multiplicirten Glieder ver-
schwindet gegeniiber n, wie sich anf foleende Weise leicht beweisen

lisst: Es ist

nn—1) _ n(n—1)n—2) Al ( it s
TRT o e e i T | ﬁ\l)
e e e o Py = 1 611 |;]1_ ;:: ||[.l.|____ 1}“1 gy .

dieser Ausdruck ist kleiner als \{ = PR S

denn es ist x eine verschwindend kleine Grisse und wenn man an
seine Stelle die Einheit setzt, so muss dadurch ein grosserer Ausdruck
entstehen.  Sefzen wir zu obigem Ausdruck in der Klammer noch die

i3 i} 5 i
Glieder 1 |-1 hinzu, so 1ist

ol n n{n—1) nn—1) (m— 2} n(n=1)
'\(I'_.{_I = i I_'__T"-.’.:;—'I )> Bl
nin—1)n—2) _,
o mee
Die Klammer links enthilt die Summe der Coefficienten der Binomial-
n(n—1 1m—1) (n—2) _
(n ].___1._1| { }N |

T \ ralcahn SN o y £ 9 LI T I 2
reihe, welche==2" ist, somit 2" X>-———:1 | e

\

Da nun x eine verschwindend kleine Grisse ist, so ist auch 2"x
verschwindend Xklein und der rechte Theil obiger Relation eine an
“Null grenzende Grosse. Gleichung 5 lautet daher:

3 R S

r (1, —) Sin

Diese (fleichung ist identisch mit Gleichung 2, welche die Be-
dingung der Conformitit enthilt.

Um die Constante n zu bestimmen, stelle man die Forderung,
dass zwei beliebige Parallelkreise, welche die Poldistanzen i1 und e
hesitzen, in ihrer wahren Grisse projicirt werden. Sind alsdann
r, und 1+ die Radien ihrer Projektionen, ferner e der gemeinschaft-

=

=
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liche Centriwinkel ihrer Bilder und R der Radius der Erde, so miissen
die Gleichuncen hestehen:

J4
L'y 70 L » i
1 — 9] o 1 -
~— 2R bin
180 k
o+
Lo 70 (£ ‘s i
= - 2 R 7e Sinls
=¥

Durch Division dieser heiden Gleichunoen ergibt sich:
1'I T“I‘I |"J
Sin 4

oder wenn man nach Gleh. 3a fiir 1 und re ihre Werthe setzt:

= i 1 o
g i |
A SR DI Ay
oA e Sin by
In‘ = =
= 3 70

a5

i - b Lk - 1
n (log Tg 5-—log Tg 5+ ) = log Sin w1 — log Sin
= log Bin 1y — log Sin yy
SN e T
A A
e rl"" 1 2 I.'Jl_. fl\\r "’.
2 : 2

Das Veregrdsserungsverhiltniss v wird auof foleende Weise erhalten.

AT, s ehabe ) e e :
Hs ist V= == o (sieche Fig. 41)
oder da ed=n(4 —4A)r und CD =R (A — 4) Sin @ y
ohint Lk 1;[).,—.‘1} it nr -
S VR0, — D) Sy R Sin v [
oder wenn man fir r seinen Werth setzt:
R L T e R
Ty o= 5)
Die Flichenvergrisserung ist das Quadrat dieser Grisse.
Diese Projektionsmethode rithrt von dem dentschen Mathematiker
Joh. Heinrieh Lambert her, welcher sie in seinen Beitrigen zum
Gebrauche der Mathematik beschrieben hat (Berlin 1772).
Da sie nebst der Aehnlichkeit in den kleinsten Theilen als Haupt- i

vorziige noch die Leichtiokeit der Construkfion des Netzes, ferner dies
richtice Abbildune der Winkel (mit einzicer Ausnahme der Winkel
am Pole) und die Gleichheit der zwischen denselben Parallelkreisen
liegenden Meridianbogen hesitzt, so eignet sie sieh vorziiglich zur
Darstellung von Lindern von grosser Lingenerstreckung. Sie wurde
von der geographischen Gesellschaft in Petersburg zur Construktion

der im Mai 1862 publicirten Karte des europiischen Russlandes und
des Kaukasus (12 Blitter im Massstabe 1:1680000) welche sich von :
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360 bis 689 Breite erstreckt, angewandt, wobei jedoch der Abplattung
der Frde Rechnung getragen wurde.

Ueber andere conforme Abbildungen siehe die beriihmte Abhand-
lung von Gauss: ,Alleemeine Auflosung der Aufgabe: die Theile
einer gegebenen Fliche auf einer andern gegebenen Fliche so ab-
zubilden, dass die Abbildung dem Abgebildeten in den kleinsten
Theilen dhnlich wird,* welche 1822 den. Preis der Kopenhagener
Akademie erlangte und im dritten Hefte von Schumachers Astro-
nomischen Abhandlungen (Altona 1825) erschienen ist. Die allge-
meine Theorie {iber die konformen Abbildungen findet sich auch in
Gretschels Lehrbuch der Kartenprojektionen (Verlag von
Friedrich Voigt, Weimar 1873) Seite 199 Kap. V., ferner in J. J.
Littrow's Chorographie (Becks Universititsbuchhandlung, Wien
1833) Seite 176.
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