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Meridian mit dem Hauptmeridiane der Karte bildet, so trage man
diesen Winkel im Punkte p,’ an L‘p) an, p,7* ist dann eine Tan-
oente an den gesuchten Kreis, dessen Mittelpunkt h' erhalten wird,
wenn man p,/h' senkrecht auf p,r zieht und sie mit der Geraden g’h’
gum Schnitt brinet. Will man die Meridiane von 10° zu 10° oder
von 159 zu 15° zeichnen, so beschreibt man am einfachsten aus dem
Punkte p,’ mit beliebigem Halbmesser (m Fig. 16 wurde er gleich
pae’ angenommen) einen Kreis, errichtet in p,/ eine Senkrechte auf
p'e’ und theilt den Quadranten g0 vom Punkte 0 aus in 9 resp. in
6 gleiche Theile, verbindet die Theilpunkte mit dem Punkte p,’, welehe
Linien die Senkrechte g‘h’ in den gesuchten Mittelpunkten der
Meridiane schneiden. In Fie. 16 bildet der gezeichnete Meridian mit
dem Hauptmeridiane einen Winkel von 45°% Siammtliche Meridiane
besitzen zum Hauptmeridiane je zwei und zwei eine symetrische Lage,
wesshalb ihre Mittelpunkte gleichweit von g entfernt sind. Derjenige
Meridian, dessen Ebene auf dem Hauptmeridiane senkrecht steht,
schneidet die Bildebene in der Geraden EF durch deren Endpunkte
das Bild dieses Meridianes hindurchgehen muss, der Mittelpunkt dieses

Kreises liegt in o

Ableitung der Fundamentalformeln fir die stereographische
Horizontalprojection.

Da bei der construktiven Ausfithrung eines Kartennetzes immer
unvermeidliche Construktionsfehler gemacht werden, so ist es zweck-
miissio auch fiir diesen Fall die Fundamentalformeln abzuleiten, nach
welehen sowohl die Parallelkreise als auch die Meridiane unmittelbar
herechnet amd alsdann gezeichnet werden konnen.

Fundamentalformeln fiir die Parvallelkreise. Far diese
bleiben die Formeln I, II, TIT (Seite 17) vollstindig unverdindert und
ist in denselben & =P “Q“ (Fig 15) d. h. gleich der Poldistanz des
Ortes () zu setzen, welcher den Mittelpunkt der Karte einnimmt
withrend o die Poldistanz der Parallelkreise ist. Da o =90°—q.
wenn ¢ dieBreite der Parallelkreise bezeichnet, so komnen die Formeln
auch noch folgendermassen geschriehen werden:

(XVII) e/=RTgl (0} 90°—¢) e=RTgi(d | ¢ — 90?)
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(X L) i k. Cos ¢ ]:.(,‘IH-‘FJr
t\\l\' I = = _‘\1 |-'1,”|.-- q o = _--'I,I-—E"U" i:!Ll.--{‘f | Sin g
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Will man in eine Weltkarte den Polarkreis und den einen Wendekreis
einzeichnen, so setze man in den Formeln (XVII) (XVIII) (XIX)
0 = 23°2720" und ¢ = 66°32'40”, wodurch man die entsprechenden 1

Werthe von ¢’ e d r erhilt

Fiir die stidlichen Parallelkreise, welche grissere Radien als der
Aequator besitzen, ist es zweckmissig ausser dem Punkte ¢ (Fig. 17);
welchen man durch Berechnung der Distanz Me erhilt, noch die
Schnittpunkte g und h des Parallelkreises mit dem Grenzkreise der
Karte zu bestimmen. Diess geschicht am einfachsten durch Berech-
nung der Coordinaten MF und Fh—=—TFg der Punkte h und g oder
durch Bestimmung des Winkelwerthes LMh—=«. Aus dem hei E
rechtwinkligen Dreieck FEM folgt:

) MIZ ME
! ‘ll e . —_— e
M > Cos (909 — Sind ?

Ortes () bedeutet, oder da ME = RSin¢g

wenn ¢ die Poldistanz des |

e Roing | o . .
(XX) z =220 ((p = der siidl. Breite des Parallelkreises).
: L Sing
Zur Berechnung von y wendet man die Mittelpunktsgleichung des
Kreises AP, BP, an. Es ist
e T
y="1/Rt —x2 =1 /5y RSinig
. R —Sae
‘V Sin2d
T R 4/@niy G
X3 r— 1/ 8Bin?2d — Sin%¢g
\ \]) 3 f?'!in:'}‘k p
Endlich ergibt sich der Winkel LMh = ¢ durch die Gleichung
rI.EI' W " — Jﬁ'ihs o= Hj“.:r‘;
B v Sin® ¢

(XXII) To o — V( f*hu")'ﬂ B
Sinp.

Fundamentalformeln fiir die Meridiane. Zunichst er-
geben sich die Entfernungen M“p,“ M“p der Pole vom Mittelpunkte
der Karte direkt aus Fig. 15 (Seite 41). Es ist P,“Q“ =0 = der Pol-
distanz des Ortes (), und daher:
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Die Distanz der Pole pn“ps“ =R (Iﬂ’ -} Cotg )

R (‘:m- g - Cos? 7)
2.

(XX1II)

Pa P 7 5 5 5
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pe P e lso die Entfernung des Fuss-

punktes g’ der Senkrechten, (Fig. 16) auf welcher die Mittelpunkte
der Meridiane liegen, vom Pole p,:

Ty R : _ ; ,
p.'g =" E_:Shﬁ)‘ und die Entfernung dieser Geraden

vom Mittelpunkte der Karte:
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(XXIV) M’ g' = 5 = RCotgo

Um die Entfernung ¢’h’ des Mittelpunktes irgend eines Meridianes,
welcher mit dem Hauptmeridiane den Winkel 4 einschliesst, vom Fuss-
punkte g’ der Senkrechten g’h’, sowie den Radius h'p,’= r des Meri-
dianes zu berechnen, befrachte man das rechtwinklige Dreieck h'g’p,
in welchem =y o/p,/h'=909— 4 ist.  Es ist

o'W = p,/g’. Tg (900 —4)

AL l'[nu,r‘
{ Y ).l' a —
\\:\“r } 5 h '\ "\nu"l
P S funey : ; Pu' §
Ferner ergibt sich h'p.—r — Uoh.\sm'—u._.
34

(XXVI) r=

" Sind Sing

Die Distanz ¢'h’ ist vom Punkte g’ aus nach oben und unten aufzu-
tragen und kinnen mit demselben Halbmesser gleichzeitig zwei Meri-
diane beschrieben werden. Aus Fig. 16 lisst sich ferner der Wmkel




— e

|
[;

g berechnen, welchen die zur Bestimmung des Mittelpunktes b’
dienende Gerade h'M’ mit dem Hauptmeridiane bildet. Es ist
Cotg == ~orgr

(XXVII) Cotgp = Cosd Tgi
Man kann den Werth von r auch mittelst der Fundamentalformel
[la (Seite 17) erhalten, wenn man in diese die entsprechenden

Werthe von d und ¢ ein-
setzt. In Fig. 18 ist P,CP,
ein beliebiger Meridian, wel-
chermit dem Hauptmeridiane
den Winkel A bildet. AB der
Aequator und R der Pol des
Meridianes, fiir welchen QR
— A die Entfernung vom
Gegenpunkte () des Auges
ist. Diess ist aber der fiir
0 in Gleichung IlTa zu sub-
stituirende Werth. FEs er-
gibt sich aus dem bei A
rechtwinkligen sphérischen
Dreieck AQR, dessen Ka-
theten AQ=¢=900—g
und AR = AC -} CR ==
A -}-90° gegeben sind.
(AR kann auch =21 — 90¢ sein.) Es ist

Cos A = Cos (900 — d) Cos {iEJUU [ - ],.j

Cos A = —RSindSin4d Im vorliegenden Falle ist A
ein stumpfer Winkel, also allgemein:

(XXVIII) Cos A = Sind Sind

Substituirt man diesen Werth in Gleichune I1Ia und beachtet man
gleichzeitig, dass fiir jeden Meridian der Bogenhalbmesser ¢ = 900 ist,

R Sin 90°

Sos it oreh s N S e, ]
! Il t sich - Sind Sin 4 | Cos 909 Sin ¢ Sin A

(wie ohen.)

Aus demselben Dreieck AQR (Fig. 18) kann man auch die
(leichung XXVII erhalten, durch welche sich der Winkel g ergibt,
dessen Maass das Supplement des Bogens LT des Grenzkreises der
Karte ist: die horizontale Projeltion LT* dieses Supplementes (Fig. 16)
hestimmé die Richtung der Geraden M. Aus Fig. 18 folgt:
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erwahnen,
Mittelpunktdes Meridianes ausser-
des Blattes fiallt und der
drei Punkte zu
Da die Ebene
eines Meridianes durch die Frd-
_ schneidet sie  die
Bildebene in einer Geraden J/ K,
weleche  durech  das
Karte geht und
den Grenzkreis der Karte in den
Punkten J* und K* trifft. Mittelst
den Punkten J'p, K’ kann der
Meridian gezeichnet werden und
man hat daher nur den Winkel
[/ MY J—= zu berechnen, welehen
die Gerade J*K’ mit dem Haupt-
meridiane bildet.
L* rechtwinkligen sphiirischen Dreieck
P/t = 9000 und- 3 EMP 4T =Nict folof
Tg I#d¢ = bin P 14 Tel vder: daBeLitJ¥ — 1/ -
Tg e = Sin (900 | ¢) Te A

hestimmen

41

Tg AR = Sing . Tgp’
I‘LJ- (900 | - 4) = Cosd rl‘g'l."f"

Cotg A
M — A el
gl = Gos 3
e 1
Cotg@ —  Tg/Cosd
('ul’;‘ _."J" == rl‘_’\). Cosd oder da I's’ E
Cotgp = — Cotgp’ = Tgk Coso

m
RTg A4

noch den Fall
welchem der

Auns dem hei

= 1800

i l;”

(wie oben). -

Endlich ergibt sich nach Gleichung ITa (Seite 17) die Entfernung
d des Centrums des Meridianes vom Mittelpunkte der Karte.
(XXIX) d =

Nach Gleichung XXVIII be-
rechnet man die Winkelgrisse A
und substituirt ithren Werth in
Gleichung (XXIX) wodurch d er-
halten wird. —

Es 1st

PAL#JY (Fig. 15), in welechem

- ¢ ist
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(XXX) Te e — Cos o Tgh
Die Abscisse Mt und Ordinate fJ des Punktes J° ergeben sich
nach den Gleichungen (XXXI) M‘f = x == RCose und f'J* =y

- L :
— R Sinc.
Wir werden spiter ein Verfahren kennen lernen, beliebige andere
Punkte des Meridianes J/p,/K‘ als Durchschnittspunkte mit einem
sum Grenzkreise der Karte concentrischen Kreise zu bestimmen, so
dass der Meridian mit dem Peripheriezirkel auch dann gezogen werden
kann, wenn der Durchmesser der Karte sehr gross ist.
Die Gerade JK (Fig. 16) kann gestiitzt auf Formel (XXX) auch
auf folgende Weise construirt werden: Es sei Fig. 19 in Bezug auf
die Projektion identisch mit Fig. 16, LN der Hauptmeridian, P,P
E ¢
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eing Gerade, welehe mit LM den Winkel 900 — ¢ bildet. In einem
heliebigen Punkte C der Geraden LM errichte man die Senkrechte CB
und ziehe CD senkrecht auf P,P,, trage die Distanz CD mach CI,
und an die Gerade CE im Punkte E den Winkel 4, welcher gleich
der Linge des Meridianes ist. EB und CB schneiden sich in B,
welchen Punkt man mit dem Mittelpunkte M der Karte verbindet,
wodurch die gesuchte Gerade JK erhalten wird, denn es 1st:

CB__ ECTgi  CDTgh

Torg —-—— — - A e

a ¢ = on oM oM
Te e = Sin (90° —d) Tg 4
Tga— Cosd Ted (wie oben.)

Um das Bild ireend eines Kugelkreises zu erhalten, von welchem
d 7 9 wnd o (Fig. 7), gegeben ist, wendet man unmittelbar die




Formeln 'V, VI, VII (Seite 19) an, mit welchen die Werthe von « und
herechnet werden. Dadurch ergibt sich die Richtung der Geraden
MG (Fig. 7), auf welcher der Mittelpunkt m des gesuchten Kreises

b

P liegt. Man berechnet nun die Werthe von e, d und r nach den
Gleichungen I, II, III, (Seite 17) und kann alsdaan den Kreis
consfruiren,
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Hierher gehoren auch die Losungen folgender 3 Aufgaben:
1. Aufgabe. Gegeben sind die sphirischen Coordinaten eines

Y

Punktes A (Fig. 7), der Kugel, als welche wir EF — » und

'
AF = e annchmen wollen, |y = dem Winkel, welchen der Meridian
des Punktes A mit dem Hauptmeridiane einschliesst, ¢ =— der geog.

Breite des Ortes A] man soll die stereographische Projektion a des
Punktes A bestimmen.
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Aufléosune.  Zunichst ergibt sich P, A = 4 = 90 — « unil
man erhilt mittelst den Gleichungen V, VI, VII (Seite 19) die Werthe
von @ und & Durch den Winkel ¢ ist die Richtung MG der Geraden
bestimmt, auf welcher die Projektion a des Punktes liegt. Mittelst
des Sinussatzes wird nun die Entfernung o/ des Punktes A vom
Gegenpunkte Q des Auges berechnet, es ist:

i e Sin O Siny

(A) Bin A = ——F
ferner ergibt sich die Entfernung Ma des Punktes a vom Centrum
der Karte durch die Gleichung:

(B) Ma = MO.TgMOa = RTg

2. Aufgabe. Die sphirischen Coordinaten zweier beliebiger
Punkte C und L (Fig.37)
eines grissten Kugel-
kreises seien F__J't"_*_"ﬂn']l.
man soll die Entfernung
A des Poles A dieses
ordssten  Kreises  vom
(regenpunkte) desAuges
und den Radius r seiner
stereographischen I’ro-
jelition berechnen.
Auflisung. Die
Distanz A Q = ./ wird
auf foleende Weise ge-
funden: Aus dem Drei-
eck CP. L, von wel-
chem 2 Seiten CP, =
9¢ o @. und LP, =
Fig, o, 909 — ¢, und der von

ihnen  eingeschlossene
Winkel CP, L gegeben
ist, erhilt man mittelst den Nepersehen Analogien die Winkel ¢ und .

r ; : Cos L (PnL Pn () Chn L
e L (a )= e - oty . -
() [ g2 | } Cos g (PnL + PnQ) ( o 2
' To L (a ; Sing (Pnl — PaC) (0 CPul
g | =) — oot e LOU0
> A ) Sin g | Pn L ] Pn ) L 2

Durch diese sind auch die Winkel 8 und £ bekannt.
D)yg = 90 — g; ff = o — 90

e

e
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und man kann aus A AP, L oder aus A AP, C, in welchen zwei
Seiten und der von ihnen eingeschlossene Winkel gegeben sind, die
Seite AP, berechnen. Durch Anwendung des Cosinussatzes auf diese
beiden Dreiecke, in welehen AL = AC = 90Y ist, ergeben sich die
Gleichungen:

(1)

j Cos A P, = Sin LP, Cosj8
\ (los AP, = Sin CP, Cos @’
ferner ist:

). : . Sin &

l Sin AP,C = Siny = g—5—

In A AQP, sind nun awei Seiten AP,, QP, = ¢ und der von
ihnen eingeschlossene Winkel

@ (€= 1800 — Oy ppoder |
g = 180% — (A, -} 7’) bekannt, und kann AQ = A
nach der Gleichung:
(H) Cos 4 = Cos AP, Cosd -} Sin AP, Sind Cos e
erhalten werden.

Da der Bogenhalbmesser eines grossten Kreises der Kugel = 900
ist, so wird der Radius seiner stercographischen Projektion nach der
Gleichung:

1 = C.;,.i{'j' herechnet, in welche Gleichung ITla tibergeht.

3. Aufeabe. Die sphirischen Coordinaten der Eckpunkte emes
Kugeldreieckes sind gegeben, man soll die Oberfliche seiner stereo-
oraphischen Projektion berechnen.

Auflésung. Nach Aufgabe 1 werden zuerst die stereographi-
schen Projektionen der Eckpunkte des Dreieckes bestimmt und ihre
(‘oordinaten in Bezug auf ein durch den Mittelpunkt der Karte gehendes
rechtwinklices Axensystem ermittelt (die Ordinatenaxe lasst man
mit dem Hauptmeridiane zusammenfallen). Mit den lefzteren kionnen
die Sehnenlingen der stereographischen Projektionen der Kreishogen,
sowie die Oberfliche des Sehnendreieckes berechnet werden. Ferner
eroeben sich nach Aufgahe 2 die Radien der stereographischen
Kreishogen, durch diese und die Sehnenlingen sind auch die Centri-
winkel der 3 Kreissectoren bestimmt, deren Oberfliche nun berechnet
werden kann. Zieht man von den Sectoren die drei Mittelpunkts-
dreiecke ab, so ergeben sich die Oberflichen der Kreisabschnitte, die
zu dem Sehnendreieck zu adiren sind. Es wird dadurch die Gesammt-
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oberfliiche der stereographischen Projektion des sphirischen Dreieckes
erhalten. —
Fiir das sphiirische Dreieck Lissabon-Constantinopel-Petershure
wurden folgende Dreiecksseiten gefunden:
|,-{' S ]r: -_';5],.. “‘-.r .";'.'3”. L‘E}_ - (- ;;2;] :3:1.' H”. (']j : ] aet 1-,u “"‘J ] H”
Nach den Gleichungen C bis J der vorigen Aufgabe ergeben sich
die Radien ihrer stereographischen Projektionen wie folet:
r, = 3,157167 — 5318,33 g. Meilen; v, = 2,358500 = 3972,96 g. M.
ry — 11,98233 — 20184,57 . M.
Ferner erhilt man folgende den Sehnen le, Ip, cp entsprechende
Centriwinkel :
po =— 40 430 T2 gr==Tl0 () 24 9, —"00 47" 4"
Die H erfliche des Sehnendreiec Iu"- ist:

P — V e ) ( ) ( ) — 60485,8800 M.

die Oberflichen eim 3 Kreisabschnitte sind: A, = 1352,30
K= 241540
A,= 639,00
Also der Inhalt der stereogr. Projektion i .
des sphirischen Dreieckes O — 6489288
Nach der Formel von L'Huillier ergibt sich der sphirische
Excess & des Kugeldreieckes:

- b e e . .
TIL'." = “’/ To i"["g‘* .]3 ('_:—ll) Ta . (E‘ = :-)Tu- _1 (:' == ])
: T baman L S5 e b 2

dieser ist S = p -} ¢ }- 1 = der Summe der Seiten des sphii-
rischen l]l‘l’il't‘-]\'i“i Man erhilt
= 40 b4’ H6” — 17696” und somit die Oberfliche des sphiiri-
schen Drvu-viws
Riws  859,437%. 3,14159 . 17696
— S R 2 T == Raagl 2 op =
= Teo — T — 63369,13 geogr. Q.-Meilen.

Die stereographische Projektion ist daher um 1523,75 (.-Meilen
oder um 24 %, orosser als die Oberfliche des sphiirischen Dreieckes.
(Fiir den ganzen Kugelabschnitt betrigt die Flichendifferenz 2 %%).*)

Vor Kurzem wurden vom Verfasser dieses Buches vier trans-
parente Sternkarten von einem Meter Durchmesser verdffentlicht.
die unter dem Titel ,Ansichten des Sternhimmels® erschienen
sind, bei welchen die stereographische Horizontalprojektion zur An-

") Der Radius der stereog. Projektion desjenigen Kugelkreises, welcher den
Kugelabschnitt begrenzt auf dem sich Europa befindet und der daher Grenzkreis
der Karte ist, wurde gleich der Linge des Bogenhalbmessers dieser Kreises
ANgenommen,
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Die Karten stellen die Frihlings-, Sommer-,
wie sie von einem Bewohner

wendung kam.
Herbhst- und Wintergestirne dar,
des mittleren Europa geschen werden. Bei ihrer Construction wurde
als Bildebene der Horizont eines Bewohners {8, Parallelkreises
angenommen und um die Sterne genau eintragen zu konnen die
Parallelkreise und Meridiane von Grad zu Grad Fir die
nordlichen Parallelkreise wurden nach den Gleichungen I, Ila,
[MTa, die Werthe von e d und r berechnet, fiir die siidlichen
Parallelkreise nach den Gleichungen (XX) und (XXII) die Werthe
x und @, fiir die Meridiane nach Gleichung (XXIV) die Distanz

des

gEZO0ETL.

; 0 " {y.0s
M‘g’; fiir die Meridiane, bei welchen 4 :*2.&:““ ist mach den Glei-

chungen (XXX) und (XXXI) die Werthe von e und X und endlich
fiir die Meridiane, bei welchen 4 > 509 ist nach den Gleichungen
(XXV) und (XXVI) die Werthe von g'h' = y und r.

Da das auf solche Weise erhaltene Kartennetz auch zur Construktion
einer Karte des mittleren Europa verwendet werden kann, so seien
die zu seiner Construktion dienenden Zahlenwerthe in nachfolgender
Tabelle angegeben.

Fir R = 0,5 (Radius der Kugel) und d = 42° ergaben sich
folgende Werthe:

Tabelle zur Construktion einer Karte des mittleren Europa nach der
stereog. Herizontalprojektion.
Parallelkreise.

-

| == | 2|3 3 | Lw | =8 |2

| mi=V | @+ ‘ A |4 l bl W s £+
| H oS | HMes bl Fln ] el ' [ T = s M=
- ‘ IS | o B S 15

L ) [, ] il

! | e :
00f 0,1919, 0,1919 [ 0,0000 ‘; 60| —0,0792 | 0,2691 | 0,3483
3 0,1673| 0,1922 | 0,0250 | 65 |—0,1017| 0,2870 | 0,3887
10 [ 0,1484| 0,1933 | 0,0502 | 70 |—0,1247| 0,3083 | 0,4330
15 | 0,1200 0,1953 | 0,0755 | 75 |—0,1481| 0,3839 | 04820
20 | 0,0072/ 0,1988 | 0,1016 | 80 {—0,1722| 0,3649 | 0,5371
25 | 0,0747| 02028 | 01281 | 85 | —0,1969| 04030 | 05999
30 | 0,0526| 02079 | 0,1554 | 90 | —0,2226| 04502 | 0,6728
35 | 0,0306| 02142 | 0,1836 | 95 |—0,2493| 0,5100 | 0.7593
40 | 0,0087| 0,2217 | 02130 | 100 |—0,2771| 0,5875 | 0.8646
45 [ —0,0131| 0,2307 | 0,2438 [105 |—0,3064 | 06908 | 0.9972
50 |—0,0850| 0,2414 | 02764 (110 [—0,3372| 0,8341 | 1,1713

55 | —0,0670| 02541 | 0,3111 | ; :
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