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Cinleituna.

Sn der Planimetvie wird gelehrt: Wenn bdie Winfel 3weier
Dreiece paarweife gleid) find, fo find bie Dreiecte dhulid). Dann
haben bie Seiten ded einen Dreiected unter etnanber genaun diefelben
Berhiltnife, wie die entjpredjenden (homologen) Seiten des weiten
Dretedes.

Wenn 3. B. von den Deiden Dreieen MNP und ABC
befannt ift,

oaf << M = <L A
<L W — <= E ot
fo mup audy:

<L P — @ A

und dbad Verhiltnis
m a
i b M 2 =
N b mm
ll (& N
I Eaet oig. L.
m 2 fein.®)

Die Liangenverhialtniffe zwijdhen den bdrei Seiten ecines
Dreieced find Ddemnad) lebigli) durd) die Brofe ber Dreieds-
winfel beftimmt.

€8 fteht daher aufer Bweifel, daf, wenn von einem Dreiece
oie drei Wintel gegeben find, bie Seiten bdiefed Dreiected zu einander
in ganz beftimmten, von der Grife der gegebenen Winfel abhin-
gigen LVerhdltniffen jtehen miifien.

*) Wic folgen Hier der iiblicgen BVezeidhmung, nad) welder die Seiten, welde
ben Winfeln A, B, C, M .... gegeniiberliegen, mit a, b, ¢, m .... begeichnet werden.

Hans Hartl, Lehrbud) ber ebenen Trigonometvie, A. 1




So werben 3. B. in jedem Dreiecfe, in tweldhem bdie drei
Winfel H0° 60° und T0° Detragen, die Seitenverhiltniffe gang
Deftimmte Werte Dbejiben, bdie wir (wenigjtend anndhernd) finden
fonnen, wenn wiv ein eingiged joldhed Dreied mit miglichiter Genanig-
feit fonjtruieren, jeine Seiten abmeffen und bdie
burd) bdie verjdiebenmen Verhiltnijje angezeigten
Divifionen verridhten.

Eine devartige Konjtruftion und Abmefjung
hat an einem Dreiecte, dad in Fig. 2 in & feiner
wirfliden Grofe verzeichnet ift und in weldem

Npt A = 70 AR e ol b SR
ift, folgende Abmeffungen:
a=— 25 cm, b= 2504 cme, ¢ = 2038 em
und demaemdp die Seitenverhiltnifje:
¢ Rty b _ ) a = )
e ('8845H e 09216 R 1°2267 evgeben.

an Berbindbung mit dem obigen fann man dafer behaupten:

Jn jedem Dretece, in weldhem die Wintel H0°, 60 °, 70 °betvagen,
Heinjte Seite
nittlere Seite
mittlere Seite
grifte Seite
_grifte Seite

S — 19267,
tleinjte Seite ’

ijt dad Verhaltnid: -= ('8845

= (9216

Wir wollen an einent Beifpiele zeigen, wie wiv dieje gewonnenen Vechdltnig-
werte amwenden fonnten.

Eine in ebenem Gelande mit Winfelmehinjtvumenten
undb MieBlatte vovgenomnene Weefjung bhat ergeben, dafs bdie
von Dden Punften A und B nad) dem unzugdnglichen Bunfte C

. geridhteten Wifterlinfen mit der ,Standlinie” AB bdie
2p Winfel: <L A=050° <t B=260° -einidlicken, und daf
Fig. 3. AB—m—1950m - ijt

Man beftimme die Entfernungen BC=x und AC=y.
Nad) den Angaben it x <<y <<m, baber nad) dem Vorhergehenden:
Y= 0°9216....y = 0°9216 .m = 1152 m
m
m

o PR e =) 12267 = T 0 .m

TiL
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Un biejem Beifpiele erfehen wir, daf ed miglich ift, ausd einer
Dreiecsjeite die iibrigen Seiten mit Hilfe der Winfel zu bevechnen,
wenn man die diefen Winfeln entjprecdenden Seitenverhiltnifje fennt.
Diefe Seitenverhiltniffe mun find aud gewiffen Tabellen, die wir
jpdater fenmen lernmen werden, i entneBhumen.

Aufgabe der ebenen Trigonometrieift es, mit Hilfe
joldher Tabellen — (ihres unentbehrliden Hilfsmit-
tel8 — im allgemeinen folgende Aufgabe 3zu [bfen:
Aud bdrei beftimmenden Stitden eined Dreiecded jind
bie iibrigen Stiicke dedjelben durd) Redhnung zu er-
mitteln.®)

Wollte man fiix die verjhiedenen Winfelfombinationen Ddes
(hiefrointligen Dreiected eine Tafel der entjprecdhenden Seitenverhilt-
niffe aufitellen (etwa in der Art, wie wir died oben fitx die beftimmte
Sombination: 50°, 60° 70° getan fHaben), jo wiirbe bdiefe Tafel
eine u grofe Audbehuung gewinnen. €3 ift deshalb von grofem
Borteile, sundachjt blof dasd redhtwintlige Dreied in Betvadt
su ziehen, in weldhem bder vechte Winfel den feften Wert von 90 °
befipt und bemnach nur nod) einem Winkel ecine felbftdndige
Levinderlidfeit jufommt. Dagu tritt nod) die Erwigung, daf
man jeved jdiefwintlige Dreied durcdh Fiallen einer Hiohe in Fwei
rechtwintlige Dreiecte zerlegen und dadurd) die Uuflofung ded {hief-
winfligen Dreteces auf die Vevedhnung des rvechtwintligen Dreiectes
suciidfithren fann.

Das rvedhtwinklige Dreieck.

§ 1. Berzeidynet man beliebig viele rechtwintlige Dreiece, welche
aufer bem rechten Wintel nod) einen Spipwintel gleich Haben, fo
find alle bdiefe Dreiecte eimander dhnlich. Dagd Verhiltniz zweier
Seiten ded einen Dreieds ift dann genau gleid) dem BVerhiltnifie der
beidben Dhomologen (gleichliegenden) Geiten in jedem bder anberen
Dreiece.

*) Die Beredhnung der unbefonnten Stiide begeichnet man fivzer ald ,Anj-
[6jung” bed Dreiedes,
1*




Wenn beifpieldweife in den nebenftehenben rechtwintligen Drei-
efen ABC und MNP

/ <L M = <t A = 32°ijt,
“ jo muf AMNP~AABC,

ii_f_ ¢ folglich dbag Verhiltnis
N m_ a D b
ﬂ‘m i ¢ p c
M P m a n b
fe — T - = 57
Fig. 4. n b m a jemn.

Verzeichnen wiv die beiden Dreiece bev Fig. 4 tn hundertfacher
Gripe, jo ergibt eine genaue Abmefjung der Seiten:

a ="13"25 dm, b= 21"2'dm, e =—"2D dm;
m=— 8'48 dm, h = 13:6Tdm; p = 16 am.
&3 1jt aljo
a
== 1395 25 — ()*H3() I, .
p (e cratidealy S
¢ demmnach) — = — ():530
m S R SEare el e p
—. = 8§"48:16 — (0:b30 I
eheads - _ b n <
Ebenfo wiirden wiv erhalten: ¢ p = (-848
: m 2
e 0625
) n
b n
—=—=1"600
a m

Daraud entnehmen wit:
Su jedbem rvedhtwinfligen Dretede, in weldem ein Spipwintel
3290 betragt, ift dad Verhilinid:
Gegeniiberfiegende Kathete . . x4
Hypotenufe
o i‘]ﬁnﬁegenbe_.@l}ﬂ}cte - 0-848
Hypotenuje
_@egeniiberliegende Kathete . 4. p0x |
Unliegende Kathete % i
_ Unliegende Kathete . {.40
Gegeniiberliegende Kathete
*) Die Begeidhnungen ,anliegend” und ,gegeniiberliegend” beziehen fich auf
bie Qage der betrefjenden Kathete gegen ben Winfel 32°
Das Beidjen - bebentet: ,anndhernd gleidhy”.

£
i
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Die Berwendbarfeit diefer Verhdaltnidmwerte, die wir ung vorliufig wie oben
purdy Abmeffung und Ausfithrung der Divifionen evmittelt denten fdnnen (fiehe An-
hang 1), leuchtet fofort ein, Wenn ein vedhtivintliges Dreied borliegt, in weldem ein
Winfel (3. B. A = I2°) und auferdem eine Seite (3. B. Hypotenuje ¢ = 26°5 m)
befanut find, jo Iaffen fich bie Deiden Ratheten (a und b) nad) BVorftehendem in
folgenber Wetle ermitteln:

:‘ — 0°530, baber a = 0°530xc = 14°05 m
f — 0-848, b — 0-848x¢c — 22°4% m

Ymerfung, Man priife die Rednung, indemt nan das Dreied nacd) ver:
jiingtem Mafitabe aud den gegebenen Gtiifen fonjtvuiert und bamn bie Seiten
a und b abmijt.

§ 2. Der Ritrze halber hat man fiir die obengenannten BVerhilt-
niffe beftimmte Namen eingefiihrt u. pw. nennt man dad Verhaltnis:

Gegenitberliegende Kathete z
—  Den sinus

Hypotenuje jenes Winfeld, auf
Anliegende Kathete ORI - Den fid) die
Hypotenufe S i’h%s’ib;ucft t;:!l*‘-ﬂe"‘
R eiboter gt itberliegend” und
@a%gr;nuﬁﬁrhegr:n_be Kathete St BOSR anliegend”
Anliegende Kathete ol Dégid}tu
il L bent cotangens A
eqeniiberliegende Kathete i gk
Demgemifp ift 3. B. in Fig. b ju jegen: S
&ig. b
. O e 5 d .
. = sinus beg Winfelsd a pbey fiirger o —sina
h e en _ h
i cosinus bed MWinfeld a ,, 9 = CO08 «
(&
H ) ' o i
— == tangens de3 Winfels « = fp @
b L e " I} o
b e R h
- = cotangens pe3 Wintel3d a i G . — ootg a

Pan fieht jofort, daf tangens und cotangens veziprof jind, dbah aljo

— ift.

1
colg a = 1d ig a =
; cotg a

g «




lnter Beniibung der eben bejprodhenen Benennungen fdunen wiv
fomit die in § 1 entwidelten Ergebniffe folgendermafen anjchreiben:

&

gin 32° =053 tg 32° - 0-625
cos 32°% = (-848 cotg 32° = 1600

Wir nennen die angegebenen Verhiltniffe die trigonometri-
jdhen ober gontometrijdhen Funftionen ober fury die Funt:
tionen ded Detreffenden LWinfels.

§ 3. G8 ijt einleudhtend, daf diefe Funftionen ebenjo vie fiir
pen Winfel 32° aud) fiir jeben anbderven Spipwintel gany beftimmte
Bifferwerte befipen miifjen, die wir anndhernd etwa in folgenber At

graphijd) evmitteln Eonnten: BWir verzeichnen mit bem

| % Halbmefjer OA =r = 1am
B F s et —t—==5%  den Bierteltreis AB mit den
auf einander jenfrecdyten Tan-
7 gentent AT und BS. (Fig. 6).%)
i Um nun fiiv einen be-
i liebigen Winfel o bdie Funi-
: tionen zu ermitteln, tragen
s wir diefen Winfel von OA
14 aug auf, jo bap
o <t AOS = <l a ift.
e e o e . €3 ift dann aud) ald
% Wechjelwinfel
e, 4 BSO — < a
Machen wir nun PM L OA und ift 3. B. <e=2359,
jo ergibt eine genaue Abmefjung
PM=0'b73dm OM=0:819dm AT=0"'700dm BS = 1:428 dm
und nad) obigem folgt ausd dem rvedhtwinfligen Dreiecte:

R
Ee
R o e e

GRS s i}‘l‘[ = ”"TTLf’”’ — 0-573

OMP . e o % — O?ﬂﬂfﬂ — 0819

(T iy CEENE R, SRS % = -()-'?}gﬂ:ﬁ — 0°700
S 498 d

DB skt 0 — Pu: = f—:fnf”"’ — 1-498

*) ?ﬁg. 6 zelgt ben Bievtelfreid in f; der gedbadjten Gudfe.



it aljo in Fig. 6 ber Kreighalbmeffer = 1, jo
geben die Mapzahlen der Streden PM, OM, AT und
BS unmittelbar die Funftionen ded Winfeld a an.
Dieje Streden heifen daher die Funttionsdlinien.
Jnbem wir dem Winfel a bder Neihe nad) verjdyiedene Werte
beilegen unbd {tetd3 bie Funftiondlinien verzeidhnen und abmefien,
fonnen wir eine gange Tafel zujammenitellen, welde fiir bdie ein-
selnen Syipwinfel die zugehirigen Funftiondwerte angibt.

©olche Funftiondtafeln find dad unentbehrliche Hilfsmittel fiir
alle trigonometrifen Redhnungen. Die in den Jelinefjdhen mathe-
matijhen Tafeln enthaltenen Funftiondtabellen Hhaben folgende An-
pronmung:

4

33°

33° sIm. 41| cos. %—51" te. -'i'@l”I cobg, |[—d1” i

i sEAAR sgageT * (4.0 | <Ea0qT | A |

0'] 054464 |, | 083867 loar] 0 64941 | oo | 1°58957 | 1.5 | 60'

2 54518 | | 83835 65024 | | 53791 | 58"
¥ ot P et L
el | dplli e ARy [ E;Er! i ‘ 62(%0 | |
H ek Bl B B B B
y il 14 | 54805 | al 83645 | o7l 65521 | 69! 52622 | 61 :4.{) i

2l bE e ;

30| 0-55104 |241]1 o-83389 | 027 | 0-66189 |70 1-51084 ‘ﬂl’}ﬂ’;

| o e | o | 0 | |

COs. | g1 gin, [+d17] cotg. |—01” ig. ! 1“| 56° |

i | e & | T LT B

Linfs find bie Winfel in Spritngen von 2 3u 2 Minuten, oben
jind die Funttionen angejdhrieben.®) Wir entnehmen 3. B. dem oben-
jtehenden Ausjdhnitte ausd der Tabelle:

gin 339 ' = 0'H4464 cos 339 2' —= (0-83835
gin 839 12/ — 0-54756 cos 330 10' = 0-83708
sin 839 30 = 0-HH194 cos 33° 30° = 0-83389
te 330 0 = 064941 cote 33° 2' = 1-H3791
te 330 14 — 065521 cotg 339 12/ — 152816
tg 33° 30’ = 0°66189 cotg 33° 30 = 1-51084

*] Die !'Luiqul Yutfichriften mwerden jpifer evklivt werben, jind iibrigens aud
i dber YUnlethimg sum Gebraudy: der Tafeln eingehend evldutert.

Pat min nidt bie Selinefjchen, joudecn anbere Tafeln im Gebraudie, fo
weide man dag Hier Gejagte finngemdf auf dieje Tafeln an,




ber Funitionswerte, weldje ausd folgender Betrad)-
b tung ecfichtlich wird.
Jig. 7. -
Rach) unferen Definitionen ift in Fig. 7
egeniiberliegb. Kathete

| Bon groBer Widhtigleit fiiv die Cinrichtung der
C‘a Sunttiong-Tabellen ift die Doppelbeuntigleit

[ 411 S -"; = T e - .1‘ ]'i
b | begitala b8 =) Hypotenufe N
FOR e s L UAnliegende Kathete
beziigl. bed < a . Supotemtle — o8 a
Somit* A [=sinp folglich sin f= cos a
"¢ |=cosa
a [=—cosp T
Cbenjo: —= : 1 CO8 p—SIn a
e | —mia
b__ =tgp = tg f = cotg a
a 1 =cofga
_&_: [ = C-Ot'g fG i (_;Utg ﬁ — tg o

b l-———t{.';a
ywobei f=90°—a ift.

Bezeichnet man sinus und cosinus und ebenfo tangens und
cotangens ql3 ,finnverwandte Funftionen”, jo laffen fichy
bie borjtehenden vier Gleichungen zu folgendem allgemeinen Sabe
sujammenfafjen:

Die Funftion eined belicvigen Spibwinteld F gibt zugleid) bdie
finnvertvanbdte Fuuttion ved jugehorigen Komplementdwinteld (90 °—p) an.

Die Funftionen der Winfel von 45° big 90° lafjen fich bem-
gemdp auf die Funftionen ihrer Komplementdwomtel, b. 1. der Winfel
swijchen 45° und 09, uviicEfihren. Diefer widhtige Umitand iwird
bei der Cinvidhtung der Funttiondtabellen in folgender LWeifje beniibt.

Bu jedem linfsftehenden Winfel ift in gleidher Hohe rechtd fein
Komplementdwinfel angegeben. Den oben am Kopfe der Tabelle
angegebenen Funftionsbezeichmungen jtehen unten bdie entipredjenden
finnverwanbdten Funftionen gegeniiber.




i .

Jeder Tabellenwert bedeutet nun zmweierlei:

1, bte oben angegebene Funftion bded linfs-
ftehenden Winfelsd und gleicheitig

2. bte unten angegebene Funftion besd redts-
ftehenden Wintels.

©o entnehmen wir 3. B. dem obigen Brudhititfe der Tabelle:
[ = sin 83 0 10’ | = cos 33 ° 14
| = cos 56 ° 50 | = sin 56 © 46

[ = tg 83 30

0°54708 = 0° 83645 =

— cote 33 ¢ 2/
s ) g

N+ BR1RO — « RO
066189 - | — cote 56 ° 30" 1-53791 —]-:tg 569 58"
e gt ey ey L
0-54464 ] =m33°0  0-pdodr —|=1833°
| = cos 56 ° 60* = cos 57 ° | = cotg 57
{ibungsbeifpiele,
a) Man beftimme aus der Tabelle:
sin 15° gin 17° 12/ sin 28° 40’
cos 25° 30’ cos 34° 24* cos 7° 84'
tg 8° te 43° 8 tg 33° 42
cotg 42° 30° cotg 10° 16/ cotg 5° 54’
sin 49° sin 66° 12 sin 47° 40/
cos 5H" 30/ cos B0 26° cos 81° 52’
tg 729 tg 82° & te 62° 86/
cotg 62° 50° cotg 48° 2 cotg 53% 44

b) Man Dbeachte die Funftionswerte fiir die Winfel 0% 90° und 45° und
leite Diejelben nad) Fig. 6 ab.

¢) Wie qrofy find die Winkel «, 5, 7, 5, wenu: *)
1, sin @ = 0°46947 b. cos f = 0-77273 11, te v = 5°39552
2. cos f = 0°82413 7. tg » = 039930 12, cotg & = 0°59454
3 tg y = 048773 8. cotg 8 = 3753392 13, sin « = 0°'75088
4, cotg 6 = §-44951 9, sin « = 0°87462 14. cos f = 0'61932
B, sin e = 0-58307 10, cos f = 0°35837 15, tg » = 1:77230

16, cotg & = 021377

*) Hat man zu einem gegebenen Funftiondwerte den zugehovigen TWintel zu
beftimmen, jo beadte man:

Sinus- ober Cosinus-TWerte, die fleiner (grbper) al® 0°707 .. jind, fude
man in der erjten (zweiten) Jeihe der FTafel,

Tangens- pber Cotangens-Werte, die fleiner (grofer) ald 1 find, fude man
in bev dritten (vievten) Neihe ver Tafel.
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Refultate 3 e,

1. 28° b. 356° 40' i 412 13, 48° 40/
2. 34° 30f 6. 39° 24 10. 69° 14, 51° 44/
3. 26° 1 21° 4b* 11 79° 30’ 15. 60° 34/
4. 16" 10* 8. 15° 48 12, 69° 16¢ 16. 77° 56*

Auflofung vedptwinkliger Dreiccke

mit Hilfe dber Funftionsdtafeln.

§ 4. Fiiv die Auflojung rechtwinfliger Dretede erweift s fid)
pon Borteil, die in § 2 aufgeftellten Gleichungen (Definitionen) je
nach) einer Dreiectdfeite aufzulijen und in biefer Form ald teptierte
Lehrjdpe fejtzubalten.

Sn Fig. S ift:

1.) : =sim A,  folglid) a—¢  Rink Aa
b : A 5

— —8n B, bh=¢.sinB 4
(¢ &ig. 8,

"

D. h. Jeoe Kathete ift gleid) der Hypotenuje, multipliziert mit
oem sinus ded Ddiejer Kathete gegeniiberlicgenden Winfeld (Sinussatz).

2.) 25 cos A, . . . folglih b=ec.cosA
c 11
%:cos 3 2 a=—c¢.cos B

D. h. Jedbe Kathete ijt gleid) der Hypofenuje, multipliziert mit
pem Cosinus ded dicjer Kathete anliegenden Winteld (Cosinussatz).

Beifpiel,
®eqeben ¢ = 110°25 eme il D
Dann ift a = e.sin A = 110°25 X 0°37461 —= 41-301 em

b =c.cosA = 110:25X0'92718 = 102221 cm

1bungsbeifpicle.
Man lofe folgende veditwinflige Dreiede auf:
1. e=19bem.,. 2 c=99Tem 3. c=235'bmm 4. ¢ =293"'5m
<A =37 <3 A = (p° < B = 41° 30° e L B T
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Refultate,
1. a= 76227 cm 2. a = 90359 em
b = 99:83 em b = 42°135 em
3. n = 17638 mm 4, a = 04748 m
b = 156:05 wumn b = 277787 m

3.) Bwifdhen ben beiden Katheten beftehen die Gleichungen

; —tg A, tolglid) a=h.tgA
5 I1I.
= te B, 2 b=—a.tgB

D. hh. Jebe Kathete ijt gleid) der anderen Kathete, multipliziert mit
dent Tangend ded der erfteren gegeniiberliegenden Winfels (Tangenssatz).

%) S —cotg B, folglic a—D.cotg B
IV
L = cotg A, : b=a.ecotg A

D. h. Jede Kathete ijt gleid) der anderen Kathete, multipliziert mit
pem Eotangend ded der erjteven anliegenden Winfels (Cotangenssatz).

{{bungsbeifpicle.
1. Wie grof ift bie Rathete b, wenn in Fig. 8
o) a = 2526 m £) a= 9995 m ) = 17"B5 m
F A = 99" 20 =< B'= 37" 50/ <L A= 781

< 4

2. Wie grop ift vie Kathete a, wenn in Fig. 8

e A

a) b= 7158 mm f#) b= 867'6 dm y) b=28"3bm
<L A = 59° 40’ <i B = 40° 50’ =1 A = 65° 44/ ift?
= 3. Wie piele Meler betvdgt bie Hohe AB eined vertifalen

Baumes (Fig. 9), deffen Sdhatten AC auf hovizontalem Boden
15°756 an miBt, wenn bie Sonnenjtrahlen unter 83° 30° (a)

< e,
I

einfallen ?

Fig. 9.
Refultate,
1. a) 43:93 m B) 7669 y) D*388 m
2. a) 12233 mm 5) 4137 dm v) 62885 m

3. h= 10424 m
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5.) Ausd den Gleihungen L und IL evgeben fich weiterd nod
die Gleidungen

a
—_—— = —
£ sin A cos B ,
V. b unb b VI.
L S— Ty 0= — =
sin B €os A

D. . Die Hypotenuje ift gleid) ciner Kathete, dividiert dburd) den
Sinus ded diejer Kathete gegeniiberliegenden (ober: bdividiert durd) ben
Cosinus ded dicjer Kathete anliegenden) Winfels.

Beifpicle,
1. a=49'bm o b= 1256'8 em
<L A = 31°40° <I A = 62° 50"
e — — L 49°5 : 0°52498 — 5 = 125°8 : 0°45658
sin A cos A
e =94:29m e = 29558 em

Fitv die Auflbfung vedhtwintliger Dreiecte beacte ntan folgende, auf Klang-
ahnlichfeit bexubende Mervivegeln:

I, Jummer, weun die Pypote nuse in der Redhmung vorfommt, Hat man
sinus ober cosinus zu nehmen. (&Sdhe I, IT, V und VI.)

2, Romumen mu die beiben Katheten vor, jo nimmt man tangens
oder cotangens. (Sipe III, IV.)

. Ubnngsbeirpicle,
= < Man [be folgende vedhiwinflige Dretecte auf:

= <L C = 90° . e=587m 2. e=062'8cm

4 i <I A = 29°10* <[ B = 37°50"
ﬁ <f P = 90" 3¢ m =427 em 4, m=68'3m

] B N <I N =:58°20' <IN = 65"20/
< L = 90° D k= 5865 m 0. 1 = 45873 dm

<. H = 72220/ < K = 39°40°

1. Wie grof ift die Bejd)leunigungstomponente »

i (Sig. 11), mit welder eine Kugel iiber eine jdhiefe

FHig. 10,

Ebene bom Neigungswinfel « = 17°40° Herabrolft?

Befchlenni ' Sdiere ¢ = 9°81 m. et lish
(Bejchleuniguitg der Sdwere g = 9°81 m.) g, 11.

8. Ein auf horvizontaler Unterlage liegenber Kbrper
T (Fig. 12) wird durd) eine unter vem Winfel o = 27°30,
L\ e | getieigte Rraft P = 25'76 kg gejdjoben.

A //,‘ 7 a) Wie grof ijt die Bewegungdtomponente p?
S o 3 i iy s g
e b) Wie geoB it die zur BVerjtirfung ber Reibung

Fia, 12, pienende Drud-Komponente n?
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¢) Wie grofy ift bie ﬂ%ei[muq R, wenn ber Reibungsfosffizient 0°21 und bas
Getwidt bes Rirpers Q = 35°5 kg ift?

9. o) Wie groh jind die Spannungen (z und d) in den Tetlen ac und be der
in ¥ig. 18 dargejtellten Eijenfonjtvuttionen, wenn bie vertifale Velaftung
Q = 785 kg und der <t a = 57°30' ift?
(« bebentet bie Neigung ded fdhrigen Konftruttionsteiles gegen die Vertifale,)

N P o \'\%\
\ -
=2 @im‘r,.ﬁ
2t ;
o P "
i, Big. 13D, Hig. 13 e.

Diefelbe Aufgabe ift fiiv folgende Angaben zu [Hfen:
) Q==5b6ky <I[a=58° e} Q=237bkyg <La=53"20

Wie ftellen fidy die Lojungen, wenn die Laft Q nidht unmittelbar am ‘,bunfn
¢, fonbern nad) Fig. 13 ¢ an einem Rollenzuge Hangt?

10. Die Bergipise S erfdeint bon C ausd unter dem
Elepationd- (Hohen-) Winfel @ = 6° 10°. Wie grof ift bex
Hobenunterjdyied h betber Puntte S und C, wemnt thre Horizon- |
talentferming CF = b 5867 2 Detrigh? (Fig. 14.)

11. a) Gin Graben (Fig. 15) hat bie Tiefe t = 2°25 m
und beiberjeitd einen Bijdungswintel « = 35" 30, Wie
grof ift bie ®rabenjeite AC und die obere Breite O D, wemn
bie Grabenjohle AB... 575 m breit ijt?

w Gin Graben (Fig. 16) hat eine Grabenjofife von
525 m Breite, eine Tiefe t = 525 m und jeine beiden
Se ih'muanbL befiten die Bijchungdwinfel w, = 65',° und
w, = 87°% Wie grof ift die obere Breite bHes Ulnbenfﬂ

12. Wie grof ift die Breite A P einesd Flufjes (Fig. +7),
enn die ju AP fenfredhte ,Standlinte” AB = 95°85 m
und ber BVijierivinfel PBA = 51° 40 ift?

13. Auf einer Arbeit8babhn vom Neigungdwintel
a=21" 20’ wird ein Wagen vom Gewidhte Q = 2875 kg
mittel3 Drahtfeild emporgezogen. (Fig. 18.)
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LWie qrop find bdie parallel und jent:
vecht zum  ®eleije wirfenden Komponenten
P und N?

Wie grof ift die NReibung, wenn bder
Meibungsfoefiizient £ = 0708 ijt?

Wie grof ijt die yum Hinoufiichen bed
Wagens evforderliche Krajt P2

Weldhen Durdintefier § nuif dag Draht-

\\ \;‘ jeil Baben, wenn auf 1 mm® eine zuldffige
\ s Belaftung 8 = 9 kg gevedinet wich?
M\ -~
Fig- 18. v - F
H ¥ Refultnte.
1. a= 28607 m 9. o) d = 1461 &y
b = 51°258 m z = 1232 ko
2. a= 49°426 em 0) d = 1047 kg
b = 37:026 em z = BE8 kg
3. n= bi3bh em ¢) d = 475 kg
p = 71505 em Z — 3434 &g
4 m = 31366 m 10, b = 633°9 m
P = 757158 m H.a) AC = 3:875 =
9 ad = A7 {8 CD = 12-058 m
B =siht-ad m b) AB = 11043 m
6. k = 292°82 dm S
_ 12. b = 120°59 m
h = 85312 dm " ]: m"q o
= : De = 863 kg
. p= 20T m N — 9212 Iy
8 p= 22'84%g R==did iy
n= 1189 &g P = 1040 kg
R = 9952 &y d = 13°13 mm

Sonjtruttion cined Winteld mit Hilje der Fuuftiondwerte.

§ 5. Wit Hilfe der Funttionstabellen fann man auch einen be-
» a
(iebigen, im Gradbmafe gegebenen Winfel ohne Trandporteur verzeidhnen.
€3 jei 3. B. ein Winfel o =29°10" aufjutragen.

Nach der Tabelle ift tg29° 10’20':_”)56..:-100-

*) Reat man der Wufgabe die Fig. 13 b zugrunde, jo find in den Rejultaten
d unb z miteinander zu vectaujden.

Nad) Fig. 18¢ ijt ber bei ¢ wirfame Drud = 15 Q; bdaher fiud aud) die
Werte d und z mit 1°5 3t multiplizieren.
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Betdhnet man nun ein vedhtwinfliges

Dreiect A B C (Fig. 19), in weldhem die Kathete 3
a=>5H"8 mm, b= 100 mm ift (in Fig. 19 Lt I
in !/, der wirtlichen ®ridfe), jo ift A ﬂlm

e O g

5 1) e . ] 1 = o'l
te w= Tgg —0°558 —tg 29° 10’ AL ell

folglid) <C o = 29° 10/ Sig. 19
Tbungshbeifpiele,
Pean verzeichine auf diejelbe Axt:

< x = 87" 20’ <La = 173° = (180° — 77)

<y = 54° 10" <1 f = 145° = (180° — 35°)

<l 7 = 73° 40’ <[y = 216" = (180° -} 36")

S gleicher Weife (apt Jich jeber anbere Funftiondwert bes
Wintels sur Konftruftion des letsteren verwenben.
3. B, E3 ift der Wintel 37° 50’ zu verzeichnen.

. G613 g
sin 870 50 = 06818 = =——. ., M I <t C=90°
sin 37° b 0613 60 tan madyt <t 0
CB = a= 613 mm
AB = ¢ = 100 mm
i . i : 61°3 :
BDann iff <A = 37750 pemir: sin A = ; U()’ = gin 87° A0,

Tbungsbeifpiele,

Man fonjtruieve die Winfel @, F, p, 4, .... von telden gegeben ijt:

: h : o : :
sin o= — sin f =079 ey = 1°2b tg &= 13
i
24-\/3
. = = - ey = (8} e
sin g = < Vs sin p = (2—\/2) tem = —— ten = \/5
13 —

Uudernng der Funftionswerte beim Wadpjen ded Winfels.

W 5

§ 6. In Fig. 20, in welder a """_""""'bg"“' o

ver Halbmefjer OA=0B =1 ijt, /
jinb PM, OM, AT und BS bie AT

Funftionglinien de3 Winkeld «a i

unb QN, ON, AV und BW

die Funttionsdlinien ded Winkeld 3,

wobet # > a ift. e /VJ;I A
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Aud bder Betvadhtung bder gleihnamigen Funftionsdlinten der
beiben Winfel ergibt fidh unmittelbar:
sin f > sin a cos f << cosa
tgfp >tga cotg f < cotg a
D. §. Bei wadjendem Winfel nehmen die Funftiomen sinus
und tangens 3u, wihrend die Kojunftionen, Cosinus und Cotangens,
abnehurern.
Wire in Fig. 20 der Winfel POQ = 1", fo wiicden bdie

Differenzen
4, = (sin § — sin a) 3y = (cos f — cos a)¥)
b= (tgp—tga) d, = (cotg f — cotg a)

pie Berinderungen bdarftellen, welde die eingelnen Funftionen bdes
Winteld a erjahren, wenn derjelbe um 1 Sefunbde wadit.

Diefe Vevdnderungen, welde wir furjweg ,Sefundendiffe-
rengen” oder ,Sefundenforvefturen” nennen ywollen, find in
ber Tafel fitv jeben Winfel und fitr jede Fumftion unter der ber-
(hrift 1% in Cinheiten dev lepten Degimalftelle angegeben.

Wad{t der Winfel um nSefunden, jo ift die Ber-
dnderung feiner Funftionen (anndbhernd) gleidh ber
nfaden Sefundendifferens (Sieh’ Unhang IL)

§ 1. Beftimmung der Funttionen jolder Wintel, die mit einer beliebigen
Bahl von Sefunden angegeben find.

Pat man 3. B. den sin 37°42° 35" zu beftimmen, fo findet man

gunidft ausd der Tafel . . . . . 8§in37°42° = (61153
und 41" =0-38
Somit ijt die Korveeftur fiix 85" . . 0°88X35 . . . 134

und sin 37°42' 35" = 061166,
Um cos 23° 15 30" zu beftimmen,

detrsoic anadit " . . 1. L 0 Tcos230id! = (091891
unb 61" =0-19
Somit ift fiir 1° 30" ober 90" bie Korvreftur =019 <90 . . — 17",

und cos 23° 15° 30" = 0-91873,
Sn gleicher Weife geht man auch bei den iibrigen Funttionen
vor. Man judyt jundachit den Funftiondwert fiir den nidhft fleineren,

*) 8, und 4, find pojitiv, d; und &, negativ,

e e T TR T
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in Der Tafel enthaltenen Winfel, multiplisiert die nebenftehenbde
Sefundendifferens mit bder Bahl der ,Uberihuf - Sefunbden” und
abdiert die fo gefunbdene Kovveftur, wenn man e mit
sinus pdertangens jutun hat, wahrend man bei cosinus
pber cotangens die Rovveftur jubtrafiert.®

Beifpiele
cos 63°17° =7 tg 81°28' 45" = ? cotg 20°87 13" = ?
cos 53°16° = 0759809  tg 81°28' = 061200 cotg 20°36' = 266046
0°38 X60....—28 0°67X45.......480 892X ....... — 286
cos 53917 = 0759786  tg 31°28’ 45" — 0°61230  cotg 20°37* 13 — 2° 65760

bungsbeifpiele.
1. Man beftimme:

@) sin 33° 45’ e) sin 78%18’ ¢) sin 54°16° 18"
b) ecos BT 17’ 7} cos 65°29’ ) eos 17°20’ 40
¢) te 42039 g) te 89095 k) te 62035 10
d) cotg 17° 47 i) cotg B1°9 17’ I} cotg 21° 17 15"
2. Cin rediwinfliged Dretec aufzulden, von weldem gegeben jind:
a) c¢=6"7b m Bl a=34'8 m v} b=445m
<[ A = 38°45’ <[ A = 38%45" < A= 5187

3. Uuf einem Hafenturme (Fig. 21) ijt
ein WinfelmeRinftrument aufgeftellt, deffen Achie
C fid) 4775 m Hod) itber dem Seefpiegel be-
finbet. Ein in Sidyt befindblidies Shiff 8 evideint
unter einem Tiefenwinfel (Deprefjion) a — 5°87%
Wie grofi ift die DHovizontalentfermng S T desd
Sdyiffes vom Turme?

Man [Bfe diefelbe Wnufgabe fiiv

a=2°50", 1°40° 1920’ Fig. 21.
/4 ,_a) €3 ift ber SichtbredjungSerponent n fitr Lujt-Glas
aug e GinfallSwintel L

a = 52° 35! (Fig. 22) und
pem Bredhungstoinfel § = 80° 45° nady dem
8in @

— = 3u beftinmen. =g
gin 7 2 1 =

Bredyungsgejetie :

B) Man beredhre n fiiv folgende, an eimem auberen
(lafe beobaditete Winfel: o = 41°20/, § = 26° 10, Big. 22.
*) 3n den Hetnen ©Glomild'fden Tafeln find dbie Funftiondwerte von
10 st 10 MWinuten und bdaneben, unter der Anfidrift D 14, die Differenzen fitx
1 Mimite angegeben. Um mif Hilfe diefer Tafel 3. B. sin 87°26' zu Deftinmmen,
entnimmt man der Tabelle sin 37°20° = 0°60645
Kore. 2871 365 - +139

sin 37°26' = 0°60754

(2]

Hand Havtl, Lehrbud) ber ebenen Trigonometrie. A.
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Refultnte,

1. «) 0-5H55HHT 2. 0) a= 4225 m
b)) 0°54048 b = 5264 m
e)  0-92116 gl b = 43°36 m
d) 911776 ¢ = DH 00 m
e/ 097893 v a = 5618 m
) 0-41496 e = T1'67 m
g) 082190 3. 4855 m
k) 0-15332 : 947 m
¢ 0-81179 1641
095453 20515
a’fj 1}*!}?302 4. a) 15534

il b) 1-4977

Korveftur ded anfgefudyten Winfels,

tionen gegeben, 3. B. durd) sin a =0°46515, und ift diefer Sinus-
Wert nidht vollftandig in der Tafel enthalten, jo nehme man bden
nitdjjt fleineren Wert aud ber Sinud-Reihe und notiere dbent Hugehorigen
Winfel. Sodann beftimme man den Nberjchup des gegebenen Funttions-
werted itber den genommenen Tafelwert und dividiere diefen berfchuf
purd) die entiprechende Sefunbendifferens ( d1"”). Der Quotient gibt
pie Rorrveftur in Sefunden. Diejelbe ift zum notierten
Winfelzuabdieven, wenn maned mitsinus ober tangens,
pagegen gujubtrahieven, wenun man ¢8 mitcosinusoder
cotangens zu tun hat (§ 6).

§ 8. Jjt ein Winfel a durd) eine feiner goniometrijhen Funt-

Beifpiele,
1. sin a =046343 ... a=7?
Holeliboives 0SBRBB0 s (e vaimia T 27° 36/
lberjdjufs 13
L RPN L
*) Rorveftur 18:0°43=180..... -+ 30"

< a = 27° 38° 30"

¥) Fie 19 . . . Kovveftur = 0°43
" .\i” L = ]5

"~ x: 1=18:043
x = 13:0%48 = 30
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2. cotg X = 0°784%5 ... x =2
Tnfelieeaig _ 4BT .aiiene.. . BB 4D
18: 075 =94.". — 944

< x — 53° 41 36"
Tbungsbeifpicle.

1. Pian beftimme folgende Winfel:

gin ¢ — ("555H01 sin x = (*7H5H3
cos i = 074085 cos y = 0°37599
tg 7 = 0°75544 i w—"2"2430560
cotg & = 1°10970 cotg v = 063509

2. Man beftimme die am Schlufje ded § 5 angegeberien Winfel nad) Gradbmaf.

3. Wie grofs find die Wintel eined rechtwintligen Dreieded ABC, wemn

a)a—48bem P)la—4628m ) a—=456"83m d) b = 3555 m
e— 18 8 tm b =381 m ¢c— 5952 m ¢ = B6°48 m ift?

4, Unter weldern Wintel fallen die Sonnenftrafhlen ein, wenn eine vertifale
Stange von 6°785 m Linge auf horizontalem Boben einen 12°75 m langen Sdatten
wirft? (Siehe Fig. 9.)

5, us dbem Punfte P, deflen Cntfermung vom Mittelpuntte O eines Kreijes
72:95 em betriigt, werden an dben Kreid die beiden Tangenten gezogen, deven Be-
riifrungspuntte A und B jind, Der NRabius ded Kretfes ift r = 28°b em. Weldjen
Wintel hlicken die beiden Tangenten ein? Wie lang ift bie Beriihrungsdjehne AB?
Wie lang jind die begremgten Tangenten PA = PB?

Refultate.
I a= 80 24 x ="49% 42 19¢
B=42 11 45 y = 67° b4‘ 524
y = 370 4 8¢ &, AL B1 e
o =42 14 24 v = B7" 34' b1"
e —Ah2 53" S h @ = 3b° 15' 53"
g = 52° 114 w = 35" 51° 32"
p = B1° 20¢ 25 m = G1° 48/ 47"
5 = h9* 24 10 n = 65° 54* 18
3 a) < A = 36° 6* 5y ) <0 A = 50° 21" 11*
< B= 532 53¢ 1Y <I B = 39* 38 49"
B) <t A = 49° 52¢ 18“ 8) <C A = 50° 59 344
<E B — (0 2 < B 39" 0% 2
_1 -25-‘.- -IJ lln
6, 46274 524 AB = 52377 em PA = 6639 em
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Logarithmen der gontomefrifdhen Funktionen.

§ 9. Jn den vorhergehenden Aufgaben Haben wir gejehen, daf
wir {tet3 mit ben der Tafel entnommenen Funftiondwerten 3u multi-
pligieren ober s Dividieven Datten. Da nun die Funitions-
werte al8 jed)8jiffrige Sahlen angegeben find, jo ift ed in der Regel
vorteilhaft, die mit denjelben vorzunmehmenden Multiplitationen und
Divifionen logarithmijd) durdzufithren. Man hat bedhalb weitere
Tafeln gujammengeftellt, in denen fitr jeben eingelnen
Winfel nicht die Funftiondwerte felbit, jondern gleid
Deren Logarvithuen angegeben Jind.

Sn den meiften gebraudylichen Tafeln {ind bdie Funftions-
logarithmen fitr alle Spiswintel von Minute zu Minute angegeber.
Dies ift aud) bei ben Jelinefjchen Tafeln der Fall, in bdenen bdie
sunttionglogarithmen unter ben Funftionswerten felbft angeordnet
jind. (©. 60—149.) Dabei ift jevem Funftiondlogarithmus der erjten
prei Meiben nod) die Bahl — 10 anzufiigen, welde in der Tafel Her
Raumeriparnid halber weggelaffen ijt.*)

Auch bet den Logarithmen der Funftionen ift, entfprechend dem
im § 3 Gejagten, bie Doppelbeutigfeit dDer Werte beniipt.
seder Tabellemwvert bebeutet wieder Bweterlei:

1. den Yogarithmusg der oben angegebenen Funttion ded linfs-
jtehenden Winfeld und gleichzeitig

2. ben Logarithmug bder unten angegebenen finnverwandten
Funftion des redjtsftehenden (KRomplements-)Winfels.

= " = log te 27° 59/
S0 ift 3 B+ 9°72823 — 10— { = logtg 27°5

| = log cotig 62° &
Brifpicle, 1
; 3 i 0= "95'35 m
Man beredne: x = a sin 1Dy = ——— e tt.
[ ed) o unh y S et - om0 g ift
a) Gewdhulide Ausrednung: b) Rogarithmifde Ausrechmung:
sin 252167 ... .. 042683 log a = 1-87708
OEdd-nc Gl L e 26 log sin @ = 9°630562 — 10
042709 RS | o a5
x = 75785 X 0742709 = 3218 m log x = 1°50760
y="T5"85 : 0742709 = 176°43 m log y = 2°24656

baraus: x = 3218 m
= y = 176425 m
*) Anbere Tafeln, 3. B., die Heinen SAHBmildGidhen Tafeln, fiud o einges
vidjtet, daf} fn allen vier Reifen jebem Tafelwerte bdie Bahl — 10 auwgufiigen ijt.
#*) Selinet'{che Tafeln S, 115.




Man berechue 7z = 5735!3’31“15; _l_j log 57°8b = 176853
e sin 54° 23’ ' log tg 81° 15" = 9°78306 — 10

154159
log sin 54° 23'= 991005 — 10

lg z = 1°63154

z = 4281
{ibungsbeifpicle.
1. Man beredhne:
x = 7507 am'87% 15 ¥y = 315°6 colg 40° 89’
a =417"5 cos b9 6 b= 90’83 tg 41° 13’
49°58 533°8

R sin 37° 43 i 2

2. Wian [bje die Beifpiele in § 7 auf logarithmijchem Wege,

3. Holgende Winfel nad)y Winfelmaf anzugeben:
log gin @ = 8°90885 — 10 logsinx*)= 093679 — 2 log sin & = 0° 98538 — 1
log cos f = 9°97691 — 10 log cos y = 0°94687 — 1 log cos f = 0761811 —1
log tg y =9°88968 — 10 log tg z=064620—1 log tg y = 0°46798

cos 53" 47

log cotg d = (0" 48224%%) log cotgu=1"17962 log cotgd = 084384 — 1
Refultate.
1, x = 45:802 ¥y = 367 :bbi
a = 21441 bh = 795663
p = 31:046 ¢ = 903°46
2. Siehe ejultate in § 7.
B — s X = h e el
BB 31 y o= 20%46° B =707 -4b’
p = 37" 48’ Ti=23%hs! S 10 I3
5= 18" 14 0 =0 g0 8, =:Dbla s

Korrekturen der Funktionslogarithmen fiiv dic Mitberiickfidytigung von
Sehunden.
§ 10. ©p wie bei den natiivlichen Funftiondwerten, fo hat man
aud) bei den Funftionslogarithmen eine Kovreftur anzubringen, wenn
ber Winfel auf Sefunden genau gegeben ijt.

*) Man bringe den Logarithmus zuerjt auf die in der Tabelle voraudgefebte
orm; 3 B.:
log sin x = 0" 98679 — 2 = 898679 —10; log tg u=0"48629 —1 =90-48620 — 10
und fudje bonn in ber Tabelle Den zugehdrigen Wintel.
**) Bet Benitbung der Scldmilcdhiden Tafeln febe man
0°48224 = 10°48224 — 10,
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Die Korvrefturen, welde 1“ entipredjen, find in der Tabelle unter
per Aufjchrift 0 1" mneben bem Dbetreffenden Logavithmus angegeben.
Fiir n Sefunbden ift die Kovveftur nmal fo gro. Die jo bered)-
nete forveftur tit (aud den in § 6 dargelegten Gritnden) bet
log sinus und log tangens ju abdbbdierven, Hingegen Dei
log cosinus und log cotangens jzu fubtrahieven.

838, log gin 31° 17 251 = 7 log cotg 58° 137 48" = ?
Tozam-a31%d5 8000 . 971539 — 10 log cotg 58" 18° ..... 9-79213 — 10
085X 9h = 0°47 > 48
— 2 g5Y .. fore, 9 : 48" . ... Qorr. 22°
875 == 0 / feorr 296 48 ADIY 6
log sin 81° 17’ 256" = 9-71548 — 10 log cotg 58" 13’ 48" = 9°791904 — 10
Diebei ift folgendbesd su bemerfen:
; > 1
3 Al e otr e = ——. ... i I)
Nach § 2 it cobg a e (1)
[ i P cote (a-1") = . 1 e D)
e tg (a - 1)
; otg (a~-1") ter o
bafef (i 1), , 2ty oo W
LA j cotg a tg (a4 1Y)

unb, wenn i beide Seiten ber Gleichung Iogarithmieren,
log cotg (a=-1“) — log cotg a = log tg & — log tg (e 4 1)
ooet
[log cotg (@ 4- 1) — log cotg a] = — [log tg (@ - 1Y) — log tg o] (III)
:,'5 :[.r-’ ‘_j 1”
D, h. bie Gefunbenforveffuren (4 1*) fiir log cote @ und log tg a finb fiir den-
jelben Wintel a mumerijd) gleid.

Diefe RKorrefturen find daber in manden Tafeln, 3. B. in der fleinen
Saibmild'jden Tafel, ald ,Cemeinjdaftlide Setunden-Differenz” (G D 1) swijdien
pen Werten bon log tg und log cotg eingeftellt.

(Der Unterfchied der BVorzeichen in Gleidhung IIT Gezieht fich darauf, daf mit
wad)jendbem Winfel « aud) log tg ¢ junimmt, log cotg a Hingegen abnimmt,)

Beifpiel.
Folgended rehtwintlige Dreied aufsuldien.
e = 536°8 em a=csin A b = e cos A
SA = 97 81 157 log ¢ — 279981 log ¢ = 272981
LB =52°28°45"  Jopin A = 9°78465 —10  log cos A — 9°89934 — 10
 Joga=2bllE .. logb=2'00918.

a= 32693 cn b = 425°%5 em



Tbungsbeifpicle.
Folgende rechiwinflige Dreiede find aufzuldjen:
1. c — 8589 m P ¢ = 4578 m 5 e = G875 em
<L A = 23° <L A = 59° 15’ 30" <[ A = 381°15" 17"
4, a = 73°56 m b. a = B7°2b dmn G- b = 57358 dmn
<L A = 56° <L B = 27° & 20" <( B =139° 20’ 17"
Refultate.
. a = 3356 m 2, a= 39348 m 3. = 3b°671 em
b = 79-062 b = 23:401 m b = 58771 em
4, ¢ = 8873 m 5, b = 209-3456 dm 6. a = 699°83 dm
b = 49617 m e = (4:334 dm ¢ = 904°8D dm

Korrektur des anfac/uchten Winkels.

§ 11, Jjt ein Winfel bdurd) den Logarithmusd einer feiner
Sunftionen beftimmt und ift diefer Logarithmus nidht vollftindig in
per Tafel vorzufinden, fo nehme man den nichft Eleineren Tabellenwert
und notiere den zugehirvigen Winfel. Sobann dividiere man Dden
Uberidufs bed gegebenen Qogarithmus itber den Tabellemwert durd)
bie nebenjtehende Sefundenforveftur. Der erhaltene Duotient gibt die
Anzahl der Sefunden an, welde man zudem notierten Winkfel
abdieren oder vounbemjelben jubtrahieren muf, jenad-
pem man von log sinus oder log tangens ober bYon
log cosinus pber log cotangens audgegangen ift.

Gin Beifpiel moge died flaver ftellen:
logtg a=987221—10 . . . a="?
Nachft Tleinerer Tabellenwert 987211 —10 . . . . . . 36°41°
10:0°45=22 Rorreffur 4 22"

< o= 36°41/22"

Fiie 17 .. Kovreftur 0°45
et s 210700

x:1" =10: 045
x = 10": 0"4b = 22"
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Wbungsbeifpicle.

1. €8 f{ind bie durdh folgende Ungaben beftimmten Winfel im Winfel=
mafie angugeben:

log sin ¢ = 917885 — 10 log sin x = 0757093 — 1
log cos f = 990819 — 10 log cos y = 0°98763 — 1
log tg y = 979365 — 10 log tg u = 069237 — 2
log cotg § = 025670 log cotg v = 185195

log sin m

= 0°98184 — 1

log cos n = 0°70895 — 1
log tg r = 0°85562

log cotg

2. Die Winkel A,

8 = 053657 — 1

B, C und D jind logarithmijd) su beftinumen, wemn gegeben ijt

5378 . 1
aim A Bt 08 B = ——
e - 1°588
7°38 : 145
tg € = 4_‘{ cotg D = —fj,f
: 25° 67 ; 49" 87
Audrednung:
T \%f 637 log 5°637 = 0" 75105
R S B log 9°208 = 0°96417
Ke—p (0578688 — ) 53
= (29°78688 — 80) : 8
log tg x = 9°:92896 — 10
<l x = 40° 20’ B*

4. Wie grof fjind bdie Winfel eined veditwinfligen Dreieded ABC, von
tweldem gegeben finb:
a)] a = 95°87 m f#) a = 9306 em ) a—=45"85 m
¢ — 1598 m b= 1951 'em ¢ = T397 m
d) b = 3957 m &) a = 3589 ¢m {) a = 47°68 m
¢ = bB'23 m b= 71'65cem c=7bH'3b m
Refultnte.

1. a = 8§ 40° 20" x= 29 514 34" m = 73° 19/ 29

B = 30" b 274 Yy = 13° 36 40* n = 5HY" 15 40

» = 31° b2’ 23" w = 2249 10# = 66° 12* 19~

d = 28° H&’ 294 it L B = 71" 3* 25"~



Pl — 352 314 93x I B = 49° 26* 40
<0 ="61"334" %" i e ) L
dia) <t A = 37° B) < A = 25° 30/ ) <t A =48°18' 15"
<I B = H3° <t B = 64° 30¢ < B = 51° 41* 45
b= 12722 m e — 2161°6 em b = H8048
d) <t A = 47° 11* 30" g) <L A = 26° 36* 23" &) <t A = 39° 15 224
<I B = 42° 48‘ 30" <X B = 63" 25’ 37" <t B = H(" 44 38¢
a—42"12 m ¢ = 80°136 em b = 58345 m

Bermijdyte Beifpicle,

1. Won einem Hart am wejtlidhen Ufer Ded FTrvaunjeed in einer Hibe
h = 35'856 m liber bem Seejpiegel gelegenen Punfte C (bei Tyauntivden) erjdeint
pas Bitliche Seeufer unter einem Tiefenwinfel o = 1°36' 417, (Siehe Fig. 21.)

@) Wie Lreit ift dDer See an diefer Stelle?
b) %ie grof wird ber Febler, wenn man « = 1°37" feht?

2. a) Wie biel Plerdefraft Hubarbeit leiftet die Bergs
[ofomotive der Bibnau=Nigi= Bahnradbahn, wenn jie lings
einter Stfeiqung bon 11° 30° einen Bug vom Gewidite
Q = 23750 kg mit der @ejdwinbigleit 80 s per Minute auf- ¥ig. 23,
Wit fordert? (Fig. 23.)

h) TWie qrol ift ber durdjdmnittliche Steigungsmwintel biefer Bahn, wenn Dbef
einer ®eletdldnge bon 7058 e eine vertifale Hohe von 1310 m gewonnen wicdb?

3. o) Fiiv Hauptbahuen qilt die Norm, daff bie Steigqung (h:b) im fladen
Qande Hochftend 1:200, im Hiigellande 1: 100, im Gebivge 1:40 werbe, Welde
Reigungdwinfel entipredhen diefen Steigungen?

b) Die pon Riibesheim zum Niederivalddenfmal fiihrende Jahnradbahn Hat
anfinglich eine Steigung 1:12, zulest 1:5, Wie grofi find die Steigungswinfel?

¢) Uuf der Pilatusd-Fahnvadbahn betvigt die mittlere Steiqung 42 %, bie
magimale Stefqung 48 %. Die grifiten Steigungen der Drahijeilbalnen Tevritet-
Gifton (am Genfer See) und Lanterbrumm= Witvven (Berner Dberland) betragen
57 % und 60 %. ——

Wie grof find die Steigungsivintel? «.5___5

d) Wie groff ift Der Steigungsmwintel
einer Schraube vom Spindeldurdymeiier d LRl e
und ber Ganghohe h, twvenn : s

T

=

a) d = 12 mm ) d = 86 mm vl d = 25 mm d) d = 56 mm
=8t 1% e 5 h=6b = s et

os]




4, Auf einer fchiefen Ebene vom Netgungsiwintel a
(Fig. 24) liegt ein RKdrper vom Gewidite Q. Wie grof find
bie Bewegungsfomponente P_und bder NReibung erzeugende
Novmalbrud N? Wie grof ift die Jeibung R =N £ wenn
ber Jeibungsfosfiizent £ ift? Wirb ber Kbrper LHerabgleiten
oder vermige der NReibung feftfien?

a) Q=726 Ry B) Q = 285 kg
=fns— 900 =§ a'= 25%30,
f=1042 =015

5. LVon einrem Puntte O, deffen HiHe iiber den horizontalen
Erbboben h = 14-75 m ift, erfdeint der Fup eined Turmes
unter dem  Tiefentwinfel a — 8° 31/, die ©pise S unter
vem  Hihentwinfel B = 30° 46’ 46”.

Wie hod) ift der Turm? (Fig. 25.)

6. Wie grofy find die Radien und Umfinge der
beiden Polarfretfe und der Wendekreife (Fig. 26), wenn
peven geographifdhe Breiten bezichungdieife

@ = 66° 82 54"
Y = 23° 27 6" f‘lllh?

(Die Grde it ald eine Kugel vomr NRadiud
R = 869 Meilen anzunehuten.)

7. @ittingen und Greenwich (Fig. 26) Haben bdie
bftlidfen Qangen (von Ferro)

A, = 27° 386" 15" und 4, = 179397 874,
und nafegn diefelbe geographijdie Breite f — 5H1Y,°

AWie grof ift die Entfermung bdev beiben Dute,
gemefien ling3 ded Parallelfreifes ?

8. Mit welder Gejdimindigleit nimmt Wien, bdeffen
geographijdie Breite @ = 48°12° 866" ijt, an ber Erd-
votation teil ?

Die Unbrehungszeit der Crbe (ein Sterntag) betvagt
23 &tbhi. 56 Min. 4 Sel. R = 6366750 m.)

9. Die Uferorte Arbon (A), Rorjdad (R) und Langen-
avgen (L) bed Bodenjeed (Fig. 27) bilben ein bet A reditiint-
liges Dreiedf ARL. 2ie grof find bdie Cutfermungen AL
und R L, wenn AR = 6375 m

<I A R L = 60° 40’ 80%,

b Hoider 10. Boun Heiven (bei Rorjdad), defjen obhe liber bem
Sig. 27 Bobenfee h = 407 m 1jt, erideint dbad Ufer bei NRoridhad

-

in einem Tiefentwinfel o = 5° 57/ 28" und ber in berfelben




b
=

Bertifalebene legende Uferpuntt bei Friedrich8hafen unter bdem FTiefeninfel
p = 1° 0 58", MWie grofi ift bie Enifernung ber beiben Uferpunfte, (Fig. 27
1o 28.)

11, Die Bejdhleunigung gy ber Sdjvere
fitv einem vt bon bder geographijchen Breite ¢
bevechnet man nad) dev Formel:

g = 9'78 m 4~ 0°051 sin® @

Mean Derecdme ben Wert von
gertde Orte:

o fitr fol-

=

TR RRRRRR

T N e e ¢ = 48° 12’ 36 T
b) Petexrsburg ...... @ = 59° 56‘ 21" &18. 28.
¢) Gpibergen...... ¢ = T0° 49 58"

d) Wad exhdlt man, wenn ¢ — 0 und fwenn ¢ == 90° wird ?

12, Auf-ein Croton-Gladpridma vom Bredjungserponenten n = 1°533 und
bem f‘fﬁﬁf‘ﬁ—bcn Wintel w0 = 70° fallt ein griiner Lichtftrahl unter dem Einjalls-
toinfel @ = 65°20' auf. Man bexedne
bie Winkel g, 7, & (Fig. 29) und die A
gejamte Ablenfung

g =(a—f) -+ —).
Mnleitung : Nad) dem Bredyungs-
qejebe ijt:
sin a sin &
z = =T - e —2 ||
sin f sin §
Ferner ergibt fidh oaus Dder
g 29 <Lt <Lyr=<o (Uufen:

foinfel!) C

12 a. Wie grof miifite Dei obiger Big. 29,
Mnahme < & Jetu, damit <L f= <y
toiicbe und wie grof tdre in diefemr Falle bie Ablenfung? (Minimum der Ab-
lenfung.)

13. Man Iofe die Aufgabe 12 fir ein Flintglasprisma bom bredyenden
Winfel o = 58° und dent Bredngserponenterr n = 1°71, wenn <L & = 50° 30° ift.

13 a. Wie grof ift die minimale Ablenfung in efnem Pridma bom bredjen-
pent MWinfel o und dbem Brecdhungdquotienten n, wenn
a) o = 60° f) « = 560
n—41°h2 Thi—"175 ift?

14, Auf ein Flintglaspridma vom brechenden Winfel « — 58° 0* fdllt unter
pem TWinfel @ = 51° 107 ein weifer Licdhtftrahl auf. Welden Wintel jdjliefen nad
pem Yudtritte (Farbenzerfivemung!) ber duferfte violette und der duBerfte rote Strahl




miteinander ein, wenn die Vredjungserponenten dbes Prismenglajesd fiir dieje beiden
Lichtftrahlen folgenbe Werte Haben: DNy = 16711 T, — 1'62775.

15, Unter weldem CinfallStvinfel a muf ein aus Wajfer in Luft iiber-
tretenber Lidtitrahl die Wajferoberflide treffen, damit er total refleftiert werbe, wemn

sin

fitr Suft-Wafjer der Bredungderponent n = e 1:3343 it ?

(Unleitung : < B ift = 90° zu jepen.)
16, Man bje bie in § 7 geftellte Anufgabe Nr. 3 fiir folgende Angaben:

h=47"Tam, <fa, =4%95, <ie..—3015 ‘=l =1%10'80"

17. Mian Dbeftimme bdie Totalintenjitat des Erbmagnetismug aus ber in
D y n e gegebenen Horizontalfomponente H und der Jnflination i fiiv:

a) Berlin £) TWien y) Stom
H = 0°18592 H = 020668 H = 0°23295
i = 66° 49’ i =063"15' X = bR
S 5] ) e SR
* ==---\"—’ ------- o 18, Man beftimme ben Drehungsiwinfel a bed
' , i CGpiegeld 8 (Fig. 80), wenn bie Spiegelablefung folgende
:1 i Daten ergeben Hat:
: b
: i-—-”"\\ a) e = 2762 em b e= 2048 em
£ Xy N a = 1649 em a =243 em

¢)] e=275'8 em
a = 984 om

nnterfung. a =

19, 9nf einer fdyiefen Ebene vom
Neigungsinfel « Tiegt eine Laft Q, an
eldher eine Kraft P in  Horvizontaler
NRidtung (nad) Fig. 8la) wirkt, Der
Reibungsfosffizient der Laft gegen die
jdhiefe Ehene fei f.

Iie qrof ift bie im ber Gleit-
riditung  ivirfenbe  bewegende  fraft
P=p—aq?

Wie grof i der Novmalbrud
N=gq;+ps?

et Wie grof ift die Reibung R =N.1?
v Wird ber Kirper gleiten ober burd)

Fig. Bla. Jeibung fejtjifen?




a) o= 25210 4l . p =870
Q = 72'6 kg Q= 65 kg
P =32'5 kg P =45 Ly
£ =065 f=0°16
el 17°

Q=75 ky

P =35 kg

f— 042

20, Welde Rejultate ergeben jich
penn die Kraft P nad) linfs (Fig. 31Db)
wirtt ?

Mnmerfung,
und N =4qqs— pa

Sebt it P -

P: T O

Refulinte.

1. a) 127474 m
b) 417 m

2. ) 84°178 HP.
h) 10° 41° 47~

3. ) 17 11

-]

« 92804

= ot

RL =

:.;_IJ 2:_).:1 1“‘. 1.{]{“? m
17257 56 11, a) 9-8084 m
b) 4% 4b* 49" b) 9-8182 m
110 1% 35" ¢) 9:8294 m
¢) 220 46 b7 d) 9°78 unp 9-831
25° 38¢ 27" 12. f = 36° 21’ 18
29° 40 53" 4 — 33030/ 4
30° 57 50 S _ 5RO 8 96u
d) o) 4° 33’ @ = H3° 28 26
B) & 940" 12 a, a = 61° 33* 25"
) 4° 437 52¢ p = 53° 650"
a) 8% hd! g4 13. B = 26°49‘ 24~
4, ) P=23851b kg y = 310 “’}J 264
N = 6341 kg 8 = 62° 16 48~
R = 26°63 kg p = 54° -H]‘ AR

!JJI P =122'69 r'z‘j;

N = 257235 kg 2)
R = 38 58D kg £ 43°1
D. 134 m k
b. r = 341-86 ML 15, ¢ =
R = 78803 M. 16, 618 m

M.

. 30939 m

AL =11348 m
15016 m

13 a. a) 38° 557 40~

l)f I-)_UH

14, 40 20* 47
- 48° 32¢ 36

n = 2148 Mi.
U = 49514 Ml

341 m
2328 m

17, a) 0°4723 Dyn.
2) 04592 Dyn.
2) 04410 Dyp.
18, «) 1° 42¢ 30¢
b) 3% 28¢
¢) 2° 56' 22°H"

19, a) P=—1"41Tkg
N ="T79-438 kg
R = 51635 kg
) P=—3119%g
N =T78993 kg
R = 12639 kg
¢) B=11"543 kg
N = 81956 &y

R — 34°422 kg

Ter Sovper fibt feit,

weil P << R ijt.

20, a) B = 60245 kg
N = 51796 kg
R = 33667 kg
b) B = 75057 ky
N = 24°829 kg
R = 39726 kg
¢) P = 5b-399 kg
N = 61490 &y
R = 25826 kg

Der Kovper gleitet,

weil ¥ = R ijt.
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§ 12, Fladjenformeln fiiv das redpbwinklige Dreiedk.

S Fiir den Flacheninhalt F ded rechtwintligen

s//, Dreiected ABC (Fig. 32) ergibt die Planimetrie
o '\ Die Fkormeln:
P __'.:_’1’_; \ B 5
J el ahb P S h
Fig. 59. e A ke
~ G .
Set ntan nun b= a cotg A h = —-sinw, oder weil
pber a="> cotg B, <w=2A ift, (warnm?)
Exe o crin ’ 2 a? Lt Q|
jo erhdlt man: F= ---_j-{:oi.g A h= --sin (24),
b* 2 T
F—=—-cotgB F= Tsin (24) *)

D, h 1. Dexr Fladeninhalt eined redhtwinfligen
Dreieced ift gleich bem halben Duadrate einer Kathete,
multipliziert mit dDem cotangens ded Diejer Kathete
gegeniiberliegenden Wintels.

2. Der Fladeninhalt eined redhtwintligen Drei-
ecked ift gleic) dDem vierten Teile dDed Quadrates der
Dypotenufe, multipliziert mit dem sinusdegd doppelten
fleineren Gpipwintels.

{ibungsbeifpiele.
Wean bevedyne die Fladen der duvd) folgende Angaben beftimmien redyi-
infligen Dreiece:
Liia— 850 m 2 b=E8"Bdm 9. ¢—= 3452 m 4, ¢ =81'95 em
<A — 88" b/ < A — 40°45/10" <L A — 37°20' <f A ='56% 53" 9*
Wan beredyue die Seiten eined rvedhtwinfligen Dreieces, von mweldem ge-
geben find:

D F = 60 m? 6. ¥ = 2558 m? 7. F = 5418 m? 8. F — 5655 m®
<¥ Ai— 30 =J Bi— 95%20¢ =LA = T1°30"' 28" - <I B =-56" 80,
Teluliate,
1. 48°56 m?* 2, 3336°6 dm? 3. ®W0-T2m* 4. 1536°D em?
b. a= 7'Tlbm 6. a=103"955m 7. a=180m 8, a= 8652 m
b =12-9007 = h = 49-214 m h = 60-2 m b=130"72 m
¢ = 150503 m ¢ = 115°016 o= ¢e=189'8m e=156T6m

*) Hier ift unter A dex Heinere Spifwintel des Dreieces verftanden. Aus den in
§ 22 angeftellten Betradytungen evgibt fich iibrigens, baf sin (2 B) und sin (2 A) gleid) jind.
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Das gleid)fdhenklige Dreiedk

§ 13. (Gt fich burcd) bie Hihe in zwei fon-
qruente recdytwintlige Dreiecte zerlegen und auf bdiefe
suritfithren.

Bieht man (Fig. 33) die Grundlinie b, den
Sdjentel s, bie Hihe h, die Winfel A und C (2 a) N
und den Fladjeninfalt F in Betracht, jo ergeben A5,
fich zur Aufldjung folgende Gleichungen:

b e il X
5 =8 008 A =38 sin b=28cos A =28 sina
b C
- =—nh cotg A = h t8 5 b = 2h cotg A = 2htga
: S h? Cri
h=ssinA F=-=—-=hscos A=h®cotg A= 3 tg A= 5 Sin C
Wir wollen folgende fechs Fille der Anfldjung Hervorfheben.
| (\jtqcbval ‘ Tmm! ! Lifung | Nbungsbeijpiel ‘ Hejultate
l 8 h = I: JAgA b = 806 m § = D65 m
L, <IA E
| ‘ h 5= 1cos A <rA. — 44999°53" ['h = 3°9h m |
== : i b gy - : el S
! A | b | b=2s.cosA | s =487 cm | b = 81'05 cm
e h = 8.sinA <A = 82°47'50" | h.= 26°40 cm
| 3 : dfee abeitll o
I I fe) h= 2]1_1;;1:(2') h = 609 m b = 40 m |
!1’ ‘-‘__( z.:
g 8 — h:cos (—g) <IC = B86221°40" | 8= 641 m
<[A OO b = 2922 mm | A = 80°45‘4H"
b, s j 2s .
h B s = 689 mm | h = 680 mwm
|| <[A hr = Q_lh b = 11IYV*9%em A= 5?950‘23“
b, h ; ) =
s | s=h:sinA h = 93°2 cm L= llﬂ'ﬂﬂn cem
, sty v h h— 493 om | A — 60°45¢33
| h, ® i | ' E] s
i b | b=29scosA | 8= 565 om b = 552 om

Fiiv alle Falle ift <La=90°—A und <LA=090"-
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Das requlire Polygon

§ 14. lagt fich, mdem man bie Endbpuntte einer Seite mit dem
Mittelpuntte des Polygons verbindet, auf dad hiedurch entjtehende
gleichchentlige ‘Dreted (bas jogenannte Bejtimmungsdreied) juritdfithren.
illt man in diefem Dreiede (A B O in Fig. 34) die Hihe O M, fo
ift im rechtwinfligen Dreiede A M O

die Dalbe Lolpgonsijeite 5 = A M,
Der Nadiud ded umjdyricbenen Kretjed R = O A,
ber Jadiud bes eingefdyriebenen Kreijed r = O M,

: - 180°
und ber Winfel AOM —a— =

wennt n bie Seitenzahl ded Polygond bedetet.
Aus diefem Dreiecte ergeben fich die Gleichungen:

§i— 2R sin @ § = 2ritg a
8 8
R = - R r — 5 Cﬂtg (4}
2 8ln a ]

Ubungsbeifpiele.

1. Einem - Kreife vom Rabiud 57°5 mme werden ein regqulived Neuned,
Bebned, Finfzehued etngejdrieben, einem jweiten freife vom NRabdiud 4°83 m ein
requldves Bwolied, Sedzehned und Fwanziged umgeidrichen. €3 find bie Seiten
piefer Polhgone zu beredhnen:

2. Man ftelle eine allgemeine Formel auf, nad) welder aus ber Seite s und
per Edenzahl n eined rvequldven Polygons bdie Nabien jeines eingejchriebenen und
umjdyriebenen Kreijed beredhuet twerden fomuen.

3. Nady biefen Formeln berechne man bdie bejagten Mabien fiir ein rvegulives
Giinfect, Siebened und Wdhizehned, wenn s, = 82°5 em, 8, = T5°28 em und
8,5 = 07585 m ift.

4. Wie grof ift der Wmfang ded eimem Srveife eingejdyriebenen und bes um-
e e 1 e s :
jehriebenen vequliven 360eds, wenn r = 5 (d=1) gefetst wirtd? Welde Sahl

erqibt fich) aundhernd aud ben iibeveinjtimmenden Siffern ber gefunbenen Werte?

Refultate,

1. § = 393327 mm 8,0 = 3D 537 mm Bt 2301 mom
W, = 2°56884 m ne= 1'92156 m Wy — =103 75
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~ 0 -y
S — : .(-‘ulg‘(-lm ). R= #
L n Zsin( . )
& r = 22366 em r= 7816 em r = 1656885 m
R = 276456 em R=80"7TD em R = 1'68446 m
4. U= 31415 U=:3+1416. Die Aahl A

Der Whombus

$:15; [t fid) durd) feine beiden Diagonalen in vier fongruente
recdhtwintlige Dreiecte zerlegen und auf dieje zuviidfiihren. (Fig. 35.)
Wir wollen folgende Falle, in Ddenen bdie
Seite 8, die Diagonalen (AC=4,, BD=24,),
pie Winfel A — 2a und B =24 in Redhnung
fommen, Heraudgreifen. Dabei 1ft jtetd

Fa=90—<xLp <LA=180— B

: A B
ey i=so Sig. 35.
‘ ®egeben 11521;;1 llgemeine ¥djung llT:uttq@ﬁct}pr ‘ Rejultate
| d, ‘ d, = 2scosa g7= 0988 J (‘i] = 1[‘;1 (,F‘;b m
<[A 8 | O = 2ssina | <A = 62016 | 3, = 61°403 m
te/ o - |
5 B hide: . |
1 [~ 8 ! § = —-:icosa | 4, = 125'8 dm (s = 96" 687 dn i
| <A ‘ 8, ‘ dy = b, tge !"R‘I;\ = 98° 50 d, = 146" 86 dm !
i. —_— - e —m — - ; ; |
! 0y || 8 | 8 = 0y:2sine | &, = 73'D om 0, = 85302 em
<IA | dy ‘ d, = dy.cotga | <[A = 81°30 s = 5650 cm
|
I dy | AIh,
' 0y o : cos® = o= d, = 225°20 m |<IA =100°1T7‘ -ll]“i
5 | 0, | d; = 0, tge ‘ § = 17675 m = 269°-8b m
— , : 5
d, 8 ‘ tea = % | ¢, = 186°5 em |<IA =67"4"4"
: d, <TA | g = r).. eosa | d, = 89°8 em s=R81278em |

Pand Harvtl, Lehrbud ver ebenen Trigonometrie. A. 8
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Bermifdyte Beijpicle.

1. Wie grof ift der brechende Winfel o eines Bladpridmasd (Fig. 29), et
AB = 85 mm, AC = BC = 455 mm ijt?

2, Wie groff ift der Bentviwinfel o in einem §Kreife vom Rabdiug
r = 65°54 em, twenn die zugehirige Sehue 100 em mift? Wie guof find bie
Slacheninhalte bes zugehirigen Seftors und Seqmentes ?

3. Der Shwerpuntizabitand OS (Fig. 36) eined RKreiddogens (aus Draht)
e . o Py
ift nad) der Proportion = Sl e <

OS:r—= Gehne AB:arc AB “ :

ait Deftimmen, wenn r = 71°56 cm und bder Jenfriwintel e
AOB = o = 110° 25’ ift.

4, An einer planfonveren (planfoufaven)  &ig. 36.

: Qinfe (Fig. 87a, und 37b) wurden folgende Ub- b
>0 mefjungen gejunden: A :‘
; AB =435 mm (65'5 mm) g5 - F;j
MP = 575 mm (7°25 min) i ,“J

e grof ift der Kriimmungsradiug r und ,i;;"i*""
ber Difmmgawinfel AOB = o ?%) Fig. 37h.

— 5. Wie grof ift die Rejultierende R zieter gleidyer, untex einen

Winfel @ = 61 80° zujammenwivfender Krdfte P = 52°8 kg?

6. 9n den Betben jpmmetrijchen Seilftiiden ac

\ SR LSSy und be (Fig. 39), welde unter emem FWintel
b [T i i B < = e
e I,,-f"m u = 37° 221 gegen bie $Horizontale gemeigk find,

hingt vertifal eine Qaft Q = 125°5 ky. TWie grofy it
die Spannung in jedem Seilftiide ?

5 7. a) Wie grop find die Spannungen in den bei-
( peut, unter demjelben Winfel « = 25° 30° gegen die Verti-
&ig. 89, fale geneigfen Sonftruftiondteilen ae und be (Fig. 40),

wennt tm Punfte ¢ eine vevtitale Belaftung Q = 78575 kg twirft?
Diefelbe Aufqade ift fiir folgende Angaben zu Idjen:
b) Q=212 kg ¢) Q= 2730 kg

a=81° 10’ o— et

8. @) Bwet im ebenen Gelinde
fithrende gerablinige Babhnjtreden MA
und NB (Fig. 41), welche den Winfel
@ = 78° 20}* mit einanber einjdhliefen, P~W -
jollen durc) einen Kreidbogen vom Radius '
B = 275 e verbumben werden. Wian beredne bie
S Tangentenldngen” PAund PBE und bdie Entjernung
bed Bogenjdeiteld S von dem Winfelpunite P. Fig. 41.

¥ Seht miat AM = sund PM = h, joift (A0OMA)...r* = (r — h)* 4 &%,
woraud zunddft r zu bevechnen ift.
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8. b) Wie grol mufs in vorftehenber Aufgabe der Rading R twerden, fvenn
w = 110" 20" ift unb tvenn drilicher Verhaltnifie Halber bie Bogenmitte S von P
eine Entfernung von 95 m Haben muf?

nleitung: PO—0S = PS.

- = =
L= ———

9. Bon bder gleihmifig vevteilten Belaftung
Q ecines einfad) avmievten Trdgerd (Fig. 42) iiber-
trdgt fich auf bie bvertifale Stige S bev Vertifalbrud

Hig. 42,

] b - : v . - ¥

= Q. Wie grop wird die Bugiparmung z in
L=

ven fchmiedeeifernen Sugitangen jetn, wemn diefe unter dem Winkel a gegen Dben

Dorizont geneigt jind ?

Weldhen Durdymefier & mitfien diefe Bugftangen evhalten, wemn auf 1 mom?
Suerjduitt 7 kg sultijjige Beanjprudhung geredhnet werden ?
a) Q= 4780 Iy b) Q= 5050 ky
<L a = 10&° <7 o= ]12° 90’

10. %An einer einfachen Rnieprefie (Fiq. 43) wirkt eine
horvizontale fraft P, wihrend die Schenfel der Prefie mit der
Horizontalen den Winfel « einjhliefen.

Man beredme:

1. Die Dendjpannung s in den Schenteln,
2. den Horizontaljchub h,
3. den vectifalen Prefdrud v
fiir folgende Angaben:
a) P=2955lg b P=18'T5 kg

<I a = BB 9§’ <J a = 899,

11, Bon ber gleidhmdifig verteilten Gejamt-
belaftung Q eines einfadjen Sprengmwerts (Fig. 44),
deflen Streben unter dem Winfel « gegen bden
Dovizont geneigt jind, entfillt auf bie Miitte der

vertifale Drud q = —; Q. Man beredme ben

Drud s in ben Stveben, ben Hovizontaljcdhub
h und ben Bertitaldbeud v fiir folgendbe An-
gaben :

@) Q= 4680 kg b Q= 1564 kg

?u'l

=50 <fa=4
Anmertung. Man beadhte bie Kongruenz der zu
bilbenben RKrdftebreiede.

12. Auf einen jpharijchen Hohlipiegel vom Rabdius r
fiallt pavallel zur Adhje ein Lidtftvahl L (Fig. 45) unter dem
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Yinfel a (gegen jein Ginfalldlot OA) unbd jdneidet alé vefleftierter Strahl Dbie
Achie itm Punfte P.  MWie weit ift bdiefer Punit vom theoretijcdien Brenn-

PN N )
punfte ¥ entfernt? (U = })
a) T = 4b"7hH em bl =205 cm
<ta= 20" 10* = —h7 a0

Ynleitung: A O AP ijt gleihjchentlig. (Waruntr?)
13, Gin jlached Tonnengewidlbe (Fig. 46) bat

o ; 3 1 =ikl 1
eitte Spanniveite s = 8°5 e, eine Pleilhohe h = w8

: mid eine Stivle d = 80 eme, Wie qeofi ift bie Stivn-
'_.“-,_ fliche T bed Glewdlbes und ivie viel kg wiegt dad lau-

fende Mieter besjelben, wenn bdad fpezifijche Gewidht
[1:65] ift? (Siehe Anleitung
sur Aufgabe 4.)

o= 25

14, Bon der gleichmifig verteilten
Belaftung Q eined doppelten Hingetverfes
pird auf febe ber Dbeiben Hingefiulen
(A und B, Fig. 47) ein vertitaler Drud

: Q dibertragen
) tibertragen.
30 &

=

Pan bejtimme:
ben Drud d im Spannriegel,
pen &Strebenvrud s,
bie Bugipanmung h im Hauptbalfen,
. ben Aujlagerdrt v.

“E\'-’—'

o]

@) Q="T050 kg 3 B e e

1150 kg ¢) Q = 8175 kg
<I a = 40° <] a =35

5 <l o = 48°

Anmerfung. Man beadyte die Komgrueny der zu bilbenben Krdftedreiece.

15, Gin Stab A B ift mit jeinen Enden an 3ioe
gleich fange, unter den Winfeln o gegen den Hovizont

S SRR J{;.‘.'_" geneigten Seilftiicen (Fig. 48) befeftigt. An bex Mitte
N o bed Stabed ift ein Gewidt Q angehingt. Wie grof
H}i’i‘“" '“'f."—,?é-_ff_:"; find die Seilipannungen s und bdie Sugipannung =z
x LLE; l"" im Stabe, wenn bag Gewidt ded Stabed q ift?
V) i) 0 = 245 kg b Q = 300 kg
Fig. 48. q=80°8 ky it s 4

Pt

<L a = B8° 45 < a'= 65° 15’
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nleitung: Die Gejamtlaft (Q 4 q) zerlegt jid) in zwei gleide Parallel-
)

. Q =« ; A = -
fomponenten v = —— L telthe nach ben Nidtungen bed Seiles und Stabed zu

serfegen find.
16, Weldye Wintel o und F bilben die duferen und die inneven gemeinfdaft
lichen Tangenten zweier Sveife von den Hadien B und r unbd der Jentvaldiftans a
mit ber Bentrallinie, wenn R = 75 em, r = 85 em und a — 225 em ift?
Wie lang find die jwifcdhen den BVevihrungspuntten Hegenden Abjduitte dev
beiben Tangenten ?

Fig. 49a. &ig. 49b.

17, Biwet Riemenjcheiben (Fig. 49a und 49b) von den Radien R = b6 em
unb r = 26 eme und bder Benfralbiftang a = 835 ¢ jollen durd) einen Treibriemen
verbunden werben. Wie lang mup diefer Riemen fetn, wenn bie beiben Sdjeiben

@) im jelben Simne (Fig. 49a)
b) im entgegengejepten Sinne (Fig. 49b)
totieven jolfen?

18. WBon der gleidhformig berteilten Glejamtbelajtung Q) eined boppelt avmierten

: R i L e e i 11 %
Tragers (Fig. 50) wird auf jede Stiige ver BVertifalbrud q = 0 () itbertragen.

1]

- Man beredine die Suaipammingett z; und z, in den Jugftangen und bdie fiiv leptere
ecforberlidien Durdymejjer (zuldijige Bean-
iprudung fite 1 oem® Querjdunitt = 7 kg)
fiir folgenbe nnahnien:

a) Q= 2775 kg b Q= 6750 iy

I a = 10§° < a=12§°

19, Wie fang muf ein ftraff ge=
fpanuter Hiemen fein, welder in ber
durd) Figur 51 angegebenen Weife um
bie brei ©dpeiben M, P, N gefilhrt
D, wenn R = 25 cm

r = 20 cm
0 =-12 cm
mid MP = PN = 80 em ijt?
(Die Sceibenmittelpuntte M, P und N liegen in einer erabden.)
(Ynlettung: Siehe ufgaben 16, 17.)
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PR 20, 2Wie grof ijt die Flide f einesd Kreidleqmentes
g AN INNN 7 (Fig. 52) in einem Rreije vom Radius r = 4556 e, wenn
SR per jugehorige Bentriwinfel o = 80° ift?
4 (Unleitung: £ = Selior AOB — AAQB)
Hig. 52 '

21. Lor ber gervadlinigen Strafe, twelde bie

Orte A und B verbindet, ziveigen bei A und B zivei gevab:
linige Strafen unter bden Winfeln o = 32° F = 5HR°
Fig. 53) nach linf8 und rechtd ab, welde st ben Drfen C
und D fiihren. Wie guof ijt bie Strede CD, twenn:

AB= 85 km

AC=18"3 km

BD= 54 km ift?

(nleitung : Man beachte, daf < (a4 F) = 907,
bafi alfo die SHilfsbreiede ABP und DPC redis
inflig jind.)

22, Wie qrof; ift (Fig. 54) die gegenjeitige Ent-
fernmung der beiben Tunfte C und D, fwenn

ABi—=a =157 "D m
<L GAB — < DB A= 30"
<L DAB = a = 53’ 15 80"
<  CBA = f=27°35'15" ijt?

(YUnleitung : Dean bevedhne BD und C A und bann
aué bemt recdhtwinfligen Hilisdreiede CDE (DE || AB)
bie Strede CD.)

923, Gin Lidtjtrahl T fallt unfer
einel miel) e (Fig. 55) auf eine plan-
pavallele Glasplatte von ber Dide/d und
bem  Bredungserponenten /n.  Wan be-
ftimute  bie  Paralelverichiebung p Des

Strahlcs.
a) o= 68° 10* b) a = 56° 20’
d = 3885 mm d = 45 mm
ni=—-1:bl Al ==k
Wie qrof ift die DPlattendide d, twenn:
¢) o = 64° a) a = 58°
n.—1"bha N1 0
Hig. 55, p =209 mm . p=17"88mm ift?

F
k!
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924, Muf eqme dlantouvere Linje (Fia. 5oa) vom Krimmungshalbmeijer
L q 4

r = 75 und dem Bredjungdinvey n —
pent 2Abftand h pon der Uchie bejbt,

gebrodjene Gtrahl P° Ddie

Nchie jchneiben, e

) h =15 mm

b) h =10 mm

¢/ h= b mm

Yumerfung. Nad)
Bredjungdgefehe ijt

sin f = n sin o

uh d=p—a,

1, - 4beid44 241

2. <L o = 99° 26* 22¢
F = 3727bb6 em?
= 16088 em®

3. 60°-99 em

1. o) v = 44011 s

<f o= H9?14*

bl r= 77°095 mm
<L = 49° 5h* 47

5. 90-75 ky

b. 1054 ky

7. a) 435145 Ly
b)) 12417 kyg
¢) 2169 kg
8. @) PA = 337-53 m

PS
h) R

= 16037 m
= 435" 188 m

9. ) = 8197 ky

8 = 3861 mum
bl 7= 1388 kg

d = 3666 wun
10, @) s = 4615 kg
h=12"7d kg

v = 461°3 kg
b) s = 5312 ky
h = 9375 ky

|

(1)
1]
v =537 1 kg

_ZEJ
5 let
e
0 =\
Befultnte,
11. a) s = 1909 kg

h =1227 &g
v = 14625 Ly
b s = 6682 kg
h = 455" 8-ky
v = 485°7d kg
12, a) 1494 mm
i) 4:16 mm
13k = 1:1378 m?
G = 327D kg
[G = 18765 ky]
14. a) d = h = 3081 ky
s = 4021 kg
v =q
) d=h = 3220 ky
s = 3931 &g
V=4
g) d = h = 20699 kg
4035 kg
v=24
15, @) s = 1905 kg
z = 98-80 ky
bl s = 20674 ky
7 = 86°5D kg
<t = 10° 144 25"
<t =299 16" 3¢
AB=221"41cm
CD = 19627 em

16,

17,

18,

3. ) 2458 mmn

151 fdallf ein Paralelftrahl P auf, ver
Sn  teldher Enifernung CI' = x wird dex

Hig. 85 a.

a) 950°5 cm

h) 9478 em

a) 2, = 9608 kg
7y = 9447 kg
6, = 41-8 mm
l’g = 414D s

b) w2y = 11435 ky
7q = 11164 ky
8, = 4561 mm
0y = 45°06 mm

AF = 91°342 em
i.IT'- — 70437 em
[ji = 10708 em
AB = 159921 em
EF = 70950 em

DC = T3322 em

L = 476°06 cme

. F= 4259 em?

CD = 12°789 km

. CE=1109"2 m

CD = 175303 m
c) Bb mm

b) 21°28 e d) 3D mn

- H-,j' 141°74 mm

o) 14472 mm
¢) 14648 momne
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Die reziprofen Werte bed sinus und eosinus.

§ 16, Wir Haben Deveitd in § 2 bemertt, daf man fiix den
rezibrofen LWert ded Tangend-Verhaltnijjes einen bejondeven Ramen
(cotangens) eingefiihrt hat, jo baf man allgemein zu jepen hat:

1
t‘-nfg‘é

In gleicher Weile hat man aud) die veziprofen Werte bed sinus
und cosinus mit bejonderen Namen belegt und nennt:

1. den vejiprofen 2Wert bed sinus  ben Coseeans (cosec.)

2. ben reziprofen Wert Ded cosinus den Secans  (sec.);

: = cote a und toeq —
tg a E o

iy e ; 1
jomtit: = (¢ogec « uno gin @ = 43
s3I0 a cOseC a
1
— = §B€C a COR @@ — ——
COs a SCC a
Sm rechtwintligen Dreiecte (Fig. 5) bebeutet daber:
¢ Dypotenuie
coseca = — — DJ%_*I -!*—’——
a gegenitberlgd. Kathete
e Hypotenuie
geca = == ..E?_;!P_._ _l_. 1 z
b anliegenbe Kathete

Anmerfung. Da sina—=cos (90°— a) und
cos a = sin (90° — a) ijt, jo ift auch

1 1 1 1
O 1o — A
sin a ¢os (90° —a) COS a gin (90" — a)
ober: coseca — sec (90°—a) und seea — cosec (V0" — a),

woraud i erjehen ift, daf dasd tm § 3 Gejagte aud) fiir secans und
cosecans Giltigleit befibt.

Wbungsbeifpicle,

Man fithre in folgenden AusSdriiden sinus und cosinus ein:

1 !
a) sec x -4 cosec x b)) ——— —
sec @ cosec d
¢} sin o cosec a d) cosf secp
“e) sina(l — coseca) ! cos x (1 4 gec x)
- 1—seca cosec X 1
gl — ) ——
G b cosec x — 1
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Refultate.

sin X |-eo0s X

) ——— bl c0s o—Ssina
sin X ¢os X
c) 1 i) |
e} Sina—1 I{} cos x -1
cosa— 1 1--sin x
{ I/ = '_._.__. :
9 ") 1—sinx

oS a1

Dovftellung der goniometrifdjen Funktionen durd) die
Funktionslinien am Hreife.

§ 17, A Mittel zu diefer Darftellung beniifen wir einen
Rreid (Fig. H6), verjehen mit zwei auf eimander fenfrechten unbe-
grenzten Tangenten tt' und ss’ und einen Map-
ftab, deffen Qdngeneinbheit durcd den Ra-
Ding des Kreifesd gebilbet wirDd.

tt' Deift bie unbegrenzte Tangentenlinie, ss
die unbegrenste Cotangentenlinie.
Den zu unterfudjenden Winfel legen wir {tets
&tg. 56. fo afg Bentriwinfel in den P s
i
I
i
’1
i

Rreis, dap der eine (fefte)

e Scjenfel de3 Winfeld n bdie fefte Lage

OA fommt, wdhrend der anbere (betweg-

lie) ©dhenfel eine mit ber Grige Ded
Winfeld verdnderlihe Lage annimmt.

Bringen wir beijpieldweife (Fig. HT)
pen Winfel «=23b" in bdie befprodjenes 45 0 g5 4
Lage, o wiffen wiv beveitd nacd) § 3, daf
pie Mapzahlen der Funftionslinien Big. 57.
PM OM AT uno BS unmittelbar den
sinus cosinus tangens und cotangens Dded Wintels a angeben.

RNin ergibt fich aber nadh) § 16 aus bem

[ ...._;.')
AR e = -U-T-, nach) Ubmefjung e 1+22,
CA 1
08 174

40BS . ., . coseca ky oy s e 174,




e
oy

fo daf wir exfeunen, daf die Streden OT und OS5 durd) ihre
Meafzahlen Diveft Den secans bew. Den cosecans des Winfeld
angeben.

Wir fHaben nunmehr im gangen fechd Funftionslinien,
. aw. it

1. PM, die Sinudlinic, dag vom Cndpuntte des beweglichen
Radiug OP auf den feften Rabdiug O A gefillte Perpenbifel.

2. OM, dic Cofinndlinie, die Brojeftion des beweglichen Ha-
bius auf den feften Rabiug, gemeffen von O aus.

3. AT, die Tangenslinie, der Abjdnitt der unbegrenzten LTan-
gentenlinie, gemefjen von ihrem Unfangdpunite A big zum Sdnitte
T mit dem beweglichen Schenfel.

4, BS, bie Cotangenslinic, der Abjdhnitt der unbegrenzten
Gotangentenlinie, gemefent von ihrem Unfangspunfte B b3 zum
Sdnitte S mit dem beweglidhen Schentel.

5. OT, bie Secanglinie, der Abjhuitt ded beweglichen
Sdhentels, gemefjen von feinem Unfangdpuntte O bis jum Sdnitte
mit der Tangentenlinie.

6. 0S8, bdie Rojecanslinie, der Abjdhnitt des beweglidhen
Schenfels, gemeffen von jeinem Anfangdpunfte O bis jum Schnitte
mit der Eotangendlinie.

Wir fonnen die Funftionen aud) definieren all
pad Berhaltnis der gleidhnamigen Funftionslinien
jum Radiug oder, wenn der Radiusd zur Cinpeit Des
Mapftabes gewdh(t wird, als die MaBzahlen der an
biejem Niapftabe abgemefjenen gleidnamigen Funt-
tionglinien,

Dieje Definitionen decden jidh, jo lange wiv nur Spitwintel betradten, voll-
jtindig mit den in § 2 gegebenen Crfldrungen, jind aber and) fiiv Winkel itber 90°
anmwendbar, fvovon twiv fpiter Gebraud) maden werden.
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Bezichungen zwijden den jeds Funftionen cined uud dedjelben Winfels,

§ 18. Jady § 16 1jt:

1
cotg a =- ober e —
X tg a = cotg a
: 1 : 1
COSeE 0 =— —— pber sin a = —- (1)
sin a cosee a '
: 1
SeC @ — ——— pDer CcoS a — —
Cos a see a

Bu biefen Reziprozitiatsbeziehungen tveten uod) einige andere
hingu, welde wir aus ben durc) die Tunftionslinien und den Radius
gebilbeten vechtwinfligen Dreiecten erhalten, wenn wir auf diejelben
ben Pythagordijhen Lehriap in folgender Fovm anwenden: Das
(arithmetijdhe) Quabdrat ber HY-
potenujen - Mafzahl ift gleich
ber Summe ausd den Yunadraten
perbeiden Ratheten-Wakzahlen.

Sepen wir r==1, fo find bdie
Magzahlen der Funttionglinien (Fig. 53)
gleid) den entjprechenden Funftionen ded
Winfeld a« und wir erhalten aud: Fig. b8.

gin a = V1 — cos’a

s OPM .... sin*a--cos*a=1%).. { cos a = V1 —sin*a
: , seca — V1 + tg® a |
R OAN ,... Seg a— tg‘sa-——:]..u { i’gﬂ:\r‘cct_—_l (“.
‘ . 3 feosec a = Vit cotg’a
< OBS ....cosee*a—eotga=1... | cotg & = Veoseca 1

Endlid) ergibt fich nod) aud dem Dreiecfe OPM:

PM v OM
tg ¢ = o3f BING o08 == P
oder burd) 1lbergang auf die Mafzahlen:
sin a ; eos a
g8 o = o5 o cotg ¢ = T q (IIL.)

*) Man jdhreibts sin*a ftatt (sin a)®
cos?a jtatt (cesa)® . i |
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Auf Grund ber mit (I) und (II) be-

/‘“‘”“ - seichneten Beziehungen laffen fid) die jed)s
e Funttionen eined und dedjelben Winfeld nad
cosec a cosa yebenftehendem Schema jo gruppieren, dap

fi) aus jeber Funftion bie beiden be-
nacjbarten nad) (I und II) berechnen
cotg a ecq  Lofjen.
s St eine Funttion des Winfeld a be-
¥ i a " £ fannt, fo fann man demmach alle iibrigen
Tunftionen Ddiefed Winfeld bevedynen.

Man benupe dabei dasd vorftehende Schema, inbemt mian, von der gegebenen
Funttion audgehend, entweder nad) beiden Richtungen oder nur nady einer Ridtung
ben Sreid Durchlauft.”) ]

a
-

3. B. Ssina =

_(l

A
=

cosec a =

i |

S

v F

o

Il
- | (e </
o
2|
|
| ;-;‘
e
|

|

el
(1 §

3

colg o =— \.l’f( )‘_] = l
i 5
we=\/(3)-1=1% G

Tibungsbeifpiele.

L=

Giegeben:
1. sin80° = — 5. teds =1
2. sina = 0'8 6 Hpx = ’fﬂl—_t
3. cosp =038 7. cotey = 3
4. cosecy = \.-";“ -:LT 1 8, cosecz = B
:

Man beftimme die fibrigen Funftionen biejer Winfel.

#) Die Formeln TIL fdnnen oft mit Vorteil angewendet werbden, wenn aus
einer gegebenen Funftion nidt alle iibrigen Funttionen, jondern nuv eine derfelben
berechnet werden joll, Dod ift der dadurd) erzielte BVovteil su gering, um ausfithrid
parauf einzugeben. Dagegen twerben und bie Formeln IIT nad) anderer Ricdhtung
widitige Dienjte leijten.



45

9, Tolgende Ansbride zu vereinfachen:

i) sec o . ecotg a b) coseca . tga ¢) seca: (tga -+ cotea)
coteg a — 1 : ; .14+ tga
g e wer e) (a-+ atg®a).cosa fl ——=
cosee a - Goeo

10, Mtan ftelle Formeln anf, nad) denen tangens und eotangens mur durd
ben sinus ober durd) ben cosinus audgedriidi erfdeinen.

Refultate.
1. cos 30° = ,], E R L 1 VE. bt
Fa 1]

; e 4 -
2, eosa=1b te o= 3 P T
s gl n 0 s
3. 8in g 10 \ o1 te f — Y A T PR P T

: T [ 1 / s
4, sinp = \I L eosy = \ tgyp=Va wif

N el /a1 : s
5. sin45° = cos 40° = 1, LB R
e 1 -3
b, eosx= \J-' m—1 sinmx= 77— Wi
m Vm

e 1= S a1
. siny = g V10 €S Y = 9 VAD ek T
¥, eotez=\§ €O 7 = & T TRRTS | (O
), al coseea b} seca ¢/ sina

: 2 il et Sl

) €osa—Ssina e) e f) sina- eosa

sin « V1 —cos’a
110, te o0 = —F——— e —
V1 —sin® a €os a
V1 —sin®a COS &
cofora—= ——— e e e e
CLLLR V1—eos a

Goniometrifdye Gleidynngen.

§ 19, 3t ein Winfel dadurc) beftimmt, daf eine jwijchen
aywei oder mehreren feiner Funttionen giltige ®leichung gegeben ift,
fo mennt man Ddieje eine goniometrijche Gleihung. Wm fie zu (Bjen,

fithre man gunidit jene Funftionen auf eine einzige Funftion des
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fraglichen Winfeld guriicf, bevechne diefelbe und beftimme jobann den
sugehirigen Wintel :

3. 8.
seea = 4 cos a 2sine = 2 —¢os a 3sinx=2¢05x
= e - \I_ e gin x 2
= 0 vt il s T e T
(¢ I a Bin ® -1 B1N" o p—— 3
1 2
= 4 cos a 4sin*e—8sina+4 =1—sin’a =
08 3]
- s b L 8 s 1 3 e 1) 11 ¢ i
1l =4cos* a sin® ¢ —-——8ine 4+ —=1{) x = 33°41' 24
) 3]
S T
cos o = 5 gin o = snE W =
A
a = 60° sin @ = 4 =
(]
sing, = 1....0 = 90°
o
sin @y = —- ...a, = 36°52'11"
£}
Whangsbeifpicle.
Folgende goniometrijhe Gleidhungen aufzuldien:
l. 743 cosx = 398secx 7. 6°8sinx = (°Heosx
2. 9tgy = 49cotgy 8: Deosy = Tsiny
3. coseca = 10 sina 9, 5876 sin y = 88°62 cosy
4, sin'x — cos’x = 04 10. 3sinx = 2tax*)
S 4 D, B8secpg= 143tegp 11, 8'beosx = 1'2Heotg x
Grnn b. Heotey = nls-_u&',_(:(* y—4 12, B ‘. sinx _ ..o e
4'3 cor X
13. Lon einem Lidhtftrahl (Fig. 59), der aud Luft in
¢ [ ok ®lad vom Bredyjungderponenten n = 1°536 itbertritt, wird ein
e Teil rvefleftiert, ein anbderer Teil nad) dem BredjungSgefedhe:
e sin a ol = = . :
_ ——1'1?“%‘-" Sin g = n gebroden. IBie grof muB der Cinfallswinfel a
f J : ‘]
g SRRV ‘%‘f-."—' gewihlt werben, damit Der reflettierte und der gebrodjene Strahl
%ig. 59. auf einonder jenfrecht ftehen? (Marimale Polarifation.)

(Anleitung: a4 £ = 90°)

*) TMan jebe tgx = % und firze die Gleichung dburdh sin x.
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Nefulinte.
1. x"— 42°b 18" b= hal 1143 i e bl L
2. y = 66°48' 5~ 6.y = 77019 11" 10, x = 667259 18"
3. a = 18°267 6 T. x = 5048234 1ax"=20bb’! 20!
4, x = 60° 8oy = 35%32016" 12, x = b4° 26" b7

13, « = 56°bb*2"

Funktionen frumpfer und erhabener Winkel.

§ 20. Die in bem § 17 enthaltenen
Definitionen  der Funftionslinien und
ber Funftionen laffen fich, wie wiv dort
Dereits angebeutet Haben, unmittelbar
auch auf ftumpfe und erhabene Winkel
fibertragen.

Dabei mitffen wir jeboch wohl be-
acdjten, daf — gemdp den in § 17 fejt-
gefesten Bahlungen — an jeder Funt-
tionglinie nicht mur deven Ldnge, jondern
anch ihr Ridhtungsjinn in Betvadt
fommt. 1 0 g

Diejer Richtungsfinn ift in Fig. 60
an  Den Funftiondlinten Dber Wintel Sig. 60.
AOP — H54° und AOQ = 140° burdy
$Pieile angedeutet.

Begeichnen wir die fiir Spipwintel fid) evgebenden Pieilrichtungen
burdjwegd ald pofitiv (4-), jo miiffen wir entgegengefepte Pieilvichtungen
al negativ (—) auffafjen.

Gine einfache DBetrachptung ergibt fjobanm folgende HBeichen-
Negeln:

1. Die Sinud- und Tangendlinie find pofitiv ober negativ, ie
nadybemt fie oberhalb ober unterhalb ded Horizontalen Durchuefjers
(AC) liegemn.
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2. Die Cofinud- undb Cotangenglinie find pofitiv oder negativ,
ie nachbem fie rvechtd oder [inf8 vom vertifalen Durcdhmefjer (B D)
[iegen.

3. Die Secand- und Cofecandlinie find pofitiv oder negativ, je
nachbem fie auf bem Deweglichen Schentel felbjt oder auf ber Ritcwirts-
verldngerung desjelben liegen.

So ift 3. B. fiir ben L A O Q = 140° die Sinuslinie  Q N, pofitiv,
die Sofinugliniec O N negativ,
pie Tangendlinie AV negativ,
die Cotangenslinie BW negativ,
bie Secanslinie OV uegativ,
bie Gojecanslinie OW pofitiv,

jo bafp wir, ba bie Funftion aud) dasd BVorzeichen der entjprechenden

Tunftionslinie exhilt, dburd) Abmeffung nadh dem beigefiigten Mapjtabe

(r = 1) erhalten:

sin 140° = | 0-64.. . cotg 140° = — 1°19...
cos 140" = —076... gee 140° = —1+31..
to 140° = — 084 cosec 140° = - 15°6.

Grengtoerte der Funftionen.

§ 21. Wir jdhiden vorauzd: Durd) Ddie beiden auf einander
jenfrechten Durchmeffer A C und BD gzerfillt die Feichen=Ebene in
Quadranten, bie wir in der Reifenfolge von ABCD (Fig. 61) mit
I, IL, III, IV begeichnen wollen. Die Radien OA, OB, OC und
OD nennen wir fursweg Tuadrvantenhalbmefler. Wir [affen den
Winfel alle Werte von 0° big 360° durdhlaufen, indem wir ben
beweglicdhen Schentel zunachit mit dem feften Schenfel O A Fujammen-
fallen laffen und exfteren dann im entgegengefepten Sinne der Uhr-
seigerbewegung drehen. Dad BVorzeidhen und die numerijhen Werte,
weldje die eimzelnen Funftionen Bbiebei annehmen, exhalten twir
burd) eine einfadhge Betradhtung und AUbmefjung der Fuuftionslinien,

e e e il i)




T ==,

Die Grenzmwerte der Funt-
tionen ergeben fich fitr jene LWinfel

(0°, 90°, 180°, 270°, 3609,
bet demen der bewegliche Scyentel einen
Luabdrantenhalbmeijer durdyjchreitet.

Die Rejultate der leiht durchau-
fithrendben Vetradhtung Jind in unten-
jtefenber Tabelle zujammengefapt.

&ig. 61.

‘;_‘im_ﬂlia_ng_ll_iz‘m _.ﬁ[}" IT. £, IHf}*"III.-Du.:QT't;J“i IV. at. EE{;{}“Q: rengen:
sin. [0+ + [+14] + 'l'}—'i"_j—_ I=ER :'L“!:'r}%-{"+1--u-"' -1

cos. |t1+| + [to-| — !-T-;__-E—n-'- I T P
E. ”tg. :T‘ F ‘100._ = IT + ool — 5——0-r§+oo“0"—oo
cotg. [Foo| + [t0-| — 7o, + [t0- — [Foo|too 000
 see. 1t too| — _I'—I—‘_-—_'?;.?cor} Hf: Tf&
comec. [roo] + [HiH] + ltoo] — | - [FeolfyriiH|

An t!!crfung 1. BDie Werte bon tangens, cotangens, seeans UND cosecans
seigen einen merfwiicdigen BVerlouf.

Der tangens 3. B, ift bet 0° felbjt gleich Null, widft Hievaui, 6i8 er in un-
endlicher JNibe von 90 unendlich grof (4- oo) wirdb. Jun dem Wugenblide aber,
ba ber betveglidie Scientel den Rabdiug OB (90°) burchjchreitet, wird ber tangens
negativ und ift bei einer unendlid) feinen lberjdhreitung von 90° numerijdh gleich oo .
Der Wert filr tangens jpringt alfo beim Durdhjdjreiten von £0° ploglidh bon + oo
auf — oo, was in der Tabelle durdh bie Begeichnung + 0O dargejtellt ijt. lberall,
o diefe ober bie Vezeichnung F oo {id) wiederholt, findet eine entipredende fprung-
weife BVerdnderung ded betreffenden FunitionSiverted ftatt.

Nnmerfung 2. Dort, wo beiderfeitd bed Funftiondtertes ein Vor-
seidhent gefest ift, findet eine ftetige (nicht prungiveife) Jnderung ded Funftions-
werted ftatt,

fnmerfung 3, Man fann bie BVevduderungen, welde die Funttiondwerte
erfeiven, tvenn ber TWinfel vbon 0° bi8 360° antvddft, aud) graphifd), mit Hilfe eines
redytivintligen Soordinateniyftems, davftellen. Ju bdiejem Bwede trdgt man auf der
Adhie OX (Fig. 62) 360 gleiche Teile auf, welde bdie graphifde Darftellung dex
Wintelgrade bilden,®) und in jenfredjter Ridhtung (ald Ordinate) fiiv jeden eingelnen
Grnd ben ihm entjprechenden Funftiondert., (Vojitive Funftiondwerte find nad
ober, negative nad) unten aufzutragen.)

*) Nidtiger ift es, die in 360° geteilte Abizifienadyie ald Abwidelung des
Sreisumjanges (r = 1) anzufehen. Siehe § 41,
Dansd Havtl, Lehrbud) ber ebenen Trigonometrie. A. 4
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Cosinus.

Sinus.
) LW\ZJH !']"!yén
W

Tangens.

Fig. 62, i
Mbungsbeifpicle.
1. x = a cos 180° + 2 a sin 90° — b tg 860°
1 . cos 360°
e L Lo e
B FESS oLy B0 180° 15 i oo
3. z = a tg 45° — 2 b sin 270° 4 a cos 180° +- b sec 180°

4, u = a sin 90° 4~ (a — b) cos 180° + b sin 270°
5, Weldhen Wert nefmen folgende Anusdriide an, wenn man parin

< @ = 90° et ?
a = 8in a cos § + eos o sin f§
b = cos & cos f & sin « sin f§

_ tgattgf ¥)
T 1t tgatgf

LT
/1 —coso

=
1 COB

6, FWelden Wert exhalten vorjtehende Ausbriide filr a = 180°7?

Refultnte.
l. x=a b, n=cosf 6. a=TFsinpg
2. y=—5 b = F sin g bh=—e¢osp
e —1h e — 1 cotg B e =+ tg B

Ao =0 d=1 d =00

¥) itr @ = 90° bividiere man gunddit Jable md Menner durdy tg a.




Ruriidfithrung der Funftionen ftumbfer und erbabener Winkel auf bdie
Funftionen der Episwintel.

§ 22. Wihrend bei ftumpfen und erhabenen Winfeln Ddas
BVorzeiden ber Funftionen nach dem in § 20 angegebenen Regeln
bejonders beftimmt werden muf, laffen fich) die numerijchen Werte
berfelben auf bie in der Tabelle enthaltenen Funftionswerte der
Spipwintel uriidfiihren.

&

4
|
i

r
&g, 63,

o= 180" —«a o = 180" + o w = 360" — @«

S ben vorftehenden Figurven find in den gleihen Darftellungs-
Freid die Wintfel a, (180 —a), (180 + a) und (360 — a) nebjt ihren
Tunftionglinien verzeidhnet. €8 ergeben fid) hiebei fongruente, begw.
fi) Decfende vechtwintlige Dreiecte, u. zw. ift:
OPMXX20pm OAT R 0At OBS™20Bs
woraud folgt:
PM = pm AT — At BS — Bs
OM = Om 0P =0t 08 = Os
Wir fehen alfo, dap in allen drei, in obiger Figur dargeftellten
Fillen jebe Funttionslinie ded Winkeld w gleid) 1jt der gletchnamigen
Sunttionglinie bded Winfeld a u. zw. ift dabeia jener Gpigwiniel,
bent der Dewegliche Schenfel bed Winfel3 w mit dem nadhjtliegenden
horizontalen Quadrantenhalbmefjer bilbet.
MWas von den Funftionslinien gilt, gilt aud) von deren NMap-
aaflen, afjo von bden Funftionen felbjt, und wir erbalten jomit
folgenden Saf:

4*
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Sebe Funftion dbed Winfeld o ift numerijd gleid
perfelben Funftion jeneds Winfels, den ber beweglide
Sdentelmitdbemnadftgelegenen horizontalen Quadranten-
halbmejfer einjcdhlieft.

Unter Beriidfichtigung desd Vorzeidhend ergibt fid) jomit un-
ntittelbar fiiv:

w=180"—a w=180° -+ « w=360°— «
sinw = - sin a sin @ — — 8in a sinw =— — gina
COS @ = — COS & cos W = — coS a CO8 w = -~ coS a
tew = —tga te w = |- tga tgw = —1ga
cotg w — — cofg a cot w = - cot a cotg w = — cotg a
gecw — — seca gecw — — 8Seca §ec w == -|- sec a
COSEC 1 = - COSeC a COSeC @ — — COSEC ¢ COSEC = — COSeC a

Bieht man jtatt ded Winfeld a den Winfel § in Betrad)t, den
ber Dbewegliche Schenfel mit bem nddftgelegenen vertifalen
Quabdrantenhalbmeffer bildet, fo jieht man aus Fig. 63, daf ftetd
f=190°—a ijt, daf aljo jebe Funftion von a gleid) ift der finn-
verwanbten Funftion desd Winfeld . Daber ldkt fich obenftehende
Regel in folgender Weije umfornen.

Jebe Funftion ded Winfeld o ift numerijd gleid
per finnverwandten Funftion jened Spipwinfels, den bder
beweglide Halbmejfer mit bem ndcdhjtgelegenen bertifalen
Quadrantenhalbmejjer einjdhlieht.

€3 ergibt fich jomit nad) Fig. 63 Fiiv:

o—90°+8 w=270°—8 w=270° 3
sin w = - cos § sinw = — cos f sin w = — ¢os f§
coS m =— — Sin f ¢os w = — sin f cos @ — - 8in

tgw = — cotg tg w = - cotg te o — — cotg ff

cotgw = — g cofgw = -tg p cotg w — — tg f
secw — — cosecf  secw = — cosec i  Sec w = - cosec f3

cosecw — - secf  cosecw =— — secf  cosec w = — secp



b3
Dasd im vorftehenden Gelehrte lift fidh) in folgenden Siben
jujammentajjen:
Funftion (180° +4-6)
Funftion (360° = 4)
Sunftion  (90°—+46) '[

ijt mumerijdy gleid) derjelben Funttion ded Winfels o.

it munerijd) gleid) der fimuverivandten Funftion

funftion (270° 4= 0) s
uuttion (270°0) | bes Winkeld 0.
Beifpicle.
_ = sin (90° 4 67° 20°) = + cos 67° 20}
. ‘I— 0 [: — { sin {j I F— < |18 . =y
BII0T. 20" =\ = ain (1600 — 20% 40f) = - win sobM0lfs )
5 — cotg (860° — 26° 10°) = — cotg 26° 10/ )
otg 83530 50 — { — o8 ( g — — 203526
e SeiD | = eotg (270° + 638° B0) = — tg 639 50 | bl

Da fich indbejondere bei joldjen ftumpfen ober erhabenen
Winfeln, die mit Minuten und Sefunden gegeben {ind, jener Spif-
winfel leichter Devechuen [dft, Dden Dder bewegliche Schentel mit bem
nad)jt vorangehenden Luadrantenhalbmefjer bilbet, jo empfiehlt
fich aur Beftimmung bder Funttionen itberfpiger Winfel folgenber
Borgang :

Man beftimmt gunadft den ,Mberjhupwinfel” des
gegebenen Winfeld gegen den nddft vorhergehenden
Quadrantenhalbmejfer. Jjt diefer Halbmefjer Hhori-
soutal, jo ijt jebe Funftion bed gegebenen Winfels
numerifd) gleich Derfelben Funftion bes Uberfdhufp-
winfels. Jft dagegen jener Halbmejfer vertifal, o ijt
jede Funftion ded gegebenen Winfels numerijdh gletd
per finnverwandten JFunftion ded Uberjhufmwinfels.

Dad Borzeidhen bder betreffenden Funftion ift
nad) den in § 20 angegebenen Regeln befonderd zu be-
ftimmen.

Beifpiele,
sin 189° 15’ 20 = - eos 49 15’ 20" = -} 065268
bezogen auf. ... 90°
cos 99" 20 30" = — sin 9% 20’ 30" = — 016232
bezogen auf. ... 90°
tg 217° 98/ 45" = - tg 87° 28’ 45“ = - 0" 76675
bezogen auf . ... 180°

cos B41° 30 40” = + sin T1° 30" 40" = —+ 0° 94838
bejogen anf. ... 270°
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it Ricficht auf die trigonometrijhe Auflojung ped jdief-
winfligen Drefected ift befoubers bdad Beftimmen von ginus  1nd
cosinus ftumpfer Winfel zu {iben, wobei feftaubalten ijt:
sin @ = - cos (@ — 90°) = + sin (180° — o)

cos o = — sin (@ — 90°) = — eos (180" — @)

§ 23. Nach § 22 Haben bie bier Wintel a, (180° — a),
(180° -+ @), und (360° — a) numerijd) gleide Funitionen, pie fiir je
awet diefer Wintel aud) beziiglich ded BVorzeidjens fibereinftinumen.

Daraud folgt, daf zu jedem Funftionswerte zwel awijden
0° und 360° gelegene Winfel gehoren, die man im allgemetnen
folgendermafen findet. Man jucdht unddit in ver Tafel jenen
Spigwinfel a auf, der bem mumerijhen LWerte der porliegenden
Funttion entjpridt. '

Diefem numerijhen Werte entfprechen aber aufer dem TWintel
¢ nod) die Winfel (180 —a), (1804 a) und (360 —a). Bon
diefen vier Winfeln Hat man nun jene gwet ju nehmen, welche dem
por(iegenden Fuuftionswerte auch) beziiglich feines Borjeichend ent=
iprechen.

Xt 3. B. aud sin g = — 0-52250 der Wintel ¢ 3u beftimmten,
ip finbet man nad) dem angegebenen BVorgange:

a =— 31°30°

Bon den Winfeln (180 —a), (180 + a) und (360 — «) haben

nir die betben leptgenannten einen negativen sinus.

Somit ijt
@y = 180° + a = 211° 30’

gy = 360° — a = 328° 30
Beifpiele,
i sine. = A-0°79188. . . cionnins a=5290 m= ai=—= =B2ALBG

&, = 180° — a = 197° 40"

9. doap | = —0"4B917 ... a=—~62°40' =z, =180°— = 11720
2, = 180° 4 a = 242° 40/

3. logtgu = 940478 —10...a=14"16' u, = =] 5
vy = 180° - o = 194% 15*



Tibungsbeifpicle.

Man beftimme = aud folgenden Gleichungen :

1, sin = —0°'61107 2, cosx = — 099390 3. tez = — 0747341
4, cotgx =—0"55812 b, lg sin z = 9°55826—10 6. lgtgx =0°72078—1

a 1 = 3 e ey
1, 8in &— 1 (14+V3) 8. cosz = ; (1—V3) 9, texz=1—V5

10. bsinz =8cosz 11, sinx —cosx=0'5 12, 5:63cosx+ 8'75sinc =0

Refultnte.

=21 %) 2. x, = 173%40° 3. x; =11 40

Xy — S22l 20 x, =— 1862 20/ x, — Ja4%4(*

4 x, = Bt X = 21512 §. xX;= 20%44

X, = 2000 1Y x, = 158° 4§* X, — 207244
Tiox, = 437 4iahs 8, %, = 111° 28 14# 9, x, = 128° 58 2bH"
x, — 1862 56" 14" x, — 248° 31 46" x, — 308° 58* 25"

10, x, = H7*HY 4 M. X = 5042418 12, x, = 123" 40’

X, = 2870 b9f 40% x; = 204% 17! 52* X, = 303° 40*

Das [dyicfwinklige Dreieck,

§ 24, Jaffen wiv gunadft mwe die Seiten und Wintel
cined Dreiectes ald BVeftimmungsitiicte desfelben auf, jo ergeben fich
— entiprechend Dem vier Rongruenziisen — vier Dauptfille der
Dreiecdbeftinuming.

@8 fann ndmlid) dad Dreiet beftimmt fein:

1. burd) eine Seite und gwet Winkel,

2. purc) pwei Seiten und den der groferen Seite gegenitber-
(iegenden Winfel,

3. burd) wei Seiten und den von ihnen eingejchlofjenen Wintel,

4. dburch alle drei Seiten. %

Fitr die ufldjung ded Dreiedtd geniigen, ftreng genonumen, in

. allen vier Fillen 3wei Lehriipe, welde unter den Namen Sin udjab
und Cofinusja befannt find und die wir in folgenbem ableiten
ywollen.

* qud) Projeftionsdfap ober Carnot'jer Lehriap genannt.
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§ 25, Ginus-Sap: Jn jedem Dreiede bverbalten fid) die Seiten
ic dic sinus der ihuen gegeniiberfiegenden Wintel.

C e s e
A a:b=—sinA:sin B
b/ ih\i Ableitung: Falt

¢ D
Hig. 64,

% man in dem Dretecte
fag -ABC die Pohe CD,
jo ergibt f{id) ausd
AN ERAR h=h.sin A
AN BDOL sishie=a . iinb¥

Xig. 65.

folglid): asin B =bsin A

pber a1 b —sin A:sinB
Ebenfo wiirde folgen h:e =sinB:sinC
und ¢:a =sinC:sinA

ober, zujammengefaft, a:b:e=sinA:sin B:sinC (A)

Diefer Sap, der Sinusjapy ober die Sinusregel desd jdhiefrinfligen
Dreiected genannt, geniigt sur volljtindigen Aufldfung ded Dreieces
in den Dbeiden erjten Bejtimmungsjillen.

Beifpicle.
&3 find folgende Dretede aufzulojen:
C £
/'/\- =oR O //.
7 v L e = 5255 m 2. a=>583'bem : P
o ;
- \ - :-fﬂ” { oy — 3BT 8 em -
45 E 2,3 <LA=35 ] 10¢ 30 b= 8b7'8 em 5!______{____ \4
o ; < B= 627 25°10° <A — 1015 ’
g‘ll_}. 66. 2w . ﬁ!ﬂ- G7.
180° —(A4+B) =<LC= 789 241 20" sinB:sinA=Dbh:a
a:c=3sin A :8in C e b sin A
b:e = gin B :gin C e
c g Daraus <L B = 352 29° 50"
B sin A = 33887 m .
sin G " e <¢ C=78°15‘ 10*

und e:a=sinC: gin A
_asinC
sin A

sin B = 475 48 m - = 59006 cm

ELEEL
gin C

*) S ftumpfointligen Dreiede ift h = asinf = a sin (180 — B) = asin B.
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UAnmerfung, Die im vorftehenden Beijpiele 1 vorfommenden Gleidpungen
= w| G sin A h= s'.i: G sin B
laffen fich auch wnmittelbar nad) folgender, leicht su mevfenden Regel aufftellen:
@ine unbefannte Seite witd gefunden, wenn man die befanute Seite durd) den
sinus ihres gegenitberliegenden Winleld dividiert umd mit dem sinus ded der
unbefannten Seite gegeniiberliegenden Winleld multipliziert.

Beifpiel.
®egeben : Es ijt
a = 164 m b e S
<[ B = 32° 40* = sinA T e
= — 80° 80" Qogarithmijde Audredhnmg:
<L A = 116° 50’ S
' — (9°95052 — 10)
: 296432 e . 2496482
1+ 9-78219 — 10 + 9°70547 — 10
log b = 1°99651 log e = 1°96979
=992 m ¢ = 9328 m

Iibungsbeifpicle.

Man [Bfe folgende Dreiede auf:

1. a = 3b6°7T m % a — D38
= A —81% 10! b = 716 m
<= B = 87220 <f B = 69* 10/

2 b = 459°'8 m 4, a = 689°56 dm
<A — 3255 1T ¢ = bH75'8b dm
< B =73 5 88" < A = 78° 5 20"

H. Wie grof find die Span-
nungen i den Konftruftionsteilen
ac und be der in Fig. 68, 69 jtiz-
sievten  Gijenfonjtvuftionen, tenn
bie vertifale Velaftung Q@ und die
Neigungsdmwinfel o wnd § der beiden
Streben folgende Werte Haben:

a) Q= 2375ky b)Q = 325 kg

—_— g i 0
:;f = t;(l.n E o f;;u Fig. 68. Fig. 69.

6. An einem Punfte O wirft eine Kraft P = 285°7 kg; nian bringe eine
steite Rraft Q an, jo daB Q gegen P unter 68° geneigt ift und bie Rejultievende R
beider Svifte 350 kg werbe. Wie grop ift Q°




H8
Refulinte,
1 h = 218°92 m it <k A = 44° 36! 32"
¢ = 31724 m e = 70107 m
o a = 25647 m 4. <I (= H4® 477 49"
¢ = 46341 m b = 516°36 dm
i Nady Fig. 6. Rad Fig. 69.
a) p=1974 kg a) p=2156"H kg
q = 3817 ky = 416-97 kg
b) p= 67827 kg b p= 30737 ky
q = 94782 Ly q = 26273 kg

6. A =172'99 kg

§ 26. Die Auflbjung des jHiefwintligen Dreteced in den beiden
im § )1 unter 3) und 4) genannten Beftimmungsfallen fanu ourd)
folgenden Sap bewerfjtelligt werden:

(Suiinuﬁ?nl;. Das Quadrat eciner Seite ift gleid) der Summe
aué pen Ouadraten der beiden anberen Seiten, bermindert wm dod
boppelte Proouft aud diejen wntcu mm pent Cofinus ihred eingejdlojjencn
Winfels.

b? = a? | ei 2 a.e cos B.
Beweid: ‘ZUEﬂC[]’f man in
A ABC (Fig. 70)

CD 1 AB

Am‘lll
und bezeichnet man
BD mitm, OD mit b, il
jo ift — h? £_(‘ w8 1y
!1“ —h*tm?t e 2cm
uno, da h%* - m? =—'a? ift,
bt = a? -+ ¢?5F 2 cm.
Nun it in Fig. 0a . . . m = acos B
und in JFig. 70b . . . m = acos f= — acos B.
Die Einjepung diefer Werte in die Gleichung fiiv b? ergibt in
jebem Falle b? — a® 4+ ¢ — 2aeccos B
Ebenjo ift . . e2=a? -+ b* —2abeosC (B)

umd . . a2 ="»02-4+e*—2beeos A

*) Dad boppelte Vorjeichen Degieht fid) auf die beiden Figuren.




59

Diejer Sab geniigt, um aud gwei Seiten und beren eingejd)lofjenem
Wintel die dritte Seite zu berechnen.

Beifpiel.
Folgendesd Dreted ift aufsuldien;
b = 45 em
ST f“l\"’” a — V452 - 700 — 2 % 45 X 70 X cos 60°
Sy o —"\/20%5 - 4900 — 4049°577

a == V2875423 — 5302 cm
Der noch fehlende Winfel B ergibt fich mun nad) dem Eimdjape:
q
b . &
ginhB=—sin A . . . <L B —=40° 0' 24"

o 180° — (A 4 B) = <1 C = 89° 69’ 36"

Ubungsbeifpiele,
9(ué folgenben Stiidfen eined Dreieded Ddie unbefannte Seite zu Devedmen

1. a = 73 m 2, b = 485 m 3. 2= 95 m

/ b= 115m c = 698 m c=6bm

# < ¢ = 46" 20/ < A —=1118% 20 = B — 160"
Refulinte,

1, e=28343 m 2, a=1021"65 m 3, b =124"07 m

Beredymmg der Winfel aud den drei Seiten.

§ 27. QWft man bdie Gleihungen B ber Reibe nad) beiiglich
oer Darin vorfommenden Wintel auf, jo erhalt man:

cos A — i@ a?
e 2be
a':i =EL e'.l_-bg S8
cos B= — I‘;'2 a é_- I\{J
S e e s
o 2ab

D. §. der Cojinud eined Dreieddwinteld ift gleid) der Summe
ver Quadrate der beiden den Winfel cinjdlicfenden Seifen, vermindert
umt pag Quadrat der ihm gegeniiberliegenden Ecite, dag Gange dividiert
purd) bag doppelte Probuft der einjdliefenden Seiten.
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Sn diefer Fovm dient der Sab dagu, aud den drei Seiten die
Winfel ded Dretedd zu berechuen.

Aeifpiel.
a = 6m
b — 5
:: = ;f-r: con A = 20_’_—;:_ Sl 0:54286. . . . <t A=5%" ¥ 18"
cos B =BT _ g7ig08, | .. < B=d4024' 55"
= T ?ﬁ; — 49 :20000. . . . <t C= 7827 47"

1ibungsbeifpiele.
PNian [dje folgende Dreicde auf:
1, a=9m 2. a = 20 em 3, a =51m
b="Tm b = 30 e¢m b = b8 m
c=hm ¢ = 40 ¢m c=41m

4, Unter tveldiem Winfel o miijfen zwet Krdfte P=56ky und Q = 8 &y
sufamntentvirfen, dbamit ihre Rejultierende R = 10 kg betrage?

Refulinte,
1. << A = 9p2% 44 21“ 92, <t A= 928°57 18" 3 =LA = hiF 474
<t B = 50 42/ 124 <F B = 44°34" H” < B =719 104
<r € = 33° 33* 27" <t € = 104° 28‘ 38" <t ¢ = 43° 36¢ 10¢

4. o= 82° §"49

§ 28, Aus den vorftehenden Veifpielen ijt erfichtlich, daf der
Sinugjas (A) und der Cofinusjap (B und C) in allen vier Be-
ftimmungsfallen jur Aufldjung ded Dreiected geniigen.

QJedboc) zeigt fidh bei ber Unwendung ded Cofinudiahes in
feinen Beiden Fovmen (B und C) der {1belftand, daf die su bevech-
nenben Uugbdriicke nidyt logarithmijd) braudhbar find und deshalb bei
mefhrziffrigen Angaben zu weitldufigen Nebenvedhnungen fithren.

Der Cofinusdja wird daher nur dann mit BVorteil anzu-
wenden fein, wenn bdie befannten Stiide durd) einfache Sahlen ge-
geben find.

Um auc) bei fomplizierteren Wngaben durd) rajd) ausfiihrbare
Redhnungen zur Aufldjung ded Dreiected zu gelangen, wollen wir
nod) zwei weitere Sige ableiten.
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Tangentialjos. Die Differen; sweier Dreieddjeiten verhalt fid)
sur e derjelben Seiten, wie ber tamgens bder halben Differens
ber gegeniiberlicgenden Winfel jum tangens der halben Snmme der-
jelben Wintel.

3. 8. (a—b): (a+h) = g

Ubleitung. Macht man e
in ig. 71 I;’/.,,
!
M =GN =0CB = a, Jr': 7
o ift AM —a—b B ]
und AN =a-bh, iash
FKig. 71.
fermer: <Sx}<ly=<tA. . . . . (YUupentwinkel) #)
dx—<Ly=<B. . .. .(EMBC=<x)
; - A+ : A=—B
'DGIJCL‘: SR = = :) B— Un q} — tzl

Ferner it <X MBN=90°, folglid)
<< ANB=90°—x und <X ABN=90'—y.
Rad) dem Sinusjape folgt nun aud dem Dreiefe ABN
(@ -+ b) : ¢ = sin. (90%—y) : sin (90°—x)

pber (@ == b)rie = G058 ¥ 5 OB LN SRR s, e (1)
Aus dem Dreiecfe AMB ergibt fich:
@) s o == 0 e od) e e o e ()

Aus Diefen beiden Proportionen folgt durd) gliedweije Divi-
fion (IL: 1)

“"'._h-[—twr"r )
a -+ b~ R
A-LB A 8
pDer (a—Db) : (a+Db) = tg e tg _L—“ (D)

weldje Proportion mit ihren zyflijhen Umiehungen pen JInbalt
pe3 Tangentialjabes bilbet.

% <X CMB = <LCBM = x <TABM = y.




Sept man in den Proportionen (I) und
Werte ein, fo erhilt man die Proportionen:

a4+ b):e=cos —5 I Cos -
\:3
. i B .
.{:l. — b} f6c— 80— : sin
2

Dieje Relationen find unter dem Nanten
gen (Proportionen) befanmt.

Den Tangentialjap wenbdet man a

A-+DB

(IT) bie fjiix x umb y gefundenen

= . (M)
= _i_ i (M)

per Mollweidejden Gleidun

n, um aud zwei Seiten und

bem von ihnen eingejdhlofjenen Winfel zunddyit bie Deiben umbe-

fannten Winfel zu bevechuen.

Beifpicl.
a — 3b2°8m
b = biTom
< 0-=:85%30" B¢"°
Wean erhalt:
: . B—A 3 A %)
(b—a):(b+ a) = tg —5—tlg—F7—
B=A ihie=rah - Bel=A 180" — ¢ B4-A - s
te—— — 2= Sl + S + — o b AR | e L
2 bil=ans 2 2] 2
; B — 295 = = i - 5 B = o Eoid
t = = 930 o 47" 14' 45 daraus e — 140 .89¢ 53
Aus diejen bGeiden Gleidungen ergibt <E B = G1% b4’ 4B
fich durd) Adbition und Subiraftion: < A= B0V BT R B
Die Seite ¢ berednet man mun nady dbem Sinusjafe:
gsin C s
e =a .20 = 65259 m
sin A
U bungsbeifpicle.
Mit Hilfe des Tangentialjapes folgende Dreiede aufzuldjen :
1, a == 871 m e b= 216 m 3. a=3'71 m
b = 220 m c=37"6'm c= 22 m
=g — 1952 30 <1 A —=1257 30° <'B = 542 30

#) Bei Anfjetung der Proportion fehe man ftetd die grifiere Seite bor Ddie
fleinere, um dad Aufiveten negativer Grofen zu vermteidem. Siche § 40,
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1. Bwei Qrifte P =112 kg und Q = 74 kg wirten untev gintent TWintel
w=61° auf einen Punft. Wie grofs ift ihre NRefultievende R und welde Winkel
fdhlieft jie mit ben Rraftrichtungen emn?

Hefultnte,
I, =5 A= 342445 4B 8o R R
<1 B = 19° 457 12# =1 0 =:36° 21* b4
¢ = 52994 m b = 30207 m
2 B =195 471 4. R = 16142 kg
= f=23a0 11" 15" <t o= 37{° 21" 44¢
a = H3:-05D m <t g = 23° 38 16"

§ 29. Wir wollen jett nod) cinen Sab ableiten, weldjer ungd
in Gtand jet, aud Den drei Seiten Ddie drei Winfel desd
Dreiedes durd logavithmifde Redhnung ju finden.

¢

Wir verzeichnen zut diefem Bwede
in bem Dreiecfe ABC bdie Wintel:
falbierungdlinien, ben eingefdyriebenen
Qreis O und bie Beriihrungdradien o,
wodurd) jede Dreiectsieite in je zwel
Stiidfe (m, n, p) geteilt wird.

®3 ift damn unmittelbar aug ber
Tigur zu entnehmen:

i 4] ; 3 0
froa=tg—=— tof =t — = —
5 =g m ; 9 n
y i [s—a) s—b) 8—c) *)
Y 1t abev o= \/— ). {8
5

* E3 it A BCO + A ACO + A ABO = A ABC

0 2] 0
N Der F ] A P ey
ode ‘1.2 ! 1;.2—[- {._—‘)—_.-[
a ﬂ— b -'[— ¢ .
0. — _:1_ — T
- " a-+Dhb c 4 3 b
und mwenn toic den Halben Hmiang —'_-U- +—_- g feben, mit Beniibung ver
Hevon'fden Formel os = VsE—al—Dbs—¢

i \J_-’i(ri —a)E—bE—0

8




64

und zur Berehnung von m, n und p exqibt fich unmittelbar ausd der Figur

m-tn=c
n+p=a
p+m=bh,

orans, wentt man je in einer Gleidung die Feidjen anbdert unb dann affe dre
addiert, Tolat:

il + b |—_i

5 ven halben Umifang bebeutet.

foenn s

Sebst man bdiefe Werte in obige Gleichungen ein, jo exhilt man

A 0 & 0 G )
b = —= te == tg e AR
9 §—a 2 s—Db 2 g8—c

pher: ig ;‘ = H.__'l_ &\f‘ (s—a) _{S—. b) (s—e)

I 7= - e

ebenjo: tg—E:: 1'5\;’ (s—a) (s—b) (s—e)
i s S

. €C_ 1 \/(s—a) (s—b) (5—¢
: g (‘\ S g

bl

Diefe Fovmeln find fite die (ogarithmijdhe Redynung yehr bequem,
ba fie nur die Aufjuchung vou vier Logarithmen erfordern. Anfer-
pent faben fie ben Vorteil, wegen der grofen Sefundenbdifferengen,
weldhe der tangens im gangen Quadvanten befibt, recht genaue Rejultate
su liefern.

o

e ———

R e TN B o

T T e e g, TR

e e

e e



T e ——— T i S

T e

el

R — e S

Beifpicl.
a= 0878w
b= 6458 m
c= T0°8b m
_103°66
SRR
5= 9683
¥) s —a = 8810 log (s — a) = 1°58092
s— bh=132:25 log (s — b) = 150853
g—o = 2648 log (s — ¢) = 1°42292
4°51237
log s = 198601
2°52636: 2
log o = 1°26318
A
log 0 —log (s—a) = logtg 5 = 968226 —10... 1 = 25° 41 36°4"
B :
log 0 — log (s —b) = log tg - = 9°75465 — 10... -I% = 29° 36’ 50"
: & : C
log ¢ —log(s—c) = logtg 5 =9°84026—10... 5 = 34° 41’ 33-3"
A B C LT
Probe: 5 +- 5 e 89" 59° 595"

9 i

Die Summe der Hhalben Winfel weicht aljo nur um 0°3° von
dem richtigen Werte (90%) ab. Diejer fleine Fehler ijt aus per
Ungenauigfeit der Tafelwerte und dev Kovveftuven gu erflaren.

Wir bevehuen nunmehr die gangen Wintel und erhalten
<A —51°23 137 << B=59" 13’ 40" <LC=69° 23’ 74

Ubnngsbeifpiele,
Man [Bfe die Wnfgaben in § 27 mitteld obiger Formeln anf,

Wicderholungsbeifpiele,
Solgende Dreiede find aufulbjen:

il c=T77'b m 2. a=—2953'T m
< A = 48°35’ b=187'b m
<[ B =63"28' < A — 104°

) Die Summe bder brei Werte (s —a), (s—D) wnd (s—c) mup gleid) s
fein. (Warum?)
©8 fann demnad) jhon Hiev eine Probe vovgemommen fverden.

Hand pactl, Lehrbud) ber ebenen Trigonometrie, A 0
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o a=T76'2bm D, a—=85"25 em
b =bl'Thm b= 58816 em
NI T6 4B c=T1' 6 em
4, b=59'25 m b B—im
e=87'66 m b=9m
<l A = b3°25' c=hm

W

1

75 ky
70°

b) P=D5blkg
Q =40 kg
w = 60°

Wie quof 1ft die Nejultievende ziveier, unter
einem Winfel w zujammentvirfender Krifte P und Q,
twenn

a) P=12b kg
Q=

¢) P = 153 kg
Q= 6bkg

wi=1207  ijt¢

8, Unter weldem Winfel w miifien 3wei Krdfte P und Q ujommentvirien
bamit thre Nefulticrende = R werde, tvenn

@) P =65 kg L) P=63 kg ¢) P =37 kg
Q = 84 kg Q=15 kg Q= 218 ky
B = 93 kg R = 57 kg R =425 kg 1jt?
Refultate.

1, a = 62907m b = 760°562 m <10 = 67° b7’
2. <L B =145 33404 ! < € = 29° 26 55°5* e =129"13 m
3. <t A = 68° 50* 40- 5" <I B = 39° 53 34-H" ¢ = 76412 m
4, <1 €= 8415 43 < B = 42° 19 17 a = 70664 m
b, <t A = 84° 50“ 41 <I B = 38" 23* b* < € = H6? 46* 16"
6. < A = H0° b8’ 38 <t B = 87° 16‘ 16~ <70 = 41° 46" 8"
7. a) R = 16632 &y b5 R=179 kg ¢) R =133 kg
8, a) o= 42°19% 21" b)) o= 12(° ¢) o= 92°3818"

§ 30. Rennt man von einem Dreiece

ben der Heineren Seite gegeniiberliegenben Wintel

3wei Seiten und
io

fomnen Dei der Uufldfung drei verfdhiedene Fille eintreten.

Sind 3. B. von dem Dreiefe ABC (Fig. 73)

, it welchem b<<c

ift, die Seiten b und e, jowie der <L B ge-

geben, jo erhilt man

ginB:sinC="Db:e¢

¢.sm B
gin C= - =
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1. Fall. b=e¢sin B. Dann ijt sin C<<1 und man erhilt wei
ufldfungen C, und C, =180 — C,, bderen
feine Den gemadyten Vorausdjepungen (Angaben)
wiberfpricht. Jn Dbiefem Falle gibt e3 Fwei
Dreiecte, weldje den Ungaben entjpredhen.

2. Fall. b=ecsinB. Dann ift sin C= 41, und man erhilt
blof eine Auflojung. (L C=290°)

3. Fall. b<<esin B. Dann ift sin C=>1, wad unmiglid) ift; 0. .
ed gibt fein Dreiec von den gegebenen Stiicen.

Beriidfichtigt man, daf im AABD....esinB=h ift, jo
{affen fich die dret Fille auch jo anjdyreiben:
1. B=>=h 2. b=h 3. bh<<h

und ¢8 lift fich leicht auch durch Konftruftion ded verlangten . Drei-
eced bie Bebeutung der obigen drei Fdlle Flarlegen.

Beifpicl.
a = 3bb°H m b = 4985 m <L A = 84° 10!
Nus sinB = BER A folgt:
<F B, — bl H7 18" <J By = 1987 2" 47%
<[ C, = 93° 52’ 47 <[ C; = 17° 47" 13
N
und ¢ = ——=rsin (8]
¢, = 631°66 m e, = 198°37 m
Hbungsbeifpiele.
Folgende Dreiece find aufzultjen:
1. a=5T"4dm 2. a=D5T2m 3. a=53bm 4, a=98"2bem
b =41*1m c= 293 m — 2676 m b = 4775 cm
=T B =41° <X O =29° 29 14" < B = 80° < B = 40° 30
Refultate.
1. A, — 6623 A, =113 3¢ 2. A, = 73° bb* Az = 106" 4’
C,=371" G, = 256°23 B, = 76° 34’ 46 B, = 44° 26’ 46"
¢, = 59'786m e, = 26°85bm b, = 578:99 m b, = 416°82 m
3, A=90° e = 46°332 m 4. Das Dreieck ist unmiglieh.

¥




Fliadyenformelmn.

§ 31, Bevor wir bdie trigonometrijhe Wufldjung bded jdief
winfligen Dreiectes abjchliefen, wollen wir nod) zwei Formeln auf-
ftellen, welche und geftatten, die Flahe Ded Dretedesd

1. aus zwei Seiten und ihvem eingejdlofjenen

Wintel ober

2. aqusd einer Seite und den drei Winfeln
unmittelbar zu berechnen.

Bezeichnet man die Flidhe de3 Dreieces

C ABC (Fig. 74) mit F, die Hohe CD mit b,
0 ift :
b h a i T e (,i]
A o g Da nun (AADC)....h=bsin A, jo exqibt
2 fich . besinA
oig. T4, F—. 3 (I)
sin B

Gepst man nad) bem Sinusdfape: b=c¢ in bie vorftehende

sin C
Formel ein, jo erhilt man
p 'sind sinB
2 sin C
D. §. I Die Fliche eined Dreiected ift gleid) dem halben Produfte
aweier Seiterr, mal dem Sinud ihred eingejdlofienen Wintels, und:

(I1)

II. Die Flache eined Dreiectes ift gleich dem Duadrate einer
Seite, multipliziert mit dem Sinus ber beiden ihr anliegenden Wintel,
bividiert durdy ben boppelten Sinud bed gegenitberliegenden Wintels.

Tibungsbeifpiele.
Man berechne die Fladhen folgender Dreiece:

1. a=>5'83 m 2. a = 0962 em 3. b=4056'8 m
b=3'9b m ¢ = TH'83 om c= 295°8 m
<X ¢ = 61° 80’ <I B = 105° 20‘ 6“ <t A = 98° 4/ 30"
4, a=—238B'B m 5. b =195'6 cm 6. ec=4'36 m
< B = T5° 45’ <L B — 68° 39’ 18" <[ A = 77° 58" 55"

<[ C =29 48" <] A = 80" 8' 58" <[ B = 44° 45 37"
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Ein Dreied aufzuldjen, von weldem gegeben jinb:

7. F = 3493854 cm? 8, T = 1549°26 dm?® 9, F = 4650 m*®
a— 2844 em c = 663 dm <I A = 137"40'39"
b = 274*5 em < A =59%92 21" < B = 14" 1§’
Refulinte,
1, 10-119 »*® 2, 2180 em? 3. 59350 m®
4, 36667 m? 5, 26095 em® 6., 77827 m?
T e =293 em 8. a= 0604 dn 9, a—282'0 m
<I A = 59° 52’ 46* b=54'H dm h=R8bm
=B = Hk* 36" 5" =<r B = 50° 41’ 33“ ¢ =162'6m

Vermijdyte Beifpiele.

1. Man Geftimme bdie Enifexmungen AC und BO
(Fig. 75H) Ded unzuginglidyen Punfted C von den End-
punften A und B ber gemefjenen Standlinte m aus fol
genden Angaben:

a) m — 8465 m b) m — 459°8 m
< B = 122° 13 20" T A =32 15 17"
T A=17 35 44 <L B ="73° 538"

9, Man berechne die gegenfjeitige Entfernung der duvd)
ein Gebiude gededten Punfte A und B (Fig. 76) ausd
fofgenben Angabern:

i) a= 4296 m bl a=235"T m
b = bB8T'H m hi=193 m
< P = 73° 15" 18" <5 P'— 153"

\\\“\!\f\\\\‘\m\\{\i‘\\i\ \\ \‘\ \}I\ &

3. Wie grop find die Winfel e, B, 7, welde "/ '

bie Schnuven in Fig. 77 bei Dergeftelltem Sleid)-
getvidite einjchliefen werden, wenn:

al P =21 kyg b)) P= 886 Ly 0z
Q =24 ky Q= b'7B Iy e A
R = 39 kg R = 1024 kg {ijt? i

4. Wie grop miiffen im. vorftehenden Falle bie Verhiltnifie P: Q: R gewdblt
erden, dbamit: <L a= 82° b5’ 48"
<[ § = 127° 85’ 24“
<I y = 150° 18" 48" terde?

(Ymleitung: Man fehe R = 1.)
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5. An einem Wanbdfrane (Fig. 78) tivtt bei ¢ bie vertifale
o.-4F Belafung Q. Wie grof find die in ben Konftruttionsteilen ac
: und be entftefenden Zugs und Dendipannungen (p unbd q) wenn:

@) Q=871'5 kg b) Q=89 Iy
< a = 65° <\ @ = 48"
< B = 35° <L f =83 ijt?

6. Die Gpite S bed Sdafberges (Fig. 79) exfdheint bon
soei mit S in derfelben Wertifalebene gelegenen Uferpuniten A
(Untevacd)) und B (Steinbach) ded Wtterfeed unter den Hoben-
winfeln « = 15% 88" 18 und f = 7° 25’ 18", PWie hod) liegt S
& itber bem Spiegel bed Attevieed, wenn bie
ik GEnifernung AB = 5380 m und bdie Jn-
ftrumentenhdhe i = 1°55 me ijt?

nleitung :

B
2, 1. 8jung. FB—FA=m
e ST (cotg f — cotg a) = m
7 (cotg =
e I
Uit 8F = -
FKig. 79. cotg f — cotg a
.. s o m R N
2. Qofung. FS = ASsina = — - gin fesina
sin u

wobel <Ttu=a—f ift

7. Bwei frifte P und Q = P -+ 50 kg wirken
unter dem Winkel w = 60° ujommen und evgeben
bie Refultierende R = 2P. Wie qrop find bie Krdfte?

8. lm bie gegenjeitige Entfernung x weier
ungugdnglicder Punfte A und B (Fig. 80) zu er-
mitteln, Hat man den in der BVerlingerung von AD
liegenden Punft N und einen groeiten Puntt M feft-

Big. 80. gelegt und jodaun gemeffen:

@) MN=—a—=22b"8m h) a= 1366 m
<L AMN = o= 37° 10" 20" <f a = 29° 25’ 80"
<Y BMA = p — 31° 20' 30" <l f = 84°% 40’ 20"
<f BNM — » — 65 33’ 15" <} .= 80° 29 45"

Wie grofy ift die Entfermung x?

i
sin NAM
___AM
~ sin NBM

nleitung: ANAM....AM= s sinYee.. <It NAM = 180% — (a 4 y)

)

unh AABM,...x

ssinfi... <INBM = 180°— (a4 £-+7)

a.sinf.siny

flglit 2= ———
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9, Bur BVeftimmung der gegenfeitigen Ent= Ai-'
fernungen x, y unb z der Drei unzugdnglidhen i
Panfre A, B und C (Fig. 81) wurden zivei Punite
M 1tnd N feftgelegt, tweldje in den Berlingerungen
ber Gtreden AC und BC liegen unb jobaun
purd) bivefte Mefjung gefunden:

a) MN = 556°5 m b) a = 1788 m
a = 31° 257.20" a— 8125 15"
f = 40° 11' 30" p = 87" 16 20"
A== O YERGE B p = 25°% 5430+
) — 20 8 LA o 40 i i ‘
i 48" 10 10 i) 34° 17 10 Fig. 81. -

Unfeitung: Die Streden x und y beftimme man jo wie bad x in der vor-
hergehenden Aufgabe und beredhne jodaun aus bem Dreiede ABC die Strede =z

10, Biwei in Dderjelben
Hovizontalebene gelegene Drte
A und B (Fig. 82) follen durd)
eine geradlinige Bahnftrede ver=
bunben werben. Jmwijden A und
B befinbet fich ein Berg, jo dah
bie @erabe A B nidit bireft ab-
geftecdt werden fann. Deshalb
tourdbe ein Hilfspuntit P jo ges
wihlt, baf folgende Stiide divelt
genteffen werden fonnten:

PA=hbh=2876 m T
PB =a = 3206 m
<t APB = 98" 15’ 30"
Man beredyne davaus, um bie Traffierung von A und B aus vornehmen au
founen, die Winfel A und B, ferner die Entfernung A B.

Nad) durdgefithrter Abjtedung twurben bev Infangs= und Endpunit M und N
oed purd) ben Berg su filhrenden Cinjdnitted (vder Tunmnels) martiert uub von P
aus anbvijiert, toobei fich folgende Wintel ergaben:

< APM = <t a=25°280" <IBPN=<lf§=26"285"
Wie fang wird der Einjduitt (dev Tunnel) ?
Man [Bje diejelbe Aujgabe fitv jolgende Angaben:
) a = 3567 m b) a = 10B8 m
b = 22756 m b = 975 m
<{APB = 104" 10' 20" < APB = 97° 85" 80"
=1 .= 23042l =j e = 2101530

<X B = 81° 25" 46" <[ = 25° 0" 10"
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11, Man ermittle die ge- - ==
genjeitige Enifernung AB = x @
ber unzuginglidien Puntte > =
A 1nd B (Fig. 83) aus folgen-
ben, burch bdivefte Meffung

#ig. 83a. iy gefunbenen Angaben: % g, 83b.
a) MN = a = 2bbd m }) MN = a— 2816 m
<o = 47% 20’ <f a — 82° 18’ 20"
<[ p = 5515 < B = 38° 25' 10"
<I y = 38" 10 T ANM = <t y — 115° 29° 80"
=-'.';" d = 61° 25’ <IBNM = < 3 = 109° 47' 40"
(Rad) Fig. 83a.) (Nady Fig. 88b.)

Ynleitung: Man bevedhne aus den Dreieden MN B und MN A bie Seitenr M A
und MB unbd fobann aud bem Dreiede ABM die Seite AB = x.

12. Wie qrop find bie durd
die  DBelajtung Q  erborgernfenen
@pammungen s, p und q in ben eins
K zelnen Teilen der in Fig. 84 bar-
& N geftellfen Seilberbinbung, wenn:

@) Q=44'5kg b) Q =340 kg

20 = 115° 9w = 125°
o — ga a = 3b°
i Sk sy p= 32 g = 28 ift?

13, UAn einem in Fig. B85
jHzaievten Drebfrane, deffen Gejtalt
burd) bie Winfel «, §, y beftimmt ift,
hangt eine Laft Q. Man beredne die

Fig. B4, o1t Den Streben hervidenben Spannungen s, u, p,
ferner die Hovizontalen und vertifalen Komponenten
[: o o H, h, $, V und v.
i O —————————————— 3

< o = 38"
=B = 3n0
<y =20

Q = 6760 ky

H
Ynlettung: Pan jerlege die I
Rraft Q nad) nebenjtehendem Shema Q [\'
und beniige die in ber Figur jdraf- 1 I“ 1
fierten Qréftedreiede. 8 ]\'
Probe: V—v=20Q lp f
(warum?) 1{)

-



-
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14, @ine geradlinige Strafe (Fig. 86) fithrt in ebenem Ge- £ a
[Gnbe von einem Orte A iiber B nadhy C. Von ben beiden leht-
genannten Orten jiweigen wiedevum geradlinige Strafien nad) jwei £ 0

Ortenr D und E ab.
Man berechne die Enifermung DE fiiv folgende Angaben: ¢

a) BC = B8°b km W BC = T km Fig. 86.
<IDBA = bb? < ABD = 130"

< ECA = 380° <L ACE = 85°
CE = 6°b7b km GE = 4tm c
BD = 4'29b km BD = 3 km

15. Bom Rubolfdturme O (bei Hall=

jtadt) (Fig. 87), Dbefjen Hihe itber dem o [ e A

Spiegel Des Halljtidter Seed h = 386w XA ' :

ift, erfdjeint bie Epigt bed Sarfteind unter :“‘%{\\\ii;\t\

einem Hiohentwintel « = 11°37° 307, das A

Spiegelbild unter einem Tiefentvintel M\Q\\\“ N\ N

p = 19°16' 30", Wie grop ift die abjolute i

Hbhe ded Sarfteins, wenn bder Spiegel g !

bes Dalljtidter Sees eine Meereshihe &ig. 8T. :

pon 494 o Defibt ? ‘5

Anleitung. 1. 8bjung. Aus ACMS folgt: M = (H—h)cotga
and A CMS’ folgts CM = (H-+h)cofgf

Yus ber Gleichitellung diefer Werte ergibt fid

cotg a -+ eotg fi
" cotg a — cotg f

H=h

2. Lofung. Aud den dhnlichen Dreieden PFC und PGS folgt:
Hithi= BPICE v, o (1)

Da it ACPS....<IPCS = f+a unb <CCSP = f—ea {ijt, jo ergibt
fich nad) dem Sinusjape:
SP:0P = sin(f+a) & sin(f—ea) .....(II)
e ¥ ! sin(f 4 a)
usd (I) und (1) erhilt man H= =0
16. Bon einem Puntte, dejlen Hohe h iitber dem Spiegel eines Sees befannt
ift, erfdheint eine TWolfe unter dbem Hohenivinkel «, ihr Gpieqelbild in See unier
pem Tiefenwinfel . Dan berechue die Hohe ber Wolke iiber dem Seejpiegel fiiv
folgende Ungaben:
@) h = 1538 m b h = 175 m ¢l h= 8370 m
< g = 925°147 40" =18 — 19n10! < p = 81°20
<t o = 17°40"25" <) a = 1645 <L a = 2630
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17, Bon zivei pafjend ge-
todflten Uferpuntten bed Bo-=
penjeed bei Bregenz (B) und
Hard (H) (Fig. 88), beren
Entfernung BH = 4612 Hm
fritber Beftimmt tourbde, er-
jhien bder Hafenttrm bon
Lindau (L) unter den Vijure
winfeln

BHL = 71°51' 40"

HBL — 60°85"50"

F{(Friedrichshafer.)

FRamie: Fecner wurbe pom Rhein-
ipig 8 (Rhetnmiindung) und
pon einem Uferpuntte bei

2 Romansdhorn (R) nad) ben

Fig. 88, entjprechenden Puntten

pijiert. Dadurd) ergaben jich

folgenbe TWinkel:

Horsclueh

S LHS = 78°10'28" <IFSR = 40° 54" 46"
<ILSH — 357 28'38" K LES =,19° 35" 54"
<ILSF = 85"52' b" <L FRS = 79° 54" 46“

9us diejen Yngaben berechue man die Entfernungen: BL, LH, H5; 8y
RS, RL, RF, SF unb FL.

18.% Bon zwei Uferpunften Ddes
Bodenjees : Lindan (L) und Mehrevan (M)
(Fig. 89) wurde nad) Dder Spite Dbes
Ridnders (P) vifiert und ed ergaben fidy
folgenbe Winkel:

a) Hotizoutals f FML = a = 123° 57° 8"
tinfel |\ FLM = f = 27°1378"

b) Bertifal- TMP = ¢ —8°80' 31"
fointel {F LP =y =4"42'57"

Die Entfernung ML = a fourde
' mit 4665 m bejtimmt, DMan bevedine aus
biefenn Angaben die Hohe h ded Pianbergipfeld diber bem Bodenjee.

Anleitung: Aud dem Dreied MLF Derechue man pie Seiten FM und
ML nad) bem Sinusdjate, jodbann aus ben reditintligen Dreiecen FM P unb FLP

die Hobe h. Man erhilt auf diejem Wege:
asinf tg @ b p e B sin a tg

sin @ sin @

hi'=

Ang den beiden JMefultaten ijt Had Mittel zu nehmen.
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f' 19. Bon zwei auf dbemfelben Mervidian SN
1td in gleicdher Seehohe liegenden Orvten A unbh B
(Fig, 90), deven Entfermung 47°75km [67°5 k)
betrigt, wurde ein Meteor (M) im Angenblice
jeines Grldjchens beobachtet, und ed wurben zur
Beftimmung feined Orted folgende Wintel ge
meffen: Fig. 90,

1. Horizontalmintel: f SATF = 142°20° [150"80°]
gimut) SBF = 140°  [112°407]
/
\

FAM = @ = B°30".  [27°201]
545" [32°]

9. Bertitalwintel:

1
($Hdhem) FBM = w

Man beredhe die Hobhe des Wieteors.

9(. Bom ,,Signal de Bougis® (8), einem
512 in itber bem Spiegel Ded Genfer Sees (Fig. 91)
gelegenen Bevithmien Ausjicytapuntte, evideinen bie
Drte Genf und Billeneuve unter den Tiefenwinteln
a = 0° 49! 56" und f = 0° 40’ 42", wilrend die
horizontale Drehung bded Xernrohres (bei Eins
fteffung von einem Orte auf Dden anberei)
o = 105° 4’ 40" ift. Wie grop ijt bie Divelte
Gntfernung der beidert Drte? (Die Erbfriimmung
ift 31 vernachldffigen. Die vorjtehende Aufgabe
bifbet bie Umfehrung ber Aufgabe 18.)

91, Vom Gipfel 4 (Fig. 92) bed Schafberges,
deffen Meereshdhe 1780 me betvdgt, erfcheinen bret in
der Meereshohe von 549 m qelegene Uferpunfte bes
bes Aberjees, u. 3. St. Gilgen (@), St. Wolfgang (W)
und Strobel (S), unter ben Tiefentvinteln

oy = 13° 48' 16"
R — 14° 56’ 41"
wy; = 9° 24' 48"

fpiahrend am Horvizontalfveije des Winfelmehinjtrumentes
oie Winfel a = <. GAW = 89° 389" und

p= <L WAS = 18° 20" 14*
abgenteffent mwurden.

Tie viel betragen bdie Horizontalentfernungen AG, AW unb A4S ber brei
Uferpuntte vom Sdafberggipfel und wie grofs find bie gegenfeitigen Entfevmungen
ber Uferpunite?
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29, Gin Auge O (Fig., 93) befindet fich in
per Dohe h iiber der Crboberflache, bie nald eune
alatte  Rugelflade (Meeresjpiegel) vom NRabdius
R = 6366°75 km angejeben wirb. Wie lang ijt
per Bogen (FP), twelden das Auge nad) der einen
Seite iibexblidt? Mian berechue bie Ringe bdiejes
Bogens fiir bie Beobadytungspuntie:

a) Jitna . ... h = 3313'm
b) Ehimborafjo h = 6700 m

: : : g e )
Inleitung. Aud A MPO folgt tge—g= ) , und da nad) dem Sabe
von ber Poteny ded Punites
e e Ih (S ]
OP=Vh(@R+h) ift, fo ift tga= Ve (311'-{ -

23, Vom Gipfel bed Vejuvs erfdeint bder duferjte Horizont (bas Mieer)
anter einem Tiefeninfel @ = 1° 8" 39, Wie hod) ift der BVefub?

Unleitung: Der Tiefentwinfel und der Winkel PMO (Fig. 98) find einanber
gleidh. Die Hobhe h ergibt fidh ausd den in poriger Aufgabe zur Veredpmung von a
anfgejtellten Gleidungen.

24, Das Leuchtfener ded Leudjiturmes
auj Helgoland Hat eine Hohe H = 83 m iiber
pem Seejpiegel. Ginem auf einem fernen Sdifie
in ber Hohe h iiber dem Seefpiegel befindlicdjen
Yuge exfcheint foeben bad Lidht ded Leudyturmes

s s am duferften Horizont. Wie tweit ift das Sdifi
‘%‘;‘,..," noch vom Leudhtturme entfernt, wenn

at @) h=15m b h=18m ¢ h=25m ift?
Fig. 94.

Anleitung. DMan berechne bdie Winfel « und f und baun die ugehrigen
pon P jum Lenchtturme und jum Sdiffe reichenden Kreidbogen.

25. Man [ofe die vorftehende Aufgabe fitr den Leudjtturm von Marieille
(H = 60 m), wenn h = 13 m ijt,

Er A R : . g R
*) Die einfachere Formel: cos a = Rtk [Hefert bei fitnfftelligen Tafeln
S|

ju ungenaue Rejultate. Armdbhernd ift tga =\ﬁ:l

Xiie bie Beredhung der Bogenlingen beadte man, dap fidh fiv pent Halb-
mefler r = 1 folgende Bogenlingen ergeben:

1° = 0°0174533 1’ = 00002909 1Y = 070000048



RNefultate.
a) CA= 1109 m
CB = 3956 m
) CA=456'2 m
CB = 254°47 m

: ff;" ﬁlﬂHf} T

b) 397°67 m

3. a) a= 60°
g = 152° 12/ 16"
p = 147° 47 44
b) a= 93°56‘H0"
B = 120" 19’ 28"
o = 145" 43¢ 42%
4, P:Q:R =—8:5:10

5. a) q = 068427 kg

p = 43305 kg
b)) g =2369 kg
p = 1736 kg

b, h=1312'3 m
1. P = 165138 kg

Q| = 215°138 ky
8, a) 1562565 m

10.

) 1396°7 m

. ) x = (60726 m

y = 730°02
7z — 401° 718 m
h) x = 1169:07 m
¥ — 1141°47 m
L= lliiiﬂ' 3 m
<t A — 43° 33* 56"
<} B =38 10 b4"
AB = 4602°66 m
MN = 173306 m
a) <t A = 47° 41° 14“
=i B = 28° 826"
MN = 157563 m
b <t A =43% b1’
< B — 38" 27 30"
MN = 6805 m

(i

11, &) 3795 m
b) 5669 m
12, a) 8= 41041 kg
p = 23352 kg
q = 27131 k&g
b s — 36816 kg
p = 19398 kg
q = 237 kg
H = 8640 kg
s = 10964 kg
u = 4337 kg
p = 10770 kg
v = 2670 kg
h = 3418 kg
V = 9420 kg
H = 5222 kg
14, a) DE = 6-7523 km
BE = 3:9525 km
) DE = 4-9307 km
CD = H' 568 km
15. 1489
16, a) T94°) m
b) 2434°5 m
e) 8414 m
17. BL = 594133 m
LH = 5446°56 m

S = N77-36 m
SL = 96644 m
RS = 15953°3 m
RL = 230767 m
RF = 12167 m
SF = 18290°7 m
FL = 20062 =

18. 662°015 m

19, @) h= 91628 km

(a8 Wiittel vou 91°84 und 91°416),
5  h=104"93 bm
(a8 Mittel vou 104-73 und 105°13),

20, 62D km




=3
oo

21, AG = H010 m 28, 1270 m

AW = 4612 m T
AS = T420 m 24, a) 46* 332 km

GW = 6788 m b) 47°639 km
WS = 3376 m ¢) H0-287 km
9292, a) 205345 km 95.  40°H km

b) 291°959 km

Erweiterung der Goniometrie.

§ 32, ©8 liegt wohl bdie BVermutung nabe, daP, wenn el
ober mehreve Winfel zu einanbder in bejtimmien Beztehungen fteher,
auc) die Funftionen biefer Winfel einen gewifien Bujammenhang be-
fien werben, und wir Haben dies in der Tat in mefhreven Fillen
(§ 22) bereits nadjgemwiejen.

Soldge aud dem Jujammenhange dev LWinfel fliegenden Be-
siefungen awijgen deven Funftionen Efomnen oft mit Borteil zur
Bereinfadung von Formeln und Rechmungen benuft werden, und wir
wollen und dedhald in den nichjten Kapiteln mit den widptigften
hierher gehorvigen Lehriapen befafjen.

Diefe Lehrfise bilden mit den im § 18 angegebenen Begiehungen
aifcgen den Funftionen eines und desjelben Winkeld den Jnhalt
Set Goniometrie. Die goniometrijhen Sige find fitr un3d aud
beshalb von grofer Widhtigleit, weil buvd) fie der inneve (analytijche)
Bujammenhang eingelner fiir die Dreiedsberednung aufgeftellter Lehr-
jase (fiehe 3. B. § 38) flar zu Tage tritt.

Bufommenhang swijden den Funftionen einer Winfeljumme und den
Funttionen der GCingelwinfel (Sumutanden).

§ 83, Wir wollen guerft aud der Fig. 95

. eine Fovmel ableiten, weldhe ung in Den

Stand fest, den Sinug und Cofinud der Winfel-

7 fumme (a - f) aus ben gleihnamigen Funk-

3 o v 7 tionen der eingeluen Winfel a und f zu be-
Fig. 95. rechnen.
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In Figur 9B it O0A=0P=r,
<< POT= a+-§
PM=rsin (- f) unb OM =r cos (a + §)

1. €8 ift PM=SM-+PS
nber PM=QN4P>S
ober rsin (a4 ) =0Q.sina-+PQ. cos a*)
rsin (@ 4+ f)=rcosf.sina-}-rsin 3. cosa,
fomit sin (¢ +B) =sina cosB--eosasing . .. . . (I)
2. €3 ijt OM=ON_—MN
OM—0ON—Q5
pber r(cosa- ) =0Q.cosa—PQ.sina
reos (@t f)=reosp.cosa—rsing.sina
cos (¢ p) =cosacosB—sinasing . . . . (IT)

Beifpiel, Man erprobe die Richtigteit diejer Formeln fiir & = 60° und § = 80°

Sept man f = @, o Wird (a 4+ f)=2a und man exhdlt
bie Formeln:

sin (2a) = sin a cos a + €08 a sin a
(I1D) sin (2a) = 2 sina €08 a
cos (2a) = cos a cos @ — Sin a §in a
(IV) ¢0s (2a) = cos’a—sin’a und, da
cos?a=1 — gin*«a und sina — 1 — cos?a,

(IVa) €08 (2a)=1—2sin’a cos (2a) =2c¢08’a—1 (IVh)

Diefe Formeln, welde geftatten, aud dem sinus und cosinus
eined Winfeld die gleichnamigen Funftionen ded Doppelten Winfels
aut bevechnen, laffen fidh weiter umformen, wenn man

Hatt- 2@, .. -0 und daber ftatt a ... % jchreibt.

*) <L QPS =aald Normalmwinfel.




Pean erhdlt danmn:

a
3

(V) sin a = 2 sin  cos

(VIa) cosa=1 — 2sin’

Aus ben Deiden lepten

'a (¥} = (4 -
5 0sa= cos? e sin? 5 (VD)
a : 04 YT
5  €08a=Rcos’ e 1 (VL)

Gleichungen ergibt fich unmittelbar

e g e (L s
(VII) 1 — cosa = 2sin? 5 L+ cosa=2ecos® (VILI)

4 & 110 L=< cosia a _ 1/1-+ eosa

und sin B ] 5 €08 5 = l.« T T

Ubnngsbeifpicle.

1. 2Wie grof find sin 40° und cos 40°, wenn
sin 15% = 0°25882 und cos 15° = 0°96593
sin 256 = 042262 ,, cos 25° = 0790631 {jt?

2. Wie qroB find die goniometrijdhen Funftionen von (x 4 y), wenn

sin x = 0'6 sin y = 0'8 ift?
3. Man vereinfade folgende Ausbriide:

o
) sin (2 a) tg a B (1 — cos @) . cotg % e) (14 cos a) te 5
d) sin a cos a cotg (2 «) e) sinacosa f) 1—sosa
cos? ¢ — sin® a 1-+cosa
4, Mane ofe folgende Gleichungen auf:
@) 14 . sin a == b) 537 sin x = -
CoS a cos X
uflojung : 7.2s8inacosae =25 ¢) 80 cos x = 11 cosec X
. N (5]
sin (2 a) = = d) sin (2x) = 1°5 sin x

Darausd: g, =109 AT 3R R
2y — 67" 12787 b
f) sin(2a) = tg a

Qeina . cos g =-

Muflojung

cos &

Q2c082a=1 sina

cos & = + ; Ve

o, = 45°

Qg

a, = 815° a,

b sin (2x) = B cos x

g) 8 sin (2a) = cotg a
)
%)

in o et 23 - X
769 sin x = 325 tg —

=0 ¥
cosec y = sec -

=0’

185° o, = 225" o, = 180°
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k) eos (Reo) = % COS o l) Beos(2a) =3 cosa
2(:05*&—12-1—&05(1 m) cos ;:cosx:'l'.-':E}
i T 1
cos @ = i K l;‘f h}xi S i n) cos (2x) =sinx
a4, = 320 39/ 8" ftg — 126° 22/ 31
oy, = 360 — oy e, = 360 — ag

o) Wie gqrofy ift ber Winfel, beffen tangens fich zum sinus deg doppelten
Winfel8 verhdlt, wie 3:567

p) Wie grop ift der Winfel, deffen cosinus gleich ift dem dreifachen cosinus
bed bdoppelten Winfels ?

q) tg x = sin x + sin (2 x)

r) cos (2x) - cosx=1

g) cos®a—sin®a = Hsinacosa *
{) sin x 4- cos x = 1°345%)

) sin x - cos x — 1414

») sin x 4+ cos x = 1°2369

w) sin x — cos x = 0°37

Jujap: Man verjeichne die berechreten Winfel am RKeeife und erprobe an
ben Fuuftionslinien die lbeveinjtimmung mit den gegebenen Gleidungen.

Refultate,
1. 064279 4, a) a, = 22° 47’ 33*
0° 76604 b) x, = 13° b2* 23
2. sin(x+y)=+11 X, = 76° T’ 38"
cos(x+y)=0 mif ¢ x. = 23% 8b¢
x 4y = 90° x, — 66° 25°
3. a) 2 sin® a d) x, = 41° 24* 35
b) sin a , x, = 3187 3b* 25*¢
e X, =0 x,=180°
(S ¢) x, = 17° 27" 274
d) 5 €os (2 0) x, — 1620 32¢ 33
1 Zeil xo— 90?
o s s x, = 270°
nie (o) ooy =45° o fi

*) Man quabriere bie Gleidhung und benchte, Do
sin? x - cos® x' =1 und 9 gin x cos x = sin (2 x) ift.

Sans Havtl, Sehrbud) ber ebenen Trigonometrie. A. 6




g) a, = 24° b* 41" )Xy =377 187 48"
o, — 155° 54° 19 X, — 128° 574 74
b e i MR X5 = 360° — X,
a, — 2040 57 414 x, = 360° — x,

h) X, = A0 R4 QDN

b :: 2= ;;;;'1}1'- d%.r ;;u f;‘) Xi— 60" Xy, = 200°
X, =0 x, =360 iy = G

¢ ¥, =060" y, = 300° ) X, == 38° 40¢
Yo = 180° x, = 321° 20"

k) a, = 32° 327 3 i

1) a, =29 12 37" s) a, = 10° 54’ 3*
o= B0 = ay — 100° 54¢ 3

a, = 124° B’ b1
a, = o6l —a,
m) x, = 63° 11 50"

£ X, =270
X, = 63°

x, = 2561° 53' 34 w) x, = 44°
n) X, = 30° x, = 150° x, = 46°
X, = 240" ' 3
o) x, = 24° 5’ 40" 2) 1'1 = ]{'n
x, = 165° 54’ 20" X, = 14
Xy = 0 w) x = 60°10*

x, = 360 —x,
X, — 360" — X,
¥ — 180°

§ 34. Aufgabe: Man bejtinme den sinus nud cosinus der Wintelvifferens
(@ — B) aus den gleidnamigen Fuuktionen der Eingelwinfel a und S
Jit g=—a—p o 1jt a=f-+ @

fomit nad) § 33
sin a = sin f cos @ 4 cos fsing . . . . (A)
cos @ ==cos fecosp —sinfsing . . . . (B)
Multipliziert man die Gleichung (A) mit cos und bie Gleichung (B)
mit (—sin g), fo erhalt man durd) Adbdition Der ®leichungen
§in a cos f — cos a sin f = sin @ (cos® f -+ sin® f)
9bbiert man aber zu der mit sin # multiplizievten Gleidjung (A)
bie mit cos f multiplizierte Gleihung (B), o exhilt man
sin a sin B - cos a cos f = cos ¢ (sin® f + cos? f)
ober, weil (sin? B -+ cos? f)=1 und @=0a—f ijt,
sin (@ — B) =sin e cos B —eosasing . . . . (IX)
cos (@ — B) =cosacos B+ sinasing . . . . (X)
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Tibungsbeirpiele.
3 s 1L s )
1, Man beredhne aud: sin 60° = = V3, cos 60" = l)

1o
sin 45° = cos 45" = B Ve
bie Werte fiix sin 15° und cos 15°
9, Was ergeben die Formeln (IX) mwnd (X) fiir x=90° x= 1807,
x = 270% =x = 860"?

cote § — cote

'i‘ n ) ; 10F & 3 .t 11 O e
b @) Man nadje den Wusbrud e logarithmijd) braudybar
b) Man seige, vaf die in Aujgabe 6 (&. 70) erhaltenen beident Lojungen
inentijch finb.
4, DMian veretnfache folgende usoriide:

a) sin (X + y) — sin (x —y) 9

sin (x 4 y) -+ sin (x — ¥)
cos (x + y) + cos(x — )
¢) sin (3 x) cos (2 x) — cos (3 x) sin (2 x)

d) cos (x + @) cos (x — &) -+ sin (x + @) sin (x — @)

5, Man beftintme bdie Winfel x und y aud folgenden Gleichungen:

a) x -4 y = 6B° b) x — y — 26° 80’
sin x cos y = 0° 582665 sin x sin y = 0° 37366
¢) x 4+ y = 80° 30 d) x — y = 80°
cos x cos y = 0739378 cos x sin y = 0°219845

nleitung: Sn BVetjpiel Ha ift:
gin (x 4 y) = sin x cos y + cos x sin y = sin 65° = 0° 90631

fomit 0° 582565 -~ cos x sin y = 0790631
uno cos x sin y = 0823745
©ubtrahiert man diefe Gleidung vbon dev gegebenen gin x cos y = 075825665
fo erhdlt man sin x cos y — cos x sin y = 0° 25882
aljo sin (x — y) = 0°25882
jomit nady Tabelle x—y = 18",
weldje Gleihung mit der gegebenen Gleidng x -+ y = 65"

sufammengefaft wivd.

6. Man zeige, Dafi Die in Anufgabe 15 (. 72) erhaltenen beiden NRejultate

tbentifd jind.
Refultate,

L WE—V2) L(V2+Y6)

2. Vergleiche § 22. '

o Sin (a—p)

9+ “sin (a4 B)
et _
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4, a) 2cosx siny b) tgx ¢ sinx d) eos (2 a)

5. a0l x=40° bl x = b4
y = 25° ¥ = 24" 30
¢) x — 66° e =al’ X, — 70°
y = 14° 30* ¥ =20° ¥, = 40°

§ 35, Die Fovmeln (I) und (IX), ) und (X) laffen fid
aud) in folgender Form pujammenfafien:
sin (z-t=p)=sin a ¢os f - cos a sin f§
¢os (a=t=f) =e0s a cos = sin a sin

Dividiert man deide Gleichungsjeiten durdeinanber, jo erhalt man:
sin a cos § = cos a sin f

te (a=8)— - : > —

8 ( P co8 a cos f - 8in a 8in

und wenn man Jahler und Nenner bed redjtsitehenden Bruches durd)
cos a cos [ Divibiert:

* t __‘: tg
(XD t'g (t‘l‘|‘_ﬂ) == :[g;;tgatgﬂﬁ

Bilbet man auf beiben Seiten ber Gleihung bdie reziprofen
LWerte, jo erhilt man:

(X1I) cotg (a-tp)=

13tgatgp
tgattgf

ober, wenn man vehtd Bihler und Nenner mit cotg a cotg f
nultipliziert,

(XIIa) cotg (a=tp) =

cotg acotg -1
cotg p + eotg a

PBeriidfidtigt man blog die obeven Jeichen und fept f = «, aljo
(@ + B) = 2a, jo befommt man weiterd die Formeln:

2te a
o 2 P ._j_.t.:__ -
(XTII) tg (2a) = i te'a
S cotg?a — 1
. R b o = TR AT
(XIV) cotg (2 a) Seotea

Yufer diejen Fovmeln, weldhe und gejtatten, aus dem tangens
cined Winfeld tangens und cotangens ded doppelten Winfeld ju be-
echnen, wollen wir nod) eine Fovmel aufftellen, weldje lehrt, aus
dem cosinus eined Winfeld den tangens ded halben Winkeld zu finden.




Aus den Formeln (VII) 1 — cosa = 2sin? %
(VII) 1 + eos a = 2 cos®

folgt unmittelbar durd) Divijion:

x 2
2 st

1 — ¢co8 a i ) a

TG .
2 eo8?—
2
daber o = ]fl_"_(‘_os—ﬁ (XV)
89 V1 L eosa ;
£ a 1/1 + cosa
und veziprof: cotg —— | 5—"—— XV
atpeat o8 3 1 — cosa Vs
Lbungsbeirpicls.

1. Man fepe in Formel (XIIL) und (XIV) a = 45° 90° 135°% 180" unbd
vergleiche die erhaltenen Refultate mit § 21,

1 : e p
2. Man bevechne aud: cos 60° = = bie Werte fiir tg 30° und cotg 30°

3. Man berechne aud tg 20° = 036397 die Werte : tg 40° und cotg 40°

§ 36. Die Formeln fiiv sin (¢ &= f) und cos (a == f) tonnen
aud) beniist werden, um Gleihungen von der Form:
acosx +hsinx=e
burd) Ginfithrung eined Hilfswinteld aufzulojen.
Dividiert man namlid) bdie vorliegende Gleichung dburd) b, jo

erhialt man: .

€08 X k= sin x — (A) und jeft

a sin @
nan nun: =— =g g = ——
b cos @

jo nimmt die Gleihung (A) folgende Form an:
gin : ¢
S P cosx -t sin x = —
cos @ b
: i ¢ cos @
sin @ ¢08 X = co8 @ SIn X = — & T

S ¢ eos
pder sin (¢ == X) = —b-—tp—,

a

wihrend <t @ durd): g @ —=- bejtimmt ift.

< |
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Beifpiel,
52 eos x -+ 37 sin x = 4853
b2
tg ¢ = 37 e e == At Bd
= e : ek 48'H3 cos @ ; ; Ens
ferner ift sin (¢ + x) = o T aué welder Gleidung fidy nad) § 23
atel Werte fitv Den Winkel (¢ 4 x) ergeben, u. . ift
@ + x = 49° 30 pher @ + x = 180° 80
wid g = H4° 34 g = B4® 34’
jomit x, = — 5 &4 ) X, — 76" 06’

$iitte man in dev obigen Gleidung (A)

a cos @ - B
— — ot e -_— p t hitt
b cotg @ St ¢ qelept, 1o haite
D= e sin ¢
man erhalten: ¢os (p + X) = ——h—f-
uno cotg @ = 2
(-] (P h
Tbungsbeirpiele.
1. B eos x -} sin x = 3
9 5 gin x — eo8 x.= 2
3, 95 cos x -+ 98 sin x = 89556
4, B7°8 cos x - 19'6 sin x = 6170042
b, 6°258 cos x — 07975 sin X = 1-4403
6. 85°7 sin x — 20°8 cos x = 137977

7. 38°B cos x — 12°5 sin x = 27709214
8, Auf einen Korper vom Ge-
widhte Q (Fig. 96), ber gegen fetne fhori
sontale Unferfage Den Reibungsfoeffizien=
ten ¢ befiht, wirkt eine gegen Den
Sdwerpunft S gevichtete Kraft P. Wie
grofy mup der Neigungdwinfel « Ddiefer
fraft gegen bie Vertifale mindeftens feii,
bamit ber Kbrper gleite?
a) P=50kg b P=280kg ol P=
Q=60ky Q=050ky
p=04 =204 @ ==

L, !

3

a1

w=-||n—'-:'@

Fiag. 96.

*) liber negative Winfel jiehe § 40. Su ben NRejultaten ber folgenden Bei-
fpiele ift (mit YAusnabme bed erften Peijpicles) mur eine Lofung angegeben.
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Anleitung: Den gejuchien Grengtvintel finbet
man, indem man die Schubfomponente p gleid jetst
per Meibung R = (Q+q) ¢

9, Man lbje die Anfgabe 8 unter Jugrunbe-
fequng Dev Fig. 97 fiiv folgende Angaben:
N7 o) P =10k b P = 90k e/ Q=4 F

Q Q = 45 kg Q = 220 kg st ) |
2T iy S
Fig. 97 HoT o8 P B
Refulinte.
1. X, =—142°39'5" *) “ =¥
X, — o2 16715% 8. @) a-= 48" 16’
2. x = 34° 24' 13¥ b) a = 35° 13 25
3. x = 47° b9’ b5 ¢) a = 60°43*17“
4., x = 16° 56’ b4* 9. @) a = 50° 38* 13"
5, x = 68° Bb) o= 32% 11’ 21
6. x =50° ¢) a= 40° 21’ 37

§ 37. Man verwandle (sin ¢ = sin ) und (cos ¢ =+ cos )
in logarithmijd) brandjbare Uusdriide.
Aug den Gleichungen:

gin (@ -+ f) = sin a cos § - cos a sin p o :
gin (a — p) = sina cos f — cos a sin f . \.\
folgt: X
(A) sin (a4 ) + sin (@ — p) = 2 sin a cos p v "*\\Q\\
(B) sin (a4 p) — sin (@ — p) = 2 cosasin § e 4
et man nun (@ + p) = ¢ Fig. 98.
und (@ — f) =%,
o ift =22 Jg—”
p= r‘o—‘)_i s feben  (Fig. 98),
wodited) dte Gleichungen (A) und (B) folgende Fovns annehmen:
(XVII) sing -+ siny = 2 sin- Lol + ¥ cos g

(XVII) sing — siny = 2 €08 ~— % + Yogty £ ¥ —; ks

*) Siehe Jupnote auf vorftehender Seite.




Sn berfelben Weife folgt aud den Gletdungen
cos (a + p)

cos (a — p)
burc) Abbdition und Subtrattion:
cos (a 4 f) + cos (@ — p) =

eos (a -+ p) — cos (a— p) =

cos a cos B — sin a sin f
cos a cos f - sin a sin

2 cos a cos [
—2sinasing

ober nad) obiger Subititution:
ry @ - el
(XIX) cos ¢ - cos p = 2 co8 I—L poN L
r-i
q —— =k
(XX) oS @ — €08 y =—28in— g + " sin —-p—g L

Wbungsbeifpicle.

1. Man madye folgende usdriide logarithmijd) braudhbar:
@) sin (3 x) & s8in x b) cos (7 x) & eos (3 x)

¢) sin(x + 8y) +sin (x+y d) cos (2a— p) + cos f

c
P

Man [Bfe folgende Gleichungen auf:

) x 4+ y = 70° ) x —y = 15°
gin x -+ sin y = 1°'11588 . s i
sin X.c08 y = V6
Inlettung. Ju die Gleichung: Unleitng, Jn bie Gleidhung:

; : i XY X—¥
sin x 4 gin y = 2 sin —-—g_ cos 5 -

jebe man bie gegebenen Werte ein und

sin (x+vy)+sin(x—y) =2sinxeosy
jepe man bie gegebenen Werte ein und

beredhue daraud (x 4 y).

berechne Davand (x — y).

3, Man beftimme x und y aus folgenden Gleichungen:

i) x + y=70° b) x — y = 30°
gin x + sin y = 0°8 gin x — sin y = 0°37h
) x —y = 20° d) x -+ y = 97° 86’
cos x -+ cos y = 1°84 cos x — cos y = — 0°238
4, Man beftimme x und y aus folgenden Gleichungen:
a) X 4y = 40° b) x — y = 16°
sin x cos y = 074924056 sin x cos y = 054
e) x + y = a0° i) x—y = 20°
sin x sin y = 0711162 cos x cos y = 0°58302



Refultate,

1. @) 2 sin (2 X) 08 X
b)) 2 eos (D x) eos (2 X)
¢) 2sin(x42y)eosy
d) 2 eos a ¢0s (a—f)

2. @) x; = 48° 5

¥ = 21910

3. ) x, = 80° 47"

X =Y
Ye = Xy

x, = 349° 13

¥, =—10°47 y, =—279°13
o) X, = 30064 x,=349° 6’
y, = 10054y, =329° 6
4, @) x;, = 3(° Xa— 100°
y, = 10° ¥y —=—00°
¢) x, = 40° x, = 190°
y, = 10° Yo = —140°

2 eos (2 x) sin x
2 sin (5 x) sin (2 x)

f.r) X = 45°
¥y = 30°
b) x; = b8° 34‘ 40*
Y, = 289 34* 40
d) x, = 570 54"
y, = 30° 42

B x, = 34° 46' 28
y, = 18° 46 28
d) x, = 60°
¥, = 40°

x; = 8317267 20
¥, = 301° 25 20
X, = 219° 42¢

Yo = —122° 6
x, = 71° 13 33“
¥y (B 134 334
x, = 140°

¥, — 1200

§ 88, Wir wollen noch einige der abgeleiteten Fovmeln beniigen,
i den ujammenfhang der fiiv die Auflojung des jdhief-
wintligen Dreiedesd aufgeftellten Sipe darzulegen,

1. Der Sinusfap fitr das jdiefwintlige Dreied lautet:

sin A ;sin B =

folglich (sin A -+ sin B): (sin A

.. A+B —B A
pber 2 sin ié— cnsAT :20051-“

aibh .
— gin B) =

+B . A—B

2— 81 — 9

LK
(a 4 b): @ — b)

(a - b):(a — b).

Dividiert man in diefer Proportion bdie beiben erjten Glicber durd

A+B

2 " o
cO8 =
: 2

jo exhalt man:

A+ B A
WES Fet

B

A—B
2

g.'?z(il+1,):(a_1})._..

(1I)

eine Proportion, in der wir ben Tangentialjah bes jchiefwintligen

Dretected erfennen.

Anmerfung Der Jujammenhang der Proportionen I und IT
bleibt nach vorftehender Ableitung Deftehen, aud) wenn wit unter a, b,

<< A und < B nicht Dreiectsitiicde verftehen.

bent allgemeinen Sapy aufjtellen:

Wir fonnen daber
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Berhalten jidh die sinus zweier Winfel wie jwel
gegebene Grifen, fo verhdlt jid) der tangens ber
halben Winfeljumme zum tangens der halben Wintel-
Differens wie die Summe jener Grdfen jur Differeny
perjelben.

Diejer Sap fann zur Beredhnung weier Winfel vevwendet
werden, wenn deven Summe (oder Differenz) und dad Verhilinid
ihrex sinus gegeben ift.

Beifpicle,
PMan beftimme x und y aus folgenden Gleidhungen:
1. x + y = 50° 2. x—y=15"
sin x : sin y = 207" 24 :141°76 sinx:siny = 685°95:285°95
3. x+y=80° 4, x —y=60°
sin x : sin y = 5682 : 2981 sin x ! sin y = 8837 : 1857
b x+ y=111° *) 6. x —y = 49° *)
¢os X ; cosy = 7999 : 17651 cos x : cosy = 521 : 986
T x + y =80° e 8, X —y=10°
tax:tgy =DHT7415: 27815 te x 1 tg v = 5238 : 8688
9, x4y =108°46' **¥) 10, x — y = 87° 56
cotg x ! cotg y = 127 : 6382 cotg x ! cobg y = 2577 : 10821
11, uf eine Gladplatte (Fig. 99) vom Bre-
L 5 dungsdinder n falt ein Lidtftvahl und erfilet bei der
= Brechung eine Ablentung 6 = a — p. Wie grof ijt
ber Cinfalldwintel a, wenn:
) =158 h)n = 152
d = 10° o — 15"
¢)n = 162 d) n: = 158
3 = 25° i ift?
&ig. 99. Bredjungsgefes: sina:sinf =n:1

*) 9ud cos x:eos y = mn ergibt fich
(cos x - cos y): (cos x — cos y) = (m + n):(m — n) und feiter

x+ vy X — ¥ n—m
e S R e P
%) ud tgx:tg y =min folgt durd) einfache
Nmformung gin (x + y):sin (x — y) = (m + n): (m —n)
*EF) Aug cotg xicotg y = min

il

folgt: gin (x 4 y)isin (x — ¥) (n 4+ m):(n — m)
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Refulinte,
Jee = X — (s 2 Xy =287 Xy = 200"
Y. — 20° vy = —160° Vo —1Us y. = 190°
Xy — e 1, x; = HY? Xy = 280°
Y= 25° Y = — 155" v, = 40° e 29()0
Fox,— 107 X, = 250° 6. x, = 5H8° 364 x,=253°36'4"
Y=t ¥, = — 139° v, = 9°36‘4" y,=189° 364"
Xy — 02 s A 8. X, = x,.— bl
y, = 30° Yo =—40° Yi =Y, = 40°
9, x, = 86°22' 6 x,=107°23'54" . 10, x = 62° 43/

y = 24° 47/
d) 39° 38¢ 49

v, = 17023/ 54¢ y, =—3°37 54
11, a) 27° 40¢ b) 40° 2! 49 ¢) 59° 33¢ 144

9. Sm § 27 ftellten wir bie Formel auf:
b? 4 e* —a’

cos A = =S he
Daraud ergibt fid):
_ 2be-+b24e?—a’ 9he —h2—e?t-a?
1 - cosA= e 1 —cos A=——gb—c_+ i
(b4 )P —a _at—(b—20o?
b - 2be
= (b-4-c+a) (b-}c—a) % (a-+-b—e¢).(a—b--c)
Tt 4 S 7 PO R Rt TR
Sebt man nun, wie Hblid): at-b-te = 28,
folglig: at+b—e = 2(68—0)
a—b4e = 2(s—Dh)

—a+b+e = 2(s—a)
und fiix (1+eosA) bie aud Sormel VII und VI (§ 33) rejultierenden
Werte, fo erhdlt man:

24.2(s—a) o _2_{34—b)2.tjs_—-cj

JeoRE———— 2t ———————
el 2be 2 2be
A /(s —a) . A 1/(s=h) (s—e)
COS o= ]/ e sin = L“ ——
2 be 2 be

Diefe Formeln, weldje ald Ergangung ber jur Auflbjung jdhief-
winfliger Dreiecte dienenben Sihe aufsufafjen find, geftatten die [oga-
rithmijche Berechnung der Dreiectswinfel aus den dret Seiten.
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Durc) Divifion der beiben Gleichungen ergibt ich die und bereits
befannte Formel.

Lo TR e b G )

tg - ‘
S(s—a) s—a

=l
~

Lo
Tbungsbeifptele,

Btvei Krdfte P und Q wirfen unter einem Winfel @ zujammen und evgeben
eine Refultierende R.

Man bevechne den Winfel o fiir folgende Angaben:

a)s Be— 2350 ky h) P = 966 kg el —s5m

Q = 175 kg Q = 738 Ly Q=>5p

R = 300 kg R = 1400 kg R =_Tp
Refulinte,

a) 87° 06 30" b) 70° 14 ¢) o = 60°

Die Suelliug’(de (Pothenot’fdhe) Aufgabe.

§ 39. JIn ebenem Geldnbde
find drei Punfte A, B und C
(Fig. 100) feftgelegt und hievauf
folgenbe Stiice gemeffen worden:

BC = a — 5386 m

AC b 3988 m
Fig. 100. << ACB = o = 142°30'

I

Die ECutfernungen einesd
Punfted P von ben Puntten A, B, C jind aud den von
P aug gemefjenen Winfeln:
AP — o — 38221
BP0 —ip — 35005
aut beredhnen. (Gnelliug 1617, Pothenot 1692.)

Lijung. Begeidhuet man PC mit m und die Winkel PAC mit x,

PBC mit y,
jo exhilt man zur BVejtimmung vbon x und y:
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x4+y=860°— (o4 a+p)....1
1nd aud den Dreteden ACP und BCP

ginxisina=m:b giny :sinff=m:a
. e 8in @ : o 8in
pber R giny = —ﬁ
b a
. : . sin & sin f§ a b
folglidy sinxisiny =——3;— = ——7z!—
b a sin p sin o
= a b
Sefit man —— =7 uHo - =5
: sin p sin a
jo erhilt man sinx:isiny =p:q
ey =5 X — X -3
jomit mach § 38 tg——F5—:tg — 12 =(p—q)ilp+ 9

P+ 4
Sn unjerem Falle ift:
p = 869°82 q = 725417 2T 90 g7
b aud Gleidung (LI . « « « « v o s 0 s = x;;—j’i: 16° 26° 42"

Durch Addition und Subtrattion der beiden leften Gleidungen ergibt fich
< x = 89° 23’ 42"
<Ly = 56° 30’ 18"
9z den Dreieden ACP und BCP erhilt man mum nad) dem Sinudjape:
AP = 610 m BP = 772538 m CP = 86683 m

Onmerfung. Bei ber Audrvedynung beadhte man, baf

PA =qsinu PB=psiny PC=gqsinx=psiny
ijt, wobei u = <[ ACP b v = <IBCP ift,

TUbnngsbeifpicle.
Man [Bje die Uufgabe fiir folgende Angaben:

1. @ = 180" 2. w = 180° 3, w = 180°
a = 17824 m a = 2325 m a—375'8 m
b= 87562 m b = 1646 m b = 480°b m
B =350 1h! o = 32° 25 o = 29° 35
Bi== 0001 B = 51° 47" p = 40° 19’

4, o = 180° By o = 1452 17 6. @ = 158" 20!
a = 438 m a=— 1208 m a= 11380 m
b = 557 m h = 2751 m b= 873'6b.m

o — 457 2! o = 51° 49/

o
p=871t B = 47° 28 p = 87° 46’




7. m bitlichen Ufer ded Kammerjeed (Fig. 101) wur-
pen drei Uferpuntte, bei Weyeregg (W), Alexertau (A) und See-
Qeithen (S) marfiert, deren Entfermuingen: W A = 3000 7 unbd
AS = 1950 m betrugen, wihrend <C WA S = 168° 41‘ 52“
ermittelt wurbe. Von bem am weftlichen See=1fer bei
Nufidborf gelegenen Uferpunfte N tourben mittels IMef-
inftrumentes  die  Winfel: WNA = 57°28° 107 und
< ANS = 35° 56‘ 14" beftimmt.

Man berechne die Entfernmumgen NW, NA und NS,

8, Won einem Dbeim Orie Atterjee gelegenen Ufers
puntte erjdjeinen bdie Streden WA und AS unter den
Iinfeln a = 38° 50 81 und £ = 12° 50’ 19“; bon etnem
bei Bell (Z) marfiertem Uferpuntte evgaben bie Miefjungen :
<L AZW = 30°26'29%, <L BZA= 35" 27/ 23",  Man
peftimme die Entfernungen Dex Uferpuntte Atteriee umd
Bell von den Uferpuntten W, A nud 8.

Refultate,

1. PA=1380 m 2., PA=2849°'5 m 3. PA = 88044 m
PB=2501"2 m PB = 29239 m PB = 525-42 m
PC=1309"7 m PC = 21672 m PC = 560°81 m

4, PA = 82256 m 5, PA=1231"3 m 6, PA=1744'2 m
PB = 70554 m PB = 3464 m PB = 18005
PC = 66645 m PC=1706"3 m PC=1706"H m

T.NW = 34125 m 8. AW = 2690 = 0, ZW = H3dH8 m
NA = 268> m AA= 4833 m TA =334 m
NS =33822'0 m AS = 6340 » ZS = 2018 m

Sunttionen megativer Winkel.

§ 40, Joft man den Winfel als Map ber Drehung auf,
weldge man mit dem beweglichen Schenfel aud der Rubelage O A
porgenommen Hat, fo fann man
aufer der Grofie diefer Drehung
auch nod) den Richtungsfinn der-
jelben in Betradht ziehen. Be-
seichnet man eine Drehung im
perfefrten Sinne der Whraeiger=
bewegung al8 pofitiv (4) fo
wird man eine Drehung tm ent-
gegengejepten Simne ald mnegativ (—) begeichnen mitffen, und man
gelangt fo zu Dem Begriffe pofitiver und negativer Winkel (Bogen).

Fig. 102,
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Sp ift 3. B. in Fig. 102.... LAO0t = — <AOT, und wenn
wir lesteren mit (4 a) bejeidynen, <JAOQt = — a.

Yus der Fig. 102 erfieht man fofort, dap Der bewegliche
Schentel Ded Winfeld8 (—a) zufammenfallt mit dem Deweglichen
Schentel des Winteld - (360°—a), dap alfo die beiben Wintel:
(—a) und (360 —a) diejelben Funftiondwerte befipen mitfjen.

€3 muf daher nad) § 22

Funftion (—a) mumerijl gleidy derjelben Funftion (4-a) jein.
und fiiv die eingefmen Funftionen gilt, wie man iiberdies aus ber
Figur erjieht:

gin (—a) = — sin (4-a)
cos (—a) = —+ cos (4 a)
tg(—a) = — tg (+a)
cotg (—a) = —cotg (+a)

FBir wollen dDas Auftreten eined negativen Win-
Fel3 an einem Beifpiele getgen.

Qoft man dbad Dreied: a =388 m, b= 48'9 m, <1 € = 92° 20"

i = A—B A4+DB
mitteld ded3 Sapes: (a—Dhb):(la+b)=tg—F—:tg—F5—

auf,

= a—1 £ —13°
st ltﬁ'\+?§_ li_lt

fo erhilt man tg e 53Y 50" *)

TR 0 D e R [T
A—B
tg ——— = — 0°21158
> D
A—B (i A—T X , i ; 2
Doy e ——— ird negativ. Da nun —- mumerijd) nicht qedper ald8 90

fein fann, (warum?), fo fann ed nur negativ fein; p.h. A<<B. Daf died wirklich
ver Fall ift, erhellt aus ben Angaben, nacd) demenw a b ift.

Die tveitere Lojung erqibt:

S e L T A S e e R (I)
und A _‘i— B T A £ R SUMEL S SR (I1)
barans: <r A = 41° 58/ 13"
< B = 65° 46 47"
und ¢c=an S_m P2 51:09 m
sin A

+) Wergleiche Notiz ju § 29
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fAreifptele, ~

1. Wie grof nwup in Fig. 103 ber
P Wintel « jein, bamit die Schubfomponente p
gleich fei der Meibung R = (Q + q) .

a5 n (Siehe Anfg, 8 auf &. 86.)
BN N @) P =15 kg b) P =25k
U & W%{ Q= 76 ky Q = 66 kg
- py p =02 T

0 ¢) P=18 kg
Q=835 kg
Fig. 108, =06

2, Auf einer jdhiefen Ebene
(Fig. 104) vom Neigungswintel o
[tegt eine Laft vom Gewidie Q.
Gine - fraft P joll unmter einem
8infel § devart angebradyt werben,
baf bie aus ben Kombonenten p,
und q, vefjultievende Sdublraft
P =1p, —q, gleidh fei der Nei=
biing R = (qy — ps) . Wie grofs
mup B jein, wenn

a) P=Q b Q=2P
o= 30" gr—2)0
@ = 0°12 @ = 0°06
"‘,2‘;~q ¢) P=2Q
7 a = 40°
Hig. 104, @ =073
Relultate,
1. @) a=— 4°50'35" b) a = —10° 2725 ¢) a=—14° 1219 %)
2. a) = —46° 18 50" b) g = —33° b2 35" ¢) B = —24°49 51"

Funttionen der Kreidbgen.

§ 41. ©p wie wiv bisher die Funftionslinien Dem Wintel a
sugeorbnet haben, fo fonnen wir jie aud) alg au bem Bogen A=AP
(Fig. 105) gehbrig betrachten, welder Bogen ja gerabe jo biele
Bogengrade Dbefibt, wie der Winfel a Wintelgrade hat.

*) Die negativen Werte bon a zeigen an, dafy die froft P nicht, twie in
Fig. 103 angenonumen, nad) abivdrts, jondern nad) aufwirtd geridhtet fein mup.



Wenn 3. B. in Fig. 105, in weldjer
ber Rreishalbmefjer r = 1 ift, der Bogen 4
54 Bogengradbe Hat, o fommen wir, in-
bem wir die Funftionswerte von H4° ber
Tabelle entnehmen, aud) jdhreiben:

sin 4 — 080902 tg 2 — 137638
cos A= 058779 cotg A = 072654

Anftatt den Bogen 42 in Graden u

meffen, fann man ihn aud) durd) jeine - 1 e
Qdnge angeben. Da der Halbniefjer r =1 0 05 1
ift, jo entjpricht Fig. 105.
einem Bogen von 360°  die Bogenlinged= 27 = 628318
" " 7 130° " " I n =3°141569
:.'I ~
" ft " 900 fr " " _“2'_' = 1 0)1080
([ " " 450 " 1 " _Fz__ :0 quﬁ‘i'o
4
i " n :;{]0 i n " _':Tf" i— (}'5236”
6
7T
SRR ; i — —0-01745
” : * ' 180
a® @ — a ¥ 0701746
1] n U] L] " e -[A{L]

Fiir a=>54° ergibt {ich pemach) . .. - . . A = 004248

und i Hnnen jomit nad) obigem aud) jdhreiben

sin 0:94248 — 080902 tg 0°:94248 = 1-37638
cos 0:94248 = 058779 cotg 094248 — 0-726564

Sn gleiGer Weife find folgende Gleicdjungen zu exflaren:

gin =0 cos w= — 1 te =20 cotg m= 00

it dx 7 7T I

gin —=-+1 cos—=10 te — 11 ecotg——==1V3
T 5 8 =1 £33

Pansd Hartl, Lehrbud der ebenen Trigonometrie. A
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§ 42. Jn den Jelinefihen Tafeln find die Bogenlangen am
Ginbeitstreife von 0° big 180° auf &. 161—164, fiiv Minuten unbd
Sefunden auf &. 160 angegeben.

Wit Hilfe diefer Tafeln ift die Verwandling eined im Grad-
mafie gegebenten Bogend in Das Lingenmal und die umgefehrie
Berwandlung jehr bequem auszufiihren, wie folgende Beifpiele zeigen.

a) arc a = 113°25°37'" ift im LQingenmaBe anzugeben.
115% .. 197298
ey 727
gyels Ta
folglich arc o, angegeben im Liingenmaf, ...... A = 197967

eyt

b) Gin nad) Langenmaf beftimmter Bogen 4= 053786 ijt
im ®radmaf anzugeben.
0° 53786
Fafel e DEHRE60 e 30°

Reft .... 0°01426
Tafel .ol 0701485, .. 4D

Fefts o 000001 s 2 3" a = 30"49° 5

Wbungsbeifpiele.

TWan qebe folgende Kreisbigen im Lingenmafe an:
a = 49° 95 B — 73° 12’ y = 187° § = 935° 97

— 95019 40" 1 — 82° 44 5% @ = 125° 20’ 49 1 = 187° 6' 36"
P /

Man verwandle folgende nady Lingenmaf gegebene Bigen in Gradmah.

a = 0740870 b = 144513 c = 2°18166 d = 3°18203
m = 1°03664 n = 123033 p = 2727249 1 = 428860
Refuliate,
a = (" 86248 g = 127758 7 = 2°39110 6 = 410937
@ = 0-40511 w=1"44414 o = 218772 A = 3°26569
= 25" U5¢ b = 82° 48¢ e = 12H° d = 182° 19’

m = 59° 23" 44 n="70°29’34% p=130°12‘15" 1 = 245°43'7"

$Hat man Ddie Linge L eined Kreidbogend vom Halbmefjer r
und dem Bentriwinfel « zu beredhnen, fo beftimmt man Funddit
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bie bem Winfel a entjpredjende Bogenlinge 4 am Cinheitdlreife
und findet dann L nad) der Formel
L= AT
3. 8. r=45'bem a = 125° 40 L=7?
12500 stnene o 28168
AP0 Sy 1164
i = 2-19330 Li=219330 X 45°b
L=299'795 c¢m

Tibungsbeifpicle.

€3 ift bdie wirflihe QWinge der durd) ihr GradmaB und ihren Halbmefjer
beftimmtenn Bigen a, y, §, 0 zu bevechnen:

1. a = 6730’ 3. y = 63°10' 20"
r — 3bem r — 2256 em
2, B = 85° 45 4, & = 118° 47
r = 87°256m r = 4568 m

5. Wie grofs ift die Eutfernung zweier Orte des Hquators (Ditkitite Afvitas
und Wejthifte Borneos), beren geographifdhe Lingen 1, = 60°2° 15" 1, = 126° 14 25
find? (Der Nquatorhalbmeffer R = 859° 43 Meilen,)

6. Wie qrop ift der Bentriwinkel, deffen zugehbriger Bogen in einem Rreife
pon Halbmefjer r = 85°8 cm (26 m) [34°75 m] die Linge L = 45 em (63 m)
7225 m) befipt?

7. Wie grof ift der Radiug eines Kreifes, in weldem der yum JFentritwintel
a = 35° 47' (37° 45%) [174° 35'] gehbrige Bogen die Qinge L = 321755 m (50 1)
[1-765 m] bejit?

8, Biwei in demfelben Meridiane gelegene Orte A und B von gleidjer Meeves-
hihe, beven Eutfernung 1 = 250°629 km [35°1351 Meilen] betvigt, haben bie PBol-
hiohen o = 51°25* 27" und w = 49° 10’ 15" [¢ = 39° 38" 23" und y = 87° 17/ 88"].
Wie qrof erqidt fich hievaus der Erdhalbmefier?

Wefultate.
1. 41:2335 om 5. 99305 Meilen,
2. 2324256 m 6. 72°1‘12% (144° 234 99 [119° 7/ 33}
3. 24863 em 7. 524466 m (75-889 m) [0°57925 m]
4, 9:4702 m 8, 6372°464 km  [858 Meilen].
*) €8 ift szﬁg.azu.lgu r= 41
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§ 43. $Hat man irgend eine Tunftion eined nad) § 41 im
Qingenmafe gegebenen Bogens u Beftimmen, fo exmittle man gundadit
a3 @radbmaf desjelben und juche dann i der Tafel den zugehdrigen

Sunttionsdmwert.

3. B. Man beftimme colg 2- 35807,
Der Bogen 285807 betrigt im Gradbmafie 135° 6' 26“

dafier cotg 2785807 = — 100375

T(bungsbeifpiele.

Pean bejtimmre:
sin (1761669 eos 1°52717 te 2708858 cotg 8° 61574
sin 2°H3876 cos 095372 tg 450830 cotg 1°288H4

Refulinte.

-+ 0-57833 4 004362 — 1756556 -+ 1°94858
4 056698 -+ 057865 -+ 4-83142 ~+ 0-34505

Die sytlometrijdjen Funttionen.

§ 44, Befipt der sinus eined nac) Qingenmaf angugebenden
Bogeng 4 den Wert a, ift aljp sini=a, fjo jagt man umgefehrt :
A ift Der arcus, Deffen sinus=a ijt",

ober fiirzer: A=—arcsina.
Gbenjo find die Auddriice l=arctgh,
A=—arccosc,

J,= are cotg d it verfteben.

Ginen Ausdruc von ber vorftehenden Torm nennt man eine
sytlometrijdhe Funttion ber parin vorfommenden trigonometrijden Bapl.

Hat man 3. B. i==arc sin 0-53678 3u Deftimmen, fo juche
man zundchft den zu dem angegebenen sinus gehibrigen Bogen im
&radbmafe und verwandle ihn jodaun in Qangenmaf.

gin 4 = 0°53678. . . . 4= (32° 27" 53'") = 0°56662

Tbungsbeifpiele.

IMan beftimme folgende Bigen nad Qingenmaf:
a = arcsin 0766918 p = arccos 0°HIT16 y = arc tg 0°20648
8 = arc colg 0724933 @ = arctg (— 4"9894) .= arc cos (— 0°325697)




i 0-73304
Oy — S— 0-73304
d, = 1:32645
g — v —l—1'32545

Refulinte.
By = 0793084
By = 22— 0°93084

o, = 1°76860
o, = x -+ 1-76860

101

Py = 0-20363
. — - 0-20363

72
@, = 190283
Py = 2 — 1°90283

Ausredyung  algebraifdyer Ansdriicke dnrd) Einfithrung von
fitlfswinkeln.

§ 45, Mandymal erieift e3 fic) bei Ansredynung arithmetijcdher
Ausdriicfe, in benen mehraifirige Bafhlen in einer {ogarithmijd) nicht
fraudhbaren LVerbindung enthalten jind, von Borteil, eingelne davin
porfommende Grifen ald Funitionen eines Dilfawinteld audzudenten
wnd jobann dert gangen Anddrud purd diefen Hilfamwintel ausjubdriicen.

IWir wollen einen jolden Vorgang an einigen Beifpielen exldutern.

1 x = VI — (052498)°
Sept man 052498 = sin @, wad gefdhehen fann, yoeil
0-52498 << 1 ift, fo ift nad) Tabelle p = 31° 40°
b x — VI — sin® @ = cos ¢ = cos 31° 40°

x = 0°85112

TR R
(s Probe: x = V152498 X 0" 47502

> 3 ~ (5387’
"' e V 1 (3 564
— H* 387 3 o
©ept man T EOA cos @ )
o ift @ = 51°1' 19"
o x — V1 — cos® ¢ = sin @
fomit X = 07774

*) Diefe Gleidjjepung 1t nur mbglid), toenn dev (intajtehenbe Bruch fleiner

alg 1 ift. (Warum?)
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1

3‘- R —— ; 43.7‘} =
L s
48-73

II':H —_—

Sept man ST TE = & P

iU iﬁ Q= K40 39/ 9~

b . 1
N T Ynine cons s = €08 @
\'WQ’J sec ¢ 4

jomit

X = 05786

Tibungsbeirpicle.

Folgende Ausdriide durdh Cinflihrung eined Hilfiswinfeld 3u beredmen:

s

oo e O RERT L, 1) 2,y
et lf . (:'rus:a 3 n-gaae)
= 1/, . (25°635)? i
3. 2=|1+ rd
B V= _.'__ rl —r G. W

J14 V8784
Refultate.

rox— 5 R3

B . Frong

L5398 _ . ‘

2. = = sing....y=«¢o08 @ = 0°47378

]/ 9-7325 & 5 ¥
3. z=1"6449
4, V156332 =tz o = e0s @ = °53429
B ]‘Uv’}ﬂ_'gz tg @ v = eos @ = ("H7089

= ll ~ {/4°5398
W 977325
1
S
[.fl 4 /156882

. 1— Yo

+ V/0°4978
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Aunbhanag.

[. @8 ift felbjtverftandlich, dap eine Crmittelung der Funf-
tiondwerte durd) Abmefjungen an einer Figur nicht befriedigen
fann und daf man dedhald ein Verfahren jucdhen mufte, die ge-
wiinjdten Werte auf Grund einer mit beliebiger Genauigleit durd)-
sufiihrenden Redynung zu exhalten. Ein foldhes BVerfahren, um beis
ipielSweife den sinus vericdhiedener Winfel i be- =
vechnen, ergibt {id) aus den planimetrijden For- i

: ~ .. Z Gt
meln zur Berednung der Seiten reguliver Poly- 4"”'”'#
gone aud dem Radiud ded umjchriebenen Kreifes. r\ e
Mit Hilfe der Transformationsformel: f;5';‘?1;;_.__._.__&3_,,,9
= e (3 T Sn |~ J/
w=r 2 (=), ¥

s A - A
weldhe aud dem Uusdruce fiir die Seite s, (AB m ~

in Fig. 106) degd veguldren medd den Ausdruc %ig 1%
fiir die Seite 8,, (AC) Ded rveguliarven 2m eds '
erqibt, erfalten wir, wenn wir vom reguliven Sed)Zede ausdgelhen:

-

Sﬁ — ¢

Bia —1F l?—\’“g

e — 1"|/2 —V24vs

e
Verjteht man nun in Figur 106 unter A B = s, die Seite ded
3 Bt 360°
reguliven neds, fo ift a = o
uno sin r:c=+r jomit nad) obigen Formeln,
S SR S| S
went n= 6, sin30°=5 ...l = (050000

=

n— 12 sinlp®— } I S s T — 025882
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- 14/, T AR D
e 24, 41n TR — 5 \;"’ 2 — 1,-" 2 —!l— i"e'} ..... = 0" 130563

n=48 sin3°4H' = }) ll.fff-_’*— 1! 24+ V2+Vs . = 006540

i ofs
Geht man vom reguliven Bievecte und Fitnfece aud, jo erhilt
man auf gleichem Wege:

gin 45° = 1) VK (Y ok 5005 s = 0°70711

sin 22° 30/ =1— ]ﬁ R R — (38268

gin 11° 15 =-1,—V2—-—1/_2'+\-’ IR = 0°19509
T

sin 36° :-]—'1/10—2\/5' ........... — 058179

4

5 By — EI(’ el ety L — 030902

sin 90 —2 )/ 2— 4} 1042V ... — 015643
i

Gbenjo fann man mitteld der planimetrijgen Formeln fiiv bie
Seiten der dem Rvetje umichriebenen Polygone bie Werte fiir Den
tangens der Detvefjenden Wintel ermittel.

Mit Hilfe der in § 18 und §§ 33 34, 35 angegebenen For-
meln laffen fich ausd den fchon berechneten Sunftionen Ddie iibrigen
Sunftionen Dderjelben Winfel und auch die Funftionen jener Winfel
berechnen, welde fich duvc) Abdition pder Subtraftion jweier bereits
aufgeldfter Winfel ergeben.

uf diefem mithevollen Wege gejdhah in der Tat bie erfte Aus-
rechnung der Funitionen, wafrend man feute imftande ift, mit den
Hilfamitteln der hoheven Mathematif die Funftionswerte weit rajcher
und bequemer ju ermitteln.

1I. Bei dem in 88 7, 8, 10, 11 angegebenen Korveftionsvers

!

Fafren ift voraudgefept, Daf, wenn. Dder Winkel um gleiche Teile
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jpringt, aud) bder betreffende Tabellenwert gleiche Verdnberungen
exfabrt, daf alfo der Wintel und der Tabellemwert fich proportional
verdndern. Diefe Vorausfesung ift tatjad)lich nidhgt ridhtig, Faun
jebod) innerhalb der in der Tafel genommenen fleinen Sntervalle al3
jutreffend angejehen werben.

III. Aus der Tabelle der Funftionen entnehmen iir:
sin 0°10'=0-00291,%) baher  logsin 0°10°'=0°46373 —3
sin 3°30'=0°06105 " logsin 3°30'=0"T78568 — 2
§in40°20'=10-64723 ,, log 8in40°20°'=0"81106 — 1
(BT 7

Um nun nicht die negative Charatteriftit fiir jeben Logarithmus
anjdyretben zu mitfjen, jdhreibt man

ftatt 0°46373 —8....... 7°46373 —10
U OFTERRR =Bl 878568 — 10
ORI, i 9:81106 — 10 it

und (dgt, um an Plag zu erfparen, in der Tabelle die Jahl — 10
weg, die der Rechner feldbft anzufiigen Hat.

LV. Bei Ableitung ber Gleichungen
(I) sin (a - f) =sin a cos f - cos a sin 8
und (II) cos (a + f) = cosa cos f — sin a sin
haben wir (§ 33) durch dle Figur 95, auf welder die bleitung
beruht, die Vorvausjebung gemacht, daf (e-p) <<90° fjei. ©3
lapt fic) jedod) leicht zeigen, Dap Der Sab aud) ridtig bleibt, wenn
a und f beliebig grofy find.
1. < aund < g jeien Spibwintel, aber a 4 = 90°
Gept man (1) < x=90°—a
2 < y=290"—§8
*) Genauer: 00029089,
##) On ben Sdlomild’'jdhen Tafeln fteht aud:

ftatt T L 10°58493 (— 10)
G e S 12'33215 (— 10).
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o ift  x+y—180"—(a+p), folglich
weil (a4 $)=90° voraudgejebt wird,
(x4 y)<90°,
baher nach) § 33... sin (X | y) =sinX €08 y - €08 X 8in y
ober unter Beriickichtigung der Gleichungen (1) und (2)
sin [180° — (a + f§)] = cos a 8in § -+ sin a cos fi

sin (a + B) =sin a cos - cos a sin

2. ©8 jeien <L o« und <L g ftumpje Winkel,

Sept man (1) < e=90°+x

2) <t =901y, wobei <L x und <L y dex
Borausjehung gemdf fpipe Winkel fein miifien, o ift:
sin (& 4 f) =sin [180° + (x + y)]| = —sin X + ¥)
(8) sin (@ 4 f) = —sin X co8 y — COS X 8in y
Sun ift aber nad) § 22 in Beritdfichtigung der Gleichungen (1) wrd (2)
cos @ — — SinX §in @ = -}- cos X
cos = —Siny gin g = - coBY

Subjtituiert man died in die Gleidung (3), jo exhalt man:
sin (@ + f) =sin a €0s § - ¢os a sin f§

3. Sad) dem joeben erhaltenen Refultate wird bdie Ridytigkeit
ber vorftehenden Ableitung nicht geftort, wenn wiv unter x und y
felbft ftumpfe Winfel verftehen, wenn aljo o> 180° und = 180°
i

Su derfelben Weife ift die allgemeine Giltigleit der Formel fiir
cos (a —+ B) nadzumeijen.

Afle iibrigen Formeln fiiv die Funftionen der Winfeljumme
(@ p) und der Winfeldifferens (a — f) wurben aud ben pbigen
Fornteln (I) und (1) abgeleitet, weshalb die Crweiterung der Giltig-
feitzbedingungen diefer Formeln auf jene abgeleiteten Formeln iibergeht.
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