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EINLEITUNG.

Soll das Bild eines Gegenstandes auf unser Auge denselben Eindruck
machen, als ob wir denselben selbst vor uns sihen, so milssen die von
dem Bild ausgehenden Lichtstrahlen unser Auge genau in derselben Rich-
tung und Intensitiit treffen, wie wenn sie von dem Gegenstand  selbst
herkiimen. Dies ist aber nur dann der Fall, wenn das Bild beziiglich
seiner Umrisse und seiner Farbe genan nach den Regeln und Gesetzen der
Linear- und Luftperspektive dargestellt ist, sei es durch unmittelbare
Nachahmung (Zeichnen nach) der Natur, sei es durch Construktion, die
freilich nur dann Anwendung finden kann, wenn es sich um die Darstel-
lung regelmiissiger nach einem bestimmten mathematischen Gesetz gestal-
teten Korper oder Kérperflichen handelt. Da aber Kérper vom mathe-
matischer Gestalt beim technischen Zeichnen hauptsiichlich vorkommen, so
kann die Methode der Construktion hiebei auch vorzugsweise in Anwen-
dung gebracht werden,

Handelt es sich um eine wirklich kiinstlerische Darstellung eines
Gegenstandes, so kann freilich das Studium der Natur niemals entbehrt
werden, da so manche Zufilligkeiten, als z. B, die Wirkung des Reflex-
lichtes, der Einfluss der Luft und der Grad ihrer Feuchtigkeit auf die
Schattirung und Férbung mehr oder weniger entfernter Kérper u. s, f.
bei der mathematischen Construktion kaum in Betracht gezogen werden
kinnen, und daher stets dem kiinstlerischen Geliithl und Geschmack iiber-
lassen bleiben miissen. Gewiss gibt aber die im Nachstehenden beschrie-
bene Methode die sichersten Fingerzeige iiber die Schattirung d. h. iiber
die eigenthiimliche Vertheilung der verschiedenen Helligkeiten auf Kérper-
flichen und auch mit Vernachlissigung jener obengenannten Zufilligkeiten
Bilder von ungemein plastischer Wirkung.
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Soll irgend ein Gegenstand z. B. ein architektonisches Detail nach
dieser Methode schattivt werden, so muss selbstverstindlich der eigeni-
lichen malerischen Ausfiihrung die Construktion vorangehen. Diese aber
zerfillt in zwei Theile nemlich :

1) Die Construction der Schlagschattenumrisse und

2) Die Construction der Beleuchtung, d. h. die Bestimmung der

in verschiedenen Elementen einer Fliiche stattfindenden Hellig-
keiten.

Den ersten Theil setzen wir als bekannt voraus, und glauben wmn
so mehr auf diesen CGlegenstand verzichten zu diirfen, als derselbe bereits
in zahlreichen Schriften behandelt ist. Dagegen wird der zweite Theil,
die Construktion der Beleuchtung der eigentliche Gegenstand vorliegender
Abhandlung sein.

In den meisten Werken, welche bis jetzt iiber die Bestimmung der
Beleuchtungs - Erscheinungen erschienen sind, haben sich die Verfasser
darauf beschriinkt, die Schattengrenze d. h. die Beriithrungslinie der Licht-
strahlen , die Umrisse der Schlagschatten, etwa auch noch die hellsten
Punkie und Linien zu bestimmen. Manche giengen noch einen Sehritt wei-
ter und versuchten auch die den einzelnen Flichenelementen zukommenden
Helligkeiten zu bestimmen, und durch Verbindung der Punkte von gleicher
Hellighkeit auf krummen Flichen Curven gleicher Hellighkeit zu er-
halten, vermittelst deren sodann die Schattirung der Korper ohne grosse
Schwierigkeit auszufithven war. Die Einen, welche die Construktion der
Kurven auf dem Wege der deskriptiven Geometrie zu erhalten versuchten,
kamen meist auf schwierige und zeitraubende Construktionen ; Andere,
welche den Weg des Caleuls einschlugen, wie Leroy und andere, mussten
schliesslich selbst zugestehen, dass die von ihnen gefundenen Resultate
wegen der Schwierigkeit der Entwicklung der Integralformen, selbst bei
der Anwendung auf die allereinfachsten Fliichen, fiir die Praxis nicht zu
gebrauchen seicn.

Die erste Schrift, welche diesen Gegenstand behandelt, und in weleher
ein wirklich praktisches und sehr einfaches Verfahren darvgethan ist, die
Beleuchtung von regelmiissigen Korperflichen zu construiren, ist die dem
Festprogramme der polytechnischen Schule zu Stuttgart am 27. Septemb.
1855 won Professor J. von Egle, jetzt Oherbaurath, kinigl. Hofbaumeister
und Vorstand der konigl. Baugewerkeschule, beigefiigte vortreffliche Ab-
handlung, in welcher in gedriingter Kiirze das Verfahren beschriehen und
die Begriindung desselben nachgewiesen ist. Dieses Verfahren, das von
Egle in der polytechnischen Schule vorca. 20 Jahren eingefiihrt und ge-
lehrt wurde, und dort sowie auch an der Baugewerkeschule bis heuate mit
dem hesten Erfolg angewendet wird, beruht auf der Anwendunz der Nor-




malkugel, d. h. der dureh ihre Projektionen dargestellten Kuogelfliiche,
in welchen die Curven gleicher Helligkeit eingezeichnet sind. Diese Nor-
malkugel bildet dann gleichsam den Massstab zur Beurtheilung der Hellig-
keit jedes beliebigen Flichenelementes.

Auch im vorliegenden Werke ist dieses Verfahren beibehalten: Da-
gegen hat die Theorie der Beleuchtungseonstruktionen eine wesentliche
Erweiterung dadurch erfahren, dass die Wirkung des Reflexlichtes nament-
lich des atmosphiirischen Reflexes vom Verfasser einer eingehenden Unter-
suchung unterworfen, und dass auch der Intensitdit desLichtes
bei der Beleuchtung der Korper, die bis jetzt ganz ausser Acht blieb,
Rechnung getragen wurde. Wiihrend man nemlich von dem physika-
lisehen Gesetz ausging, dass die Helligkeiten von Ebenen zu den Cosi-
nussen der Einfallswinkel der Lichtstrahlen im direkten Verhiltniss stehen,
welchem Satze zufolge die Lichtcurven-Ebenen der Kugel gleiche gegen-
seitige Abstinde erhalten, hat der Verfasser durch photometrische Ver
suche nachgewiesen, dass dieses Gesetz fiir die Beleuchtung natiirlicher
matter Fliichen nicht in seinem vollen Umfang gilt, und zugleich eine
auf diese Versuche basirte Gleichung gefunden, vermige deren man im
Stande ist, die Abstiinde der Lichtcurven-Ebenen der Kugel vom Mittel-
punkt derselben fiir jede beliebige Lichtintensitiit zu bestimmen. Demzu-
folee findet ein Zuriickweichen der Lichteurven gegen die Schattengrenze
statt, wodurch eine der natiirlichen Beleuchtung viel niiher kommende
Schattirung der Kérperfliichen erzielt wird.

Ein weiteres Werk von F. Tilscher, Wien 1862, das speciell von den
Beleuchtungeonstructionen handelt, fasst die Aufgabe zu allgemein, wo-
durch die Losungen in den. meisten Fiillen umstiindlich, zeitraubend und
complicirt werden. Is ist dort nemlich von der Anwendung der Kugel
Umgang genommen, und werden, ausgehend von dem allgemeinen Problem :
diejenigen Punkte einer Fliiche zu finden, in welchen die Beriihrungs-
Ebenen mit einer gegebenen Linienrichtung (den Lichtstrahlen) gleiche
ssen. ehen diese Winkel construirt und die ihnen ent-

Winkel einschlie

sprechenden Helligkeiten gesucht.

Der Vorwurf, der unter anderem von Tilscher der Anwendung der
Kugel gemacht wird, ist der, dass dieselbe nur fiir die eine Richtung
des Lichtstrahls, fiir welche die Hellencurven construirt sind, zu gebrau-
chen sei. Das ist allerdings wahr. Da jedoch fast ohne Ausnahme,
(wie Tilscher in seinem Werke pag. 38 selbst sagt) beim Schattiren tech-
nischer Gegenstiinde den Lichtstrahlen eine bestimmte, conven tionelle
Richtung zuertheilt wird, so reicht man weitaus in den meisten Fillen
mit der einmal fiir diese Richtung des Lichtes construirte Normalkugel
aus.  Ausserdem ist die Construktion der Hellencurven der Kugel weder
schwierig noch zeitraubend, so dass es sich, wenn je eine andere Rich-
tung der Lichtstrahlen nothwendig werden sollte, wohl der Miihe lohnt,
eine Normalkugel zu construiren, um so mehr als man, auch wenn die

S A O
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zu schattirenden Zeichnungen in grossem Massstab aufgetr agen sind, mit
4 hiichstens 5 Hellencurven ausreicht,

Dass die Beleuchtungsconstruktionen mit Hilfe der Kugel in der
That einfach genug sind, um auch von weniger fihigen Schiilern ver-
standen zu werden, davon hat sich der Verfasser vorliegenden Werkehens
seit 10 Jahren, wilhrend deren er den Unterricht in der angewandten dar-
stellenden Geometrie an der hies sigen Baugewerkeschule ertheilt, hinrei-
chend zu iiberzeugen Gelegenheit gehabt,

-t
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I Abtheilung ).

5

Die Lichtstrahlen verbreiten sich, so lange sie sich in einem Medium
von gleicher Dichtigkeit bewegen, bekanntlich in geradliniger Richtung
von der Lichtquelle aus nach allen Seiten hin.

Ist demmach die Lichtquelle z. B. ein leuchtender Punkt A (Fig. 1.
Tafel I.) so ergibt sich daraus unmittelbar, dass die einen Kirper ac er-
leuchtenden Lichtstrahlen innerhalb eines Kegels liegen, dessen Spitze im
Punkt A liegt und dessen Mantellinien den Korper ac beriithren. Die
Beriihrungslinie abed ist die Schattengrenze und der Schnitt a’béc'd’
des Kegelmantels mit der Fliche F ist der Schlagschattenumriss
des Kdrpers ac auf F.

Ist die Lichtquelle ein leuchtender Kirper, so ist jedes Element seiner
Oberfliiche als ein leuchtender Punkt zu betrachten: die Wirkung eines
jeden derselben wird die nemliche sein, wie die des Punktes A, nur mit
dem Unterschied, dass sich fiir jeden einzelnen Lichtpunkt die Lage des
Schlagschattens auf der Fliiche T und die Beriihrungslinie des betreffen-
den Lichtkegels am Kirper ae also die betreffende Schattengrenze dndert.

*} Fiir solche Leser, welche den in dieser 1, Abtheilung vorkommenden
mathematischen Entwicklungen etwa nicht zu folgen im Stande sind, sei hiemit
bemerkt, dass sie die betreffenden Paragraphen iiberschlagen und ohne desshalb
dem Zusammenhang des Ganzen zu schaden, folgende Paragraphen verfolgen

kinnen :

g, =4, g T' Eingang; §. 10,/ L1, 17, 21 (2
S i

ichluss, §. 36, 37, 38, 39,
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Die Gesammtheit dieser Einzelwirkungen bringt die Erscheinung des
Kernschattens und Halbschattens hervor, deren Bestimmung durch
Construction zwar nicht unméglich, aber immerhin sehr umstindlich
wiire. ‘

Denken wir uns den leuchtenden Korper in sehr bedeuntender Ent-
fernung vom beleuchteten Gegenstand befindlich, diesen aber im Verhiilt-
niss zu jener Entfernung sehr klein, so wird der Unterschied in der Rich-
tung der Lichtstrahlen sehr klein. Dieser Fall tritt z. B. ein, wenn wir
uns irgend einen Gegenstand durch die Sonne beleuchtet denken ; denn
die Dimensionen der Korper auf unserer Erde sind im Vergleich zu ilires
Entfernung von der Sonne so verschwindend klein, dass wir die einen
solchen Kdérper treflenden Sonnenstrahlen ohne Fehler unter sich parallel
annehmen kinnen. Betriigt ja doch derjenige Winkel, den zwei von einem
Funkt der Sonne nach den beiden Polen der Erde gehende Lichtstrahlen
einschliessen, nur ungefihr 17 Sekunden, ein Winkel von solcher Klein-
heit, dass er fiir das praktische Zeichnen keinen Werth mehr hat.

Der scheinbare Durchmesser der SBonnenscheibe betriigt ungefiihr
32 Minuten; denken wir uns von dem d#Hussersten Rande der Sonnen-
scheibe 5 (Fig. 2. Taf. I.) zwei Lichtstrahilen ac und bd gezogen, welche
den sphiirischen Kirper F in a und b beriihren, und ist r der Kriim-
mungshalbmesser in dem Theil ab der Oberfliiche, so ist

aoh = &7 ead = (0"3%/

und wegen der Kleinheit dieses Winkels

argis ab:= rotpii32i= s

LI | ) 107
d. h. auf einem aunf unserer Erde befindlichen von der Sonne erlench-
teten Kérper betrigt die Breite der vom Halbsehatten eingenommenen
Zone den 107. Theil des Kriimmungshalbmessers. Auch der Umstand,

AMass die Sonne kein leuchtender Punkt ist, sondern als eine leuchtende

Iliche zu betrachten ist, hat demnach ebensoweniz einen wesentlichen
Finfluss auf die Richtung der Lichtstrahlen und die Form der Schatten.

Wir werden nun im folgenden fiir unsere Construktionen stets pa-
rallele Lichtstrahlen annehmen, und so in der Beleuchtung von
Flichen und Korpern eine Wirkung hervorbringen, die der durch das
Sonnenlicht bewirkten édhnlich ist. Diese Annahme hat ausserdem noch
den Vortheil, dass die Construktionen wesentlich ecinfacher und leichter
auszufiilhren sind, als dies bei nicht parallelen, von einem niher liegen-
den Centrum ausgehenden Lichtstrahlen der Fall ist.

Die Richtung der Lichtstrahlen, heziechungsweise ihre Lage
gegen die Projektions-Ebenen, ist zwar ganz beliebig, man nimmt jedoch
fast allgemein beim Schattiren architektonischer oder gewerblicher Gegen-
stiinde diese Richtung so, dass dieProjektionen der Lichtstrahlen
mit dem Grundschnitt (Axe) Winkel von 45° einschliessen,

~a
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weil man auf diese Weise erfahrungsmiissig die schinsten und dent-
lichsten Bilder erhili. Wir werden im folgenden ebenfalls, wenn es nicht
ansdriicklich anders bemerkt ist, stets diese Richtunz der Lichtstrahlen
voraussetzen,

& 2.

Es sei AB (Fig. 8. Taf. 1.) die H. Proj. und das Rechteck A'I’ die
V. Proj. einer Ebene, die von den Lichtstrahlen L senkrecht getroffen
wird ; die Masse der auf die Flicheneinheit treffenden Lichtstrahlen sei
durch m, und die Intensitat des Lichtes durch f ausgedriickt, bezeichnen
wir ferner die Hiohe des Rechtecks (A B, A'B’') mit b, so ist die (ie-
sammtmasse der dieses Rechteck treflfenden Lichtstrahlen — AB . h . m
und die Helligkeit H ausgedriickt durch

H_— AB.h.m.f

Bringen wir das Rechteck durch Drehung um die senkrechte Kante
(A, A'A") in die Lage AC, so wird es von einer Lichtmasse getroften,
die sich zu der vorigen verhiilt wie der normale Quersehnitt AC . h des
betreffenden Lichtprismas zu dem Querschnitt AB . h, folglich ist die
Helligkeit H' des Rechtecks (AB, A'BY) wenn es in die Lage AC ge-
bracht wird

B — Ag . h ..k
Ebenso ist auch die Helligkeit H* des Rechtecks in der Lage AD
H* Tod M ST | Y
Es verhiilt sich demnach
st = e ol et 0 o Ad e o F
- Ac:Ad
Nun ist aber Ac = AC . cos CAB = AB . cos CAB
Ad= AD . cos DAB = AB . cos DAB;
folglich
H =l AB.cos CAB : AB . cos. DAD
— cos CAB : cos DAB.

Ist ef parallel zur Richtung der Lichtstrahlen und fg senkrecht auf
AC, =0 ist der Winkel efg der Einfallswinkel des Lichts gegen die
Ebene AC; dieser Winkel, den wir mit ¢ bezeichnen wollen, ist gleich
dem Winkel CAB; ebenso ist der Einfallswinkel des Lichts gegen die
Ebene DA gleich dem Winkel DAB; bezeichnen wir diesen Winkel
mit @', so ist

H' : H' = cos ¢ : cos 9';
d. h.: die Helligkeiten vonEbenen, welche gegen die Licht-
strahlen verschiedene Richtungen haben, verhalten sich
wie die Cosinusse der Einfallswinkel.




§'s.

Durch den im §. 2 ausgesprochenen Satz sind wir in den Stand ge-
setzt die Lagen von Ebenen beliebiger Helligkeit, also auch von Ebenen
zu bestimmen, deren Helligkeiten stetig abnehmen, d. h. deren
Hellendifferenzen gleich sind. Gesetzt, wir sollten die Lagen von
Ebenen angeben, deren Helligkeit je um /s abnimmt, so hiitten wir, wenn
A B (Fig.4. Taf. I.) diejenige Lage einer Ebene ist, in welcher sie von den
Lichtstrahlen senkrecht getroffen wird, mit A B einen Kreis zu beschreiben,
AB in 6 gleiche Theile zu theilen, durch die Theilpunkte ¢, d, e, f, g
die Linien ¢C, dD, eE, fFF, ¢ G parallel zur Richtung der Lichtstrahlen
zu ziehen bis zum Durchschnitt mit dem Kreise und die Schnittpunkte
C,D, E,F, G, H mit dem Punkt A zu verbinden. dringt man nun
die Ebene AB nach einander in die Lage AC, AD, AE.., so verhalten
sich die Helligkeiten derselben in diesen verschiedenen Lagen wie die
Lingen AB:Ac:Ad:AetAf: Ag oder wie % : % : Yo: ¥o: % : Ve, und
die Hellendifferenz ist daher je Y,

Der Einfallswinkel des Lichtstrahls gegen die Ebene AB ist = (°,
der gegen die Ebene AH = 90"; nun ist aber cos 0° — 1 und ecos
90" =0, folglich die Helligkeit der Ebene AB =1, und die von A = 0.
Die Helligkeit = 1 ist die grisste, da cos ¢ niemals grosser als 1 werden

kannj es ist diejenige Helligkeit, welche durch senkrecht auffallende Licht-
strahlen erzeugt wird.

§. 4.

Die Helligkeit H' der Ebene AC (Fig. 5. Taf. I.) verhilt sich, wie
im Vorhergehenden nachgewiesen, zur Helligkeit H der Ebene AB.

H:H" "= 1:¢c03s CAB
— 1 :cos dfg
— AB+TAc

Ist daher 2. B. Ac— > AB, so ist auch die Helligkeit der Ebene A C
(3]
s von der, welche die Ebene AB hat; ebenso ist die Helligkeit der
Ebene AG = s, wenn Ad = /s AB ist,

Drehen wir die Ebene AC um die mit den Lichtstrahlen parallele
Gerade AD als Axe so, dass sie mit dieser stets den Winkel CAD ein-
schliesst, so erzeugt sie bei dieser Drehung eine Kegelfliche CAE, die
sie fortwiihrend beriihrt, und die daher auch durchweg gleiche Helligkeit
nemlich die Helligkeit der Ebene A C haben muss. Ist daler die Helligkeit

T —
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der Ebene A C g S0 ist auch die Helligkeit der Kegelfliiche AEC
2
5

Ebenso ist die Helligkeit der durch Drehung der Ebene AD ent-
standenen Kegelfliche AGF gleich der Helligkeit der Ebene AD =
u. 8 f. Dass man sich auf diese Weise Kegelfliichen von jeder beliebigen
Helligkeit verschaffen konnte, ist selbstverstiindlich.

Beriihrt eine Ebene eine krumme Fliche, sei es in einem Punkt, sei
es in einer geraden oder krummen Linie, so hat die Fliiche in dem Be-
rithrungspunkt oder lings der Beriihrungslinie stets dieselbe Helligkeit,
wie die Beriihrungsebene. Dasselbe gilt auch fiir sich beriihrende krumme
Flichen. Wir sind daher mit Hilfe obiger Kegelflichen im Stande, die
Helligkeit eines beliebigen Punktes a einer krummen Fliiche zu bestimmen,
wenn wir an die Iliche im Punkt a eine Beriihrungs-Ebene und parallel
mit ihr durch die gemeinschaftliche Kegelspitze eine zweite Ebene legen :
die von letzterer beriihrte Kegelfliiche, die wir mit K bezeichnen wollen,
ergibt, wie leicht einzusehen, die Helligkeit des Punktes a.

Ausser dem Punkt a wird aber auch jeder andere Punkt b, e, d...
einer krummen Fliche, an welchen eine Beriihrungs-Ebene gelegt werden
kann, die zugleich an der Kegelfliiche K eine parallele Berithrungs-Ebene
zullisst, die gleiche Helligkeit haben. Die Punkte a, b, ¢, d.... bilden
auf stetig gekriimmten Flichen immer stetige Curven, deren Form und
Lage von der Gestalt der Fliche selbst abhiingt. Diese Curven, liings
deren die Helligkeit einer Fliche durchweg dieselbe ist, nennen wir
Curven gleicher Helligkeit oder kurz Helligkeitscurven.

& .
Obgleich nun die Bestimmung der Helligkeitzcurven mit Hilfe der im
vorigen §. beschriebenen Kegelfliichen stets miiglich sein wird, macht man
von diesem Verfahren doch nur ausnahmsweise Gebrauch, da es in den
meisten Fillen zu schwierigen und zeitraubenden Constructionen fiihrt.
Man wird zu diesem Zwecke besser eine Kugel wiihlen, weil auf einer
solchen iiberhaupt jede irgend mdgliche Helligkeit vorkommen muss. Sind
die Helligkeiten fiir alle Punkte einer Kugeloberfliiche bestimmt, so dient sie
uns ebenso als Massstab zur Bestimmung der Helligkeit jedes beliebigen
Flichenpunktes, wie ein Liingenmassstab fiir lineare Dimensionen. Es
wird sich demnach zuniichst darum handeln, zn bestimmen, in welcher
Art die Helligkeiten sich auf der Kugel verbreiten und wie die Hellen-
curven auf derselben zu verzeichnen sind,
Es sei I (Fig. 6. Taf. 1.) die Richtung des Lichts, F eine Kugel-
fliche. Der Punkt a der Kugel hat bekanntlich dieselbe Helligkeit wie




16

die Berithrungs-Ebene mn; diese Helligkeit H ist aber nach §. 2. H =
cos.eaf. Der Winkel eaf (der Einfalls-Winkel des Lichtstrahls) ist aber
— < adb, folglich ist auch
H = cos.adh.
Ans demselben Grund ist auch die Helligkeit H' des Punkies f
H' = cos . tdb
und wir kimnen demmnach schreiben
H:H* = cos. adb : cos . tdb
oder wenn wir die rechte Seite der Gleichung mit dem Radius R der
Kugel multipliciren .
H:H = R.cos. adb 2R . cos'. tdb.
= de: du

Die Beriihrungs-Ebene mn schneidet in ihrer Erweiterung die mit L
parallele Linie dg in r; drehen wir sie um die Achse dg, so dass sie
stets durch den Punkt r geht und zugleich die Kugel beriibrt, so findert
sie wiihrend dieser Drehung ihre Helligkeit nicht; da aber die Beriihrungs-
punkte an der Kugel dieselbe Helligkeit haben, wie die beriihrende Ebene,
so ist auch in diesen die Helligkeit durchweg gleich. Alle in diesem
Falle moglichen Berithrungspunkte liegen aber im Kreis ak, welcher dem-
zufolge eine Curve gleicher Helligkeit ist, dasselbe gilt anch vom
Kreis tw. Die Helligkeiten dieser Kreise verhalten sich nun
wie die der Punkte a und t, d. h. wie de¢ : du oder wie die Abstiinde
ihrer Ebenen vom Kugelmittelpunkt.

Dass die Ebenen der Kreise gleicher Helligkeit auf der Kugel
stets senkrecht zu dem zum Lichtstrahl parallelen Kugelradius stehen,
versteht sich nach dem Vorhergehenden von selbst,

Im Punkt b, in welchem die Kugel vom Lichtstrahl senkrecht ge-
troffen wird, ist der Einfallswinkel des Lichtstrahls = 0, folglich cos .
@ = cos 0" =1 und daher hier die Helligkeit am grissten. Der Punkt
a ist der hellste Punkt der Kugel

Die Beriihrungs-Ebene am Punkt h der Kugel ist parallel zum Licht-
strahl, der Einfallswinkel ¢ ist = 90" und da cos 90° = 0, so ist die
Helligkeit im Kreis hi, d. in der Schattengrenze = 0,

§. 6.

Da die Helligkeiten der Hellencurven auf der Kugel den Entfernungen
ihrer Ebenen vom Kugelmittelpunkt proportional sind, so miissen noth-
wendig fiir gleiche Hellendifferenzen derselben auch die Differenzen
ihrer gegenseitigen Abstiinde gleich sein.

Theilt man demnach den mit dem Lichtstrahl parallelen Radius ab (Fig. 7.

E—— e, - e ——

e




Taf. I.) (in eine beliebige Anzahl, z. B. in 4 gleiche Theile und legt durch die
Theilpunkte a, ¢, d, e Ebenen senkrecht zu ab, so sind die durch diese
Ebenen erzeugten Schnittkreise 1.1, 2.2, 3.3, 4.4 Kreise gleicher Hellig-
keit, deren Intensititen sich verhalten wie ab : ae : ad : ac oder wie
Yar s S lfay die Hellendifferenz betriigt daher je /s,

Wollte man die Schattirung der Kugel wirklich ausfiihren, so miisste
man einen Tuschton so wihlen, wie er fiir die Dunkelheit der Schatten-
grenze geeignet erscheint; ldsst man zugleich di¢ Helligkeit des weissen
Papiercs als diejenige des hellsten Punktes gelten, so miisste jener To
s0 verdiinnt werden, dass er nach einmaligem Auftrag die Helligkeit '/
u. 8. . und nach viermaligem Auftrag wieder die urspriingliche Dunkel-
heit der Schattengrenze giibe, alsdann die Kugelfliiche vom Kreis
44 bis zum Kreis 11 einmal, bis zum Kreiz 22 zweimal, bis zum
Kreis 83 dreimal und bis zum Kreis 44 viermal damit anlegen., Dass
die Kirper in der Natur auf der vom Licht abgewandten, also auf der
Schattenseite bis zur Schattengrenze nicht absolut dunkel oder schwarz
sind, ist aus der Erfahrung hinlinglich bekannt. Es ist dies eine Folge
der Wirkung des Reflexlichtes, dessen Einfluss auf die Helligkeit der
im Selbst- und Schlagschatten befindlichen Theile der Korper in den
folgenden Paragraphen speciell nachgewiesen werden soll.

Die scharfen Uebergiinge oder Abstufungen von einer Tuschlage zur
andern lassen sich theils dadurch vermeiden, dass man sie nach den
helleren Stellen hin allmiilig verwascht oder dadurch, dass man statt
4 Hellencurven deren mehrere 6,8 oder 10 und also ebensoviele Tonlagen
annimmt. Dass man aber mit 4, hiichstens 6 Lichteurven in den meisten
Fiillen ausreicht, werden wir spiter sehen.

Ueber die Wirkung des Reflexlichtes.

Alle Korper, sowohl die festen als auch die tropfbar- oder elastisch-
flissigen: das Wasser, dic Wolken, die Luft u. s. f haben die Eigen-

schaft, dass sie das von irgend einer Lichtquelle, z. B. von der Sonne’

empfangene Licht mehr oder weniger vollstindig wieder zuriick werfen,
reflektiren. Ohne die Existenz dieses reflektirten Lichtes miissten
nothwendig alle diejenigen Theile einer Fliiche oder eines Korpers, welche
von den unmittelbar von der Lichtquelle ausgehenden Lichtstrahlen
nicht getroffen werden, absolut dunkel, fiir unser Auge u. s. w. nichf
sichtbar sein; durch die reflektirten Lichtstrahlen werden aber auch diese
Flichen- und Korpertheile noch hinlinglich beleuchtet, um von unserem
Auge deutlich wahrgenommen werden zu kinnen.

Riess, Schattirungskunde.

g
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Es ist ein bekanntes physikalisches Gesetz, dass der Einfallswinkel
eines Lichtstrahls dem Reflexionswinkel gleich ist. Wenn demnach eine
Fliche MN (Fig. 8. Taf. I.) von einem Lichtstrahl la im Punkt a ge-
troffen wird, so halbirt die Normale ab den Winkel lab’, welchen der
einfallende Lichtstrahl 1 und der reflektirte 1 einschliessen.

Betrachten wir (Fig. 9. Taf. 1) den Kreiz gafw als einen zur Hori-
rontalebene senkrecht stehenden Cylinder, dessen Oberfliiche gaf von den
auz der Richtung L herkommenden parallelen Lichtstrahlen beleuchtet
wird. Ist die Hohe des Cylinders = h, so ist die Lichtmasse, welche die
Fliiche abedef des Cylinders triffit . = a’f/'h . m=r.h.m (da a’'f =
a' f=r); wenn man mit m die auf die Fldcheneinheit treffende Licht-
masse bezeichnet,

Denken wir uns diese Lichtmasse in gleichen Abstinden a‘b’, b‘e’,

r e 2 = -
Al e = IIJ durch die Ebenen bb’, ec’, dd’,. ... in gleiche Lichtmazsen
abgetheilt, so werden offenbar die Cylinderfliichenstiicke ab, be, ed. . ..
: : r M : e
von gleiehen Lichtmassen B ‘hom = p getroffen. Ist nun die Cylinder-

oberfliiche vollkommen polirt, reflektirt sie also alle Lichtstrahlen voll-

e N : M .
kommen und regelmiissig, so wird die auf ab fallende Lichtmasse D in
den Raum a“abib”, die auf be fallende der vorigen gleichen Lichtmasse
M M

in den Raum b bec”, ferner die auf ¢d fallende Lichtmasse 1]- in

den Raum ¢”cdd” u.s.f reflektirt. Verliingert man die Linien bb*, ec”,
dd’” . ... riickwirts, bis sie sich schneiden, so kinnen wir uns die ein-
zelnen reflektirten Lichtbiischel von den Axen h, m, n... der Cylinder-
ausschnitte a”hb*, b“mec”, ¢ nd”.... ausgehend denken. Da aber die
in diesen Ridumen liegenden Reflexlichtmassen fir alle dieselben, nemlich
= _:][ ist, so miissen die denselben entsprechenden Lichtintensititen
offenbar im uwmgekehrten Verhiiltniss zu den in gleichen Abstinden
von den Axen h, m., n... genommenen Durchsehnitten, oder da die
Hohe fiir alle Cylindersektoren dieselbe ist, im umgekehrten Verhiiliniss
-zn den Bigen a’b”, b'e, ¢d ... stehen.

Der geometrisclie Ort fiir die Axen der Cylindersektoren ist die aus
el e lgieht
zu construirende Curve hmnop...f; schneidet man von den Beriithrungs-

dem gegenseitigen Schnitt der Reflexstrahlen b"Db, ¢

punkten aus auf den diese Curve beriihrenden Strahlen gleiche Stiicke
(z. B.=a'"h) ab, so ist die daraus hervorgehende Curve a”b*cd”e”{"
als die Spur einer Cylinderfliiche zu betrachten, dessen durch die Reflex-
strahlen erzeugten Helligkeiten in den einzelnen Theilen sich verhalten,
wiec die Masse der dieselben ftreffenden Lichtstrahlen, oder die durch
das Reflexlicht erzeugten Helligkeiten stehen in umgekehrtem Verhiltniss
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zu den Bigen a”b*, b”¢ ¢”d” ... da sie von gleichen Lichtmassen er-
hellt werden,
Die Lichtintensitiiten in den einzelnen Ausschnitten sind daher:

e 1
i p arc.a” b¥
g M 1 T
P arc. b’ ¢ !
qod M |

p are ..e'fd

und es wverhilt sich demnach
B R = : ; : : - : 2)

i i arc. a’’ b “aaEe. hiied - are. ¢ d”

Dig Curve a”b”e¢”d”.... nimmt um so mehr die Form eines aus
dem Mittelpunkt a beschriebenen Kreises an, je grisser man die Liingen
a“hy, bm, ¢“n.... macht. Nehmen wir nun die Entfernung a“h u. s.f.
sehr gross und den Halbmesser des Cylinders K sehr klein, so wird die
Curve a“b“c”d”e”’f” ein Halbkreis mit dem Mittelpunkt in a, die
Curve hmnop... aber wird mit dem Punkt a’* zusamymenfallen, und
die Reflexstrahlen aa*, bb*, cc” ... von dem Mittelpunkt a*’ hersukommen
scheinen. Fiir diesen Fall ist dann aber

arc.ab" =2 .arc.ab
denn es ist g a”hb” =b'bb" =2, 90 = 2. <] aa''b; ferner
areatelr— 2 .arc.ae g
arca”d’ = 2. arc . ad

oder arc.a"bh’'=2_.arec.ab
arc. b e =are . a*c? —arc. a”b” = 2 (arc.ac — are. ab)
arc oesig arc.ac)

—arc.a'd" —are . a“c¢” = 2 (are.ad

Nun ist aber arc.ab derjenige Bogen, dessen sin = a’b’ folglich
arc.ab=are. sin a'b’
arc.a¢ —are. sin a' ¢’
ar¢ . ad = arc. sin a‘d’

und daher
arc.a”b" = 2. are.sin.a’'b’
are . b ¢ = 2 (aresin a’e’ — aresin a’b’)
arc. ¢d” = 2 (aresin a‘d’ — arcsin a‘c)

e e e e e

f
]
i
|
|
i
i
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1 4 2 Pl i
oder, da a'b'=—.r; a'e’'= —.r; 8'd'=—.r,
P s p
so ist: arc.a”h’ = 2 . arcsin o T

: 2
arc. e d” aresin D r — aresin P r)
I

ik =
arc.b'e¢"=2 , [ arcsin I — aresin ok
p p
=5 (

Setzen wir diese Werthe in die Gleichung 1), so ist

M 1
o —
D= 2 . aresin -
]t

o M 1

hagtl ( . 2 i1 )

2 .4 aresin — . r — arcsin o T
P (1]
M 1

SJN —

B i =10 =
2 | arcsin —.r —aresin — . v
P LR

oder allgemein

3
p : ( .on+l 1 AT )
2 Arcs1n X — HICEINN — . T
P P
gited WS . e £
der Coefficient D = = .v.h.m ist offenbar abhingig von der Intensitiit
des direkten Lichtes L; setzen wir ihn gleich T und den Radivs r = 1
so ist
) 1 .
§=F e =i et e iRy L, 8)

' . g1 - |1)
2 . [ aresin ———— — arcsin
P P

worin p jede beliebige ganze Zahl bedeutet und n jeden Werth von
0 bis p annehmen kann. Nimmt man p sehr gross, so nihert sich der



. .. n-1 i o 'y
Ausdruck § arcsin P — aresin P der Grenze

aresin (x + dx) — aresin x 1

lim . dx S 7 Ty

1 e MLy R
wenn man x statt 5 setzt, und die Gleichung 3 nimmt die Form an:

. Vo V1 ( :1) 5

‘j_ 1 2 L an s
{ ny*
/1—( )
P
I ny-=
Al - (P ist aber = cos @; folglich ist
e ) =
WS ETTE gy e COBIRES ) v nr e gme 0]

Aus dieser Gleichung lisst sich nun fiir jeden belichigen Einfalls-
winkel @ die erzeugte Reflexwirkung berechnen,

Ist z. B. o = 0 so0ist cos o = 1 und daher
d. h. der vom Lichtstrahl senkrecht getroffene Punkt a reflektirt das Licht
mit einer Intensitit, die gleich der Hiilfte von der des direkten Lichtes ist.

Ist ¢ = 90°, so ist cos = 0 und daher die Intensitit des vom
Punkt f reflektirten Lichtes = 0.

Liisst man den Winkel @ stetig (etwa von 9° zu 9") wachsen, so
erhiilt man aus Gleichung 5) folgende Intensitiiten des Reflexlichtes:

fiir g = 0° S=0500.F
@ = 9 , 0,494 . F
b - 0476 . F
» = 27° , 0445 :.F
g = 36° 2 0404 .F
p = 45° . 0,354 . F
o = 54° . 0,294 . F
g = 63° . 0227 . F
=12 . . 0154.F
p =: 81° . 0078 . F

. © = 90° . 0,000 .F

T I T ——

e =

TR TR B
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§. 8.

Aus der Vergleichung dieser Zahlenwerthe geht unmittelbar hervor,
dass die Intensitit des vom Punkt a reflektirten Lichtes am grissten, dass
sie von da an erst langsamer und dann rascher gegen den Punkt F hin
abnimmt.

Wiire gafw eine Kugel, so miisste nothwendig die Reflexion des
Lichtes in jedem durch aw gehenden griissten Kreis in ganz gleicher
Weise statifinden, wie im Kreis gaf. Drehen wir den Kreis abe...f., w
um aw als Axe, so beschreiben siimmtliche Punkte desselben Kreise; da
aber bei dieser Drehung der Einfallswinkel des Lichtstrahls fiic die be-
treflenden Punkte derselbe bleibt, so miissen offenbar die Kreise bb,,
cc,, dd, ... Kreise von gleichem Reflexionsvermégen sein.

Betrachten wir den Kreis a’’b*¢“d* als den Durchschnitt einer con-
caven Kugel, welche von dem von der Kugel K ausgestrahlten Reflex-
licht beleuchtiet wird , so muss offenbar der Punkt a* ein hellster Punkt
sein, da er das stiirkste Licht empfingt. Von da an nimmt, wie oben
nachgewiesen, die Wirkung des Reflexlichtes, d. h. die Reflexhelligkeit
bis zur Schattengrenze FF stetig ab. Da die Kegelfliche Bhb* durch-
weg gleiche Helligkeit hat, so muss auch die Beleuchtung des Kreises
B b resp. dessen Helligkeit die nemliche sein, und zwar wird sie sich
zur Helligkeit des Punktes a verhalten, wie die Lichtintensitit des
Punktes a zu der des Kreises b, b, dassclbe gilt von den Kreisen Ce”,
!0 LR

Ist die Kugel K sehr klein, so kinnen wir uns vorstellen, dass die
teflexstrahlen vom Punkt a”‘ herkommen, und die die Schattengrenze
FF' beleuchtenden Reflexstrahlen kommen von Punkten des Kiigelehens
K her, fiir welche ¢ = 45° ist; fiir ¢ = 45° ist aber S = 0,354 .F. Es
nimmt daher die Reflexhelle der Kugel Fa”F’ vom hellsten Punkt a” bis

o
4

zur Schattengrenze FF’ von 0,5 . F bis zu 0,354 . F oder von -c08.0
oo B T
bis 5. cos 45° stetig ab.

2

S

Um nun auf der Kugel Fa”TF’ die Lage von Kreisen gleicher
Reflexhelle zu erhalten, deren Helligkeit in gleichen Abstufungen
vom hellsten Punkt bis zur Schattengrenze abnimmt, wird man aus der

£ . F o - »
Gleichung S = —- . cos  dicjenigen Winkel zu bestimmen haben, fiir

I ———— ————
= —— — e ————— e e — e Ry
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welche der Werth von ecos g stetig zunimmt, Da, wik in §. 8 nachge-
wiesen, die Werthe von 8 zwischen

: F
= 5 .c08.0"=05.F und
B= o-.c05.45"=10,3535.F

oder die von cos @ zwischen 1 und 0,707 liegen miissen, so hat man
zwischen 1 und 0,707 soviele Zahlwerthe in gleichen Intervallen zu sub-
stituiren, als man Helligkeitscurven auf der Kugel haben will. Nimmt
man  beispielsweise deren 10 an, so ist die jedesmalige Differenz

d= II“ (1 —0,707) = 10,0293 und daher
cos ¢ = 0,707 = 0,707 folglich ¢ = 45" —
0,707 + 1.0,0293=0,7363 © =, =42°35
= 0,707 +  2..0,0293 = 0,7656 k= | DL
0,707 + 3. 0,0293 = 10,7919 » = 37°40
= 0,707 + 4.0,0293 = (10,8242 5 34° 30
0707 + 5.0,0293 = 0,8555 A =231%25
0707 4 6.0,0293 = (0,.8628 ., =R
= 0,707 4+ 7.0,0298 = 0,9121 4 =24%10
= 0,707 + 8.0,0293 = (,9414 - = 19° 45
i = 0,707 4 9.0,0293 = 0,9707 L T
» = 0,707 + 10, 0,0293 = 1,0000 T aas

Da die Entfernungen der Helligkeitscurven-Ebenen Bb*, Ce” u. s 1.
vom Kugelmittelpunkt = cos 2 @, cos2 ¢’ u. s. f. sind, so ist

2:p = 90 —und daher cos. 2 ¢ = (01,0000

85 10 i 0,0843

IS a0 == = 0,1736
5 TG 20 i 0,2532"
. 6o — - (1,3584
62" 50 - 0,4566

56" i (,5H92
48720 - (.6648

39° 30 ¢ 0,7716

28" — i 0,8829
Dh== o 1,0000

Diese Werthe von cos 2 ¢ verhalten sich aber sehr nahe wie die
Zahlen 0; 0,1; 0,2; 0,3; 04..... 0,9; 1; es theilen demnach die
Ebenen der Curven gleicher Reflexhelle unter der Voraus-
setzung gleicher Hellendifferenzen den zum Lichtstrah]
parallelen Kugelradius sehr nahe in gleiche Theile,
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§. 10.

Die Atmosphiire ist stets mehr oder weniger mit Wasserdampf er-
fiillt, und dieser ist es hauptsiichlich, welcher das atmosphiirische Reflex-
licht erzengt. Die einzelnen Dampfhlischen aber sind als unendlich kleine
Kiigelchen zu betrachten, welche das Licht in der im vorigen §. be-
schriebenen Weise reflektiren und in ihrer Gesammiwirkung den atmos-
phiirischen Reflex hervorbringen. Da die Intensitéit desjenigen Lichtes,
welches die Dampfbliischen in der dem direkten Licht gerade ent-
gegengesetzten Richtung reflektiren, am stirksten ist, so
wird auch die Intensitiit des atmosphiirischen Reflexlichtes in dieser Rich-
tung am grossten sein, Man nennt diese Richtung den atmos phiirischen
Hauptstrahl.

Das atmosphérische Reflexlicht bewirkt nun auf der Selbstschatten-
seite der Korper eine iihnliche Abstufung der Helligkeit, wie im vorigen
§. fiir die Kugelfliiche I a” F’ nachgewiesen wurde. Allerdings haben wir
dort von der Kugelfliiche K vorausgesetzt, dass sie das Licht vollkommen
veflektire, was fiir die das Sonnenlicht reflektirenden Dampfbliischen der
Atmosphiire nicht ganz gzutreffen wird, da sie einen grossen Theil des
Lichtes absorbiren und durch sich hindurch lass
atmosphiirischen Reflexlichtes wird demnach betr
als im §. 7 nachgewiesen wurde. Ueberhaupt wird das Verhiiltniss der In-
tensitiit des direkten zu der des reflektirten atmosphiirischen Reflexlichtes nicht
leicht zu bestimmen méglich sein, da letztere von so manchen Zufillig-
keiten, als z. B. von dem Dichtigkeits- und Feuchtigkeitsgrad der Luft
u, & w. abhiingig ist. Selbstverstindlich ist das Verhiltniss der
Helligkeit des hellsten Punktes im Reflexlicht zu der des hellsten
Punktes im direkten Licht das nemliche wie das, welches zwischen den
[ntensititen des direkten und des reflektirten Lichtes stattfindet.

1. Die Intensitit des

dchtlich rerineer sein,

A

Stehen die Kirper nicht ausschliesslich unter dem Einfluss des atmo-
sphiirischen Reflexlichtes, sind sie vielmehr von andern Kérpern umgeben,
welche das Licht reflektiven (terrestrisches Reflexlicht), so wird dadurch
die Wirkung des atmospkirischen Reflexes mannigfach alterirt. Eine ge-
naue Bestimmung jener zufiilligen durch beliebige Korper und Fliichen
erzeugten Reflexwirkung ist kaum oder wenigstens nur im Allgemeinen
moglich, da sie von vielen Zufiilligkeiten abhiingt, als z. B. von der
Form, von der Lage, von der Textur der Oberfliiche, von der Farbe und

L R e



25

der Entfernung der reflektirenden Fliche w. s, f. Die Beriicksichtigung
dieses Einflusses muss daher in jedem speciellen Fall bei der Schattirung
von Flichen und Kirpern dem Ermessen und dem kiinstlerischen Gefiihl
des Einzelnen iiberlassen bleiben. Das Studium der Natur wird fiir diesen
Fall die sichersten Anhaltspunkte geben.

Es wird mit der Wirklichkeit, wenn auch nicht vollkommen, so doch
gehr nahe iibercinstimmen, wenn wir annehmen, dass von den reflek-
tirenden matten Flichen das Licht #hnlich ausgestrahlt wird, wie von
selbstlenchtenden Flichen. Die dadurch erzeugte Helligkeit wird
dann namentlich, ausser von der Lage, von der Entfernung der reflek-
tirenden Fliiche abhiingen, und auch hier das physikalische Gesetz in
Anwendung kommen kiinnen, dass die Intensitiit des Lichtes im Quadrat
der Entfernung von der Lichtquelle abnimmt.

Ist z. B, der mit seiner Grundfliche auf einer Ebene E stehende
Cylinder (Fig. 10. Taf. I1.) durch das ans der Richtung 1 herkommende
Sonnenlicht belenchtet, ist ab die Schattengrenze und bfe der Schiag-
schatten, so wird das von der Ebene E reflektirte Licht namentlich anf
den untern Theil des Cylinders seinen Einfluss iHussérn, withrend der
obere Theil mehr und mehr diesem Einfluss sich entzieht und schliesslich
fast nur durch atmosphiirisches Reflexlicht beleuchtet wird: der untere
Theil des Cylinders muss daher durehweg heller sein als der obere, mit
Ausnahme desjenigen Theils, welcher um den Punkt d herum liegt, da
derselbe von der Ebene E (wegen des Schlagschattens bef) fast gar keines
und jedenfalls nur sehr spiirliches atmosphiirisches Reflexlicht empfiingt.

§. 12,

In den zuniichst folgenden Paragraphen soll nunmehr der Einfluss
des atmosphiirischen Reflexlichtes nachgewiesen werden, welchen dasselbe
auf die im Selbstschatten und im Schlagschatten befindlichen Korperfliichen
aunsiibt.

Ist b (Fig. 11. Taf. IL.) ein sehr kleines Kiigelchen (also etwa ein
Wassertheilchen oder Dampfblidschen der Atmosphiire), welches vom Sonnen-
strahl 1 unter-dem Winkel @ so getroffen wird, dass der reflektirte Strahl
i die Kugel K im hellsten Punkt a unter dem Winkel f trifft, so ist die
dadurch erzeugte Helligkeit des Punktes a

T
= ( oo -p) . GOS8 @

5 Cos ¢ ist die Intensitiit des Reflesstrahls 1 (s. §. 7 Gleichung 5)

denn

und < « der Einfallswinkel dieses Strahls.

s e ————
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Nun ist aber << « = 180 — 2 ¢ folglich

F .
IIﬁ = ( 5 - (08 tﬁ) .08, 180 — 2 ¢

~

oder

H, =

A

- COS P . 05, 2 e AR
2

OB @ (—e08. 2 9) = 5
Aendert das Kiigelchen b seine Lage, so muss nothwendig auch der
Winkel @ sich iindern. Wir kinnen uns aber unendlich viele Lagen des
Kiigelchens b denken, in welchen jedesmal ein von demselben ausgehender
Reflexstrahl die Kugel K im Punkt a frifft; alle diese Strahlen zusammen
miissen daher eine Helligkeit erzeugen, welche ausgedriickt ist durch

I."
H. .= (— 5= «CO8S@.Co8. 29

folglich ist

B
H —=-— 5 / coEP . cos 2@ . .. . 2)

Es ist aber

[ cos® .cos29 = [ cosp.(cos p*— sin ¢?)
— [ cos @ (1—sin %) — cos @ . sin ¢*

= f‘ cos ¢ — 2 cos . sin @°

. sin ¢°
- gin@ — 2
3
F : _ sin @*° v
H — - 9 (sm P—d =5 ) % g e
oder
pHos cofapmaogil ool
H, — — 9-511t¢2(1 - 3.5111'-;"'.) b 8y lii)

Nimmt das Kiigelchen die Lage b* an, so kann nur derjenige Reflex-
strahl die Kugel im Punkt a erreichen, fiir welche @ = 90° ist; seine
Intensitiit ist aber = 0. Desgleichen kann nur derjenige Reflexstrahl bhfa
die Kugel im Punkt a erreichen, fiir welchen @ = 45° ist. Fiir diesen
Strahl ist aber Winkel ¢ = 90°, folglich seine Wirkung = 0. Die Lagen
b und b’ des reflektirenden Kiigelchens sind daher zwei Grenzen, inner-
halb deren diejenigen Kiigelchen liegen miissen, welche einen Reflexstrahl
nach a senden konnen. Nimmt z. B. das reflektirende Kiigelchen die
Lage b’ an, so kann von hier aus kein Reflexstrahl den Punkt a mehr
erreichen. Wir haben daher das Integral Gleich, 2 innerhalb der Grenzen
¢ = 45" und ¢ = 90° zu nehmen oder in Gleich. 3 fiir @ diese Werthe
einzusetzen, wodurch sich ergibt
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F = ; : B R ; a
H = — 5 (_sin 45" — 5in 90° — 3 (sin 45° — sin E!(J"J)

g LR 1 =
— —F (3 (0,707 — 1) — 3 (0,35584 — 1“1)

= F (0,2159 — 0,1464)
H —00681.F . FsWEFam. et o

Dies ist die Helligkeit des Punktes a, erzeugt durch die Reflexstrahlen,
welche von den Kiigelchen innerhalb des Raumes b’ab’ herkommen;
allein diejenigen Kiigelchen, welche innerhalb des Raumes b"ag liegen,
werden die gleiche Wirkung auf den Punkt a herzorbringen und die Ge-
sammtwirkung wird demnach das Doppelte, also

H, = 0,1382.F.

sein.

Ist also der hellste Punkt a der Kugel im Schlagschatten, so ist
die Helligkeit in Folge der Wirkung des Reflexlichtes nicht Null, sondern

ea. Yi K.
ol

In derselben Weise ldsst sich nun auch die Wirkung des Reflexlichtes
auf die Schattengrenze bestimmen.

[st 1 (Fig. 12, Taf. IL) die Richtung des Lichtstrahls, also ac die
Schattengrenze, und sind b, b’, b ... verschiedene sehr kleine Kiigelchen,
Dampfbliischen der Atmosphiire, so wird jedes derselben einen Reflexstrahl
nach dem Punkt a der Schattengrenze senden. Fiir das Kiigelchen b z. B.

ist aber offenbar die Intensitiit des Reflexstrahls ba S = 5 - €08 @3 die
dadurch erzeugte Wirkung auf den Punkt a der Kugel

o
H = — .tos ¢ .cos &,

Nun ist aber << ¢ =90 —f; <7 g = 180 — 2 ¢, folglich < '« =
90 — (180 — 2 ¢) = 2 @ — 90 . und

cos, ¢ —=¢os.(29 —90)=smn2 9.
folglich
F -
bl— g+ €05 @ . sin 2 g
Die Gesammtwirkung aller nach a gerichteten Reflexstrahlen, welche
von den Kiigelechen b, b, b . . .. herkommen wird, daher ausgedriickt

sein durch




-

90
20

i -
H =& (--q— . €0s @ .gin 2 GI-)

-

oder da fiir das Kiigelchen b’ der << g = 90° fiir bW p = 0" ist,
diese beiden Lagen der reflektirenden Kiigelechen aber Grenzlagen sind,

20 1st
I||II '[“
Hoa= / 5 . €S @ .8in2¢
o W0 =
oder
= 0o
j - re 1
H — COs ¢ ., 8in 2 ¢, aeid . nq
> 2./ aw

©

Es ist aber

'] &)
/::t)s @, 8sn2pg=— 5 €08 @*

folglich
' 1 2 R
H. = | 7 5gcos rr"_Jw . 2

Setzt man fiir ¢ die Werthe 0° und 90° in diese Gleichung ein, so
ist, da sin 0°=0 und sin 90° =1

I'Iu:u'“(_[.-,)— E, SR s e o)
g 3

Die durch das atmosphirische Reflexlicht erzeugte Helligkeit ist in

der Schattengrenze = —
(7}

§. 14.

Ist wieder 1 (Fig. 13. Taf. II.) die Richtung des Sonnenlichtes, also
der Punkt ¢ der hellste Punkt im Selbstschatten, so kinnen wir auch
fiir diesen Punkt die durch den atmosphiirischen Reflex erzeugte Hellig-
keit berechnen.

Der von dem Kiigelchen be ausgehende Reflexstrahl be, dessen In-

-

sitéit S = —- . cos @ ist, trifft die Kugel im Punkt ¢, der Einfallswinkel

ist a, folglich wieder die dadurch erzeugte Helligkeit

]‘1
”-,_. =5 -C05P.co8 &
Es ist aber < « = 2 ¢, folglich

= g +C0SP.C0s2 9.
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b* und b sind wieder zwei Grenzlagen, und zwar ist fiir b’ < ¢
= 45° und fiir b 3 @ = 0°; also die Gesammiwirkung aller von den
reflektirenden Dampfbliisechen der Atmosphiire nach dem Punkt ¢ gerich-
teten Reflexstrahlen ausgedriickt durch

H = -l.l / EOEgengl 2 el e Ui

p 450

L

also mit Riicksicht auf die Grenzen

F 2 BN \
H,=—— | sinp — - sin rp") i =)
: 2 5 Q= 4b :

setzt man die Gegenwerthe fiir ¢ ein, so ist da sin 0°=0 und =in 45°
= (,7071 ist.

¥ 2 _'
H, = — (U.TUTI — 5 u,mnb)

=

R e e e R E o o )

~  Auch hier werden wir wieder, wie in §. 12, fiir die Helligkeit des
Punktes ¢ das Doppelte von 0,2857 F zu nehmen haben, weil die inner-
halb des Raumes geb’ liegenden reflektirenden Kiigelchen den Punkt ¢
in gleicher Weise erhellen, wie die innerhalb des Raumes b”ch’ liegenden
und erhalten demnach als grosste Helligkeit auf der Selbschattenseite der
Kugel, d. h. fiir die Helligkeit des hellsten Punktes c

H = 04714, F . . . 4)

§. 15.

Nachdem wir in den vorhergehenden Paragraphen die durch den
atmosphéirischen Reflex erzeugte Helligkeit in den hellsten Punkten a und
cund in der Schattengrenze nachgewiesen haben, soll noch gezeigt werden,
wie diese Helligkeit fir jeden beliebigen, z. B. fiir den Punkte der Kugel
berechnet werden kann,

Der von den Kiigelchen b (Fig. 14, Taf. II.) ausgehende Reflexstrahl

3 ) s K el i
be hat, wie bekannt, eine Intensitiit = - . cos g; er trifit die Kugel
unter dem Einfallswinkel «. Die Lage des Punktes e sei gegeben durch

die auf dem Bogen gemessene Entfernung ec oder durch den Winkel j.

Es ist nun die Helligkeit des Punktes e, welche durch den Reflex-
strahl be hervorgebracht wird
l|'|

llf_" = g - COs @, CDs o

e
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Ist b‘b’/ Tangente im Punkt e, so ist offenbar

< 2@ 4+ g+ 04 (y+ E =360
es ist aber
<s=90" < d=90—8; <y E=180—a

folglich
29 + 90 + 90 — f + 180 — «= 360"
oder
e=2q —f
daher
F _ :
H, =—F-.cos@.cos(2g—B) .o. . .- 1)

und die Gesammtwirkung aller auf den Punkt e treffenden Reflexstrahlen

i : : !
El— 5 / cosep.cos(2g—f) . . . 2)

Offenbar sind die beiden Kiigelchen b’ und b’/ in einer solchen Lage,
dass die von ihnen ausgehenden Reflexstrahlen die Kugel in e eben noch
berithren; die Linie b’b* ist daher eine Grenzlinie, d. h. alle Kiigelchen
unterhalb derselben als: b, b%, b, bIV.... senden Reflexstrahlen nach
dem Punkt e, wihrend alle oberhalb liegenden z. B. b¥' keine Reflex-

strahlen nach e mehr senden kionnen.

Fs ist
g+ 90 g— 90 g
- . oo i
e ie— = A — = und g =

da ¢k J/ I'; hat also der Winkel o die Grosse ¢’ und ¢* erreicht, so ist
das Integral (Gleichung 2) an seinen Grenzen angekommen.

Der unterhalb b’'b* liegende Raum’ wird durch kb in zwei Theile
getheilt; die Wirkung der Reflexstrahlen, welche von den innerhalb des
Raumes b‘eb’” liegenden Kiigelchen ausgehen, ist nur ausgedriickt durch

p= ’ou AL
F _ S
= cosp .cos (2@ — f) M i )
: p=%

Desgleichen ist die Reflexwirkung der innerhalb des Raumes b*“eb* lie-
genden Kiigelchen ausgedriickt durch
7 — 30
o=

{2

o eossp f 0 (2p=if) soaanss 002)

= ;I

folglich die Gesammtwirkung aller auf den Punkt e wirkenden Reflex-
strahlen



et e 5 v g e =

o ___.~._'_-;:|n = J,_' ;{fln
H = 1) ‘ cos@.cos (29 — f)+ \cos g.cos (29— §) 3
: 2 : <
ip = _KI P = 5

Der Ausdruck cos @ .cos (29 — B) ldsst sich nun auf die Form bringen
cos® .cos (20 — f)=cosP.cosp — 2. cos f.cos ¢’ 4+ 2sin fi . sin @ . cos 7.
und es ist daher

" sin p? : cos g°
/{-ns B.cos (2 —P)—rcosP.sin ¢ —2.cosf. - SUemp o
) 3

[

Lo

= cos f .sin ¢ — — (cos @ . sin ¢* — sin f . cos -‘P“.)

el

folglich:

. ; |_=_|_ a0
Rl F -[“ T -3 1 2 vy (3 & a m 3 a B _;q 2
e = 9 !_l'.ﬂr g8l g — 3 COS pSIin g — SINp. COS @ B {i
e o
_3 — 90
E [ : 2.y = : iy e
P | eos gsin g i ({-ns g . sin @"— sin g cos g® | =
& L o ] i)
p = 5

Setzt man die dem Winkel ¢ entsprechenden Grenzwerthe ein, so
erhiilt man:

F(r o el IRNE A% T B\

H. = 9] ;_(-ras;i .Sl — 3(0.'.5 ;)( S i = sin f3 ( €os 5 ] ) E
[ 90 3( ol 0490 )” & ity '?"J“ !
— | €08, f 8in Gidlig _..00.- p{l sin"—5 —sin g cos 2 ) : J '.I

) ¥ 3 0 B YR -

F il g L p
i ,'| cos f . sing — 5 ({_’n.'-_' 1'5[. sin ) — gin p( €0s } |-
uiiesd pus gy B—9018
(r‘l):' |'f( sin - ] —gin 1'5'( cos 5 ) )1
oder

i L o g 24 . BY¥Y , 2. al gt | =
e =512 | cos | _:“1_3---3{.11113) =g sin f{ cos

90 + ¢ B—90" 2f DO #\s B —90A8
_c:usﬂ(sin 5 P-).E-.a:inj 5 —,1(5111 9 FlEnT— ))—I

3 — G} )
cos B . sin b ] =i
Cos H . 81 2 2

T

f

1=

2 e 009-g\ ) ¥ B30I
=7 :J)-‘*lll F3| L'Urs_( 5 } -+ cos 5 J 15 e 5
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Mit Hiilfe dieser Gleichung kann nun fiir jeden beliebigen Punkt der
Kugel die durch das atmosphirische Reflexlicht erzeugte Helligkeit be-
rechnet werden. So wird man z. B, die oben in §§. 12, 13 und 14 be-
rechneten Reflexhellen a und e der hellsten Punkte und der Schattengrenze
bd (Fig. 15. Taf. IL) anis obiger Gleichung erhalten, wenn man =10,
90° oder 180° setzt.

1) Reflexhelligkeit im Punkt ¢; §f = 0

H, = i L[n,mﬂ o 0,3534 | — [,: - 0,3534 — 0,7071 | ‘

(3]

=0,4714 . F (s. § 12.)

2) Reflexhelligkeit der Schattengrenze bd; f = 90°

(2] o

P 2 9 5
B e ( .0,3534— = . 0,3534 + )

1

e

i 181

e

3) Reflexhelligkeit im Punkt a; f= 180.

F 1 2
H =-— .2(— 5 +0,7071 — 5 n,3534)
& L . 9 ]
= (,1881.F (s §. 14.)
§. 16.

Wir haben oben bereits erwiihnt, das der atmosphiirische Reflex

~
i

nicht ganz die Intensitit f = g -C0S 9 haben kann, aus den dort an-
gefiihrten Griinden. Wir werden demnach in den Gleichungen der vor-
hergehenden Paragraphen fiir ¥ einen etwas kleineren Coefficienten, den
wir mit f bezeichnen wollen, substituiren miissen.- Das Verhiltniss von
f zu F wird jedoch kaum zu bestimmen moglich sein, wenigstens ist es
bis jetzt noch nicht gelungen, dasselbe festzustellen. Nehmen wir an,
dass derjenige Theil des Lichtes, welcher die atmosphiirischen Wasser-
atome theils absorbiren, theils durch sich hindurchlassen, dem Theil gleich

ist, welchen sie reflektiren, so ist f = 5 und daher, wenn die Hellig-
keit des hellsten Punktes a im Licht = 1 gesetzt wird, die Reflexhellig-

keit im hellsten Punkt a, sofern er sich im Schlagschatten befindet

Ha = 0,0696 (oder ungefihr = */14)
in der Schattengrenze bd



Hyq = 0,1666 (oder ungefdhr — '/s)
im hellsten Punkt ¢ des Selbstschattens

H. = 0,2357 (oder ungefithr = '/s.)

T

Nachdem wir oben (§. 5.) nachgewiesen haben, dass die Abstiinde
der Helligkeitseurven-Ebenen vom Kugelmittelpunkt den Helligkeiten ein-
fach proportional sind, dass demnach die Differenzen dieser Abstiinde fiir
gleiche Hellendifferenzen gleich sind; nachdem wir ferner die Reflexhellig-
keit fiir die hellsten Punkte im Licht- und Selbstschatten und im Schlag-
schatten {estgestellt haben, wird es sich nun darum handeln, zu bestimmen,
wie viel Tine die Kugel in den einzelnen Helligkeitseurven erhalten muss,
damit sie die entsprechenden Dunkellheifen und somit die geeignete
Schattirang erhiilt.

Die Hellickeiten sind (s, Fig. 16. "Lal. “.:I

im Punkt a’ |
i bd y
im Punkt e="'/

im Punkt a=114,

Da der Punkt a die geringste I"[p]li;:»_']mile also die grisste Dunkelheit
hat, so muss erauch, wenn wir fiberhaupt grissere oder geringere Dunkel
heiten durch mehr oder weniger hiiufigen Auftrag eines und desselben
Tuschtons hervorbringen, die grésste Anzahl von Ténen erhalten. Nehmen
wir an, dass die grossie Dunkelheit im ."ﬁ'l;'lll'.i_(_:'_':-'[']l;ﬂLI_']] (also im Punkt a)
durch 14 Tone erreicht wird, und dass die grbsste Helligkeit (also im
Punkt a’) die des weissen Papieres sei, so erhilt offenbar der Punkt ¢
4 Téne, bd 6 und a’ keinen Ton.

Ist der Halbmesser ak der Kugel durch die Ebenen + 1, + 2, + 3
in 4 gleiche Theile getheilt, so nimmt die Helligkeit in den dadurch auof
der Kugeloberfliche erzeugten Schnittkreisen von a“ his zu k um je '+ ab.
Da nun aber der Punkt 2’0 Ton und + 4 oder die Schattengrenze hd

6 Tone erhiilt, so muss offenbar

der Kreis+1 Y4, 86 1's THne
2 S hi=—3
5 3 i b s
Fd Merh=b

L'l'il;:]El'Il.
Aehnlich verhiilt sichs im Kérpersehatten der Kugel. Da der Punki

¢ 4 Tone, die Schattengrenze bd 6 Téne erhiilt, so muss

Riesa, Bohattirvungskunde.
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der Kreis — 1 4+ 'fs (6 —4)=4": Tine
2 -2 44+ (b—4)=2> 5
3 A6 —0)=5"% ,
— 4 LM (6 —4)=6

erhalten,
Ferner erhiill die Kugel in bd einen 6fachen, in a einen 14 fachen
Tonanftrag, folglich werden die Tonauftriige im Schlagschatten folgende
sein :
1 6 Tone
3 64+ (l4—6)= 8§

5 w +2 64%(14—6)=10

0 5 Floubt(dd—6)=12

im Punkt g 64514 —6)= 14

im Kreis +

Da jedoch Bruchtheile wvon Tonen nicht wohl ausfithrbar sind, so
wird man besser obige Zahlen mit 2 multipliciren und einen Grundton
von halber Stiirke des vorigen anwenden; demzufolge wiirden dann die
Tonaunftrige in den Hellencurven nachstehende sein:

m a ) Ton
s+ 1 3 Tine
fieht .. o a2
59
L 10
# N |
\ . — o 11
im Selbstschatten <. 250
,.. = 4= 5 Y
| &
4 t¥
3 3 16
im Schlagschatten {, +2 20
i b o
iz +a 28
Dabei setzen wir allerdings voraus, dass 0, 1, 2, 8, 4.... nmaliger
] ; gl - : n—1 n— 32
Auftrag desselben Tuoschtones den Helligkeiten =
1
n 3 n— i 2 10 = = e
: b SR iy Ly entspreche. Es ist dies jedoch
u n 1 ¢ RS 1 i y

nicht der Fall, wie nachstehende Untersuchune zeigen wird.



Ueber die durch mehrfachen Auftrag eines gleich starken Tones
erzeungte Helligkeit.

§. 18,

a) Nach Leroy (Stereotomie §. 230) ist ,das Gesetz, durch welches
das Verhiltniss zwischen den Werthen der Helligkeiten ¢ und der Zahl
der Tuschlagen n, durch welche jene Helligkeiten erzeugt werden, bestimmt
wird, dasjenige, welches zwischen den Zahlen und ihren Logarithmen fiir
eine nur wenig unter der Einheit genommene Grundzahl besteht.¢

b) Nach den vom Verfasser selbst angestellten Versuchen ist dieses
Verhéiltniss zwischen ¢ und nsehr nahe ausgedriickt durch die Gleichung:

worin der Coefficient a von der Stirke des einfachen Tones (Grundtones)
abhéngt, mit derselben in einfachem Verhiltniss wichst und fiir einen
Grundton, wie er bei vorliegender Methode gewihnlich zur Anwendung
kommt, zwischen 0,1 und 0,05 liegen mag.

Die Versuche wurden in folgender Weise ausgefiihrt. Es wurde von
6 ca. 2| Dm. grossen, mif weissem Papier iiberzogenen Tiifelchen das
erste einmal, das zweite zweimal, das dritte dreimal.... das sechste
sechsmal mit dem gleichen Tuschton bemalt und dann nach einander
einem Licht in der Entfernung von 0,572 M. gegeniibergestellt; alsdann
ein zweites mit weissem Papier beklebtes Tiifelchen demselben Licht in
solche Entfernung gegeniiber gebracht, bis.es mit den ersteren jedesmal
gleiche Dunkelheit zeigte; diese Entfernungen sodann gemessen und
notirt.

Bezeichnen wir das weisse Tiifelchen mit T, (Fig. 17. Taf. IL), die
andern der Reihe nach mit T,, T,, T,.... T, die entsprechende Hellig-
keiten mii H,, H,, H,.... H, und die Entfernungen, welche man dem
Tiifelchen T, geben musste, dass es mit den andern gleiche Dunkelheit
zeigte, mit e,, e,, e, ....e,und die Entfernung, in welcher die Tiéfelchen
T,, T,, T, .... T, anfgestellt wurden mite (= 0,572 M.), so ist offenbar
z. B. fiir T

1 1
H, o H, 5 %
i e’
£ e
folelich
e*
H =H,. o
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oder wenn man die Helligkeit H, =1 setzt:

e? [
H,= & T( )
L e, .

ebhenso ist

Die Versuche lieferten nun nachstehende Resultate:

fiir T, betrug die Entfernung ¢ = 0,572 Met.

el s .. 4 e, =—4.615
Es oy 4 5 e, = 0,658

R MY B Vs e, = 0,701
Taitnd < 5 e — 0,744

U e L p e = 0,787

S S # 3 e = (.830

Vergleicht man die Werthe von e mit einander, so findet man, dass
die Differenzen ¢ derselben gleich sind; es ist nemlich e, —e¢ =0,043 =
= 0; e, —e, = 0,043; ¢, — ¢, = 0,043 u, s, f., folglich e, =e - 0; ¢, =
e4+28; ee=e+3.6.... ¢ =e-64d, woraus man schliessen muss,
dass iiberhaupt ex =e¢ + nd als allzemeines Glied dieser Reihe (arith-
metischen Progression) zu betrachten ist, und da nothwendig Ha '( = )

. €n
\ /

oder, wenn wir ¢ statt Hy setzen:

o= ( sFud )

ist, =0 erhalten wir, wenn wir mit e dividiren

Nun ist aber § = 0,043 und e = 0,572, folglich

1 N . :
0,043 - [ i ) . { el S 1)
Enie \1 + 10,0752 . n, 1 an ]

0572



s

a9

oder, wenn wir fiir eine gegebene Helligkeit ¢ die Anzahl Toéne suchen
wollen, erhalten wir aus Gleichung 1)

{] ) s Wl

Aus der Gleichung 1) kann nun fiir jede beliebige Anzahl von

Ténen (n) die berechnet werden. Man

entsprechende Helligkeit von ¢
findet z. 1.

fiir n= 0 ist c=1 fiir n= 13iste=0,256
n= 1 ¢ = 0,866 a1 14, e=0,237
n= 2 ¢ = (T w A= 15, c=0221
Il 3 ¢ = (0,666 n= 16.. c=0206
1 | ( 0.591 N=" Ll g == ”~_] 93
n= 5 , c¢=10>528 s n= 18, e=0,18]
n 6 c=0.475 o, n= 19 ¢= 0,163
n= T . e=0429 n= 20, ¢=0,160
n= 8 (1,389 R 1 30 ., ¢=0,094
9 , ¢e=10,35b , h= 40 _ ¢= (062
n 10 ( 0,326 n— at ¢ = 0,044
n=11 ¢ = 0,299 won= 100, c=10,014
n=12 { (276 # M= wy, ¢=0 '-"-"I.

Aus der Vergleichung der Werthe ven ¢ ergibt sich, dass die Ab-
nahme der Helligkeit oder die Zunahme der Dunkelheit durchaus nicht
gleichmissig ist, dass die Dunkelheit nicht in einfachem Verhiiliniss mit
den Tonauftrigen zunimmt, dass die Wirkung
o schwiicher ist, je
man auf eine sehr helle und auf eine verhiltnissmiissig dunkle Fliche

Tones
grisser m genommen wird, d. h. dass, wenn

je eines weiteren

um s

einen Ton von gleicher Stirke auftriigt, die dadurch erzeungte Abnahme
der Helligkeit auf der hellen Fliche ungleich grosser ist als auf der
dunkleren Fliiche.

Zusatz 1), Wir haben schon oben hemerkt, der Werth von
d also auch der des Coefficienten a in der Gleichung 1) von der Stiirke
des Grundtones abhiingt. Aus der obigen Zusammenstellung der Werthe

dass

) Nach dem oben sub & von Leroy aufgestellien Gesetz ist das Verhiliniss
gwischen n und ¢ folgendes:

n= 0000 c=1 n 6,832 =05
n— 10064 06=—1039 i 8163, ¢e=104
=i 282" =108 n=12,040 ¢=—03
n— 8.,b6T ©e=0,"T n=16095 ¢=102
n=: 5108 =048 n=28026 e=20,1
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von ¢ ist ersichtlich, dass der einmalige Aufirag des Grundtones die
Helligkeit 0,866 oder die Dunkelheit & = 1 — 0,866 = 0,184 hervorbrachte,
dieser Werth von & bezeichnet offenbar die Intensitiit oder die Stirke
des Grundfons.®)

Wiirde man diese Tonstiirke § = 0,1 anstatt 0,134 nehmen, so miisste
offenbar ¢, =1— 01 = 0,9 und der Coefficient a = 0,054 werden.
Denn aus

1

=LY . 1
M=+ n,a)

1]
oder weil fiir den vorliegenden Fall n =1 ist,
1
U‘_'] — =
3 (1 + a)
ergibt sich unmittelbar
1

e — 1 =10.,054.
V0,9 :

Die Gleichung 1) nimmt daher fiir diesen Fall die Form an

1
=+ 0,064, ny o
Dieselbe liefert fir n=0 e¢=1 firn= 5 ¢=0,621
=1 =109 n 6 c=0,570
ni— 29 =(E814 1 T e=10,b27
H—'a" ¢=1L,T¥] n= 8 ¢=0,488
n—=4 pe==0,676 n=—) 958e—0458

n=10 ¢=0.422

g
Da der Coefficient a = = oder 8 = a.e, so ist da a = 0,064 und

e=10,572; §=0,054.0,572 = 0,031 Met.

Zusatz 2. Wiirde man den Coefficienten a — 0,01 setzen, so er-
hielte man fiir § den Werth § = a.e = 0,01.0,572 = 0,0057 Met. und
demmach fiir ¢ die Gleichung:

]h}

*) Der Werth von § kann auch unmittelbar aus Gleichung 1) berechnet
werden, denn die durch einmaligen Tonauftrag erzeugte Helligkeit ist

¢ — (da n— 1)

(1L ay
folglich

1
(1= a)

d=1—c=1—
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Dieselbe liefert:
firn=1 ¢=0,980 fiirn= 6 c¢=0,892
, =2 c¢=10,962 goen= Jwe=10875
n=23 c=0,944 5 = 5 e=0509
H =2 40 0,926 e 1 9 e¢=0.843
n==5 ¢=0909 s, n=10 ¢=0827

Die durch die Tonauftriige erzeugten Helligkeiten ¢ nehmen im vor-
liegenden Fall (wenigstens fiir die ersten 10 Tonauftriige) fast ganz gleich-
missig ab, wie die Differenzen der Werthe von ¢ zeigen; welche durch-
schnittlich = 0,017 ist.

Zusatz 3. Die aus Gleichung 1 §. 18 berechneten Werthe von c

ergaben eine Tonstirke . . . . . . . §=01344 (= ;)

s ]
Gleichung 1% Zusatz 1. = . . . . . §=0,1000 (" ]”)

Gleichung 1 Zusatz 2. § = 1 — 0,980 = 0,0200 ( '_,}1“)

Die zuletzt angenomme Tonstiirke war also die schwiichste, ergab

aber eine mit den Tonauftriigen fast ganz gleichmiissige Abnahme der

Helligkeiten. Daraus geht hervor, dass die Helligkeiten mit den

Tonauftriigen um so gleichmiissiger abnehmen, je schwicher

die verwendete Tonstirke und je geringer die Anzahl der
Tonauftrige ist.

1%,

e

Triigt man die der Gleichung 1 §.18 geniigenden Werthe von e und
n als die Coordinaten eines rechtwinkligen Coordinatensystems auf (Fig. 18.
Taf. TI.) und zeichnet die sich hieraus ergebende Curve mnop..., so
gibt dieselbe ein anschauliches Bild von der durch mehifachen Tonaufirag
erzeugten ungleichfirmigen Abnahme der Helligkeiten, gibt aber auch,
wenn man bei der praktischen Anwendung dieser Theorie jene ungleich-
firmige Wirkung beriicksichtigen wollte, ein einfaches Hilfsmittel an die
Hand, die Lage derjenigen Helligkeitscurven auf der Kugel zu bestimmen,
in welchen die Tine in einfacher Progression aufgetragen werden diirfen.

Wir haben in §. 16 die Helligkeit der Schattengrenze zu s, die
des hellsten Punktes im Selbstschatten zu '/, die des dunkelsten Punktes
im Schlagschatten zu Y1s, wenn die des hellsten Punktes im Licht = 1
ist, festgestellt; diese Helligkeiten entsprechen aber, wie sich aus der
Gleichung 1 §. 18 leicht berechnen oder aus den dort berechneten Werthen
von ¢ unmiitelbar ablesen lisst, folgenden Tonauftrigen :

s mm e e s e ———————

e

e

————.

_——_—

T —

e
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0 Tone

Die Helligkeit '« wird erzeugt durch 2
1

5 Vaet-g 2 & 3
\ . Lra o ! B §
n bl 1 n " E 0 "
a) Da die Ordinate (¢c=K 20) (Fig. 18. Taf. IL) die Helligkeit der
Schattengrenze und PR = 1 die des hellsten Punktes a' der Kugel

repriisentirt, so verlegen wir die' n-Axe nach e K, bezchreiben mit K A’
den Kreis A'B und betrachten A‘BK als einen Kugelquadranten. Um
nun auf demselben die Lage von Curven gleicher Helligkeit zu erhalten,
theilen wir eK in 4, 6, 8 ... gleiche Theile, je nachdem wir 4 6, 3
Hellencurven auf der Kugel haben wollen (im vorliegenden Beispiel
deren 4) ziehen die den Theilpunkten entsprechenden Ordinaten m m,
nm, 00 ... and durch die Schnittpunkte m, n, o ... der Curven die
Linien mm*, nn“, oo ... so sind m'm”, n'n”, o'0"” Curven gleicher
Helligkeit der Art, dass auf denselben die Tone in einfacher arithmetischer
Progression aufgetragen werden diirfen; es erhiilt z. B. die Kugel im
Kreis m'm” 5 Téne, in n'n* 10, in o'0" 15 und in KB 20 Tone.

Die Richtigkeit dieses Verfahrens griindet sich auf den frither nach-
gewiesenen Satz, dass die Entfernungen der Lichteurven-Ebenen vom
Kugelmittelpunkt den entsprechenden Helligkeiten einfach proportional
sind, Die durch die Ordinaten mm , nn o, 00, ... repriizsentirten Hellig-
keiten sind daher :f,llf__';lt_-it-h die Entfernungen der betreffenden Lichteurven-
Ebenen vom Kugelmittelpunkt. Bezeichnet man diese mit x, so ist offenbar

e = l : 0,166

e S ;
in welcher Gleichung fiir n jede ganze Zahl von 0 bis 20 gesetat
werden kann,

Es wird aber auch moglich sein, jene 20 Téne durch eine beliebige
andere Anzahl von Tonen, sofern man nur den Grundton entsprechend
wiihlt. zu ersetzen. Nehmen wir z. B. 4 Tone an, so muss offenbar der
Grundton 5 mal stiirker als der urspriingliche gemacht werden, damit
nach 4maligem Auftrag eine Stirke von 4.5 — 20 Ténen erreicht wird.
Der Grundton /st daher fiir diesen Fall fs.20; bei zweimaligem Auf-
trag % . 20, bei dreimaligem Auftrag s . 20 oder es ist allgemein

:! .20 =mn zu setzen. Dieser Werth in obige Gleichheit gesetzt, gibt:
1 - g
X = 0,1666
P— B
L.+ a. Bl
q
oder da a = 0,0752
1 ]
X.= — — L1006 o g i)

(E : 1.5(:4-.13)"
q
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Al Py : Z : .
worin fiir q nach einander die Werthe 0, 44, %i, %4 %4 zu setzen sind,

falls man auf der Kugel 4 Helligkeitseurven annimmt.

Der Maassstab fiir die so erhaltene Linge x ist der Kugelhalb-
il & . ; T
messer r; fiir o= 0 pibt die Gleichunge 1)
] f
Xx=083=r

Sollen aber die Werthe von x auf den Radius r = 1 bezogen werden,
: e : L
go sind dieselben mit 0 a3 = 1,205 zu multipliciren, folglich ist:
Fluls] K

1.205

X = — 0.2007 ; I.

(. L+ 1,504 ::) g

wofiir die vereinfachte Gleichung in den meisten Fillen geniigen mag:

[-i
= = B e N [

(o2 8Y

b) Um die Lage der Lichteurven auch anf der Selbstschattenseite
zu finden, verfahren wir ganz #hnlich. Fiir die Schattengrenze ist die
Helligkeit ¢= 0,166, ausgedriickt durch 20 Téne, fiir den hellsten Punkt
im Selbstschatten ¢ = 0,256, ausgedriickt durch 13 Tone. Die ent-
sprechenden Ordinaten sind K20 und il (denn Pl ist = 13 =n). Theilt
man nun wieder TK in so viele gleiche Theile, als man Lichtecurven haben
will (z. B. in 4), zicht die entsprechenden Ordinaten, beschreibt ferner
mit Ke=1i den Kreishogen CD, so hat man nur durch die Punkite
Py 4, T .... mit PQ parallele Linien zu zichen, alsdann sind, wenn
wir K CD als einen Kugelquadranten betrachten, die Schnitte der letat-
genannten Linien die Projektionen der verlangten Helligkeitskreise.

Wollte man auch fiir diesen Fall die Entfernungen x der Curven-
Ebenen vom Kugelmittelpunkt durch Rechnung finden, so hitte man den
Ursprung der Cogrdinaten in den Punkt J zu verlegen; die Coordinaten
dieses Punktes sind n=13 und e = 0,166 folglich

¥ = — 2 —— —(),1666
(10,0752 (n + 13))° '

Da die Schattengrenze 20, der hellste Selbstschatienpunkt 13 Tone
erhiilt, konnen die zwischen 20 und 13 liegenden 7 Tine durch eine
andere beliebige Anzahl gleicher Tine ersetzt werden, und es ist daher
P

. T statt n in obige Gleichung zu setzen; folglich ist

: 5+ — 0,1666

X -~ o .
- s p s o |
(1 ;.n,mag( £ I,JD

q

— T




oder

1 _ J .
X = 0, 1666 L k)

q

Der Radius der Kugel, welcher fiir diese Werthe von x die Maass-
einheit bildet, ist offenbar r =K €= 0,256 — 0,166 = 0,09; sollen aber
die Werthe von x auf den Radius r = 1 bezogen werden, so sind die-

s 1 1 :
selben mit 0o0g = 1L11 zu multipliciren und Gleichung 2 erhiilt so-
,0¢

dann die Form

11,11
X = - = o G 1

(1.{1775 - 0,5264 . ")’
; ;
- N2 s s PR R R 1 1
("3 - U‘;J‘I )
q

¢) Befindet sich der lellste Punkt der Kugel im Schlagschatten,
so ist seine Helligkeit — 0,069 mit 41 Ténen, die der Schattengrenze
ist 0,166 mit 20 Tonen. Triigt man auch hier wieder die entsprechenden
Ordinaten K20 und Ah auf, zieht Ag, theilt diese Linie in so viele
Theile, als man Helligkeitscurven haben will, und zieht durch s, t,u. ...
Parallelen mit A g, so erhiilt man auf AK' die verlangte Theilung, oder
auf der Lichtseite der Kugel, sofern sie sich im Schlagschatten befindet,
die entsprechende Theilung.

Verlegen wir den Ursprung des Coordinatensystems in den Punkt g,

50 ist:

oder vereinfacht

1
= e g — 0,069
(1 + 00752 21 P+ 20 ])
g J

Dieser Werth von x entspricht aber den Lingen ss, tt ... und

gibt also die Entfernung der Hellencurven vom hellsten Punki A der

Kugel; um auch hier die Entfernungen vom Kugelmittelpunkt, d. h. die

Lingen ss’, tt' .... zu erhalten, hat man jene Werthe von gK abzu-

zichen; gK aber ist = K20 — Ah = 0,1666 — 0,069 = 0,0976, folg-
lich ist:

1

2 < 009 Bhas Tl uses sl oy — 0,060
(; L n.,um(zz‘ + 90 ])
2 q |

— 0,166 —— = T L B
(1,5792 Py 2,5{:4) :
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Der Radius der Kugel, welcher fiir diese Werthe x die Maasseinheit
bildet, ist = AK'=gK = 0,1666 — 0,069 = 0,0976 ; sollen sie aber auf
den Radius r = 1 bezogen werden, so miissen wir jene Werthe mit

1 : deres
00976 = 10,246 multipliciren und erhalten demmnach die Gleichung
gt
el 10,246
x = 1,707 - = - [11.
(1.579 : f_l o 2,:',04)
oder vereinfacht :
16
x=1,6— T YIS S T

(z.a SiB f; )

Zusatz. Soll nun die Kugel (Fig. 19. Taf. II.) unter Zugrundlegung
von 4 Hellencurven schattirt werden, so finden wir die Entfernungen x der
Curven-Ebenen vom Kugelmittelpunkt, die selbstverstindlich auf dem
zum Lichtstrahl parallelen Kugelradins aufzutragen sind, wenn wir in

; g 3 I i .
obige Gleichungen I, II, III fiir :I nach einander die Werthe 0, 'i4, /s

84, *4 einsetzen. Dieselben ergeben
auf der Lichtseite . . . fiir q 0 die Entfernung x = 1
m essiastutlls '} (i lamian ol sk 01851
Sl ; . = 0,438
i = = 5= 02
P e " . = 0,066
H — " , = U
auf der Selbstsehattenseite il | 2 =y
— =N , L s 060
: — E'i ” b Ra— ‘-]:"1"3
= Yiy — (.2
b i
|
it TR | . = 0
im Schlagsehatten . . oLlliiui=ngs # y = 0
pom—= 1 o - = 0,387
CUESEET " - = 0,6b
] 5 e 084
e LT o =1
§. 20.

ST [ | .
Nach Gleichung 2 §. 18 ist: n= ( T 1). Der Werth von

I ¢
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I
n ist demnach abhingiz von dem Coefficienten —, und zwar der Art,

dass n um so groser wird, je kleiner a genommen wird und umgekehrt.

Nun ist aber a = rj. also — = ®, e aber eine constante Grosse, folglich
e a d E

ist a resp. n abhiingig von ¢; d. h. a nimmt proportional mit & zu oder

ah. wiihrend n umgekehrt ab- oder zunimmt, oder die Anzahl der Ton-

auftriige ist um so kleiner, je grosser die Intensitit des Grundtones ist.

Da n nur von dem Coefficienten = abhiingie ist, so miissen offen-

bar alle Curven, welche der Gleichung n = = L el 1 } entsprechen,
einander #hnlich sein.

Da nun aber a von 6 und & von der Intensitiit des Grundiones ab-
hiingt, so miissen auch die Werthe von x fiir verschiedene Intensitiiten
des Grundtong einander dhnlich sein, d. h. die Theilung des Kugel-
radius ist immer die nemliche, die Intensitit oder Stirke des
Grundtones mag gein, weleche sie will.

Zusatz. Aus den in §. 18 beschriebenen Versuchen geht hervor,
dass, wenn parallele Ebenen, T, T, T, T, .... (Fig. 20 Taf. III.) einem
Licht so gegeniibergestellt werden, dass sie unter sich gleiche Abstiinde
¢ haben, sie die niimlichen Helligkeiten zeigen, welche durch progressives
Auftragen eines gleichmiissigen Tones hervorgebracht wird. Die Stiirke
8 dieses Tones (s. §. 18. Zusatz) ist aber abhidngig von den Entfernungen

D)
(5

die den Lntfernungen ¢ und e entsprechende Tonstirke.

e und d; nun ist

oder da fiir ¢, n =1 ist,

Ueber den Einfluss der Intensitiit des Lichtes auf die Lage der
Hellencurven.

8. 21.

Ausgehend von dem physikalischen Gesetz, ,dass die Helligkeit einer
Ebene im umgekehrten quadratischen Verhiiltniss zu ihrer Entfernung von
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der Lichtquelle zu- oder abnehme® und daraus folgernd, ,dass die Hellig-
keit von Ebenen, welche gegen den Lichtstrahl verschiedene Neigungen
haben, sich verhalten, wie die cosinusse der Einfallswinkel der Licht-
strahlen® hat man bis jetzt allgemein bei den Beleuchtungsconstructionen
die Helligkeitscurven-Ebenen der Kugel in gleichen gegenseitigen Ab-
stinden von einander angenommen, und sich mit den Beweisen, wie sie
in §. 5 und 6 gegeben sind, begniigt. Obgleich nun diese Methode
brauchbare Bilder von plastischer Wirkung liefert, so wird man doch bes
aufmerksamer Vergleichung derselben mit der Beleuchtung und Schatti-
rung der natiirlichen Korper finden, dass sich die Lichtmasse (namentlich
im Sonnenlicht) viel weiter iiber die Kugelfiiche verbreitet, dass die
Helligkeitscurven gegen die Schattengrenze hin mehr und mehr zusammen
gedriingt werden, und in Folge dessen letztere viel schiirfer hervortritt.

Dass das zweite am Anfang dieses Paragraphen ausgesprochene phy-
sikalische Gesetz in Wirklichkeit nicht vollstindig sich bewiihrt, werden
nachstehende Versuche zeigen. Was der eigentliche Grund dieser Er-
scheinung, ob es die fiir verschiedene Lichtintensitiiten verschiedene Inten-
sitiit des Reflexlichtes ist, oder ob der Grund darin liegt, dass die natiir-
lichen Kirperoberflichen keine mathematischen Flichen, sondern als ein
Conglomerat mehr oder weniger dentlich erkennbarer verschiedenartig
gestalteter Erhohungen zu betrachten sind, die nur im Allgemeinen die
Form mathematischer Flichen haben, mag dahingestellt bleiben.

Die Versuche wurden in folgender Weise ausgefiihrt. Von zwei mit
weissem Papier iiberzogenen Tiifelchen T und T* (Fig. 21, Taf. IIL.)
wurde das eine T einem Licht senkrecht gegeniibergestellt und zwar in
solchen Entfernungen, dass die Abnahme der Hellighkeit eine stetige war,
aledann das zweité um die Axe b drehbare Tiifelchen T jedesmal in eine
soleche Lage gebracht, dass es mit dem ersten gleiche Helligkeit zeigte
der Drehuneswinkel wurde notirt und aus mehrfachen Versuchen der
Mittelwerth genommen.

Bringt man beide Téfelchen in die Lage T* und T, also in gleicher
Entfernung ab = a'b’ = x' je einem Licht von gleicher Intensitiit gegen-
iiber, so ist offenbar die Helligkeit beider Tifelchen die gleiche. Diese
Helligkeit bilde die Maasseinheit fiir die iibrigen Helligkeiten; bringen
wir das zweite Téfelchen T, nach T, also in die Entfernung x vom Licht,
so verhiilt sich offenbar die Helligkeit von T, zu der von T, nemlich:

H:H==x":3'"
ey
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oder da zugleich x' die Maasseinheit fiir die Entfernungen ist
I =1
1
oder
; 1
H= -
I X
folglich
x =/ 1
H
=

Sollen nun diejenigen Entfernungen x des Tiéifelchens T gesucht werden,

in welchen die Helligkeit z. B. je um */s abnimmt, so sind fiir H in diese
i
B aping :
Gleichung nach einander die Werthe g1 818 - gy 0oder fir H

P

einzusetzen ; daraus ergibt sich
: lo : {f R ‘.f' 24, L Phiy
B 1 N R SO R

= 1; 1,06731,118; 1,265; 1,414; 1,631;2,000;2,828: o
wofiir wie schon erwiihnt a'b’ = x' die Maasseinheit abgibt.

die Werthe

.f'H

5
5 F 0

Wird das drehbare Tifelchen T" um den Winkel « in die Lage T’
clmlwht und es zeigt in dieser Stellung die gleiche He HWL.L’IE wie das Tiifelchen
, dessen Helligkeit in dieser 8tellung = *z = '[: sei, so miisste offen-
IJiul dem mehrfach erwéhnten physikalischen Gesetz zufolge der Winkel
e, der dem Einfallswinkel ¢ gleich ist, eine solche Grosse haben, dass
er der Gleichung cos ¢ = '/2 entspricht. Beriihrt die mit T' parallele
Ebene M die Kugel im Punkt &, so hat diese nicht nur im Punkt &,
gondern auch im Kreis dg dieselbe Helligkeit wie T' n‘-sih T, also eben-
falls die Helligkeit = '/» und es musste demnach ef = ': ke=de.cos g
— ke, cos. psein. Dass dieses aber nicht der Fall ist, ging aus den Ver-

zuchen hervor.

Lo

2]

Hiezu wurden zweict 2 [ Jdm grosse mit weissem mattem f'Lthtll!lfw
papier iiberzogene Holztiifelchen wverwendet und die .I:l:[ﬁ[t{'}ltung durch
zwei Stearinkerzen hergestellt, von denen 6 auf 1 % gehen.

Die Entfernung ab = a'h! = x' hetrug beim L. Versuch 0,825 mitr.
1. g 0,572
I1. ¥ 0,286

1V. 5 0,202
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7.

Die Lichtintensitéiten s der 4 Versuche verhaiten sich demzufolge zu
einander wie 0,48:1:4:8. Mehrfach wiederholte Versuche ergaben fol-
rende Mittelwerthe :

== o COB 0 — 08 p — X COB @ = X|
Hellig- o e = (=y¥) nach
loik beim Versuch g=048  g=1|g=—4|g==8 dem physi-|
Y. kalischen |

L I1. [11. IV. L II. [11. ¥, Gresetz

0 a0 . | a0t |.80° 0,000 | 0,000 0,000 0,000 0,000

|
|
|
0,127 0,195 0.351 0.434 0.125 ‘
|

ie 802 | T8% | 69'):
s T0% | BT | BTYa 0,298 | 0,383 /0,041 /0,612 | 0,250

A D64 | 46% 0,477 0,555 | 0,686 |0,750| 0,375
o |"B0Y4| 45 36%4 | 33 0,646 | 0,707 | 0,801 0,858 0,500
a | B9'fa | BBYa | 27e|'24%: | 0,793 0,832 0,889 0,910 0,625
e . | 28Me| 1225 28 16'% | 0,905 |[0,924 [0.951 0,960 0,75
i 13 114 .9 8 0:976 10,981 | 0,988 w50 0.875
e 0’ 0’ 0’ 0" 1,000 1,000 1,000 1,000 1,000

Aus der Vergleichung der so gefundenen Werthe von cos ¢ oder x
geht hervor, dass dieselben den entsprechenden Helligkeiten nicht gleich
sind, dass sie nicht in einfacher arithmetischer Progression mit den Hellig-
keiten zu oder abnehmen, dass die Entfernungen x bei gleicher Helligkeit
aber verschiedene Lichtintensititen werschieden sind, und zwar um so
grosser, je grisser die Lichtintensitiit, dass die gegenseitigen Curvenabstiinde
gegen die Schattengrenze zu grosser, gegen den hellsten Punkt zu kleiner
werden, und dass demnach die Helligkeitscurven mit der Zunahme der
Lichtintensitiit mehr und mehr gegen den hellsten Punki zusammen-
gedriingt zu werden scheinen.

§. 24.

Dieses Resultat spricht nun scheinbar gegen die oben §. 21 “ausge-
sprochenen Erfahrungssiitze; ich sage: scheinbar, denn wenn wir die-
jenige Lage der Helligkeitskreise der Kugel mit einander vergleichen, in
welchen die Helligkeit absolut gleich ist, so gestaltet sich das Resulfat

sofort anders. Es izt offenbar:




die Helligkeit */s bei 0,48 od. sehr nahe !/afacher Lichtstiirke = /s bei einf. Lichtstiirke.
X = 0,298 X 0,195
kg =ity

» n n
x — 0,646 x = 0,383

] - 5% o n
x — 0,905

" b it ] ] 9 e
¥ =1

x = 0,707

Scheidet man nun die Kugel durch Ebenen in den angegebenen Ent-
fernungen (Fig. 23. Taf. II1), so ist die Helligkeit die gleiche in d und
d’; ¢ und ¢, b und b, a und a’; oder wenn man dus Licht von der
Intensitit 0,48, welches eine Kugel erhellt, plotzlich auf die Intensitit 1
verstirkte, so wiirde die Helligkeit d sofort naech d’, von ¢ nach ¢, von
b nach b’ und von a nach &' zuriickgedringt werden. Noch auffallender
wird selbstverstindlich diese Erscheinung, wenn wir die Intensifiit noch
grisser annehmen, wie dies (Fig. 24, Taf. 1I1.) veranschaulicht, wo die
Lage von Hellencurven mit absolut gleicher Helligkeit fiir 1fache und
Sfache Lichtintensitiit mit einander verglichen sind.

Wir sehen daraus, dass in Uebereinstimmung mit unsern Voraus-
setzungen, die Dunkelheiten der Schattengrenze um so niher riicken, und
hier einen um so schrofferen Uebergang von der Licht- zur Schattenseite
der Kirper bilden miissen, je grisser die zur Beleuchtung derselben ver-
wendete Lichtquelle ist und konnen annehmen, dass die Dunkelheiten
mit zunehmender Lichtintensitit ebenso gegen die Schatten-
grenze sich zusammendrangen, wie die Helligkeiten gegen
den hellsten Punkt.

&, 25.

Um die Stetigkeit der aus den Versuchen gefundenen Werthe von x
zu priifen, wurden dieselben als Abscissen und die zugehorigen Hellig-
keiten als Ordinaten eines rechtwinkligen Coordinatensystems aufgetragen
und die daraus sich ergebende Curve gezeichnet, welche durch ihre Ge-
stalt unmittelbar als eine Sinus-Curve sich erwiess, so namentlich die-
jenige Curve, welche die Werthe wvon x fiir einfache Lichtintensitit
enthiilt, die vollstiindig der Gleichung

X = sin. {y 90%)
11

entspricht.  Darin bezeichnet y die IHelligkeit, deren Werthe stets zwi-
schen 0 und 1 liegen.
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§. 26.

Durch mehrfache Versuche ergab sich ferner, dass die Werthe der
Reihen von x fiir die iibrigen Lichtintensitiiten aus der Reihe x = sin
II
(v .90") hervorgehen, wenn man letztere auf eine gewisse Potenz f
erhebt, die nothwendig, da die Reihen mit der Intensitit s des Lichtes
sich iindern, eine Funktion von s sein muss. Die Gleichung fiir die
Werthe von x wiiren also allgemein

f ¢
% = [ sin(v.90) =
\:-. (c.n LY ) _\“_

in welcher Gleichung der Werth von f noch nither zu bestimmen ist.
Bezeichnet man die Werthe, welche in obiger Tabelle §. 23 zusammen-
gestellt mit Xy Xy Xy Xy und die entsprechenden Exponenten mit

e e f . so ist offenbar

il 1
in : lt'lg. }C;
X —%_ 3 pdep-t = a)
I 11 I log. x
& Sy
f ' Jog. =
XS N T e b e et . b)
I i 11 log. X
: =
Gty ; log. x ._
Xv=5%; IV oderl = | . o )
",' |'|"I |. -
: 95y

und findet nun aus Gleichung a, wenn man die betreffenden Zahlenwerthe
obiger Tabelle einsetzt:

f & log. ﬂl.}T_ 1.96

I log. 0,195 g
ebenso ist aber auch

o log. 0,298 — 1.9

i log. 0,383 b

Dieselbe Grissse erhiilt man, man mag fiir x aus der Reihe T und II

Werthe nehmen, welche man will, sofern sie nur derselben Helligkeit

angehiren. ; ;
Ebenso ist

£o s _log. 0,195 = 0.64
LII I"J'f:'.'- 0,851

und endlich

f  log. 0,434
V— Jog.-0,351

Riess, Schattirungskunde. 4

= 0,511
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withrend selbstverstiindlich

ist.

)
.
[
-]

Es ist also:

fir § — 0,48 F— 196
fiir g = 1 f=1

fiir g — 4 f = 0,64
fiirg = 8 f = 0,511

o

Um die Beziehung zwischen s und f festzustellen, wurden die-
selben wieder als die Coordinaten eines rechtwinkligen Coordinatensystems
aufgetragen und die diesen Werthen entsprechende Curve gezeichnet,
welche als eine hyperbolische sich erwiess, deren Gleichung die Form hat:

5§ —h= Figel e S 1J

Um die Werthe der Grissen a, b und m zu finden, bilde man drei
Gleichungen, indem man fiir s und f je zwei obiger Zusammenstellung
entnommenen Werthe setzt:

i —h = llt" oder I—b=a . 2)

a i

Bimieia slpetie vt b gandile 3)
a

85— b 051 )

Aus diesen 3 Gleichungen lassen sich nun die 3 Unbekannten a, b
und m berechnen, wie folgt:

Durch Subtraction der 2. Gleichung voen der 2. und 4. erhélt man:

i 3
4_1"_:3(U;GI”’ —1) i)
e ceinlh o
S "a(n:ﬁn gy et

Dividirt man die 5, Gleichung durch die 6., so ist

1
4 — 1 “( 0.64m 1)

= : - oder

Bl 1 1)
a (‘j:i)ll“! —
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1
: e
3 & {}__I’i.i.m s
7 — 0742&3 — 1 - d_;l
ﬂ_‘-'?ll i 1

Setzt man in dieser Gleichung m =3, so erhiilt man den Werth
0,433 statt 0,4286, der aber jedenfalls geniigt.

52 oy el L g AT ] - - T
Dieser Werth von m =3 in die Gleichung 5 und 6 eingesetzt, gibt:

R:n( 1. —c1 ) =284 g
- 0,64° e
oder 8)
5 1 . ; '
!'_"a(ﬂjall" — 1) = 6,491 .a
folglich .
3
T T Y )
oder | = 1,0805 e )
i
4= 6,494

Gleichung 2. ergibt dann sofort durch Einsetzung dieses Werthes

yon a
1 —b=1,0805
b=1—1,0805= — 0,0805 10)

Setzt man jetzt die so berechneten Werthe von a, b und m in
Gleichung 1, so erhiilt man als Relation zwischen s und f die Gleichung:
1,0805

lE";-l

f“‘y 1,0805 %
= s + 0,0805 Bt 42 e

Zusatz. Diese Gleichung kann auch so geschrieben werden:

¢ 8/°1+ 0,0805
s + 0,0805

8 + 0,0805 = —

oder

Wird nun s ziemlich gross, so kann der Bruchtheil 0,0805 fiiglich
vernachlissigt werden und wir haben dann

f:fyj T e Eo

Es licfert iibrigens fiir s = 2
die Gleichung 11) . . . . f = 0,80381
und die Gleichung 12) . f = 0,7937

Differenz — 0,01011




also einen so geringen Unterschied, dass die Gleichung 12) iiberhaupt
geniigen mag.

Wenn man nun den Werth von f in die Gleichung 1) §. 26 ein-
setzt, erhiilt sie die allgemein giltige Form:

i it
! \’! 5 y
A) e (sin, (¥ . 9““’)) : (s‘m. (¥ . EJH})

Mit Hilfe dieser Gleichung liisst sich nun fiir jede beliebige Licht-
intensitit s und fiir jede beliebige Helligkeit y eine Reihe von Werthen
x berechnen, wie die oben in der Tabelle des §. 23 zusammengestellten
durch Versuche gefundenen. Setzt man s = 0,48; 1; 4; 8; und y =

%, 7fs, %5 . . . . . in obige Gleichung, so ergeben sich eben jene Werthe
x in §. 28,

§. 29,

Iu §. 24 haben wir nachzuweisen versucht, dass bei zunehmender
Lichtintensitiit, die Dunkelheit ebenso gegen die Schattengrenze hinge-
driingt wird, wie die Helligkeit scheinbar gegen den hellsten Punkt, wir
haben demnach, wenn wir, statt derHelligkeit y, die Dunkelheit z ein-
fithren. diec Reihen des §. 23 oder die iiberhaupt aus der Gleichung A
§. 28 berechneten Werthe von x als die Entfernungen vom hellsten
Punkt zu betrachten; um aber auch hier wieder dem x die urspriingliche
Bedeutung zu geben, ist offenbar 1 — x statt X zu setzen, wodurch die

Gleichung A die Form erhilt:
2 /1
V

.',- . -
1 —=x —-L.nm, (z . 90)

oder
3/1

=l ]1

V.
x=1— (t‘-il]. (% E“J_\)

Zusatz., Gerade so wie die Werthe der Helligkeiten y ~0 sind,

0
ebenszo sind auch -die Werthe von z d. h. die Dunkelheiten zl'
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Da wir die verschiedenen Grade der Dunkelheiten durch eine den-
selben proportionale Anzahl von gleichen Tonen ausdriicken, so kbnnen
; ; : ; o d n
wir uns, unter der Voraussetzung, dass die grosste Dunkelheit 1
cinem n-fachen Tonauftrag entspricht, unter z auch die Anzahl der
Téne vorstellen, durch welche die betreffende Dunkelheit z
reprisentirt wird.
Sollte nun aus obiger Gleichung B der Werth von x d. h. die Ent-
fernung derjenigen Hellencurve der Kugel berechnet werden, in welcher
z. B. die Helligkeit y = % wiire, gleichviel fiir welche Lichtintengitit s,

.3fs —%fs gu sétzen; da auch n="7"s, so

g0 ist offenbar z=1 —y=1-
haben wir uns darunter vorzustellen, dass diese Dunkelheit z durch 5
Tine repriisentirt wird, deren 8 die grisste Dunkelheit auf der Lichtseite,
d. h. die der Schattengrenze, hervorbringen.

:\'& 30,
Setzt man in die Gleichung B §. 29 s = 0,48; 1; 4; 8; 16 und
70, e e Fevin L s “a,%e, so erhiilt man die in nachstehender

Tabelle zusammengestellten Werthe von x, fiir die Helligkeitsdifferenz
der Lichteurven = /s

bl by
7 5§ — 0,48 s 1 5—4 §—28§ 5 —18 a
E %,
g | (f=1.26) (f=1) (f=064) (f= 0511)  (f= 0408) | =
(0] X 1,000 4 2x=1.000 X 1.000 % =1.000./| %= 1.000 |
Lig 2T .BT2 o (0.805 « 0,649 . 0.566 1 0485 | e
s 0 0,701 ait BT . 0,459 - 0,388 AT v R A
s 5 0522 w0447 « 0314 e - 0212 bE
g , 0,354 . 0,293 . 0,199 - 0,162 S LRl e
s 20 20 + 0,168 Sk « 0,090 o 0.072 | ¥
8/g . 0,095 . 0,076 . 0.049 . 0,040 - 0,032 | %
| 7s . 0,024 £ 0.019 . 0.012 - 0,010 L 0008 | s
Blg - 0,000 o L0000 w000 « 0,000 o 0.000 0

Anmerkung. Der Exponent § ist, aus der coben & 27 entwickelten
g s

WS
§ ; . /1
Gleichung 12 berechnet, nemlich: f— \ 4
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Nimmt man die Lichtintensitiit unendlich klein, also g = 0, so wird

2 /'1 g5 1 5 v #] :
\/ L= /ﬂ —o; nun izt aber (5i11 -f:-:.E’iuj) =0, da sin (z.90)

stets <C 1, folglich fiir diesen Fall
x=1—0=1
d. h. die Helligkeitscurven sind alle im hellsten Punkt der Kugel con-
centrirt, diese also durchaus dunkel.
Nimmt man die Lichtintensitiit unendlich gross, also § =, so ist

s s
\/ ; —0; folglich fiir diesen Fall
oo

O
x=1— (ﬁin :f:c.*’.)f'})':-) =1—1=0

d. h. simtliche Helligkeitscurven sind in der Schattengrenze vereinigt,
oder die Lichtseite der Kugel ist durchweg gleichmiissig hell bis zur
Schattengrenze, in welcher die Dunkelheit plotzlich beginnt.

Zusatz, Angenommen die Intensitfit des Sonnenlichts sei gleich

_ - 8 1 SN
4000, so ist f:\/ 4000 = 0,063 folglich

= 0,063
x = 1 — gin (?, : EH.!J

und daher fiir:

Z:U, “_—15; :'{5; :"'iﬂ; '_',_-1._1: —--'F]; = 6/g- :Tn; ]

x=1; =0,0978 0,0584 0,0363 0,0215 0,0115 0,0049 0,0011 0,0000
Die Curven-Ebene mit /s Dunkelheit oder %s Helligkeit hat demnach
vom Kugelmittelpunkt eine Entfernung, die noch nicht /10 von der Liinge
des Kugelradius betriigt, wiihrend die Curven-Ebene mit 7/s Dunkelheit
oder /s Helligkeit dem Kugelmittelpunkt bis auf /iow des Radius nahe
riickt.

§. 32.

Es soll nunmehr untersucht werden, welcher Lichtintensitiit die bis-
her allgemein eingefithrte Methode mit der Annahme gleicher gegenseitiger
Abstiinde der Lichtcurven-Ebenen entspricht.

Da man hiebei von der Voraussetzung ausgeht, dass die Abstinde
der Lichtcurven-Ebenen vom Kugelmittelpunkt den entsprechenden Hellig-
keiten proportional sind, so gilt fiir diesen Fall offenbar die Gleichung:

X=Y
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59
oder wenn wir auch hier statt der Helligkeit y die Dunkelheit z einfithren,
also 1 — x statt x setzen:
l1—x=z oder

Diese Gleichung ist die einer geraden Linie; die Gleichung B §. 29
kann niemals auf diese Form gebracht werden. Es wird sich daher nur
um ecine anniherungsweise Bestimmung des Werthes von s handeln
kinnen,

Setzt man in die Gleichung B §. 29 aus obiger Gleichung 1 den

Werth von x, so ist
3 : f
l—z=1— (sin (2.9 J‘)

f
% — (5fn (z .*JO:.) e Sy

|i'ng o B

log . sin(z , 90) = -y

5 /1 , 1 _
Llaf:\/__.s-alsts_—fﬁ- it b v apteb e k)

Setzt man in Gleichung 3 fiir z irgend cinen beliebigen Werth z. B,
1/ 2o
Z — f*, BO 18L:

oder

Daraus ergibt sich:

1
h-};" " 5 0.5 o
o S . Jog0,5. 069897 — |
& i — log.sin 45° (84948 — 1
log (EI]l S EJO) ? -
fatE 0,30108 | 5
P 7 | e R P RSB S B 8T
Dieser Werth fiir { in Gleichung 4 gesetzt gibt
1 1 .
B 55 — H b R i e G o]

d. h.: fiic besagte Methode befriigt die Lichtintensitiit s nur !/s von der-
jenigen, welche wir oben mit 1 bezeichnet haben und welche man erhiilt,
wenn man die Kugel in 0,572® (= 2 Fuss wiirtt.) Entfernung zwei
Stearinlichtern gegeniiber bringt, wiihrend im vorliegenden Fall, also fiir
s = s diese }-Ii|tl't%rn1111g 1,62wtr. (= 5,66 Fuss wiirt.,) betriigt.

I
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§. 33,

Nimmt man auf der Kugel nur4 Helligkeitscurven an, was auch fiir
die praktische Anwendung meistentheils geniigt, so hat man von den in
der Tabelle (§. 30) znsammengestellten Werthen von x fiir ein-fache

Lichtintensitit (s = 1) diejenigen zu nehmen, welche den Dunkelheiten
z — O, ¥, Y8, %s, %5 entsprechen, also
fir z = 0 s Vs “as FLH
x =1 0617 0293 0,076 0,000
oder sehr nahe e —] 0,6 0,3 0,1 0.

Diese Entfernungen aber verhalten sich sehr nahe wie:
b 3.2 0.

Theilt man demnach den zum Lichtstrahl senkrechten Radius (Fig. 25.
Taf. TIL,) in 10 gleiche Theile, und legt Schnitt-Ebenen senkrecht zu
diesem Radius durch den 1., 3., 6. Theilpunkt, so sind die dadurch mit
der Kugeloberfliiche erzengten Schnittkreise die der einfachen Lichtinten-
sitiit entsprechenden Helligkeitskreise. Die gegenseitigen Abstiinde der
Schnitt-Ebenen verhalten sich wie 4:3:2: 1.

Diese Theilung ist jedoch nur eine niherungsweise; will man eine
genaunere Theiling haben, so beschreibe man mit dem Radius ab
(Fig. 25" Taf. IIL) den Viertelskreisbogen be, theile diesen in so viele
gleiche Theile, als man Helligkeitscurven haben will, und ziehe durch
die Theilpunkte d, e, f.. Linien senkrecht zu ab. Denn es ist, wenn

1 i 2 : p ‘ .
arc.cf = — arc be, e=": . 90" und hf=af.sin « =r . sin (s . 90);

4 )

ferner ist x =t —hf=r —rsin ("+. 90) oder wennr=1,x=1—sin (*/+. 90).
5]

Ebenso ist z. B, x' = 1 —sgin (%4+.90), wann arc.ece= 4 - e . be ist;

diese Gleichung von x und x’ entspricht aber vollkommen der allgemeinen
Gleichung B. §. 29, wenn man dort S =1 setaf.

§. 94

Triigt man die Werthe von x fiir 16fache Lichtintensitit und die
zugehorigen Dunkelheiten als die Coordinaten eines rechtwinkligen Coor-
dinatensystems auf, so stellt die daraus hervorgehende Curve sehr nahe
cinen Kreis vor, welcher der Gleichung:

x=1—V1l=ll—gl v ¢ v+ 1)
oder:
B s A R e




— e ¢ ——— e

av

entspricht.  Denn, setzt man in diese Gleichung nach einander die

Werthe z=10, s, %*s, %s ... s, 83 ein, so erhilt man:

"

II[EL' = T:: 4:.‘1 :.'-' I_H ;55 :5 }_.; 0
x=0,008 0033" 0,073 03¢ 0219 0340 0515 1,000

wiihrend die aus der Gleichung :

Xx=1—(sin z.90)
berechneten Werthe (s. §. 30) folgende sind :
x = 0,008 0,032 0,072 0,131 0,212 0328 0485 1,000

Die Werthe dieser beiden Reihen sind aber, wie man sieht, so
wenig von einander verschieden, dass man sie fiiv die Praxis als gleich
annehmen kann,

Nun ist in Fig. 26, Tal. IIL, ab*=ac®*—be? oder da ab=1—x;
ge—1: bhr=1—=

(1 — _\L:I_'a o 1—(1—z)?
oder:
1 <L xf = o (T

woraus wieder obige Gleichung 1) hervorgeht:
x=1—V1—(1—g)?

Beschreibt man demnach mit dem rad, ab. (Fig. 27, Tafel IIL) den
Viertelskreisbogen be, theilt bh in so viele gleiche Theile als man Hellen-
carven auf der Kugel haben will, zieht durch die Theilpunkte d, e, f,
g...dd ee, ff'.... bis zum Durchschnitt mit dem Bogen be, so sind
die durch die Schnittpunkte d’, e/, f, ¢'.... zu ab senkrechten Linien
+4, + 3, +2... die gesuchten Helligkeitscurven der Kugel fiir 16fache
Lichtintensitiit.

Es soll die Lage der Helligkeifscurven bestimmt werden fiir den
Fall, dass bei der Annahme von 4 Abstufungen die Curve + 1 mit der
Helligkeit y = %: (folglich z = *4) durch den Punkt (b, b*) der Kugel
(Fig. 28, Taf. I11.) geht.

Projicirt man die Kugel mit dem durch ihren Mittelpunkt gehenden
Lichtstrahl (1, 1Y) auf eine zum letzteren parallele Seiten-Ebene MN, so
erhiilt man in der Umklappung dieser Ebene in die Horizontal-Ebene den
Kreis KBP als die Seitenprojection der Kugel und die Gerade CN als
die des Lichtstrahls (1, 1Y); desgleichen entspricht der Punkt B der Seiten-
projection dem Punkt (b, b*). Da die verlangte Hellencurve + 1 senk-




- — e,

5S ,

recht auf CN stehen muss und zugleich durch den Punkt B gehen soll,
go ist offenbar PB der Hellenkreis + 1, den man nur noch anf die
Grund-Ebenen zu projiciren hat, was ohne besondere Schwierigkeit ge-
schehen kann,

Es ist nun X-—r.8np0 und da’ <f =< a, auch

X=T.80¢ « « . . 1)

Es ist ferner Ne—fb=r. V2 (Denn fbh*=2hg
gl =r=—Ne :tz. 0 /
E=T VIQ.tga

1 :
g Y — 0,7071
<)
folglich o =35"16' undis pinfe—05TT4 & sl o' 2)

Setzen wir diesen Werth in Gleichung 1), so ist da r=1,
x =0,5774.

Substituirt man diesen Werth fiir x in die Gleichung B. § 29, so
erhilt man, da z—="/s:

x=057T4=1—(sin%.90% . . . . . 3
0,4226 — (sin 221/s")f
log., 0,4226 0,6259295 — 1
e ug‘ s .}u gl J,‘l_dl ; 2 T g
log. sin. 221/3 0,58284 — 1 '
1
folglich ist, da S— o
1 - \
Bi= 0,9° R L aten e )

Setzt man obigen Werth von f in die Gleichung 3) und ausserdem
fiir z nach einander die Werthe 0, s, /¢, %4, %4, 1 50 erhiilt man:

fir die Hellencurven + 0, d.h. fir z=0 x — 1,0000
no» P sy . . Z— 1y x=0,7703
rom n o e el e x = 0,5787
o o B ey M= x = 00,2680
5 + 3 s =20 x -— 0,0688
Ho ,._ S o D] x = (L0000

Nach §. 16 ist die Helligkeit des hellsten Punktes im Selbstschatten
— Y4 von der des hellsten Punktes im Licht; die Gleichung b) ergab im
vorliegenden Fall fiir die Helligkeit S des hellsten Punktes den Werth
8§ = 1,37, folglich ist die Helligkeit des hellsten Punktes im Selbstschatten
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" iRl iy
= ]'f' — 0,54 und daher { — ‘\/’f. L _ 1,43, Substituirt man diesen
2 0,34

Werth von f in die Gleichung B, §. 29, so erhiilt man

fiir die Hellencurven — 0, d. h. fiir z=20, die Entfernung x = 1,0000
s g o == Ry z x =0,7467
o _ S e 2 vt x = 0,3907
= - SR 7 E=12q i g X = (L1070
e ey " + 4, -~ Rt = = X 0.0000

Diese Distanzen (vergleiche Fig. 29, Taf IIl) werden wir
kiinftighin stets unseren Beleuchtungsconstructionen zu
Grunde legen.

§. 36.

Geben wir dem Lichtstrahl (I, L") die allgemein gebriiuchliche, con-
ventionelle Richtung (§. 1), so sind die Helligkeitscurven der Kugel,
unter Zugrundelegung der im vorigen Paragraph berechneten Distanzen x,
folgendermassen zu construiren.

Sind die um a und a' beschriebenen Kreise (Fig. 30, Taf. IV.) die
Projectionen einer Kugel, welche die Grund-Ebenen beriihrt, so werden
die Projectionen (L, L‘) des durch den Mittelpunkt der Kugel gehen-
den Lichtstrahls sich im Punkt (8, S') des Grundschnittes schneiden
miissen. Projiciren wir die Kugel auf die zum Lichtstrahl parallele Seiten-
Ebene 1“ 8% so erhalten wir in der Umklappung derselben den Kreis
pn'a™m" als Projection der Kugel, wihrend L” 8 die Seitenprojection
des durch den Kugelmittelpunkt gehenden Lichtstrahls ist.

Da die Ebenen der Curven gleicher Helligkeit senkrecht auf der
Richtung des Lichtstrahls stehen, die Seiten-Ebene aber eine zu dieser
Richtung parallele Lage hat, so miissen jene Ebenen auch senkrecht auf
der BSeiten-Ebene stehen, also ihre Spuren senkrecht zu L* S“ sein.
Theilen wir demnach den Radius + 0a” und —0a" in dem im vorigen

‘aragraph angegebenen Verhiiltniss und ziebhen durch die Theilpunkte
die Linien + %2, +1, +2, 4+ 8, +4, —8, — 2, — 1 senkrecht zu
+0—0, so sind diess die Seitenprojectionen der Kreise gleicher Hellig-

keit auf der Kugel. Es sei bei dieser Veranlassung bemerkt, dass die
auf der Lichtseite liegenden Hellencurven von nun an stets mit + 1,
-2, +3..., die auf der Selbstschattenseite liegenden mit — 1, — 2,

— 3 ... bezeichnet sein werden; wihrend + 0 die Bezeichnung des hell-
sten Punktes im Licht und — 0 die des hellsten Punktes im Selbstschatten
gein wird.

Um nun die Curven in Horizontal- und Vertikal-Projection zu brin-
gen, schneide man die Kugel durch Ebenen parallel zur Horizontal-Ebene
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z. B. durch ‘die Ebenen IY IIY, TII'... (in der Seitenprojection I', II*,
[II...); die Kreise I, II, IIL... sind die Horizontal-Projection der be-
treffenden Schnitte. Bringt man nun die Schnittpunkte dieser Hilfs-Ebenen
[, 11, III" mit den Curven-Ebenen, z. B. mit — 1 und — 2 auf die
betreffenden Hilfskreise I, II, IIL... und von hier auf I, I, III' in die
Vertikal-Projection, so hat man nur noch die so gefundenen Punkte durch
stetige Curven zu verbinden.

Die Hellencurven der Kugel sind Kreise, da dieselben aber gegen
die Grundebenen geneigt sind, so miissen ihre Projectionen nothwendig
Elipsen sein, die sich auch mit Hilfe der beiden Hauptaxen construiren
lagsen. Die Mittelpunkte der Helligkeitskreise liegen auf der Linie LY 8,
so z B. der von +1 in q", in der Horizontal-Projection auf der Linie
LS im Punkt q und in der Vertikalprojection auf L'S in ¢‘; q und q' sind
demnach die Mittelpunkte derjemigen Elipsen, welche den Projectionen
der Hellencurve + 1 entsprechen. Der auf der Seiten-Ebene senkrechte
Durchmesser des Kreises b a’’ (oder + 1) ist horizontal und daher seine
Horizontal-Projection ed = b &' die grosse Axe der betreffenden Elipse.
Der Umriss der Kugel in der Seitenprojection, d. h. der Kreis p m" a"' n"
ist offenbar die Projection des grissten Kreises mn, es miissen daher die
Horizontal-Projectionen b und a der Punkte b und a" auf mn liegen;
zugleich ist ab die kleine Axe der Elipse, weil ab die Projection des
auf ¢d senkrechten Durchmessers ist. Auf gleiche Weise kann man auch
die Axen der iibrigen Elipsen und mit Hilfe derselben diese selbst
zeichnen,

Da der Lichtstrahl gegen die Grund-Ebenen gleiche Neigung hat,
g0 muss nothwendig die Form der Helligkeitscurven auf der Kugel, d. h.
der Elipsen in der Horizontal-Ebene und in der Vertikal-Ebene, sowie
auch ihre Lage gegen die Projection des Lichtstrahls (L, L) die nemliche
gein. Macht man daher a' q'=aq=q'b’, zieht ef senkrecht zu a'm’
durch den Punkt q' und macht ef =e¢d, so sind wieder ef und a'b’ die
Axen der Elipse 4+ 1 in der Vertikal-Projection u. s. f.

Von Wichtigkeit sind die Berithrungspunkte der Curven mit dem
Kuogelumriss, wesshalb man dieselben niemals zu construiren unter-
lassen darf, Die Linie m“n” ist offenbar die Seitenprojection des hori-
zontalen Kugelumrisses mhpnr, die Schnittpunkte der Linien + %2, +1,
+2, +3... mit der Linic m” n” miissen daher nothwendig die Beriih-
rungspunkte der Curven + s, +1, +2, 4+ 3... am horizontalen Umriss
mhpnr sein. Da z B. b”a’ die Linie m’ n’ in h" schneidet, so isth
der Beriihrungspunkt der Curve + 1 in der- Horizontal-Projection u. s. f.

Da die Vertikal-Projection der Horizontal-Projection ganz gleich ist
und die Berithrungspunkte der Hellencurven gegen den Punkt m und m’
ganz symmetrisch liegen miissen, so kann man dieselben mit dem Zirkel
von der Horizontal-Projection in die Vertikal-Projection iibertragen.
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Der Punkt b des Kreises b”a liegt der Horizontal-Ebene am
niichsten, wie leicht einzusehen; er ist daher der tiefste, seine Horizontal-
Distanz ist =1"b"; die Horizontal-Projection von b* ist b; zieht man
das Projections-Lot (b, I'k") und macht 'k’ =1 b*, so ist k' der tiefste
Punkt der Curve i'k'a’'h’. Auf gleiche Weise werden auch die tiefsten
Punkte der anderen Curven gefunden.

Es wurde schon oben erwiihnt, dass die Beleuchtung der Kugel be-
ziiglich der Projectionen des durch den Kugelmittelpunkt gehenden Licht-
strahls (L, I.') symmetrisch sei, d. h. die Linien L S und L‘S’ bilden symme-
trische Mittellinien fiir die Helligkeitskreise der Kugel. :

Es muss daher auch die Beleuchtung auf dem Bogen ali genau die-
selbe sein, wie im Bogen ai. Nun ist aber die Vertikal-Projection von
ah .die Linie ra'h’ und von ai der linkseitige Kugelumriss ri'h‘; folg-
lich ist auch hier die Beleuchtung die nemliche, d.h. die Beriihrungspunkte
der Hellencurven am Kugelumriss ri'h’ und die Durehgangspunkte der-
selben durch die Linie ra'h’ miissen in gleicher Hishe liegen.

Sind in dieser Weise siimmtliche Hellencurven der Kugel in beiden
Projectionen sammt den hellsten Punkten + 0 und — 0, den Beriihrungs-
punkten u. s. w. gezeichnet, die Curven und Punkte mit den entsprechen-
den Bezeichnungen versehen, so ist die Kugel, die wir fortan Normal-
kugel nennen wollen, zum Gebrauche fertiz, und es kann nun mit
Hilfe derselben die Helligkeit jedes beliebigen Punktes einer Fliiche, so-
fern diese nur nach einem bestimmien mathematischen Gesetz gestaltet
ist, bestimmt, iiberhaupt die Beleuchtung derselben construirt werden.

[s diirfte nur noch zn hemerken sein, dass man der bessern Ueher-
sicht wegen die Curven der Lichtseite von denen der Selbstschattenseite
durch verschiedene Farben unterscheidet, indem man die ersteren etwa
roth, die letzteren blau zeichnet.

g, 27,

Es kommt hiinfig vor, dass man bei den Beleuchtungsconstructionen
eine hohle, d. h. concave Normalkugel zu Hilfe nehmen muss.
Wir erhalten aber die Beleuchtung einer solchen, wenn wir das Blatt,
auf welchem die nach dem vorigen Paragraphen construirte Normalkugel
gezeichnet ist (Fig. 30, Taf IV.) so umdrehen, dass die Zeichnung die
in Figur 31 dargestellte Lage einnimmt, die Vertikal-Projection aber
wieder als Vertikal-Projection und die Horizontal-Projection wieder als
Horizontal-Projection hetrachten.
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Ueber die practische Ausfithrung der zu schattirenden, resp. zu
tuschenden Zeichnungen.

¢. 38,

Es wird sich nunmehr darum handeln, der Kugel durch mehr-
fachen Auftrag eines gleichmissigen Tuschtones, des
Grundtones, die entsprechende Schattirung zu geben. Es geschicht
dies erfahrungsgemiizs am besten dadurch, dass man den Grundton nach
folgender Tabelle systematisch auftriigt.

Es ist anzulegen :

|
| Ueberarbeitung.
i
|

im Licht- u. im Selbstschatten. im Schlagschatten,
Von +4 bhis —3 Alles.
oo LRSIy !
: 1 P D - e ) |
i s +2 , —1 i '
L T ; ‘
= Von +3': bis — 3'% Alles. .
a1 R e B 5 205 |
¥ |
- Ty ' =10 s
o B iy = :
|
| Von +3Ye bis — 0 Alles.
el g o
| 2 ;
i m f 11/ 2 Ll ] |
!. 1] = 1_ 3 — () - i
' Von -+ 3% bis 3 Alles.
ob . +23y , — 2%, 4
| Shiie BRA S o Ry A |
: =+ — %y B |
' |
|

Von +4 bis +0

+3 , +0
3 : b
Bl e e |
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Jei Weitem in den meisten Féllen reicht man mit der
1sten, Jten ypd 3ter Ueberarbeitung aus. Ob manauch die mit 2* und
2b bezeichnete Ueberarbeitung ausfiihren will, hiingt theils von der Stiirke
des verwendeten Grundtones, theils von der beabsichtigten Wirkung im
Reflexlicht ab; iiberhaupt ist die zweite Ueberarbeitung verschiedener
Modificationen fithig.

Sind. die zu schattirenden Gegenstiinde sehr gross, so wird man
mit folgender Ueberarbeitung vollkommen ausreichen und einen vortrefi-
lichen Effect erzielen:

i Es ist anzulegen:
i Ueberarbeitung, |
[ im Licht- u. im Selbstschatten. | im Schlagschatten |
| 2= Avviigitebally
Yon +4 bis —'3 Alles. ‘
| o €
| L. TR n i
: ST 7 R | n !
! groithl  aee—d0 - !
Von 3's bis —0 Alles, .
2 . 2y o —0 & [
e i e i : |
E s " |
!
| - 5 c
| Yon 3% bis — 31, Alles, I
| 932 R |
| ol - 2 3 = 2 p " :I
A 1%s 5, — 1 ._. I
s 5 — lh - I
| ¢ |
' !
‘ Von +4 his +0 '
e L R |
| 3 ;
| i
[
L oo g 5 |
e L |
In Folge dieser Ueberarbeitung erhiilt
der :hellste Punkt 40 v o sp 0 000 0 Tone,
# n » =M ez s gt Dy
die Schattengrenze +4 . e | P L

der Punkt +0 im Schlagschatten . . 16
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Diese Téne entsprechen nach den in §.18 berechneten Werthen von
¢ (Helligkeit) folgenden Helligkeiten :
fiir 0 Tone ist die Helligkeit e=1,

st 5 = - e=0,52,
TEEH L STPRT Ty C8 SRS ) =027,
S 0 c =020,
welche Zahlen sich ziemlich nahe wie 1: Y2 :'s: s, also ziemlich genau

wie die in §. 15 am Schluss zusammengestellten Werthe verhalten.

Fiir die praktische Ausfiihrung mogen noch nachstehende Regeln
und Andeutungen von Nutzen sein,

Zuerst werden auf einem besondern Blatt die verschiedenen vorbe-
reitenden Constructionen gemacht, bestehend im Aufsuchen und Ueber-
tragen der Helligkeitseurven von der Normalkugel auf die Betreffenden
in der Zeichnung in Grund- und Aufriss dargestellten Gegenstiinde und
in der Construction der Schlagschatten. Diese Zeichnung wird sodann
mit siimmtlichen Lichtcurven und Schlagschattenumrissen auf ein zweites
Blatt iibergepaust und nur mit der Bleifeder so weit fixirt, dass die
Linien eben noch sichtbar sind und endlich die Tuschlagen in der im
§. 38 angedeuteten Weise aufgetragen.

Beziiglich der zu verwendenden Farben ist zu bemerken, dass man
dieselben entweder je nach der natiirlichen Farbe, welche die darzustel-
lenden Kiorper haben, withlt, oder sofern es sich nicht um eigentlich
eolorirte Zeichnungen, sondern nur um die Formgebung durch Schatfi-
rung handelt, verwendet man am besten die verschicdenen Arten von
Sepien, Neutraltinte oder Tusch, denen man aber immerhin andere Far-
ben beimischen kann. :

Das Papier, aufl welchem eine derartige Zeichnung angefertigt wer-
den soll, ist stets auf einem Reissbrett oder auf einer Rahme in der ge-
wihnlichen Weise aunfzuziehen. Jedes Papier, das sonst zum Aqua-
relliren sich eignet, ist auch fiir den vorliegenden Zweek brauchbar.
Das Brett oder die Rahme sollte stets in schiefe pultférmige Lage ge-
bracht werden, damit beim Auftragen der Tone aufl grosse Flichen, was
stets mit vollem Pinsel geschieht, die iiberfliissige Farbe nachfliessen
kann,

Nur wenn man die Farbe so pass als miglich, d. h. mit vellem
Pinsel auftriigt, wird man namentlich bei grisseren Flichen klare und
durchsichtige Tone erhalten. Auch bei Kkleineren Flichen sollte man
nie zu trocken malen, weil die Téne in diesem Fall triibe und unklar
werden und zwar um so mehr, je dunkler der verwendete Ton ist.
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Ueber Flichen, welche schon mehrere Téne erhalten haben, muss
man die folgenden moglichst leicht und flichtig auftragen, weil man hei
hartem Aufsetzen des Pinsels und bei langsamem Ueberpinseln die schon auf-
getragenen Tone mehr oder weniger wieder hinweg wiischt, so dass in Folge
dessen die Flichen die ihnen zukommenden Dunkelheiten nicht erhalten.

Der Grundton muss in der gehérigen, d. h. in der fiir die ganze
Zeichnung ausreichenden Masse zubereitet werden; namentlich wenn ge-
mischte Farben zur Verwendung kommen, weil sich dieselben nur schwer
in gleicher Qualitit wieder herstellen lassen. Ist der geeignete Tusch-
ton in der gehdrigen Masse zubereitet, so lisst man ihn einige Minuten
stehen, damit die schwereren Farbentheile sich getzen; der klare Theil
der Farbe wird dann als zum Gebrauche fertig abgegossen.

Sepia und Neutraltinte haben die Eigenschaft, dass wenn sie sehr
nass aufgefragen werden, nach dem Auftrocknen am Rande der benetzten
Fliche dunkle Conturen hinterlassen und zwar um so mehr, je dunkler
zugleich der aufgetragene Ton war. Diese schwarzen Riinder erscheinen
namentlich auch dann, wenn eine Fliiche éfters his an diesclbe Grenze
angelegt wird, wie z. B. die Schlagschatten. Man kann diesem Uebel-
stand dadurch begegnen, dass man je den folgenden Ton nicht ganz his
an den Rand des vorhergehenden auftriigt, sondern etwa I™m daven
entfernt bleibt. Uebrigens sind diese dunkeln Riinder auch nachtriiglich
leicht dadurch zu entfernen, dass man sie mit reinem Wasser vorsichtig
befeuchtet und dann mit trockenem Finger gegen die dunkle Fliiche her-
ein leicht dariiber weg fiihrt,

Der Tusch, der sowohl rein fiir sich, als auch mit andern Farben,
namentlich mit Karmin, preussisch Blau, Gummi guttae u.s. w, gemischt
zu vorliegendem Zweck sehr geeignet ist, hat manchmal die schlimme
Eigenschaft, dass er, so oft man den Pinsel eingetaucht hat, und wieder
auf das Papier bringt, jedesmal einen schmutzigen Fleck zuriicklisst,
der sich kaum wieder entfernen lisst, Zur Vermeidung dieses Uebel-
standes gebraucht man die Vorsicht, dass man die aus der Schale ge-
schopfte Farbe immer zuerst auf einem bereitliegenden Papier abstreicht,
und erst von da auf die Zeichnung fibertriigt.

Will man einen ziemlich dunkeln Ton auf eine grosse Fliche auf-
tragen, was nicht mit allen Farben, ohne dass Flecken oder Streifen
entstehen, gleich gut geschehen kann, so befeuchtet man erst die zanze
Fliche mit reinem Wasser, liisst sie so weit abtrocknen, bis sie nicht
mehr glinzt, und bringt nunmehr den Farbenton auf das noch etwas
feuchte Papier.

Es ist selbstverstindlich, dass man die schinsten Bilder erhiilt, wenn
man miglichst viele Hellencurven und einen schwachen Grundton an-
wendet, weil auf diese Weise die Abstufungen der einzelnen Tonlagen
bei sphiirischen Flichen am wenigsten auffallend und sichtbar sein wer-
den. Allein man wird sich in den meisten Fiillen mit 4, hichstens 8

Riess, Schattirungskunde. J
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Helligkeitscurven (den hellsten Punkt mit eingerechnet) begniigen konnen,
und zwar einestheils, weil das Construiren derselben zu umstiindlich und
zeitraubend wird, und weil anderntheils, wie wir spiiter sehen werden,
die Curven um so mehr sich znsammendringen, je kleiner der Halbmesser
der sphiirischen Flichen ist, so dass es schliesslich nicht mehr miglich ist,
dieselben alle zu zeichnen oder beim Tuschen mit dem Pinsel genau
einzuhalten, und endlich weil die, namentlich bei grosserer Intensitiit
des Grundtones, etwas harten Uebergiinge und Abstufungen, die jedoch
gewdhnlich nur an grisseren Gegenstiinden besonders auffallend werden,
sich durch nachtriigliche Ueberarbeitung leicht beseitigen lassen.

Es kann dies auf zweierlei Weise geschehen, entweder dadurch, dass
man dicht an die dunklere Stelle den mit etwas Wasser verdiinnten
Grundton ansetzt und gegen die hellere Stelle hin verwiischi, und dieses
Verfahren bei jedem Uebergang wiederholt; oder dadurch, dass man mit
dem, mit dem Grundton benetzten, je nach Umstinden mehr oder weniger
trockenen Pinsel, die dunklere Fliche mit der helleren zusammenschaftirt
und zwar in Strichlagen, die man parallel zur Richtung der Lichtcurve

macht.




II. Abtheilung.

8. 40.

Alle Flichenelemente, welche von den Lichtstrahlen unter gleichen
Winkeln getroffen werden, fiic welche also der Einfallswinkel des Licht-
strahls gleich ist, haben gleiche Helligkeit; parallele Ebenen sind dem-
nach gleich hell. Berithrt die Ebene MN (Fig. 32. Taf. V.) die sphii-
rische Fliche T im Punkte a und die mit MN parallele Ebene M‘N‘ die
Kugel im Punkt a’, so miissen nothwendig die Punkt a und a’ gleiche
Helligkeit haben. Errichtet man auf den Ebenen M N und M'N‘ in den
Punkten a und a' Lote ab und a’h’, so sind diese parallel und normal
aufl den beriihrten Fliichen; die Verliingerung von a’h’ geht bekanntlich
zugleich durch den Kugelmittelpunkt.

Diese Betrachtung zeigt uns im Allgemeinen den Weg, welchen wir
bei der Lisung der folgenden Aufgaben iiber Beleuchtungseonstructionen
einzuschlagen haben. Soll nemlich die Helligkeit irgend eines Punktes a
einer Fliche T bestimmt werden, so construire man die Normale ab,
zieche durch den Kugelmittelpunkt eine Linie a’h’ parallel zu ah, und
bestimme deren Durchschnittspunkt a’ mit der Kugeloberfliiche, Der
Punkt a' zeigt uns alsdann die Helligkeit des Punktes a, weil in beiden
die Helligkeit diesclbe ist.

Beriihrt eine Ebene eine Fliche lings einer Linie, wie dies bei
Cylinder und Kegelfliichen der Fall ist, so ist die Helligkeit lings dieser
Berithrungslinie die gleiche und zwar die der beriihrenden Ebene.

Beriithren sich zwei Flichen liings einer Curve, so haben beide
Flichen in dieser Curve die gleiche Beleuchtung. So z B. kinnen wir
uns bei Umdrehungsfliichen fiir jeden Parallelkreis eine Kugel denken,
welche die Umdrehungsfliiche in eben diesem Parallelkreis beriihrt, nund
deren Mittelpunkt auf der Axe jener Fliiche liegt. Beide Flichen miissen
nothwendig im Berithrungskreis gleiche Beleuchtung haben.
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Da die Kriimmung der Kugeloberfliiche in allen Punkten die gleiche
ist (der Kriimmungshalbmesser ist ja fiic alle der nemliche), so muss sie
offenbar immer dieselbe Beleuchtung zeigen, man mag sie drehen wie
man will ; der Durchschnittspunkt des in seiner Verlingerung durch den
Kugelmittelpunkt gehenden Lichtstrahls mit der Kugeloberfliiche ist stets
der hellste Punkt, und die Hellencurven gruppiren sich stets in gleicher
Weise um diesen Punkt, vorausgesetzt dass die Richtung und Intensitiit
des Lichtes dieselbe bleibt; da ausserdam alle Kugeln einander dhnlich
sind, so ist unter dieser Voraussetzung auch die Beleuchtung derselben
immer die nemliche, Die Helleneurven kionnen demnach auf grossere
oder kleinere Kugeln wvon der Mormalkugel unmittelbar proportional

iibertragen werden.

A.

Beleuchtung von Ebenen.

41.

7

a) Die Ebenen sind senkrecht zu den Grund-Ebenen.

Solche Ebenen beriihren die Kugel offenbar in den Umrissen, und
gwar am horizentalen oder vertikalen Umriss, je nachdem sie senkrecht
zur Horizontal-Ebene oder zur Vertikal-Ebene sind. Um =z DB. die
Helligkeit der Seitenfliichen des Prismas (Fig. 33. Taf. V.) zu bestimmen,
ziche man A F | af an den horizontalen Kugelumriss; die Helligkeit des
Beriihrungspunktes m ist dann die der Ebene af, und ebenso haben die
Ebene ab, be... die Helligkeit der Punkte n, o, p ... wenn AB |lab,
BC|be u s £ Auf fihnliche Weise findet man die Helligkeit der Deck-
fliiche (ad, a’d’) des Prismas, welche senkrecht zur Vertikal-Ebene
ist, wenn man A‘D’ || a‘d’ an den vertikalen Kugelumriss beriihrend zieht ;
die Helligkeit der Deckfliche ist daher dieselbe, welche der Punkt q hat.

h) Die Ebenen haben beliebige Neigung gegen die Grund-
Ebenen.

Die Seiten der Pyramide (Fig. 34. Taf. V.) sind gegen beide
Grund-Ebenen schriig geneigt, Man findet die Helligkeit solcher Ebenen
am einfachsten dadurch, dass man durch den Kugelmittelpunkt Linien
parallel ‘zu den Normalen auf jenen Ebenen zieht, und die Durch-
schnittspunkte derselben mit der Kugeloberfliche bestimmt. Sind die
Spuren der Ebenen gegeben, so stehen bekanntlich die Projekiionen der
Normalen senkrecht auf den gleichnamigen Spuren der Ebenen. Im vor-
liegenden Fall sind allerdings die Horizontalspuren ab, be, ed .... der
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Seitenfliche der Pyramide bekannt, mn, vw, xy sind daher die Hori-
zontalprojectionen der Normalen auf bes, abs, eds ... Dagegen sind die
Vertikal-Spuren der Seitenflichen nicht gegeben. Wir kinnen uns aber
sehr leicht Linien verschaffen, welche parallel mit diesen Spuren sind,
wenn wir die Pyramidenseiten durch Ebenen parallel zur Vertikal-Ebene
schneiden. Die zur Vertikal-Ebene parallele Ebene be z. B. schneidet
die Seite bes in der Linie b'e’; die zn b'e’ senkrechte Linie m'n' ist
daher die Vertikal-Projection einer Lotlinie auf (b es, b'e’s’). Ziehen wir nun
durch den Mittelpunkt der Kugel eine Linie (po, p'o’) parallel mit (mn,
m‘n’), so haben wir nur noch deren Schnittpunkte mit der Kugelfliche
zu zeichnen, was sich am einfachsten in folgender Weise ausfithren lisst.
Die horizontal projicivende Ebene po der Linie (po, p'o’) schneidet die
Kugel in einem grdssten Kreis; dreht man jene Ebene um die Axe o,
biz sie die zur Vertikal-Ebene parallele Lage oq eimnimmt, so fillt der
grisste Kreis mit dem vertikalen Kugelumriss zusammen, wiihrend offen-
bar die Linie (op, o‘p‘) nunmehr die Lage o'q’ einnimmt. Der Punkt 1’
ist der Schnittpunkt der Linie o'q’ mit dem grossten Kreis, folglich auch
mit der Kugeloberfliiche. Bringen wir die Linie o'q’ wieder in ibre ur-
spriingliche Lage zuriick d. h. ziehen wir die mit dem Grundschnitt
parallele Linie 1't’, so ist t' der gesuchte Schnittpunkt, und seine Hellig-
keit die der Ebene (bes, be’s’). Auf gleiche Weise findet man auch die
Helligkeiten der andern Pyramidensgeiten.

Fig. 35. Taf. V. zeigt einen Fall, in welchem weder die Horizontal-
noch die Vertikal-Spuren der Ebenen gegeben sind. Die mit der Vertikal-
Ebene parallele Ebene mn schneidet die Ebene (abed, a'h’¢'d’) in m'n’,
die zur Horizontal-Ebene parallele Ebene p'q’ in pq. Die Linie i senk-
recht zu mn’ und t senkrecht zu pq sind die Projectionen der Normalen
auf der Ebene (abed, a‘b'e’d’). Der Schnittpunkt einer mit (t, ') parallelen
Linie, die zugleich durch den Mittelpunkt der Normalkugel geht, mit
der Oberfliiche der letztern, liefert die entsprechende Helligkeit.

Haben mehrere Ebenen gleiche Grundneigung, so lisst sich die
Construction vereinfachen. Steht z. B. das Dodekaéder Fig. 36. Taf. V.
mit einer Seite auf der Horizontal-Ebene, so haben offenbar die Seiten
I, I, IIT, IV, V einerseits und VI, VII, VIII, IX, X andererseits gleiche
Grundneigung. Man erhilt diese leicht, wenn man z B. das bei b, recht-
winklige A\ a, by d, zeichnet, dessen Seite a, by = ab und dessen Hypo-

tenuse a, d, = der wahren Liinge von ab d. h. = e¢r ist; der Winkel
e ist sodann die Neigung der Seiten I, II .... V gegen die Horizontal-
Ebene; die oberen Seiten VI, VII, VIII .. .. X haben' ¢ine zu den vorigen

symmetrische Lage und Neigung, wie die Linie a“d” zeigt. Wiire eine der
Seiten VI, VII ... senkrecht zur Vertikal-Ebene, so miisste ihre Vertikal-
projection parallel zu a” 4" seinund ihre Helligkeit wiire bestimmt durch den
Punkt A’, wenn MN|| mit a/d"ist; da die genannten Ebenen gleiche Neigung
haben, miissen sie nothwendig die Kugel in Punkten des Kreises A'B beriih-
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ren, oder die mit den Normalen dieser Ebenen parallel gezogenen Radien
miissen die Kugeloberfliiche in dem Kreis A‘B’ durchdringen. Nun sind aber
0p; P4; qr ... Linien parallel zu den Spuren der Seiten VI, VII . .. X, die
Normalen haben daher die Riehtung uf, vh, wi ... zicht man parallel
mit denselben durch den Mittelpunkt der Kugel Linien F, H, L, N bis
zum Durchschnitt mit dem Kreis AB, so geben die Schnittpunkte die
den verschiedenen Seiten des Dodekaéders entsprechenden Helligkeiten an,
Gleicherweise sind auch die Helligkeiten der unteren Seiten zu finden.

B.
Beleuchtung krummer Fliichen.
1. Bestimmung der Helligkeit von Cylinder- und Kegelfliichen.
§. 42.

Cylinder- und Kegelflichen werden von Ebenen stets in Mantellinien
beriihrt, sie haben daher lings einer Mantellinie dieselbe Hellighkeit,
welche die berithrende Ebene hat: oder wenn die Helligkeit irgend eines
Punktes P eciner Kegel- oder Cylinderfliiche bekannt ist, so hat diese in
der durch diesen Punkt gehenden Mantellinie die nemliche Helligkeit wie
der Punkt P.

a. Cylinderfliichen.

§. 43.
Der Normalschnitt der Cylinderfliiche sei ein Kreis.
Die einem solchen Cylinder einbeschriechene Kugel beriihrt den-
selben in einem Kreis K, dessen Ebene senkrecht zur Axe des Cylinders
ist, Denken wir uns eine Beriihrungs-Ebene am Cylinder, so beriihrt
diese offenbar die einbeschriehene Kugel in einem Punkt P, der auf dem
Kreis K liegen muss, und den Cylinder in einer Mantellinie L, welche
durch den Punkt P geht; der Punkt P der Kugel und die Mantellinie L
des Cylinders haben f]n.um.mh gleiche Helligkeit, weil beide in derselben
Beriihrungs-Ebene liegen; aber auch jede andere Mantellinie hat (aus
demselben Grunde) die gleiche Helligkeit, wie der Punkt des Kreises K,
durch welchen sie gtht
Sind die Cylinderflichen zugleich parallel zu einer der Grund-Ebenen
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z. B. zur Vertikal-Ebene (Fig. 37. Taf. V1.), so sind a'h’, ¢'d’, el' ete
die normalen Querschnitte in der Vertikal-Projeetion; in diesen Kreisen
miisste offenbar eine Kugel, welche den Cylindern einbeschricben ist,
diese beriihren. Kennen wir nun die Helligkeiten der beriihrenden Kugeln
in diesen Kreisen, so haben wir nur durch die auf diesen Kreisen liegenden
Helligkeitspunkte Mantellinien zu ziehen. Die betreflenden Helligkeits-
punkte aber finden wir leicht auf der Normalkugel, wenn wir uns dieselbe
durch Cylinder umhiillt denken, welche mit den gegebenen parallel sind.
Selbstverstiindlich sind in diesem Fall auch die Beriibrungskreise parallel

den Kreisen a'h’', e'd’, e'f' ..., Zichen wir daher die Linie ¢'t’ [| a'bf,
p's’ Il e'd’, ra’ |l e'f* .... so sind die auf q't!, p’s’, ‘v’ liegenden Hellig-
keitspunkte proportional auf a'h’ resp. ¢'d’, e'f* ... zu iibertragen.

[Unter Helligkeitspunkten verstehen wir hier (wie auch im Folgenden
steis) die Schnittpunkte von Linien (wie z. B. p's’, g't'...) mit den Helligkeits-
curven der Kugel. Das Uebertragen kann in der Art geschehen, dass
man z B. aT = q't" macht, und die Helligkeitspunkte yon ¢‘t’ auf a'l’
mit dem Zirkel iibertriigt, den Punkt F mit b' verbindet und durch die
Theilpunkte der Linie a’F Parallelen zu Fb’ zieht; die Schmitipunkte der
letztern mit a’'b’ sind die gewiinschten Helligkeitspunkte; man hat nun nur
noch durch dieselben Mantellinien zu ziehen und mit den entsprechenden
Ziffern und Zeichen zu versehen.

Die Ellipse AB ist die Horizontal-Projection des Schnittes a’lb’;
dergleichen ist qQtT die Horizontal-Projection des mit dem vorigen
parallelen Schnittes q't’ der Normalkugel; eine mit dem Cylinderstiick A B
parallele Cylinderfliiche wiirde demnach die Kugel in dem gréssten Kreis
qQtT beriihren, oder umgekehrt wiirde eine dem Cylinder AB einbe-
schriebene Kugel denselben in der Elipse AB beriihren, die Helligkeit in beiden
Beriihrungslinien ist demmach dieselbe. Um die Helligkeitspunkte von
der Elipse qQtT auf die Elipse AB zu iibertragen, iibertrage man
dieselben entweder auf die Axe T oder auf ¢ine mit ihr parallele Linie
CD, und von da auf AB, und ziehe sodann die entsprechenden
Mantellinien.

Fiir das Cylinderstiick EF findet man die Beleuchtung genau wie
vorhin fiir die Vertikal-Projection, indem man nur QT || EF zu ziehen
und die betreffenden Beleuchtungspunkte von QT auf EF zu iiberfragen
braucht.

§. 44.

Ist der Cylinder (von kreisférmigem Normalschnitt) gegen beide
Grund-Ebenen geneigt (Fig. 38, Taf. VI.), so kinnen wir uns die Pro-
jection des Kreises, in welchem ein mit (RS, R'S’) paraller Cylinder die
Normalkugel beriibrt, leicht verschaffen, wenn wir durch den Kugel-
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mittelpunkt die Linie (MN, M‘N’) parallel mit (mn, m’n’) ziehen, dic
Projectionen desjenigen griissten Kreises (cd, gh) !LJ[}IIH'II der senkrecht
auf (MN, M‘NY) steht, was am leichtesten mit Hilfe der projicirenden
Ebenen MN und M'N’ geschehen wird. In der Umklappung der horizontal-
projicirenden Ebene MN erhidlt man den Kreis K als Schnittkreis und
M N ist die Umklappung der durch den Mittelpunkt gehenden Linie;
der Durchmesser a”b” (senkrecht auf M N“) ist die Umklappung des Be-
rithrungskreises, der nun in dhnlicher Weise, wie in §. 86 gezeigt wurde,
in die Horizontal- und Vertikal-Projection gebracht werden kann. Die
0 erhaltenen Elipsen ac¢bd und e g’ h sind nun die P rojectionen eines
Kreises, in welchem ein zn (RS, R'S) paralleler Cylinder die Kugel
beriihrt. Selbstverstiindlich miissen 1110 Projectionen desjenigen Kreises
(xz, x'%'), in welchem eine dem Cylinder einbeschriebene Kugel diesen
beriihrt, den Projectionen des Kreises (cd, gh) #hnlich sein; doch braucht
man diese nicht zu construiren, da man die Helligkeitspunkte des Bogens
cad auf die Axe ¢d und von da auf die Axe xz iibertragen kann, Man
hat sodann nur noch die betreffenden Mantellinien zu ziehen. In der
Vertikal-Projection ist das Verfahren das gleiche.

§. 45.

Der normale Quersehnitt des Cylinders sei eine belie-
bige Curve,

Die Cylinderfliiche sei parallel zu einer der Grund-Ebenen, z. B, zur
Vertikal-Ebene (Fig. 39. Taf. V1.). Die Kugel bac beriihrt die Cylinder-
fliiche im Punkt a, beide Fliichen miissen daher im P unkt a die nemliche
Helligkeit haben. Zeichnet man die Beriihrungs-Ebene mn im Punkt a,
0 hat die damit parallele Beriihrungs-Ebene M N an der Normalkugel die
Helligkeit des Punktes A ; dieselbe Helligkeit muss aher auch die Beriihrungs-
Ebene mn und die Mantellinie (a, a’a”) haben. Das Verfahren ist demnach
einfach folgendes: ziche an den ]\uf-vJumuh K eine Tangente MN (womig-
lich’ an einen der Punkte, in welchen die Hellencurven der Kugel deren
Umriss beriihren), p: wallel mit MN an die Cylinderspur so viele Tangenten
(mn) als miglich sind; die durch die Beriihrungspunkte a, d, e gehenden
Mantellinien a‘a’, d'd”, e’e” haben sodann die Helligkeit des Punktes A,

Hat die Cylinderfliiche zu einer der Grund-Ebenen cine schrige Lage,
wie z, B. das Cylinderstiick abed (Fig. 40. Taf. VL), so schneide man
dasselbe durch eine normale Ebene mn und lege durch den Kugelmittel-
punkt eine mit mn parallele Ebene M N. Beriihrt nun eine Ebene den
Normalsehnitt mn, so wird an M N stets eine parallele Beriihrungs-Ebene
miglich sein, Klappt man die Ebenen mn und M N um, so r*rlm]t man
cinerseits das Profil efgh, andererseit den Halbkreis NE M. Legt
man an f und F parallele Tangenten, so sind dies die Spuren der die
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Schnitte mn und MN beriihrenden Ebenen in der Umklappung. Der
Punkt F, in seine urspriingliche Lage zuriickeebracht, ergibt den Punkt
(mit der Helligkeit + 1°/+). Dieselbe Helligkeit, welehe £ hat, hat auch der
Punkt f, beziehungsweise die durch  gehende Mantellinie. Die Tangente
im Punkt g ist parallel zu der in f, also hat auch die durch g gehende
Mantelline die Helligkeit des Punktes { der Normalkugel (d. h. eben-
falls + 1%s).

§. 46.

[st der normale Querschnitt des Cylinders eine beliebige Curve und
ist seine Axe gegen beide Grund-Ebenen geneigt (Fig. 41. Taf. VIL.), so
verschalfe man sich die Projectionen des Normalschnittes, indem man
den Cylinder durch eine Ebene F G H senkrecht zur Richtung seiner Axe
oder seiner Mantellinien schneidet. Legt man zugleich durch den Kugel-
mittelpunkt eine mit I' G H parallele Ebene und construirt deren Durch-
schnitt mit der Kugeloberfliiche, was in der schon mehrfach erwihnten
Weise geschehen kann, so hat man nur an die Projection des normalen
Cylinderschnittes Tangenten P O, M'N’ ... zu zichen, die damit parallelen
Tangenten p q, m'n’ ... an die Kugelschnitte beriihren diese in b, a' ...
Die Punkte B, A’ ... und daher auch die durch B, A’ gehenden Cylinder-
Mantellinie haben die Helligkeit der Punkte b, a' u. s f. :

§. 47,
Beleuchtung hohler Cylinder.

Die concave Cylinderfiiiche abe (Fig. 42. Taf. VI.) wird von der
Kugel in dem Bogen (abe, a'b'c’) beriihrt; dass hier zur Construction
der Beleuchtung die eoncave Normalkugel zur Anwendung kommen muss,
bedarf wohl kaum der Erwithnung. Man hat demnach nur durch die anf
a'b'e’ liegenden Helligkeitspunkte Mantellinien zu ziehen, und diese mit
den gleichen Namen und Vorzeichen zu verschen. Ist der Durchmesser
der Normalkugel kleiner oder grésser als a’c’, so miissen selbstverstiindlich
die Helligkeitspunkte proportional auf a'c’ iibertragen werden. _

Fig. 43. Taf. VII. zeigt ein weiteres Beispiel der Beleuchtung hohler
Cylinderfliichen, das namentlich auf die Canelirungen von Siulenschiiften
anwendbar ist. Auf den Cylinder A'B’ passt die eben beschriebene Con-
struetion.  Die den Cylindern einbeschriebenen Kugeln w, v, x, v, z ...
berithren diese in den Bogen (boe, b'e!), (dpe, d'e’), (hri, ") ... Da
aber von der Mitte p, q,r... des Beriihrungshogens aus nach links und
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nach rechts die Beleuchtungspunkte auf allen Beriihrungskugeln gleiche
Lage haben, so hat man nur von den Bogenmitten w’, v/, v/, 2z’ ... nach
links die auf x‘f', und nach rechts die auf x'g’ liegenden Helligkeitspunkte
aufzutragen. Selbstverstiindlich haben nur diejenigen Punkte praktischen
Werth, welche auf die sichtbaren Theile der Kanelirungen fallen.

b. Kegelflichen.

§ 43,

Der normale Querschnitt der Kegelfliche sei ein Kreis,

Da wir uns einer solchen Kegelfliiche stets eine Kugel einheschrieben
denken konnen, welche dieselbe in einem zur Kepgelaxe senkrechten
Kreise beriihrt, die Helligkeit des Kegels und der Kugel in diesem Kreise
aber die gleiche ist, und demmnach nur durch die Helligkeitspunkte jenes
Beriihrungskreises Mantellinien zu ziehen sind, so werden die zu be-
sprechenden Belenchtungsconstructionen von Kegelfliichen, nach dem, was
bereits iiber die Cylinderflichen gesagt wurde, keine erheblichen Schwie-
rigkeiten meht machen,

§. 49,

Die Axe des Kegels steht senkrecht zur Horizontal-
Ebene (Fig. 44, Taf. VIL).

Die Kugel efg berithrt den Kegel a’s'b’ im Kreis ¢'d’, auf beiden
Flichen ist demmnach die Beleuchtung im Kreis c¢'d’ die gleiche. Wir
finden aber die Helligkeitspunkte auf ¢‘d‘, wenn wir an die Normalkugel
eine mit a's’ parallele Tangente P'S' legen, durch den Beriihrungs-
punkt A’ die Linie A‘B’ senkrecht zur Axe S8 S' zichen und die Hellig-
keitspunkte der Linie A‘B auf ¢'d’ proportional iibertragen. Denn die
der Kegelfliche a’s'h’ gleiche Kegelfliche P'S'Q)’ beriihrt die Normalkugel
in einem Kreis A‘B’, der offenbar die gleiche Lage auf ihr hat, wie der
Beriihrungskreis ¢'d’ auf der Kugel efg, die Beleuchtung muss daher in
A'B’ und ¢'d’ die gleiche sein, Der Kreis AB ist die Horizontal-Projec-
tion des Beriihrungskreises A'B’; die Spitze des Kegels in der Horizontal-
Projection ist der Punkt 8. Man hiitte demnach nur durch di¢ auf dem
Kreis A B liegenden Helligkeitspunkte Mantellinien zu ziehen. Da aber
auf dem Kegel asb die Beleuchtung dieselbe sein muss, so beschreibe
man aus 8 als Mittelpunkt den mit AB gleich grossen Kreis a’b", iiber-
trage auf ihn die Helligkeitspunkte des Kreises A B, und ziehe durch
dieselben Mantellinien,
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Es wird nun nach diesen Bemerkungen leicht sein, die Beleuchtung
des aus einzelnen abgestumpften Kegeln bestehenden Kirpers (Fig. 45,
Taf. VL) zu bestimmen. Zieht man nemlich die Tangenten MN || mn,
PQllpg, R8Mlrs w s f. und durch die Beriihrungspunkte D, E... die
Linien DC, EF ... parallel zu ab, de... also senkrecht zur Axe des
Kéorpers, so haben offenbar die Mantellinien des Kegelstumpfs abed die
Helligkeit der Helligkeitspunkte von DC, die Mantellinien des Kegel-
stumpfs dcfe die Helligkeit der Helligkeitspunkte von EF u. s, f

§. 50.

Ist die Axe der Kegelfliiche parallel zueiner der Grund-
Ebenen, gegen die andere geneigt, der Normalsehnitt ein Kreis, so
ist die Construktion von der vorigen nichi wesentlich verschieden. Um-
shreibt man niimlich der Normalkugel cinen Kegel A’S'B‘, der dem ge-
gebenen gleich und parallel ist (Fig. 46. Taf. VIL.), so beriihrt dieser die
Kugel im Kreis (AB, A‘B"). Zieht man a”’b" || A‘B’, so muss offenbar
eine dem Kegel a’s'b’ einbeschriebene Kugel letzteren im Kreis a®h*
beriihren und die Beleuchtung hier demnach dieselbe, wie in A‘B’ sein.
Man iibertrage daher die Helligkeitspunkte von A‘B’ auf a” b oder un-
mittelbar auf a’b’, wenn die Grunfliche a’b’ selbst ein Schnitt senkrecht
zur Axe des Kegels ist. Unter dieser Voraussetzung kinnen wir auch die
Helligkeitspunkte von der Elipse A B (als H.Proj.) von A‘ B’ unmittelbar auf
die Elipse ab iibertragen. Wiire dies nicht der Fall, so miisste man den
Kreis a”b" in die H.Proj. bringen und hier die Helligkeitspunkte auf-
tragen. Zicht man durch dieselben die entsprechenden Kegelmantellinien,
so ist die Aufgabe gellst.

§. b1,

Ist die Axe des Kegels gegen beide Grund-Ebenen oe-
neigt, der Normalschnitt aber wieder ein Kreis, so umschreibe
man der Normalkugel einen dem gegebenen gleichen und parallelen
_l(cgcl und construire deren Beriihrungslinie, was aunf folgende Weise ge-
scthehen kann: (Fig. 47. Taf. VII.)

Man ziehe durch den Kugelmittelpunkt (o,0') eine Linie (AS, A’'SY)
parallel mit der Axe (as, a’s’) des Kegels und klappe die projicirenden
Ebenen, z. B TS und A8 in die gleichnamige Projections-Ebene, also
in die Horizontalebene um, wodurch man einerseits den Schnitt mit dem
Kegel ¢bS”, andererseits den mit der Kugel d. h. den Kreis G BC erhiilt.
Zieht man an den Kreis G BC die Tangenten C 8" und BS* parallel mit ¢SY
und b 5", so ist C8“B ein die Kugel G B C beriihrender, dem Kegel ¢5“b
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gleicher Kegel. Der Kegel C3“B beriihrt die Kugel GBC im Kreis BC,
dessen Horizontal-Projection offenbar die Elipse DE ist; in DE beriihrt
demnach ein Kegel die Normalkugel (0,07) der dem Kegel (5, 5) gleich
und parallel ist. Ist die Grundfliche de ein Normalschnitt, so kinnen
nunmehr die auf DE liegenden Helligkeitspunkte sofort auf de in der
schon mehrfach erwiihnten Weise iibertragen werden.

Zeichnet man die Verticalprojection zu D E, so erhilt man dadurch die
auf d’e’ zu iibertragenden Helligkeitspunkte, durch die man nur noch
Mantellinien zu ziehen braucht.

(o
1

Der Querschnitt des Kegels ist eine beliebige Curve.

Man wird fiir diesen Fall die Helligkeit beliebiger Mantellinien da-
durch erhalten, dass man an dieselben Beriihrungs - Ebenen legt und
deren Helligkeit bestimmt, da bekanntlich die Mantellinie, in welcher
eine Kegelfliche von einer Ebene beriihrt wird, die Helligkeit der letz-
teren hat.

Die Horizontalspur der Ebene, welche die Kegelfliche (Fig. 48.
Taf. VII.) in (as, a’s%) berithrt, ist die Gerade mn; die zugehorige
Vertikalspur, oder einfacher eine mit der Vertikalspur parallele Gerade
p’q’ erhalten wir, wenn wir die Beriihrungs-Ebene durch eine mit der
Vertikal - Ebene parallele Ebene op schneiden. Die in der Bertihrungs-
Ebene liegenden Geraden mn und as werden in ¢ und f, oder in der
Vertikal-Projection in q' und { geschnitten; die Verbindungslinie qf* ist
demnach eine zur Vertikalspur der Beriihrungs-Ebene parallele Gerade
und rt | mn und ot | p'q’ sind die Projectionen einer Normalen
anf der Berithrungs-Ebene. Mit Hilfe dieser Normalen ist nun die Hellig-
keit der Berithrungs - Ebene, resp. der Mantellinie (as, a’s’), wie oben
§. 41" beschrieben, leicht zu bestimmen. Wir zichen nemlich durch den
Mittelpunkt der Normalkugel (0,07) die Linie (o R, o'R’) parallel mit (rt,
r’'t’), drehen die horizontal projicirende Ebene oR um die Axe (o0,0"), bis
sie die zur Vertikal-Ebene parallele Lage oR" einnimmt; der grisste
Kreis o R der Kugel fillt nunmehr mit dem vertikalen Kugelumriss zu-
sammen, wiithrend o’ R* die Lage o R** einnimmt und den Kugel-Umriss in h*
schneidet, der, wenn man die Gerade {oR", o’ R*‘) in die urspriingliche
Lage zuriickbringt, die Lage (b, b’) einnimmt. Die Helligkeit dieses
Punktes ist nun die der Beriihrungsebene mn, rvesp. der Mantellinie (as,

a’s’) u. s f



2) Construktion der Belenchtung von Umdrehungsfiiichen.

L]

Die Drehungsaxe steht senkrecht auf einer der Grund-
Ebenen,

Die durch Drehung des Kreises (def, d'e'f'¢’) (Fig. 49. Taf. VIIL)
um die zur Horizontalebene senkrechic Axe (s,s"s’) entstandene Wulst-
fliche wird von dem Drehungskegel a’b’s’ in dem Kreis (ab, a’h’) be-
vithrt; der mit a’s'b’ gleiche Kegel A’S' B’ berviihrt die Normalkugel im
Kreis (AB, A’B’); in den Kreisen (ab, a'b’) und (AB, _-"L‘I:'u"')-mus:-s
daher auf der Umdrehungsfliiche und der Kugel die Helligkeit ﬂit.gJL-]L-l”_.
sein und sind demzufolge die auf A‘B‘ Legenden Hellenpunkte auf a’ b’
proportional zu iibertragen. -

Aus dem Ebengesagten ergibt sich unmittelbar der fiir Drehungs-
fléichen allgemein giltige Satz, dass wenn man durch den Mittelpunkt der
Normalkugel eine Linie parallel zur Axe der Umdrehungsfliiche zieht, die
Beleuchtung derjenigen Parallelkreise der Umdrehungsfliche und der Kugel
gleich sind, fiir welche die von den Axen aus gezogenen, jene Flichen
in den betreflfenden Parallelkreisen beriibrenden Tangenten parallel sind;
so ist z. B. im vorliegenden Fall, da die Tangente t* der Umdrechungs-
fléiche und die Tangente T¢ der Kugel parallel sind, die Beleuchtung in
a‘’b’ und A’B’ die gleiche. Da jeder Parallelkreis der l'mclr'uhm|_g'.-ﬂé[:,-hc
eine andere Tangente in ¢’d‘e’ hat, so muss offenbar auch die Be-
leachtung in jedem derselben eine andere sein, da die Lage der Hellig-
keitspunkte auf den mit A‘D‘ parallelen Parallelkreisen der Kugel eine
verschiedene ist, :

Die Kreise ab und AB sind die Herizontal-Projectionen der Be--
riihrungskreise a’h’ und A’B’, die Beleuchtung ist demnach auch hier die
gleiche und wird man demgemiiss die Helligkeitspunkte vom Kreis AB
auf den Kreis ab (mach § 49) zu iibertragen haben. Rascher und. ein-
facher wird indess folgendes Verfahren zum Ziele fiihren, wenn die
Helleneurven der Horizontalprojectionen zu bestimmen sind. Wir kdnnen
uns nemlich auch die Wulstfliche durch Drehung der Kugel dpf um die
Axe s entstanden denken; bei dieser Drehung beriihrt die Kugel die
Waulstfliiche stets in einem grissten Kreis df, mn..., deren Ebenen er-
weitert durch die Drehungsaxe gehen. Kugel und Umdrehungsfliche
haben daher in diesen Kreizen die nemliche Beleuchtung; die Beleuchtung
in mn ist aber die gleiche, welche die Normalkugel in MN hat, wemn
MN [|mn; ebenso igt auch die Beleuchtung in op und OF, in qr und
QR u. s f .die gleiche, werm OP |lop und QR || qr... gemacht wird.
Das Verfahren ist demnach ecinfach folgendes: ziche die radialen Linien
mn, op, qr..., damit parallel durch den Mittelpunkt des Grundrisses der




Kugel die Linien MN, OP, QR.... und iibertrage die auf diesen Linien liegen-
den Helligkeitspunkte auf die entsprechenden Parallelen mn,op, pq u. s f.

Hat man sich auf diese Weise e¢ine hinreichende Anzahl von Hellig-
keitspunkten in der Vertikal- und Horizontalprojection verschafft, so er-
hiilt man durch stetige Verbindung der gleichnamigen Punkte die Hellig-
keitscurven, wie sie in Fig. 49 zu sehen sind.

Der dem Berithrungskreis op gegeniiberliegende und mit ihm parallele
Kreis o p” hat selbstverstindlich dieselbe Beleuchtung wie op; dasselbe
gilt auch von qr und ¢‘r’ w s f.

Die mit dem Lichtstrahl parallele Linie MN bildet fiir die Beleuch-
tung der beiden Kugelhemisphiiren MON und MPN eine symmetrische
Mittellinie, dasselbe ist auch der Fall bei der Wulstfliche beztiglich der
Linie m“n", wie man sich leicht {iberzengen kann.

Eine zur Horizontal-Ebene parallele Ebene beriihrt die Wulstfliiche im
Kreis (cc”, ¢’¢”) und die Kugel im Punkt C’; die Helligkeit im Kreis (ce,
¢' e’’’} ist daher durchweg die des Punktes C‘, nemlich — -} 1.

Die Erzeugende (Kugel) (cdf, ¢’ d‘e’f) beriihrt den Wulst in dem
grossten Kreis df, in der Vertikalprojection im vertikalen Umriss o/ d’e’,
derselbe hat demnach auch die gleiche Helligkeit wie der Bogen C/D'E
der Normalkugel. Die betreffenden Helligkeitspunkte auf C'D’E sind aber
die Beriihrungspunkte der Hellencurven mit dem Kugelumriss; iibertriigt
man dieselben auf ¢’d’e’, so sind sie auch hier Berithrungspunkte fiir die
Hellencurven des Wulstes. Das gleiche gilt fiir den Bogen ¢’ g‘e’ und
G/ G K.

In der Lage h'i'k‘s” beriihrt die Erzeugende (Kugel) die Wulst-
fliiche im Kreis i's", der offenbar als Gerade sich projicirt. Die Be-
leuchtung ist hier selbstverstindlich dieselbe, welche die Kugel im Kreis
(’S“E hat und sind demnach die Helligkeitspunkte von da auf i‘s" pro-
portional zu iibertragen.

Um die hochsten und tiefsten Punkte T, I, IIIY, IV”.. .. der Hellen-
curven auf der Wulstfliiche, welche nothwendig den Punkten I, 1I, III,
IV.... auf der Kugel entsprechen, zu erhalten, mache man ZY || ('E,
ziehe durch die Punkte I, IT, IIT.... Linien parallel zum Grundschnitt,
his sie ZY schneiden, iibertrage diese Punkte proportional auf z’y’, und
ziehe durch dieselben Linien parallel zum Grundsehnitt, so liegen auf
letzteren die entsprechenden hiichsten oder tiefsten Punkte der Hellencurven
des Wulstes.

Der Punkt x‘; in welchem die Curve + 'z auf dem Wulste umkehrt,
muss offenbar der Lage des Punktes X’ auf der Kugel entsprechen und
daher auf einem Parallelkreis liegen, fiir welchen die Tangente am
Umriss dieselbe Richtung hat, wie fiir den durch X' gehenden Parallel-
kreis der Kugel.

Ganz dhnlich findet man auch die Umkehrpunkte der Curve -+ Yzin
der Horizontalprojection, wenn man in der Horizontalprojection der Kugel
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von S aus an die Curve - 'z Tangenten zieht; zieht man in der Horizontal-
projection des Wulstes von s aus Linien parallel zu jenen Tangenten, so
miissen diese ebenfalls die Curve + '/2 (in der Horizontalprojection des
Wulstes) beriihren.

Auf jeder der Linien mn, vw, qr .... erhiilt man zweimal einen
Punkt mit der Helligkeit + 1, weil jede durch S gezogene Gerade MN,
QR.... die Curve + 1zweimal sehneidet, mit Ausnahme der Linie OP
(L. MN), welche die Curve 4 1 beriihrt. Man erhiilt daher auf op und

a

o”p" nur einen Punkt mit der Helligkeit + 1; es ist dies der Krenzungs-
punkt 1 oder 1 der Doppelcurve + 1 des Wualstes.

§. 54,

Die in (Fig. 50. Taf, VIIL) gezeichnete Wulstfliiche a’b*b* a’* unter-
scheidet sich von der im vorigen §. 53 beschriebenen nur dadurch, dass
der Meridian eine gegen die Axe p'p” ecinwirtsgekriimmte Linie a‘c’a’
ist. Die Construction der Helligkeitscurven ist von der eben beschriebenen
nicht verschieden. Die Beleuchtung im Parallelkreis e’ f* ist z. B. dieselbe
wie im Parallelkreis E‘F‘ der Normalkugel, weil die Tangenten N’ und n’
parallel sind u. s. f,

Die Helligkeitspunkte auf den Hauptmeridianen a‘c¢‘a” und. b’ d*b”,
sowie auch die auf dem mittleren Meridian p’p* kinnen (wie im vorigen
Beispiel) von der Kugel iibertragen werden, nur ist anstait der convexen
Kugel K die concave Kugel K” in Anwendung zu bringen. Man hat
also die Helligkeitspunkte von A*C/ A auf a’e’a”, von A DAY auf b’d’ b
und von A‘O’AY auf p‘o’p” zu iibertragen,

Desgleichen wird man auch in der Horizontalprojection die concave
Kugel mit Vortheil in Anwendung bringen und braucht in dieser Hinsicht
nur angedeutet zu werden, dass z B. in yx die Beleuchtung dieselbe,
wie in XY und in vw dieselbe, wie in VW der concaven Normal-
kugel ist.

. 5.

Die in Fig. 51. a; b, ¢ und d. Taf. IX. dargestellten Umdrehungs-
fliichen sind aus den in §. 53 und 54 besprochenen zusammengesetzt, die
Jeleuchtung in den betreffenden Theilen daher dhnlich wie dort, wie man
sich leicht durch Vergleichung iiberzeugen kann, Die Construction der
Hellencurven ist natiirlich dieselbe, wie oben ausfiihrlich beschrieben ist.
Dass die Helleneurven in Fig. 51. a und ¢ keine durchaus stetige Curven
sind, sondern sich in scharfen Spitzen schneiden, wird nicht mehr be-
fremden, wenn man dieselben mit den Hellencurven der Fig. 49 und 50,
Taf. VIII. vergleicht.
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§. Db,

Ist der Meridian der Umdrehungsfliiche der Art gestaltet, dass sich
die Bogen AE und CF (Fig, 52 a und b, Taf. IX.) nicht unmittelbar
berithren, sondern durch eine gemeinschaftliche Tangende A C mit einander
verbunden sind, so beschreibt letztere offenbar bei der Umdrehung eine
Kegelfliche ABDC, deren Helligkeitslinien Mantellinien, also gerade
Linien sind.

Hat eine Umdrehungsfliche einen aus verschiedenartig gekriimmten
und gestalteten Curven zusammengesetzten Meridian (wie Fig. 53. Taf. X.),
so wird die Construktion sehr beschleunigt durch folgendes Verfahren:

Man' ziehe an die linksseitige Contur der Fliche so viele parallele
Tangenten mn, als miglich sind und an die Kugel eine Tangente MN || mn,
ziehe durch die Beriithrungspunkte die Parallelkreise aa, bb, ce, dd....
, endlich auch den Parallelkreis PP. Da in allen
diesen Parallelkreisen die Beleuchtung die gleiche nemlich die von
PP ist und man daher die auf PP liegenden Helligkeitspunkte proportional
aut verschiedene Léngen zu iibertragen hat, so mache man pp = PP,
ithertrage auf pp die Helligkeitspunkte von P1> und ziche von einem be-
lichigen Punkt ] aus durch dieselben gerade Linien; jede innerhalb des
Winkels tqx gezogenen, mit pp parallele Gerade wird nun in gleichem

Verhiiltniss wie pp getheilt. Es bedarf nun kaum mehr der Erwithnung,

Kk o ¥ emaistt

parallel mit pp zn ziehen Dbraucht, die Schnittpunkte mit den von {
ausgehenden radialen Linien sind sodann die entsprechenden Hellighkeits-
punkte, die man mit dem Zirkel oder einem Papierstreifen auf die Linien
aa; bb, ec... iibertriigt.

Umdrehungsflichen mit concaver Drehung.
a. bh;

Die Construktion der Beleuchtung solcher Flichen ist genau so, wic
bei den bis jetzt beschriebenen mit dem einzigen Unterschied, dass statt
der convexen Normalkugel (Fig. 30, Taf. IV.) die concave Normalkugel
(Pig. 31. Taf, IV.) substituirt werden muss.

Aus Fig. 54. Taf. IX. ist das Weitere ersichtlich und bedarf keiner
weiteren Erliiuterungz mehr.
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§. 59,

Fig. 55. Taf. X. zeigt eine Fliche, die ganz analog den Um-
drehungsflichen beziiglich der Beleuchtungsconstruktion hehandelt werden
kann.

Ist der aus dem Mittelpunkt p beschriebene Kreishogen mn das
Querprofil der Console, so muss offenbar eine Kugel die Umdrehungs-
fliche in einem Bogen der Kugelzone M*N* P ()’ berithren, die man sich durch
Umdrehung des Bogens M‘N’ von gleichem Mittelpunktswinkel (< M‘ 1D N
= < mpn) entstanden denken kann. ;

Schneidet man nun die gegebene Fliche {Consolenstirne) dureh Ebenen
ab, ed, ef..., so ist in den Schnitten a’b‘a’, e d’¢’, e‘f'e’. ... selbst-
verstiindlich die Helligkeit dieselbe, wie in den durch die Ebenen A B,
CD, EF ... erzeugten Schnitten A"B‘AY, C'D'C', E'F'E’..., vorausge-
setzt, dass AB || al, CD |led EF [| ef...ist; man hat demnach nur die
Helligkeitspunkte von den Bigen A'B'A‘, C'D'C/, E'FE’. .. auf die
Bigen a’'b’a’, e/d’ ¢/, e'f' e’ . ., zu iibertragen, und die gleichnamigen Punkte
durch stetige Linien mit einander zu verbinden,

§. 60,

Ist die Axe der Umdrehungsfliiche senkreeht zur Ver-
tikal-Ebene, so gilt alles bisher Gesagte auch fir diesen Fall, wenn
wir nur die Grundebenen mit einander vertauschen. Es seoll desshalb
folgende Aufgabe nur desshalb hier hesprochen werden, um zu zeigen,
auf welche Weise in vielen Fillen scheinbar schwierige Aufgaben leicht
und rasch sich losen lassen,

Denkt man sich in der Kehliliiche des gothischen Maasswerks (Fig, 56.
Taf. XI), dessen Profil der aus dem Mittelpunkt ¢ beschriebene Kreis-
bogen ab ist, eine beriihrende Kugel sich fortbewegen, so muss diese

1) einen Radius = ae haben;

2) ]mw{-gt gich der Mittelpunkt der I{ug‘vl in einem mit der Kriim-
mung des Maasswerkes concentrischen Kreis (z. B, g”{“¢“h*") fort;

3) ist die Entfernung b'/c¢’ dieses Kreises von der Kante m*“bh* k"
gleich bd;

4) findet die Beriihrung in Bogenstiicken statt, welche im Profil—=ab,
in der Ansicht aber die nach dem Mittelpunkt e” der Krimmung ge-
richteten geraden Linien 1”m‘, ab', kK"i",.. sind;

5) ist fiir die Belenchtungsconstruktion selbstverstiéndlich in vor-
liegendem Fall wieder die coneave Normalkugel zu verwenden.

skunde. b

Riess, Schattivin,
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Diese Andeutungen diirften geniigen, um vorliegende Aufgabe ohne
weiteres losen zu konnen. Bei der praktischen Ausfithrung wird man am
einfachsten so verfahren: Man wird sich auf Pauspapier eine Kugel vom
Halbmesser ac sammt den nithigen Helleneurven (wie NOMP zeigt)
zeichnen, von den Kriimmungsmittelpunkten aus radiale Linien 1¢m?,
a’bry vk L Loa'bl. abu s i ziehen, sodann das Pauspapier so auf
diese Linien legen, dass der Mittelpunkt der Kugel jedesmal auf den
Punkt g, £, ¢" h" . ... ¢ ¢ ... zu liegen kommt, wihrend die Axe
M N stets lotrecht, die Axe OFP stets horizontal bleibt, und nun in dieser
Lage der Kugel die auf die Linie 1“m‘, a“b*, i“k"... a’"b* fallenden
Hellenpunkte mit einer Nadel markiren, diese Punkte mit den entsprechen-
den Zeichen und Zahlen verschen und schliesslich die gleichnamigen durch
atetice Curven verbinden.

§. 61.

Fig. 57. Taf. XI. zeigt ein Beispiel, in welchem die
Drehungsaxe parallel zur Horizontalebene, aber geneigt
gegen die Vertikal-Ebene ist.

Der Drehungskegel aSb beriihrt die Fliiche im Parallelkreis ab, der
damit gleiche und parallele Kegela” 5b” beriihrt die Kugel im Kreis a”“b",
die Helligkeit ist demnach in ab und a* b die gleiche, muss daher auch in
den Vertikalprojectionen d. h. in den Elipsen a’k‘b'k* und a’ b* die gleiche
sein, Man hat demnach nur die Helligkeitspunkte von a“ b auf a’k‘b’k*
zu itbertragen u. s, £ Das Verfahren ist demnach kurz folgendes: ziche
an die Contour gace der Umdrehungsfliche beliebige Tangenten MN,
P()... desgl. an den Kugelumriss Tangenten M”N*, P“(Q”.... parallel
mit MN und P Q, zeichne die durch die Berithrungspunkte a und ¢ einer-
seits und a” und e andererseits gehenden Parallelkreise, - construire deren
Vertikal-Projectionen, iibertrage die Helligkeitspunkte von den Parallel-
kreisen der Kugel auf die entsprechenden Parallelkreise der Umdrehungs-
fliche und verbinde die gleichnamigen Helligkeitspunkte durch stetige
Curven.

6. 62.

Die Axe der Umdrehungsfliche ist gegen beide Grund-
ebenen geneigt,

Die Linie (mn, m‘n’) sei die Axe einer Umdrehungsfliiche (Fig. 58.
Taf. XII.). Dreht man die vertikalprojicirende Ebene der Axe um eine in
dieser Ebene liegende mit der Vertikal-Ebene parallele Linie (mp, m’p’)
bis sie eine zur Vertikal-Ebene parallele Lage einnimmt, so erhilt man
hier m‘n’/ als Axe und zugleich den in jener projicirenden Ebene liegenden
Meridian n”b”d“f“... der Umdrehungsfliche, die Parallelkreise aber
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miissen hier als einfache gerade zu m’n” senkrechte Linien a®b", ¢“d%

. . sich darstellen.

Legt man durch den Mittelpunkt der Normalkugel eine Linie (M N,M’NY)
parallel zn (mn,m’n’) und zeichnet auch hier den Schnitt der vertikal-proji-
cirenden Ebene M’ N* mit der Kugel und deren Umklappung, so muss offenbar
die Beleuchtung der Umdrehungsfliche im Kreis a’/ b dieselbe sein, wie aunf
der Kugel in A”B*, vorausgesetzt, dass die Tangente st parallel ist
mit der Tangente S“T". Nun ist aber die Elipse a‘b‘a’ die Vertikal-
Projection von a”b” und.A‘B’A’ die Vertikal-Projection von A“B*,
folglich muss die Helligkeit der Drehungsfliiche in a’b’a’ und A‘B'A* die
gleiche sein und man hat daher wieder die Hellenpunkte von A‘B‘A‘auf
a‘b’a’ zu iibertragen.

Durch wiederholte Anwendung dieses Verfahrens kann man sich eine
hinreichende Anzahl von Helligkeits-Punkten verschaffen, um mit Sicher-
heit die Helligkeitscurven auf der Umdrehungsfliiche zeichnen zu konnen,

3) Belenchtung der Schraubenfliichen.

a) Die Erzeugende steht senkrecht zur Axe.
(Wendelfliche.)

§. 63.

Um die Helligkeit irgend eines Punktes (a,a’) der Schraubenfliiche
(Fig. 59. Taf. XIL) zu finden, zeichne man die Normale (mn, m’'n’) im
Punkt (a,a'), ziche durch den Kugelmittelpunkt eine Parallele (O A, 0’ AY)
mit (mn, m'n’) und bestimme deren Durchschnitt mit der Kugelober-
fliche; die Helligkeit des Durchschnitispunktes (A, A’) ist sodann die des
Punktes (a,a’),

Der Cylinder azbdel..., welcher die Axe mit der Wendelfliiche
gemeinschaftlich hat, schneidet letztere in der Schraubenlinie k'a‘z'b’. ..
k“; die Tangente (pq, p’q’) im Punkt (a, a’) dieser Schraubenlinie beriilirt
auch die Schraubenfliiche in diesem Punkt. Die Beriihrungs-Ebene an die
Schraubenfliiche im Punkt (a,a’) aber ist diejenige Ebene, welche durch
die Tangente (pq, p'q’) und durch die durch den Punkt (a, a“) gehende
Erzeugende (sa, a’) gelegt werden kann. Da die Erzeugende (sa, a‘)
parallel zur Horizontal-Ebene, so muss auach die Spur der Berithrungs-
Ebene parallel zu sa sein, ¢benso ist die Vertikalspur parallel zu p‘q’,
weil die Tangente (p q, p'q') parallel zur Vertikal-Ebene ist; die Pro-
Jectionen der Normalen in (a,a') sind demnach die zu sa und p‘q’ senk-
rechten Linien mn und m'n’. Alle Tangenten an der Schraubenlinie
k‘a‘b’..., also auch alle Normalen haben gleiche Neigung gegen die
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Horizontal-Ebene, fiir alle ist der Winkel a‘t's’ der gleiche. Zieht man
daher durch den Kugelmittelpunkt (O, 0) Linien parallel mit diesen Nox-
malen, so miissen dieselben, da sie alle gleiche Neigung gegen die
Horizontalebene, also auch gegen die Axe 0,0 einzchliessen, auf einem
Kegelmantel liegen, den man durch Drehung der Linie O A’ um die Axe
0’0" erhiilt. Dieser Kegel schneidet aber die Kugel im Parallelkreis
(A'AY, AAY), folglich sind alle Helligkeitspunkte der Schraubenfliche
lings der Schraubenlinie ‘k'a’b’l'.... in dem Kreis (A’AY, AA") zu
suchen. Uebertriigt man nun die Helligkeitspunkte vom Kreis A A der
Kugel aunf den Kreis abdel... und zwar so, dass der Punkt A auf a zu
liegen kommt, so sind diese nur noch in Vertikal - Projection, d. h. auf
die Schraubenlinie k'a‘h’l’... zu bringen.

Um nun eine hinreichende Anzahl von Helligkeitspunkten zun erhalten,
deren stetige Verbindung die gewiinschten Hellencurven ergibt, schueide
man die Wendelfliche durch coneentrische Cylinder und verfahre sodann
in der ebenheschriebenen Weise,

b) Die Erzeugende ist gegen die Axe geneigt.
§. 64.

Die Schraubenlinie e'f'a’g'h! (Fig. 60. Taf. XIII.) sei die Leitlinie
einer Schraubenfliiche, die durch den Punkt (a,a’) gehende, die Axe in (c,c)
schneidende Gerade (ed, ¢'d’) erzeuge die Schraubenfliiche dadurch, dass
sie an jener Schraubenlinie fortgleitet, wihrend sie die Axe stets unter
dem Winkel ¢”¢'d’ schneidet.

Eine Beriihrungs-Ebene im Punkt (a, a’) z. B. ist diejenige Ebene,
welche durch die Erzeugende (cd, ¢‘d) und durch die Tangente im Punkt
(a, a'), also durch die Linie (pq, p'q’) gelegt werden kann. Die Hori-
zontalspur der Linie (cd, ¢'d’) ist der Punkt d, die Horizontalspur der
Tangente (pq, p'q’) ist der Punkt g, wenn nemlich die Liinge aq=der
Linge des Halbkreises afe ist; die Verbindungslinie der Punkte d und g
ist demnach die Horizontalspur der Beriihrungsebene an der Schrauben-
fliche in (a,a’). Die Horizontalprojection der Normalen auf dieser Ebene,
. also auch auf der Sehraubenfliiche im Punkt (a, a') ist die auf dq senk-
rechte Linie mn. Die Vertikalprojeetion zu mn ist offenbar die zu ¢'d’
senkrechte Linie mm’, weil (cd, ¢'d’) parallel zur Vertikal-Ebene ist, die
Vertikalspur der Beriihrungs-Ebene daher parallel mit ¢'d’ sein muss.

Die mit (mn, m‘n’) parallele durch den Mittelpunkt der Kugel ge-
zogene Gerade (OA, O'AY) schneidet die Kugeloberfliiche im Punkt (A, AY),
folglich ist die Helligkeit des Punktes (a, a') die von (A, A').

Da nun aber wie in dem Beispiel des vorigen §. die Normalen auf
der Schraubenfliiche lings der Schraubenlinie e‘fa’g’ ... gegen die Hori-

e —
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zontal-Ebene gleiche Neigung haben, so liegen die mit den Normalen
durch den Mittelpunkt der Kugel gezogenen Parallelen auf einem Drehungs-
kegel, dessen Mantellinien mit der Horizontal-Ebene denselben Winkel
machen wie die Normalen. Bringen wir die Nermale (mn, m'n’) in die
zur Vertikal-Ebene parallele Lage (an”, a'm’), so ist der Winkel k‘an"
der gesuchte Neigungswinkel und daher die Gerade N“F* durch den
Kugelmittelpunkt so zu ziehen, dass g N'FK' = n"a'’k!. Jede mit
irgend einer der genannten Normalen durch O parallel gezogenen Gerade
ist nun eine Mantellinie des Kegels N*/0'C', und alle Helligkeitspunkie
der Schraubenfliiche lings der Schraubenlinie e'fa’g'h’ werden daher auf
C'B’ zu suchen sein, Da ON | mn, so ist die Hellipkeit des Punktes
(a, ') die des Punktes (A, A‘), Uebertriigt man nun die auf dem Kreis
(B liegenden Helligkeitspunkte auf den Kreis aghf so, dass der Punkt
A mit dem Punkt a correspondirt, so hat man dieselbén nur noch in
Vertikalprojection zu bringen.

Schneidet man die Schraubenfliche wieder (wie im vorigen Beispiel
§. 63) durch concentrische Cylinder, so erhiilt man als Sehnitt mit derselben
jedesmal eine Schraubenlinie, die mit der ersten (der Leitlinie) gleiche
Ganghihe ¢’¢’” hat. Da aber die Durchmesser der Schraubencylinder
verschieden sind, so muss jede dieser Schraubenlinien eine andere Stei-
gung, folglich auch andere Tangenten und Normalenrichtung haben. Fiir
jede Sehraubenlinie wird man desshalb auch eine andere mit den Normalen
parallele Kegelfliiche, also auch andere Beleuchtungspunkte finden, deren
stetige Verbindung die betreffenden Helligkeitscurven auf der Fliche ergibt.

Wir konnen uns die gewundene Fliiche (Fig. 61. Taf. XIII,) dadurch
entstanden denken, dass das ebene Flichenstick mnopqrst mit dem
Mittelpunkt x in der Axe x‘x” sich in die Hohe schiebt, wihrend eine
der Ecken an einer Schrauhenlinie fortgleitet.

Tn den dadurch entstandenen Kanelirungen konnen wir uns eine
Kugel fortrollend denken, die dieselben in den Bogen (st, s't'), (tm, 8t
(mn, s“t") u. s f. beviihrt, und daher in diesen diesclbe Helligkeit
hat, wie die Kugel; die Hellenpunkte kinnen von letzterer auf die ent-
sprechenden Beriihrungsbogen leicht fibertragen werden.

Da die Beriihrung stets auf dem horizontalen Kugelumriss, in der
Vertikalprojection also in einem Theil der Linie v w stattfindet, der
Mittelpunkt der beriihrenden Kugel aber auf der Schraubenlinie (abecde,
a'b'e’d'e’) liegen muss, so wird man am einfachsten die auf v w liegenden
Hellenpunkte etwa auf dem Rande eines Papierstreifens verzeichnen, dann
den Papierstreifen so an die Linje s"t”, &'t sIVtI¥ legen, dass der-
jenige Punkt, welcher dem Punkt a’ entspricht, auf b',¢!,d';e’.. zu liegen
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kommt, sodann die auf die Strecken st", st/ sV {IV [allenden Punkte
markiren, und die gleichnamigen durch Curven stetig verbinden.
Anmerkung. Diese Construction ist jedoch nur anniherungsweise richtig,
namentlich setzt sie ein bedeutendes Steigunesverhiiltniss voraus, Andernfalls
muss die im niichsten §. angegebene Construktion der Beleuchtung zur Anwendung
kommen,

Beleuchtung der schraubenférmigen Wulstfiiche.
(Fig. 62. Taf. XIIL)

§. 66,

Die schraubenformige Wulstfliiche kinnen wir uns dadurch entstanden
denken, dass eine Kugel mit ihrem Mittelpunkt auf einer Schraubenlinie
sich forthewegt; die Kugel beriihrt dabei die erzeugte Fliche stets in
einem grossten Kreis, dessen Ebene senkrecht auf der Richtung der
Schranbenlinie, also senkrecht auf der betreffenden Tangente steht. Da
aber die Tangenten stets gleiche Neigung gegen die Horizontal-Ebene
haben, so ist auch die Neigung des Beriihrungskreises gegen die Hori-
zontal-Ebene immer dieselbe, und daher die Horizontalprojection desselben
eine Elipse von stets gleicher Form und Grisse; die grosse Axe aber ist
stets nach dem Punkt s gerichtet.

Befindet sich die Erzeugende (Kugel) in der Lage (x, x%), 8o ist, da
dic Tangente im Punkt (x, x') parallel zur Vertikal-Ebene ist, die zu
m’n’ senkrechte Linie a'¢’ die Vertikalprojection des Beriihrungskreises;
seine Horizontalprojection ist demnach die Elipse abeb” und die Hori-
zontalprojectionen aller Beriihrungskreise sind Elipsen von gleicher Form
und Grisse, deren Vertikal-Projectionen ohne Schwierigheit gezeichnet
werden kiinnen. Um die Helligkeitspunkte auf den Beriihrungskreisen zu
erhalten, miisste man die Normalkugel durch Ebenen schneiden, welche
mit den Ebenen der Beriihrungskreise parallel sind und durch den Kugel-
mittelpunkt gehen; die Projectionen dieser Schnitte miissen aber, wie
leicht einzuschen, Elipsen von gleichen Axenverhiiltnissen, wie die Pro-
Jectionen der Beriihrungskreise sein, man wird demnach nur in die Pro-
Jection der Normalkugel Elipsen zu zeichnen haben, welche eine mit den
letzteren parallele Lage haben und ilnen #hunlich sind.

Noch einfacher und rascher kommt man aber zum Ziel, wenn man
eine Kugel von der Grisse der Erzeugenden mit den Curven gleicher
Helligkeit auf Pauspapier zeichnet, diese mit ihrem Mittelpunkt so auf
die Mittelpunkte v, w, X, ¥ ... v/, W/ x/, ¥ ... legt, dass die lotrechte
Axe der Normalkugel in allen Lagen lotrecht bleibt, und nun auf den
Elipsen, d. h. auf den Projectionen der Beriihrungskreise diejenigen
Hellenpunkte markirt, in welchen sie von den Hellencurven der Erzeugen-
den geschnitten werden. Durch stetige Verbindung der gleichnamigen
Hellenpunkte ergeben sich sodann die Curven gleicher Helligkeit auf der
schraubenfdrmigen Wulstfliiche.




4, Beleuchtung windschiefer Flichen.

(Fig. 63. Taf. XIV.)
§. 67.

Denken wir uns eine mit der Horizontal-Ebene parallele Gerade (s g,
g'g') so an zwei Geraden (s,s's”) und (ag, a’g’) sich fortbewegen, dass
sie wiihrend dieser Bewegung mit der Horizontal-Ebene stets parallel
bleibt, so erzeugt sie eine windschiefe Fliche. Die Beriihrungs-Ebene im
Punkt (y,y') geht durch die Erzeugende (s ¢, ¢”¢'); da diese Linie parallel
gur Horizontal-Ebene ist, so ist die Spur der Beriihrungs-Ebene parallel
mit s ¢ und die Normale in (y,y’) senkrecht zu jener Horizontalspur oder
senkrecht zu sc. Ausser der Geraden se¢ kann durch den Punkt (y. y')
in der Fliche nur noch eine Gerade gezogen werden, nemlich die Ge-
rade y“y. Auch diese Gerade liegt in der Beriihrungs-Ebene. Nun ist
aber die Horizontalspur von yy“ der Punkt y*, folglich ist p P die Spur
der Beriihrungs-Ebene in (v, y°). Schneidet man letztere durch eine Ebene
A A, welche eine zur Horizontal-Ebene und zur Beriihrungs-Ebene senk-
rechte Lage hat, und klappt sie in die Horizontal-Ebene um, so projicirt
sich die Erzeugende cs auf letztere als ein Punkt (in der Umklappung C),
und die durch den Punkt C gehende Gerade P () ist die Spur der Be-
rithrungs-Ebene.

Da die Normale zz" der windsehiefen Fliche im Punkt (y, ¥') pa-
rallel zur Seiten-Ebene A A ist, so projicirt sie sich auf diese, n ihrer
wahren Neigung gegen die Horizontal-Ebene; da sie aber nothwendig
auch senkrecht zur Spur P () der Berithrungs-Ebene p P’ () sein muss, so
ist offenbar C P, die Seitenprojection der Normalen im Punkt (y, y')
Schneidet man nun die Kugel durch eine zu zz" parallele Ebene ZZ",
klappt auch hier den Schnitt dieser Ebenen mit der Kugel in die Hori-
zontal-Ebene um, zieht O P" parallel zu CP,, so ist P der Durch-
schnitt einer mit der Normalen in (y, y') durch den Mittelpunkt der
Kugel gezogenen parallelen Linie, gibt demnach die Helligkeit des
Punktes (y, y') an, wenn man nur P“ in seine urspriingliche Lage P
zuriickbringt. Die Helligkeit wiire demnach hier + */s.

Da die Horizontalprojection der Normalen aller Punkte der wind-
schiefen Fliche, weleche auf der Erzeugenden cs liegen, parallel zur
Seiten-Ebene A A sind, so miissen nothwendig die mit jenen Normalen
durch den Mittelpunkt der Kugel gezogenen *arallelen in einer Ebene,
nemlich in der Ebene ZZ" liegen.

Die Beriihrungs-Ebene im Punkt (x, x') geht wieder durch die Linie
¢s und durch x x", deren Horizontalspur der Punkt x“ ist, Die Spuren
der Beriihrungs-Ebene in (x, x') sind demnach mM und MN und die
Seitenprojection der Normalen ist die auf M N senkrechte Linie C M, Zieht

R T W
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man daher O“ M parallel mit C My, und bringt den Punkt M" wieder
in seine urspriingliche Lage M*! zuriick, so erhilt man hier die Hellig-
keit des Punktes (x, x) und zwar sehr nahe die Helligkeit - o u, s, f.

Man ist nun zwar d]]t.lthng:- im Stande, auf diese Weise fiir jeden be-
liebigen Punkt der windschiefen Fliiche die Helligkeit zu bestimmen, allein hei
weitem in Lh'u meisten ]-"Eilftn wird man solche Helligkeiten erhalten, welche

B. mit + 2%, 3%, 1% u. s f. bezeichnet werden miissten, da es
sicherlich nur Zufall i:_-'f, wenn die Punkte M, P, R ... gerade mit
denjenigen Punkten zusammenfallen, in welche die Luue .fi Z" von den
Helligkeitscurven geschnitten wird. Um nun aber gerade nur diese
Punkte zu erhalten, wird man das Verfahren umkehren und folgender-
massen constroiren :

Um denjenigen Punkt auf der Erzeugenden (es, ¢'¢”) zu finden,
welcher die Helligkeit + 2 hat, ziehe man durch den Punkt + 2 der
Normalkugel + 2U senkrecht zu ZZ“, zeichne die Tangente VW im
Punkt U, parallel mit VW durch den Punkt C die Linie C w, ziehe
ww' parallel zu es bis zum Durchschnitt mit as, und endlich w' w'
parallel zu ag bis zum Durchschnitt mit c¢s; der Schnittpunkt w'’ jst
sodann derjenige Punkt auf cs, welcher die Helligkeit + 2 hat. Auf
gleiche Weise kann man nun fiir jede belichige Helligkeit den betreffen-
den Punkt auf (cs, ¢'c”) und ebenso auch auf jeder belichigen Erzeugen-
den sich verschaffen.

Fiir die Erzeugende (sg, g'g") ist das Verfahren iibersichtlich und
im Zusammenhang dargestellt und ist dazu nur noch zu bemerken, dass
die Horizontal-Ebene nach f'{* verlegt ist, dass demnach die ]’luJE’LLiUIl
der Erzeugenden sg auf die dazu senkrechte Seiten-Ebene BB d. h. der
Punkt G wvon der Spur BB eine Entfernung g G ={"g" hahvn muss.
Die durch den Mittelpunkt O der Kugel gelegte, mit BB p: 1m1]u[n; Ebene 11,
schneidet die Kugel in dem grissten Kreis 11, dessen Umkl lappung der
Kreis OTI ist. Bringt man auch die auf 11 liegenden Helligkeitspunkte
in die Umklappung, und iibertriigt diese Punkte auf den um dem Mittel-
punkt G beschriebenen Kreis, so sind die Linien Gy, Gepg, Gty
die Seitenprojection der Normalen auf der windschiefen Fliiche in Punkten
der Erzeugenden sg, welche die Helligkeit + 1, + 2, + 3 ... haben. Zieht
man mm GE _L Gy und ED Jlgs, g0 ist DEG die Beriihrungs-
Ebene in demjenigen Punkt von sg, welcher die Helligkeit + 1 hat; den
betreffenden Punkt selbst aber erhilt man, wenn man DF|lag =zieht.
Denn die dem ersten System von Erzeugenden angehirige durch den
Punkt F gehende Gerade gs und die dem zweiten System von Erzeugen-
den angehdrige Gerade FD liegen in der Ebene, welche die Fliche im
Punkt ¥ beriihrt, folglich muss die Spur D der Linie DF in der Spur
DE der Bmulilungaj bene, zugleich aber auch auf s liegen, weil F D
die Gerade fs schneiden muss und die Horizontal-Ebene durch die
Linie (fs, f'{*) gelegt ist.
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Anhang

Von der Stetigkeit der Hellencurven.
g, b8,

Die Curve mn (Fig. 64. Taf. XV.) sei der Meridian und ss' die
Axe einer Umdrehungsfliiche; ABC sei eine der Hellencurven der Kugel,
welche auf die Umdrehungsfliiche zu iibertragen sei. In den Parallel-
kreisen a’a” und A'A" ist nun (nach §.53) die Beleuchtung dieselbe,
wenn die Tangenten de und DE parallel sind.

Um den Punkt a auf a’a” zu erhalten, dessen Helligkeit derjenigen
von A gleich ist, muss die Entfernung aa’ der Bedingung entsprechen:

as'ra'al'=AA’': ATAY
folglich
a4 o i A
dd —=a'a” a0
Ist 85'[|ss’, und die Lage des Parallelkreises A'A"Y durch den
Winkel A0 8=« bestimmt, welchen der Radius A“O=r der Kugel

mit der Axe S8’ einschliesst, so ist offenbar
A'AY —r.sine

Ist o' der Kriimmungsmittelpunkt und o'a”=¢ der Kriimmungs-

halbmesser der Meridiancurve mn im Punkt a”, und p‘q’ || 88, so ist:

a'q'=p.8ine

Es ist aber a’a” = a’q' + q'a' = a'q' +0'¢' = a'¢' + k, wenn




|
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|
wir die Entfernung des Kriimmungsmittelpunktes o’ von ss’ mit k be-
zeichnen , folglich
r AAY
aa'—(o.sinae+4+k) z
t "Ll
Bezeichnet man die Entfernung des Punktes a von ss' mit x und
die des Punktes A von 88’ mit X, so ist
: : X
x = (o.sine+ k) :
r.sin «
X k I
== [ 5 3 L :
I 1 :]
Lisst man den Winkel « etwa um die Grisse y, die man so klein
annehmen kann, als man will, stetig zunehmen, so erhdlt man fiir die
Punkte b, e ... die Werthe: |
X! i k
g = D 4 : =
r . SN (e -+ )
Rt i ; k
X @i — ;
r sin(e+ 27y)
b L k |I
o — 01 == : -
2 r sin (¢+1m.y) _
Da die Curve ABC eine Elipse ist, so miissen nothwendig die |
Lingen AA’, BB, CC'... d. h. die Grossen X, X', X" ... eine
stetige Reihe bilden; ebenso hilden auch die Werthe sin @, sin («+7),
sin (e+27) ... eine stetige Reihe, da aber die iibrigen Grossen der
Gleichung r, ¢ und k Constante sind, so miissen aueh die Werthe von -
x, x, x" ... stetic sich #ndern, d. h. die Ordinaten einer stetigen Curve

abe ... seil

Aendert sich der Kriimmungshalbmesser ¢ der Meridiancurve, wie
z. B. im Bogen a“n, dessen Halbmesser 0" a—=p' und dessen Mittel-
punkt o/ ist, so ist offenbar, wenn wir den Abstand des Mittelpunktes
o' von ss' mit k' bezeichnen

e O )
s (9 T gine

Ein Blick auf die Figur geniigt, um einzusehen, dass mit dem
Kriimmungshalbmesser ¢ resp. mit der Lage des Kritmmungsmittelpunktes
o auch die Grosse von k sich #ndert. Ist die Aenderung von ¢ eine
stetige, so dindert sich auch k stetig; k ist demmach als eine Funktion

B2

von ¢ zu betrachten, und es ist, wenn wir e = f o setzen.
=2 ¥




oder allgemein

Y = TRite} sl mupad)

Aus dieser Gleichung geht hervor, dass die Werthe von x d. h. die
Entfernungen aa’, bl ee’ ... eine stetige Reihe bilden miissen, wenn
die Meridiancurve eine stetig gekriimmte ist, d. h. wern die Kriimmungs-
halbmesser in den auf einander folgenden Curvenelementen stetig zu- oder
abnehmen. Ist der Kriimmungshalbmesser stets derselbe, wie beim Kreis,
g0 ist offenbar F (o) eine Constante. Aendert sich der Kriimmungshalb-
messer plitzlich, sprungweise, wie bei Korbbigen, die aus sich beriihren-
den Kreisbigen bestehen, sosiindert sich auch T (¢) plotzlich, die Hellen-
curven werden demnach in dem dureh den Beriihrungspunkt a” der
Kreishiigen ¢ 2’ und a”n gehenden Parallelkreise a‘a’ pltalich aus ihrer
Richtung abgelenkt und es entstehen hier mehr oder minder scharfe
Ecken.

Daselbe findet auch statt, wenn eine sonst stetige Meridiancurve
man (Fig. 63. Taf. XV.) einen Wendepunkt a d. h. einen Punkt der
Art hat, dass die Curve theils rechts, theils links von der durch ihn
gehenden Tangente liegt.

Denn, wenn fiir die Hellenpunkte auf dem durch Drehungen des
Jogenelementes ac um die Axe ss' entstandenen Theil der Drehungs-
fliiche die Gleichung stattfindet:

X 2 (9 - ).:}{' P

r sin @ |

g0 ist fiir das unmittelbar folgende durch Drehung des Bogenelements ab
entstandene Flichenelement, dessen Kriimmungshalbmesser wir dem vorigen
gleich annehmen wollen, die Lage der Hellenpunkte bestimmt durch die
Gleichung

A b. %
: ( )_ : Fdo)sics B

sin @ I

Da nun f{g) und I" (o) zwei dorchaus verschiedene Functionen von
¢ sind, so muss nothwendig die Stetigkeit der Hellencurven beim Ueber-
gang vom Flichenelement ac ¢'a’ zum Flichenelement ab b'a’ unter-
brochen werden, da dieselben durch den plitzlichen Uebergang von f (p)
zu F (¢) im Parallelkreis aa’ plotzlich eine andere Richtung-einzuschlagen
gezwungen werden.




92

§. 69.

Die Hellencurven krummer Flichen jeder Art, sofern sie nur selbst
stetige Kritmmung haben, sind immer stetig gekriimmte Curven. Die
Kriimmung einer Fliche ist stetig, wenn sich die Kriimmungshalbmesser
o von” einem Fliichenelement zu den in jeder beliebigen Richtung auf
einander folgenden Elementen stetig sich dndern d. h. schuneidet z. B.
gine im Punkt a auf der Fliche I' (Fig. 66. Taf. XV.) normal stehende
Ebene dieselbe in der Curve bab’ und nehmen die Kriimmungshalbmesser
der Curve bab' in den Punkten 1, 2, a, 3, 4 ... die wir uns einander
unendlich nahe liegend denken kinnen, nach einem bestimmten Gesetze
stetig zu oder ab, und findet dasselbe auch in jedem andern Schnitte
e’ dd’ ... statt, den eine zweite, dritte ... im Punkt a aunf der Fliche
I normal stehende Ebene mit ihr erzeugt, so miissen wir annehmen, dass
die Fliche iiberhaupt stetig gekriimmt sei. Ist dies aber der Fall, dann
indern sich auch die Kriimmungsradien der Fliche selbst von einem
Fliichenelement zum andern stetig.

Unter dieser Voraussetzung muss aber nothwendig eine iihnliche Be-
ziehung zwischen den Coordinaten der einzelnen Punkte der Hellencurven
der Kugel und denjenigen der gegebenen Fliiche stattfinden, wie wir sie
im vorigen §, 68 fiic Umdrehungsfliichen nachgewiesen haben; wir werden
nemlich, wenn wir ein 3axiges Coordinatensystem anmehmen, fiir die
Coordinaten der Helligkeitspunkte der gegebenen Fliche F Gleichungen
erhalten, welche die Form haben:

Ay
x= — " Fie)
.
Ly * F (o)
A : .
s
B= = * Fie)

Aendert sich hier F (o) stetig, so ist auch die diesen Gleichungen
entsprechende Curve eine stetig gekriimmte, da r d. h. der Halbmesser
der Normalkugel constant und X, Y, Z die Coordinate irgend einer der
Hellencurven der Kugel, also die Coordinaten eines Kreises sind und sich
demnach selbst stetig dndern.

L]

P

Die Hellencurven von Umdrehungsfliichen, deren Axe senkrecht zur
Horizontal-Ebene ist, sind als die Schuoitte von Cylinderflichen mit den
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Umdrehungsfliichen zu betrachten, deren Mantellinien parallel zur Horizontal-
Ebene und senkrecht zur Richtung des Lichtstrahls sind.

Ist z. B. die Curve GD"' A" D" H (Fig. 67. Taf. XV.) der Meridian
ciner Umdrehungsfliiche, 88 die Drehungsaxe, beide projicirt auf cine
zum Lichtstrahl parallele Seiten-Ebene MN; ist der um o beschriebene
Kreis die Projection der Kugel auf dieselbe Seiten-Ebene, so ist die zu
I/ senkrechte Sehne VW ein Kreis gleicher Helligkeit. Sind die Tan-
genten an den Punkten D” und D' des gegebenen Meridians parallel der
Tangente am Punkt I, so ist bekanntlich die Beleuchtung in den Parallel-
kreisen D F* und DYF* dieselbe wie im Parallelkreis DT der Kugel;
ist ferner:

DY BT — D B Bl

DR DR D Ee s TR )
so haben die Punkte E“ und EY die gleiche Helligkeit wie der Punkt
11 (R

Nun wird aber der Parallelkreis DF von dem Hellenkreis VW in zwei
Punkten p und p’ geschnitten, deren Verbindungslinie pp’ parallel zur
Horizontal-Ebene und senkrecht zum Lichtstrahl L ist, d. 1. der Punkt E
der Seitenprojection entspricht den beiden Punkten p und p‘ in der
Horzizontalprojection. Dasselbe findet auch statt an der Umdrchungs-
fliiche; auch hier entspricht der Punkt E* der Seitenprojection den beiden
Punkten e und ¢ im Grondriss. Die Verbindungslinie ee¢’ ist aber
nothwendig parallel mit pp’, also ebenfalls parallel zur Horizontal-Ebene
und senkrecht zum Lichtstrahl. Dasselbe lisst sich fiir jeden Punkt der
Curve W* BY B V* nachweisen. Alle durch die Punkte W' E“B" L
... V% gehenden Geraden ¢’y bb’ ... sind als Mantellinien eines Cylinders
zu betrachten, dessen Leitlinie (resp. Spur in der Seiten-Ebene) eben jene
Curve WHE“B*B"™ ... V" ist und dessen Durchdringung mit der Um-
drehungsfliiche die dem Hellenkreis VW der Kugel entsprechende Hellen-
curve auf der Umdrehungsfliche erzeugt.

T

Bekanntlich ist die Helligkeit eines Punktes P einer Fliche von der
Grosse des Winkels abhiingig, welchen der Lichtstrahl mit der Normalen
im Punkt P der Fliiche macht, in allen Punkten, in welchen jener Winkel
gleich ist, ist auch die Helligkeit dieselbe, und die Hellencurven einer
Fliche sind nichts anderes, als die stetigen Verbindungslinien derjenigen
Punkte, in welchen ehen jene Winkel gleich sind.

Die Construction der Hellencurven ist daher gleichbedeutend mit der
Aufgabe, solche Punkte einer Fliche aufzusuchen, in welchen die Nor-
malen mit einer gegebenen Linienrichtung gleiche ‘Winkel machen,
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Alle im zweiten Abschnitc besprochenen speciellen Fille werden da-
her in folgender allgemein gefassten Aunfzabe enthalten sein:

Es ist gegeben eine Gerade (mmn, m'n‘) (Fig. 68. Taf. XV.) und
eine Fliche z. B. eine Umdrehungsfliche (svws'), man soll auf der-
selben Punkte suchen, deren Normalen mit (mn, m‘n’) einen Winkel =«
einsehliessen,

. Da alle Normalen von der verlangten Art mit einer zu (mn, m'n')
parallelen Linie denselben Winkel « machen, so miissen offenbar alle
Linien, welche wir parallel mit jenen Normalen durch einen Punkt ss’
der Geraden [mn, m‘n'] zichen, die Mantellinien einer Drehungskegelfiiche
bilden, deren Spitze (s, 8') und deren Axe die Linie (mn, m'n’) ist.

Diese Kegelfliche kinnen wir uns aber leicht verschaffen, wenn wir
die horizontal-projicirende Ebene nrn, sammt deren Schnitt mit der Kegel-
fliche in die Horizontal-Ebene umklappen. Wir erhalten als Umklappung
von (ns, n‘s’) die'Linie ns” und als Umklappung des Schnittes mit dem
Kegel das Drejeck as”b, dessen Seiten as” und bs” mit s“n den Winkel
o ginschliessen miissen.

Die Horizontalspur des Kegels (d. h. die Elipse abed) kann ohne
Schwierigkeit construirt werden,

Um nun irgend einen Punkt der verlangten Art auf der Umdrehungs-
fliche zu finden, wird man eine beliebige Mantellinie (se, s’e’) des Kegels
zeichnen und die zu dieser Linie parallele Normale auf der Umdrehungs-
fliiche suchen miissen.

Die Normale gt im Punkt g des Meridians v w schneidet die Axe ss’
in 0; bei der Umdrehung bleibt die Normale gt stets normal auf der
Fliche, wiibrend ihr Fusspunkt g den Parallelkreis gi beschreibt, Jede
Verbindungslinie eines auf dem Parallelkreis gi liegenden Punktes mit o
ist daher eine Normale auf der Umdrehungsfliiche, und jede derselben
macht mit der Horizontal-Ebene den Winkel to f.

Bringt man daher die Mantellinie (se,s'e’) in die zur Vertikal-Ebene

parallele Lage (se”, s'¢') und zieht to || s'e” so, dass to zugleich nor-

mal auf dem Meridian v w ist (was am besten mit Zuhilfenahme der zu
s'e’’ senkrechten Tangente geschieht), so hat man nur noch den Parallel-
kreis gi zu zeichnen und ko || s'e’ zn ziehen, alsdann ist der Punkt h,
in welchen gi von ko geschnitten wird, ein Punkt von der Art, dass
wenn man durch h eine Linie parallel zu (mn, m'n’) legen wiirde, der
Winkel zwischen ihr und der Normalen hk gleich dem gegebenen Winkel
o Wire.

Fiir jede beliebige andere Mantellinie des Kegels (ss’) wiirden sich
nun weitere dem Punkt h entsprechende Punkte finden lassen, deren stetige
Verbindung eine Curve liefert, welche die Eigenschaft hat, dass alle
innerhalb derselben auf der Drehungsfliiche errichteten Normalen mit der
Richtung der Linie (mn, m‘n‘) den Winkel @ einschliessen,
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Ist durch die Linie (mmn, m‘n‘) (Fig. 68 Taf. XV.) die Richtung
des Lichts gegeben, und ist o « 16% 1) welcher Helligkeit entspricht 2
die daraus hervorgehende Hellencurve unter der Voraussetzung einfacher i
Lichtintensitiit (S=1); 2) welche Lage hat die dieser Helligkeit ent- "1
sprechende Curve gleicher Helligkeit auf der Kugel? 't
ad 1) Die entsprechende Helligkeit findet man aus der Gleichung i
des §. 25. ]
X = 08 = sin (y . 90") -
7w ist = 16° folglich cos & = cos . 16" = 0,9613
0,9613 = zin (y . 90%) |
es ist aber 0,9613 = =in 74" |
daher sin 74" — sin (y . 90) ‘I
4 .1
oder y.90=74" 1
~ 4 "
= i . i T
folglich die Helligkeit y = 5o =0,822. ,
5 i
ad 2) Um die Lage der Hellencurve auf der Kugel zu finden, welche i
dieser Helligkeit entspricht, haben wir in Gleichung B §. 29 S—=1 und
z—=1—y=1—0822—=0,178 zu setzen, und erhalten sodann:
| X 1 — sin '.{J,] 78.90) =1 — sin 16°
i -1 — 0,2756 = 0,7244,
Die dem Winkel von 16° entsprechende Helligkeit findet also statt
auf demjenigen Kreis der Kugel, dessen Ebenen 0,7244 . r vom Mitiel-
punkt der Kugel absteht, deren Radius = r ist. Selbstverstindlich ist |
| die Entfernung auf dem zum Lichtstrahl parallelen Kugelradius anfzutragen. i
| !
6. 73. :
Nachdem wir in der zweiten Abtheilung gezeigt haben, wie man die ,
Helligkeit jedes beliebigen Elementes der Oberflichen regelmiissiger ma- :
thematischer Korper bestimmt, mige noch die Anwendung unserer {
Theorie durch Vorfiihrung einiger praktischer Beispiele in vollstindiger 4
farbiger Ausfiihrung in den auf Taf. XVI—XXIIT dargestellten Gegen- I
stiinden zum vollen Verstindniss und zu klarer Anschanung gebracht :
werden. ' ’
Taf. XVI und XVII zeigt eine Zusammenstellung von Korpern, die ]
i ; : = — i i
nur durch ebene Flichen begrenzt sind; und zwar Taf. XVI, das Con- "
struetionsblatt, Taf. XVII die Ausfithrung.
Taf, XVIII und XIX zeigt eine der vorigen ganz analoge Zusammen- |
stellung mathematischer, jedoch von krummen Flichen begrenzter Korper 4
in gleicher Behandlung. ,
i
ol
:
| BE(
]
f o
!
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In Taf, XX und XXT erblicken wir die malerische Zusammenstellung
cinzelner architektonischer Details, Siulensfuss, Kapitil und Gebilk einer
riimisch-dorischen Siulenordnung. Dass die einzelnen Glieder, aus welchen
diese Details zusammengesetzt sind, nichts anderes als Ebene, Cylinder-,
Kegel- und Umdrehungsfliichen sind, ist auf den ersten Blick klar. Die
Beleuchtungseonstruction ist demnach sehr einfach, um so einfacher als
die Axen der genannten Flichen grosstentheils senkreeht zur Horizontal-
Ebene stehen.

In Taf. XXIT und XXIIT endlich ist eine in einer halbrunden Nische
stehende Henkelvase dargestellt, wozu weiter nichts zu hemerken, da die
Construction der Hellencurven auch nicht die geringsten Schwierigleiten
macht, denn die Oberfliiche der Vase ist nichts anderes als eine Um-

drehungsfliiche mit lotrechter Axe.
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