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Abschnitt 1.
Schwerpunktshestimmungen fiir ebene Flichen.

1) In der technischen Festigkeitslehre sind die Querschnitte von
Trigern auf die Lage ihrer Biegungsachsen zu untersuchen. Diese
Achsen gehen stets durch den Schwerpunkt der Fliche, und auf sie
werden die Tri agheitsmomente und Widerstandsmomente ]H‘ﬂ]“l m. Aueh
fiir Untersuchungen aus dem Gebiete der Centrifugalkraft und eine
Rethe anderer Gegenstinde der Mechanik ist die Kmm’r-n];-.i der Flichen-
schwerpunkte nétig. Die Bestimmung ihrer Lage kann auf ver-
schiedene Weise erfolgen.

Man kann® z. B. folgenden Satz der Mechanik benutzen: Die
Summe der statischen Momente der einzelnen Flichenteile
18t gleich dem statischen Mo-
mente der Gesamtfliche. Fig. 1.

In Fig. 1 seien O.A und OB belie- B
big gewihlte Koordinatenachsen. Man - S
zerlege die gegebene Fliche in lauter =l )
senkrechte Streifen f. Die Entfernung el =i
jedes unendlich schmal zu denkenden P kel
Streifens von der y-Achse OB sei
gleich 2, so dals fz das statische
Moment des Streifens in Bezug auf 0 A
die ¥-Achse ist. Das g__:ir.a:aunt[; sta- [
tische Moment der Fliche ist also
ne 3 » solcher Ausdriicke fz, die mit > fz bezeichnet werden
eine pumme S0 I ke fz, die m ‘g:_.,f et Werd

soll. Ist nun S der Schwerpunkt der Fliche F und z, sein Abstand
von der Achse OB, so ist das statische Moment der Fliche auch
gleich #, F', so dafs i
R'K;I;T.- = \ m
ol
ist. Daraus folgt als Schwerpunktsabstand
i
s




10 Abschnitt I.
Bezug auf die Y-Achse mit M,
mit Hiilfe von

welches

Bezeichnet man das Moment

das in Bezug auf die X-Achse genommene
Horizontalstreifen berechnet wird, mit M., so hat man die Gleichungen
] JTE'.IH : b= J'r"d'

lig = _Ifl.} H.\c T l-j‘ll 3

— .
e, 80 geht : i

das sta-

die zur Bestimmung des Schwerpunkts geniigen.
d. h.

Bemerkung, Verschiebt man die ¥-Achse um
iiher in E;"{_.;—:—|—wj= E fx - :,{ﬁ -\,‘;—,—.ﬂ"
tische Moment der Fliche wichst um el I},n on kann man hisweilen

Anwendung machen
2) Ist der Schwerpunkt einzelner Flichentheile durch Symmetrie
verhiltnisse ohne weiteres bestimmt, so treten Vereinfachungen ein
Beispiel. den T-Triger kann die Bestimmung folgender-
In Bezug auf die Grundlinie &,

malsen geschehen.
Fig. 2 die Summe der statischen ‘llﬂlfl-t—“llt’i‘
I, und F, gleich dem

Fiir
ist 1

also ist

Fig. 2
der Einzelrechtecke I
v | ot Momente der (Gesamtfliche }'
o o 7 v 1 T
; h ' = e, I, + e, I,
WO
-F -a = ‘|" .Irf..
- {‘_I — “ 3 :.J. )’,ﬂ -—I—- B) — _ﬂ St

ist. Man erhilt

.lrﬁ (Eﬂl}e‘] —I— I}Eﬁ.gjl e {;[ h,fﬂ-[ | -fiI _|_ hz }‘}

so dals

} by by + byhy (20 + By)
W T e e

Dals der Schwerpunkt in der Symmetrieachse liegt, ist selbst-

ist.

verstindlich.
Fiir das in Fig. 3 dargestellte Winkeleisen ist ehenso

by i + byhy (2R, - Iy) _

4 3 W B )

Fiir 2, erhilt man auf entsprechendem Wege
2 2
e ”_I.)lhl -+ b3h,
4 2 (b by + byhy)
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Findet wie in Fig. 4 Symmetrie gegen die Gerade AB statt, so
! ety el i e
braucht man nur », zu berechnen. Dabei ist BS — z, /2. Ein-

-q-{;r >

facher ergiebt sich jetzt 4, auf folgendem Wege: Es handelt sich um

die Differenz zweier Quadrate, so dafs man direkt schreiben kann
B ?J:

-2 (B8

oder auch, indem man oben und unten durch b — %, dividiert,

g

wobei b — b, = b, gesetzt ist.

-h

|
Lre—

.

Ay
¥

- h—»

In entsprechender Weise ergiebt sich fiir Fig. 5 unter Benutzung
der Grundlinie als Achse der Momente die Schwerpunktshéhe

byhy + byhy (2 + hy) + bgh, (2h, + 20y -+ hy)
‘1.‘ —_— “ 2 L e

2 bk, I byhy 1 b, )




Abschnitt L

Piir das C-Bisen (lies U-Bisen) wird (Fig
2h b2 h, by
i h il 3;’5'[’1 Ay "r’t'i’g
=%, &= 3pb+ b, 2@hkbdb+hbD,
4) Trapez Fiir

las Parallelogramm ist das statische
in Bezug

Moment
i : o - e
wif die Grundfliche gleich

-, fiir das Dreieck, dessen
i Schwerpunkt in der Héohe > h liegt, ist das
- Moment
= et
| o A B |
o I'. : 7 '..\ {':}-_..'.“—’, -:| 2 5 lllf_ . l:i _h e %- U{':ﬂ — frjj |
| 1%. ! | = 3
\ | ’
Lo &/  das Gesamtmoment also
| Vet s oty |
\ % {
i : 1 8b k21 a2hE(D = h
1 \ i E = ] Ly AN 9]
"“I- e .'I B [§ {jl + ¢
| X A, ; :'
) Die Schwerpunktshthe wird daher
] I
| (| e f
: V7 g .; 4+ 2b,) :
Y L e d ' h(b, + 2b)
| 'l.: == - —_ — ==
bt q e 3 |"JL —}- ’J-'-a

80, - b,)
] o BE) PR 1)
5 h

Der Schwerpunkt liegt stets auf der einen Mittellinie des Trapezes,
mag es symmetrisch oder unsymmetrisch sein.

| Fiir den nebenstehenden Querschnith wird
Mg, B
I I f hy'
e -—35:- — ..I |'hl + 25, -+ (}il - -;) b.h,
£ .,l.._.._. S r—l J|rl,l S tJ_'\. S N r-_.__" -
oy A Fse b b, :
X- L.__'_.‘;‘_..'!.L.‘ fi:_!._‘i ,..__._J ..fl l.. .)" }';1 _|.- 'f‘:\. 'FFE
berd
|' I 5 # %
| 1| 7 e B (b, + 205) 4+ (20 + hy) 8 byh
‘:If : ,f. = 3Ly + bo)y + 20y hy |
.
' ll : 5) In einzelnen Fillen benutzt man die
b Li__ Guldinsche Regel fiir Drehungskorper, die
b sich folgendermafsen entwickeln lilst
Dreht man das Rechteck A BCD in Fig. 9
um eine zu AD parallele Achse KL, so entsteht ein Hohleylinde:
vom Inhalte

J=mx (9'2 — J?) h=m= (-}' + ?'1) (a — J'l) h =2 g et

: bh =2moF,
wo F die Rechtecksfliche und ¢ ihr Schw erpunktsabstand von de
Achse ist.
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Besteht eine Fliche aus mehreren Rechtecken von solcher Lage,

deren Flichen F,, F,, F, u.s. w., deren Schwerpunktsabstinde g,

0, 05 u. 8. W. sind, so hat der ganze Drehungskirper den Inhalt
J =20, wly 20,8l + 20xF, 4 ---, Fig. 9.
oder Z

J=2x I91 ‘Frl + 0 - QH-F‘:: =g ]
Ist nun F=F, + F, + F, |- ... die Ge-

samtfliche und ¢ ihr Schwerpunktsabstand
von der Achse, so ist nach dem Gesetz der  |f—
statischen Momente

oF — 0. F, + 0,7, + 0, Fy + - -

: K
demnach ist der Inhalt des Drehungskérpers

J =2¢pal' = Schwerpunktsweg mal Fliche.

Da nun jede ebene Fliche mit Recht-
ecken, die man zuletzt kleiner und Kkleiner
zu nehmen hat, mit beliebiger Genauiglkeit
vollstindig ausgefiillt werden kann, so gilt
die Formel itherhaupt von jeder ebenen
Fliche, die um eine sie nicht schneidende
Achse ihrer Ebene rotiert. Der eigentliche
Grund des Satzes beruht darin, dals S als
Punkt mittleren Abstandes von der Achse
KL den mittleren Drehungsweg zuriicklegt,
so dals der Korperinhalt ist: bewegte Fliche
mal mittlerer Drehungsweg.

Kennt man nun den Flicheninhalt
und den Inhalt J° des durch die Drehung entstehenden Korpers, so
ergiebt sich der eine Schwerpunktsabstand als

Fig. 10.

i il
= 5=7F

6) Halbkreisfliche. Durch Drehung um A B wiirde
eine Kugel vom Inhalte 5 »%n entstehen, die Fliche ist:
I i 4 i
= —— der Schwerpunktsabstand wird

PR 4y
D= - = =
b rem B
.)-

2m
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Halber Kreisring. Die cmtsq_n'eehE'.llde Betrachtung giebt

Fig. 12. 4 (-r:; -
@ 8 {;"' J‘f:l

1< |
= S Man konnte noch oben und unten durch » — »,
x k-0~ *x'l ‘ dividieren, was auf
‘ /] ,
[ / d:(ro=l-rr; 4+ r3)

7 = e

// fithren wiirde.

7) Kreis-Segment vom Radius » und der Sehne s.
Durech ])rehunw um den Durchmesser 4 B, der zur Sehne pm'a]_lel
anzunehmen ist, entsteht ein ]’Lt}lp?} dessen Inha]f gleich dem einer

Kugel mit dem Radius D — —2 ist. Die Formel fiir die Kugelschicht

von der Hohe s ist nimlich (Method. Lehrbuch, II, Stereom. 46)
Hig: 1. J! == = (3({-‘ B /k —|-- “T\}

oder, da hier a = b = F.D — G E ist,

ws?

$%) = mas - =

Hiervon ist der durch Drehung des Rechtecks
FDEG entstehende Cylinder abzuziehen, dessen
Inhalt gleich a?ms ist. Demnach bleibt fiir den zu
untersuchenden Korper iibrig

J =

Demnach wird der Schwerpunktsabstand

s
6 g
=%z BEF
F' berechnet sich mit Hiilfe des Sektors M DE = »’x ;EU,“
dem das Dreieck MDFE abzuziehen ist. Hier bestimmt sich ¢ mit

0
YOIl

Hiilfe der Gleichung sin c: = ”':-_: Der Inhalt des Dreiecks kann, da
im allgemeinen die Trigonometrie doch nicht zu vermeiden ist, als
Fy, = § r® sin « angegeben werden, so dafs
F=vrz_—_ — - 8in ¢ = - (:r Sl .:c)
360 2 2 \" 180
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einzugetzen ist. Die Schluflsformel also wird

e
e TR
i (n’ 180 81n w)
. o g . .
WO @ aus sin o = o 7u bestimmen ist.

9) Bisweilen kann man eine Methode verwenden, bei der die
Kenntnis der Guldinschen Regel fiir Drehungsflichen ndthig ist.

Man kann diese folgendermalsen entwickeln.

Wird die Gerade AB von der Liinge s um
eine Achse K I derselben Ebene gedreht, so ent-
steht der Kegelmantel

Fig. 14.

- % Al o i 7 =
M= (r-+nr)rs=2—"—ms=2oums,

]

wo wiederum ¢ der Schwerpunktsabstand von
der Achse ist.

Rotiert eine Folge von geraden Linien der
selben Ebene um eine Achse dieser Bbene, sind

ferner s,,s,,5,, ... die Lingen der [mmdeu
1y ~22 %82
0.5 B3, 05y <~ ihre c‘»chm‘]punhtmbhmndv von

der Achse, so wird die Mantelfliiche des Drehungs- K

kirpers
M=2gns + 2 0 Sy + 20,8y +
= 2m (9,8 + 058 + 035 | - - . L!

Nach dem Gesetz der statischen Momente
18t aber die Klammer identisch mit 08, WO

$ =3 1 8 + 8
die Liinge des gesamten Linienzugs, o sein
%c’nwmputlkimlhtmul von der Achse isL, dem

nach ist die Mantelfliche ey
: }
M = 2 gms = Schwerpunktsweg
I'I]H.J [J.LTIUL f[l? J.J]Hl(.ll/[lf"* &
Handelt es sich um eine krumme Linie der
=

Ebene, so gilt der Satz ebenfalls, denn man
darf diese als eine Reihe kleiner gerader Linien betrachten.
Kennt man die J_}tt‘J'lll1'lU‘-H.lL'}.IE‘ F und die Bogenliinge b, so er-
giebt sich fiir den “whuvrimnid der AL}_]‘;enrli}‘\tcleI
I

B T
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!73) Fiir den Halbkreishogen ist

o e 492y 4ring 2
Fig. 16, 9 e - = - — = =
—— 2xh 2. rm T
i Fiir den Kreisbogen b vom Radius », dessen Sehne
i sich als s berechnet, giebt die Drehung um KI eine
s Kugelzone von der Fliche 2rmzs. Demmach ist die
YA Schwerpunktsentfernung von M aus gerechnet (Fig. 17)
: 2rms 78
/ { e TfJ (¥
: - . * 0 3 b 0
—_— Hier ist b:rm=2a%:180° d h. « = = 180 und
ra

§ = 2r8in 57 SO dals man schreiben kann

g o
2 7= sn o
Fig. 17. 2
g _ _b —_ ’
L b :
| wo = — 180" ist.
o rar
| no”
i P 10) Dieses Resultat kann fiir Flichen be-
| g nutzt werden, z B. fiir den Kreissektor mit
My—=—¢ Radius » und Bogen b.
% Denkt man sich diesen in zahlreiche ,Drei-
N ‘e ¥ . 2
~ ecke“ zerlegt, deren Basis man damm als
' 3 geradlinig annehmen darf, so liegen die Einzel-
. . - u o o v
K| schwerpunkte in der Entfernung — r von M. Bei

gleichen Teilsektoren liegen sie gleichmiifsig ver-
teilt, also mufs der Schwerpunkt der Gesamtfliche mit dem des
entsprechenden Bogens iibereinstimmen. Man erhilt

9. .58
v @ o Y
{}:‘l[.l = 2 — HJ.T‘
¥ |'IJ' ’_ b 88 °?
oder
A0 ey
29 2y I 5 240 7 gin =
-
ﬂ T— et
4] - o by 4
8-2rx

360

Uber s ist dieselbe Bemerkung zu
machen, wie vorher.

N Man kann das Resultat auch mit Hiilfe
des Kreissegments und des Dreiecks finden.

Fiir ¢ = 180° ergiebt sich das unter 6) fiir den Halbkreis abgeleitete

Resultat.
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11) Sektor der Ringfliche mit »,r,, #ulserem Bogen b und
zugehoriger Sehne s. :
2 iy I . : 3 b b

Jeder Teilsektor kann als Trapez mit den Seiten = und - be-

; S hb - 2b :

trachtet werden, so dals h, = - ™ il

A 3 b +0

sich weg. Da aber b, = b - 1st, so erhilt man, indem man » — », fiir

ist, denn der Faktor : hebt

h setzt,

Fig. 19.

b4 9p

y M e 0 L ST S i i
1= Iz NG s ¥, 47
Pl -
¥ i f
Die Schwerpunkte der Teile liegen also
auf einem Bogen vom Radius

ry =1 _'_,sz'ﬂ’ nr+n)+@ : "lj (ry = 27)
1)

3(r+

2 5 2

g T _J_}'?l'l_"]

e =R ?
4 Tty

mit dem wie vorher zu verfahren ist. Man kann tibrigens, indem man
i 3

— ?"
- 7 . . . P 2 1
oben und unten mit (r — #,) multipliziert, auch schreiben T
] i Vi 7
Das Resultat ist nach 9) i
3 i
e 8 O g W ey
T e —m— == — - -
= 2] a9 2
" 8y 8 {’H 3 b ‘l'f
denn es ist -2 — —.
b b

Ebenso einfach fithrt folgender Weg zum Ziele. Sind S und S,
die beiden Sektorflichen, ¢ und p, ihre Schwerpunktsradien, so ist
filr die Ringfliche F' und ihre Schwerpunktsentfernung z (von M
aus gerechnet)

2F =98 —p, S,

also
1 4 Ci u
r— 28—l _eS—¢ 8
F g — 5
5
-
- : 9 e ala G § 2 . A h P
Hier ist S, — S 59 also, da auch ¢ : 9, = r: 7, ist,
F
el L g 3 g
Yy — ] b 3 — — 5 3 ti]
{ .z .“-}5 ~hi 0 ¥ —?'I 1°h Fho— ?l el i"l
o i 3 al— -5 = % — - = b — = ) =
7 o T Pt Bb 2 __ 42
g1 2 : : :
7
. .o
2.2yrgn— 3 pa 240 sin — _3 3
Fdl : e R
2 T S e e S T
e g MR
360
Holemitller, Ingeniour-Mathematik, I. 2
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Fiir ¢ = 180° bestitigt sich das unter 6) fiir den halben Kreis-
ring gefundene Resultat.

12) Verdoppelt man siimtliche Sehnen eines Kreises, die dem
Durchmesser parallel sind, wobei die Symmetrie erhalten bleiben soll,
so entsteht eine Ellipse. Der Schwerpunkt S der Halbkreisfliche
fillt dabei mit dem der Ellipse zusammen, denn das Moment in

—

(7]

Bezug auf die Schwerpunktsachse hat bei der Verdoppelung den Wert
Null beibehalten. Ebenso ist es, wenn man simtliche Sehnen mit »
multipliziert denkt.

Von der Verkiirzung der Sehnen gilt dasselbe. Der Schwerpunkt
o - : da 1 b - -
liegt also im Abstande o— bezw. 5, vom Durchmesser.

Dasselbe ist der Fall, wenn man die Sehnen des Halbkreises so
verschiebt, dals ihre Halbierungspunkte sich auf schriiger Linie an-

Fig. 22.

s ]

= 1 8
ordnen. Auch dadurch entsteht eine halbe Ellipse, nur ist sie schief
abgeschnitten. Ist & die senkrechte Hohe, so liegt der Schwerpunkt

A, S ; 4]
auf der Mittellinie im Abstande &, = gi vom Durchmesser. —

& T

Ellipsensegmente lassen sich also stets auf Kreissegmente zurtickfithren.

13) Ist aus einer Fliche von einfacher Begrenzung ein Teil aus-
geschnitten, so verfihrt man wie im nebenstehenden Beispiele, wo
ein Halbkreis aus dem Rechteck geschnitten ist. Das statische Moment
der iibrig bleibenden Fliche ist in Bezug auf 4B
iz 47 =f bh? 2 pl

T ek 37’

Bl i B e DB

demnach 1ist
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! 2

bh® D 418
Fh L h, 2 =0 3bh? — 443
o o e e L Suab i AT b L I
: I, — T, Tt 3(2bh — r*m)
2
r . | . ~ta Fig. £8.
Zergchneidet man die Fliiche durch b
& . i o § 5 - i
MC, so liegt der Schwerpunkt fiir Dz A 7L

jeden Teil ebenso hoch, und zwar auf

der Symmetrielinie MD bezw. ME.
Andere Berechnungsmethoden

kommen spiiter zur Sprache.

14) Anwendungen. a) Steht 4 'B
iiber einer Fliche eine senkrechte
Siule, die durch eine Ebene schrig abgeschnitten ist, so ist
der Inhalt des iibrig bleibenden Korpers

of = Tl
wo h, die Linge des im Schwerpunkte auf der Grundfliche errichteten
Lotes bis zur Schriigfliche ist. Man bezeichnet diese Linie als die
Mittellinie des Kdorpers. (Vgl. Method. Lehrbuch, II, Stereom. 61.)

b) Diesen Korper kann man als Diagrammkdrper des seit-
lichen Wasserdrucks auffassen, der bekanntlich proportional der Tiefe
zunimmt. Der Wasserdruck gegen eine senkrechte oder auch schriige
ebene Wandfliche ist -

=it Tl
z. B. in Tonnen, wenn ¥ in Quadratmetern, die Schwerpunktstiefe 7,
in Metern gegeben ist. (Die Druckresultante greift aber nicht im
Schwerpunkte an.)

c) Ist die Sdule oben und unten abgeschriigt, so hat man
einen Normalschnitt zu fithren. Ist dessen Fliche F und ist A, die Liinge
des auf ihr im Sehwerpunkte errichteten Lotes, von der einen Schriig-
fliche zur andern gemessen, so ist der Inhalt wiederum

J=F-h,.

d) Denkt man sich eine Fliche gleichmiifsig mit Masse belegt
und um irgend eine in ihrer Ebene liegende oder diese schneidende
Achse gedreht, so ist die entstehende Centrifugalkraft

mp? 4 mrmz?

P = mrot =" =

If=
Hier bedeutet » die Entfernung des Flichenschwerpunktes von der
Achse, m die Masse, v die Geschwindigkeit der Schwerpunktsbewegung,
# die auf den Radius 1 reducierte Geschwindigkeit (Winkelgeschwindig-
keit), ¢ die Zeitdauer des einmaligen Umlaufs (Umlaufszeit).

(Der Angriffspunkt der Centrifugalkraft fiillt aber im allgemeinen
nicht mit dem Schwerpunkte zusammen.) i
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Die Centrifugalkraft ist Null, wenn die Achse durch den Schwer-
punkt geht. Thr positiver und negativer Teil aber kénnen ein Kriftepaar
bilden, welches in Bezug auf jeden Punkt der Achse ein konstantes
Centrifugalmoment giebt, sodals im allgemeinen kein Gleich-
gewichtszustand eintritt.

e) Denkt man sich die Fliche gleichmiilsig mit Masse belegt, so
greift die Resultante der einzelnen Schwerkrifte im Schwer-
punkte an. Das statische Moment in Bezug auf jede Drehungsachse

_ist also gleich dem Produkte aus der Schwerkraft und der Entfernung

ihrer Richtungslinie von der Achse. Das statische Moment ist gleich
Null, wenn jene Entfernung gleich Null ist, wenn z B. die Achse
durch den Schwerpunkt oeht. Die horizontal liegende Fliiche balanciert
also, wenn sie im Schwerpunkte oder in zwei Punkten, deren Ver
bindungslinie durch den Schwerpunkt geht, unterstiitzt wird.

Der Schwerpunkt ist auch der Angriffspunkt der Resultante
gleichmiilsig gegen eine Flic he wirkender Druckkriifte (z. B.
Dampfdruck) oder Zugkrifte.

f) Die Guldinsche Regel J = 2 gn I dient zur In haltsberechnung
der Drehungskérper, zur Inhaltsberechnung der Schrauben-

. : oJ ~ .
gewinde, und in der Form ¢ = 5+ zur Schwerpunktbestimmung

ebener Flichen. Fiir Niherungsherechnungen bestimmt man den
Schwerpunkt durch zwei Aufhingungen einer Schablone (z.B.von Blech)
und benutzt ihn fiir die Inhaltsbestimmung der entsprechenden Korper.

) Denkt man sich eine ebene Fliche gleichmilsig mit Masse
belegt und durch einen Stofs im luftleeren Raume vorwérts geschleudert,
so bewegt sich ihr Schwerpunkt in einer Parabel, aulserdem
aber treten Drehungshbewegungen ein. Im Weltraume wiirde die Bahn,
die der Flichenschwerpunkt um einen anziehenden Weltkdrper zuriick-
legt, ein Kegelschnitt sein, also Kreis, Ellipse, Parabel oder Hyperbel
(Schwerpunktsprinzip).

h) Wird ein Balken ein Haken u. dgl. auf Biegung, eine Siule oder
Strebe von grofserer Linge auf Strebung beansprucht, so gehen die
Biegungsachsen der Querschnitte durch die Schwerpunikte der Flichen.

i) Wird eine Welle auf Drehung beansprucht, so geschehen die
Drehungen der einzelnen Querschnitte um die Flachenschwerpunkte.

k) Fiir die darstellende Geometrie ist von Wichtigkeit, dals bei
der Parallelprojektion einer ebenen Fliche ihr Schwerpunkt in den
der neuen Fliiche projiziert wird. (Bei der Parallelprojektion ebener
Kurven ist dies im allgemeinen nicht der Fall, ebensowenig bei ge-
wolbten Flichen.)

I) Mit Hilfe der Schwerpunkislehre kann man Sitze der Geo-
metrie beweisen (barycentrischer Kalkill). So folgt z B. der Batz
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dals die Mittellinien des Dreiecks sich in einem Punkte schneiden,
daraus, dafs die Fliche nur einen einzigen Schwerpunkt haben kann.

m) Bewegt sich eine ebene Fliche so, dals ihr Schwerpunkt eine
beliebige ebene oder réumliche Curve heschtmhi., auf der die bewegte
Fliche in jedem Punkte senkrecht steht, so ist der Inhalt des kirper-
lichen Weges gleich dem Produkte aus Fliche und Schwerpunktsweg,.
(Durchdringen einander dabei Teile des Korpers, so ist der Durch-
dringungsraum doppelt bezw. mehrfach einzurechnen.) Dieser Satz
ist z. B. von Bedeutung fiir die Berechnung der fiir Eisenbahndimme
nétigen HErdmassen.

n) Bemerkung zur Guldinschen Regel. Verschiebt man die
Achse parallel zu sich selbst um — ¢, so geht J = 29 Fx iiber in

Jy =2(oF +

d. h. der Inhalt wichst um den eines Drehungs-
kérpers, der entsteht, wenn die Fliche um eine
Achse rotiert, die vom SL‘:}m-’i?-rpunE{i:{- um e
entfernt ist, oder er wiichst um den Inhalt | | J/\
eines CUylinders, der iiber der Fliche steht und |___ 3 A
den Weg 2ex zur Hohe hat. I ' 2
Dadurch werden Berechnungen gewisser
Art unabhiingig von der Kenntnis der Sehwer-

2elm,

Fig. 24

punktslage gemacht.

15) Graphische Schwerpunktbestimmungen,

Der Graphostatik verdanken wir neuére Methoden, die es dem
exakten Zeichner ermiglichen, namentlich fiir Il‘cigtIt]llL'l‘\(‘hJHtTL" die
Schwerpunkte schnell aufzufinden, Einige Beispiele sollen dies
erliutern.

Symmetrischer Trigerquerschnitt. (Figur 25.)

Die in §,, S, und S; dnmm‘romleu ..,]-\Irlfti_,“:ﬂ} verhalten sich wie
bihy, bhy und byhy, oder wie F,:F,:F,. Man zeichne drei Senk-
rechte AB, B( b 5) J'.J‘ wie In der .1' Ef_{m", die sich wie diese Grifsen
verhalten. Dann nehme man einen beliebigen Punkt (Pol) an und
verbinde ihn mit 4, B, C und D. :

Durch die E 111;91‘«_}1“ erpunkte sind Senkrechte gelegt. An der zu S,
gehdrigen Senkrechten beginne man irgendwo, z. B. bei T mit {nlcremler
Konstruktion: Man ziehe EF | AP und EG | BP bis zur Senkrechten
durch S, sodann G H | C'P bis zur Senkrechten durch .-S'_.“ zum Schluls
durch H eine Parallele zu PD. Letztere giebt mit EF einen Schnitt K,
und senkrecht iiber diesem liegt der iPE‘\llL}lL{-‘ Schwerpunkt S.

*__1 Man denke sich die Flichen homogen mit Masse belegt, so dafs man
von Gewichten sprechen kann,




a9 Abszehnitt 1.

Beweis. Denkt man sich den Abstand des Punktes P von der
Geraden AD als Einheit, so wiirde eine durch das Strahlenbiischel P
gelegte Vertikale ¥ W Abschnitte geben, deren Lingen den statischen
Momenten der Kvifte 4B, BC und CD in Bezug auf den Punkt P

Fig. 25.
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oder dem statischen Momente der in P angebrachten Krifte m Bezug
auf die Punkte der Geraden VW entsprechen, denn es ist z B.
A, B, : AB=¢:1, folglich, wenn l, = b,k — Fist, 4, B,=e¢-AB
— ¢F,. Dieser sogenannte Kréfteplan veranschaulicht also zugleich,
in welcher Weise die statischen Momente zrunehmen, wenn
man den Drehungspunkt des gedachten Hebels vom Angriffs-
punkte P der Kraft aus horizontal verschiebt.

Bei F ist davon Anwendung gemacht, denn durch die Parallelen
ist < ¢, — « dort angetragen. Der Winkelraum ¢, deutet an, wie
das Moment von F, bei Verschiebung des Drehungspunktes nach
rechts zunimmt.

Bei G tritt die neue Kraft F, hinzu, deren Momentzunahme dem
Winkelraume HG M entspricht, wo 8, =  geworden ist. Bei H ftrift
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I, hinzu, dessen Momentzunahme durch den Winkelraum JH N—=yp, —y
dargestellt ist.

Der Winkelraum J K I mit dem Winkel &, + 8, 4+, = a4+ g+ »
veranschaulicht demnach die Zunahme der Ge.-mmli-kmft 4+ F+F,
bei der Verschiebung nach rechts und zugleich die Abnahme bei der
Verschiebung nach links. Bei K selbst aber ist der senkrechte Ab-
stand der beiden Winkelschenkel gleich Null, also auch das Gesamt-
moment gleich Null. In der durch K gelegten Senkrechten muls
demnach der Schwerpunkt liegen.

Bei der praktischen Auafuhrunrr lifst man das Uberfliissige weg.
Man bezeichnet das “Jtrahlmlnnohd als den Krifteplan, das ‘- ieleck
als das Kriftepolygon oder Seilpolygon.

Die folgenden Figuren wird man ohne ausfiihrliche Erldauterung
verstehen.

16) In Fig. 26 ist das Trapez in zwei Dreiecke, jedes vom Inhalte
1o - i - L
g L'y zerlegt, deren gemeinsamer Schwerpunkt S, ist.

Fig. 26.

17) Unsymmetrischer Querschnitt.

[n Figur 21 ist die Be stimmung fiir ein Winkeleisen durchgefiihrt.
Hier mulste der l&ltli[qnllm erst in der Stellung a) fiir die Vertikalen
durch S, S,, S;, sodann in der Stellung b) fm die jetzt in anderer
Reihenfolge nuuunnlmmdcm IT(}’[]AHHtfl].L‘IT durch Sy, 84, S; benutzt
werden. Die gewonnenen Linien KL und K, L, geben durch ihren
Sehnitt den Schwerpunkt S

18) Anniherungsverfahren fiir schwie rigere Quer-
schnitte. (Figur 28.)
Man teile den Querschnitt in Trapeze und Rechtecke ein, deren




Abschnitt 1.
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Inhalt mit Hiilfe des Malsstabs anzugeben ist. Auf A B trigt man

von ptrecken ab

eine Reihe

Fig. 28.
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die den Trapez- und Rechtecksinhalten

proportional sind. Man ver-
bindet einen beliebigen Pol
P mit den Teilpunkten,
taxiert die Schwerpunkte
der Trapeze und zieht durch
sie die Senkrechten, mit
deren Hiilfe das Kriifte-
polygon wie vorher zu
zeichnen ist. Die Anfangs-
und Schlulslinien geben den
Schnittpunkt Z und damit
die Senkrechte, in der der
Sehwerpunkt liegt.

Fiir praktische Zwecke
wird es hinreichen, den

Schwerpunkt durch zwei
Aufhingungen der ent-

sprechenden Blechschablone
zu ermitteln. Das hier ge-
lehrte Verfahren wird aber

dadurch nicht iiberfliissig, da es gelegentlich der Trigheitsmomente
noch anderweitige Verwendung finden soll.
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