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Tibungsbeifpicle.

Man beftimme = aud folgenden Gleichungen :

1, sin = —0°'61107 2, cosx = — 099390 3. tez = — 0747341
4, cotgx =—0"55812 b, lg sin z = 9°55826—10 6. lgtgx =0°72078—1

a 1 = 3 e ey
1, 8in &— 1 (14+V3) 8. cosz = ; (1—V3) 9, texz=1—V5

10. bsinz =8cosz 11, sinx —cosx=0'5 12, 5:63cosx+ 8'75sinc =0

Refultnte.

=21 %) 2. x, = 173%40° 3. x; =11 40

Xy — S22l 20 x, =— 1862 20/ x, — Ja4%4(*

4 x, = Bt X = 21512 §. xX;= 20%44

X, = 2000 1Y x, = 158° 4§* X, — 207244
Tiox, = 437 4iahs 8, %, = 111° 28 14# 9, x, = 128° 58 2bH"
x, — 1862 56" 14" x, — 248° 31 46" x, — 308° 58* 25"

10, x, = H7*HY 4 M. X = 5042418 12, x, = 123" 40’

X, = 2870 b9f 40% x; = 204% 17! 52* X, = 303° 40*

Das [dyicfwinklige Dreieck,

§ 24, Jaffen wiv gunadft mwe die Seiten und Wintel
cined Dreiectes ald BVeftimmungsitiicte desfelben auf, jo ergeben fich
— entiprechend Dem vier Rongruenziisen — vier Dauptfille der
Dreiecdbeftinuming.

@8 fann ndmlid) dad Dreiet beftimmt fein:

1. burd) eine Seite und gwet Winkel,

2. purc) pwei Seiten und den der groferen Seite gegenitber-
(iegenden Winfel,

3. burd) wei Seiten und den von ihnen eingejchlofjenen Wintel,

4. dburch alle drei Seiten. %

Fitr die ufldjung ded Dreiedtd geniigen, ftreng genonumen, in

. allen vier Fillen 3wei Lehriipe, welde unter den Namen Sin udjab
und Cofinusja befannt find und die wir in folgenbem ableiten
ywollen.

* qud) Projeftionsdfap ober Carnot'jer Lehriap genannt.
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§ 25, Ginus-Sap: Jn jedem Dreiede bverbalten fid) die Seiten
ic dic sinus der ihuen gegeniiberfiegenden Wintel.

C e s e
A a:b=—sinA:sin B
b/ ih\i Ableitung: Falt

¢ D
Hig. 64,

% man in dem Dretecte
fag -ABC die Pohe CD,
jo ergibt f{id) ausd
AN ERAR h=h.sin A
AN BDOL sishie=a . iinb¥

Xig. 65.

folglid): asin B =bsin A

pber a1 b —sin A:sinB
Ebenfo wiirde folgen h:e =sinB:sinC
und ¢:a =sinC:sinA

ober, zujammengefaft, a:b:e=sinA:sin B:sinC (A)

Diefer Sap, der Sinusjapy ober die Sinusregel desd jdhiefrinfligen
Dreiected genannt, geniigt sur volljtindigen Aufldfung ded Dreieces
in den Dbeiden erjten Bejtimmungsjillen.

Beifpicle.
&3 find folgende Dretede aufzulojen:
C £
/'/\- =oR O //.
7 v L e = 5255 m 2. a=>583'bem : P
o ;
- \ - :-fﬂ” { oy — 3BT 8 em -
45 E 2,3 <LA=35 ] 10¢ 30 b= 8b7'8 em 5!______{____ \4
o ; < B= 627 25°10° <A — 1015 ’
g‘ll_}. 66. 2w . ﬁ!ﬂ- G7.
180° —(A4+B) =<LC= 789 241 20" sinB:sinA=Dbh:a
a:c=3sin A :8in C e b sin A
b:e = gin B :gin C e
c g Daraus <L B = 352 29° 50"
B sin A = 33887 m .
sin G " e <¢ C=78°15‘ 10*

und e:a=sinC: gin A
_asinC
sin A

sin B = 475 48 m - = 59006 cm

ELEEL
gin C

*) S ftumpfointligen Dreiede ift h = asinf = a sin (180 — B) = asin B.
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UAnmerfung, Die im vorftehenden Beijpiele 1 vorfommenden Gleidpungen
= w| G sin A h= s'.i: G sin B
laffen fich auch wnmittelbar nad) folgender, leicht su mevfenden Regel aufftellen:
@ine unbefannte Seite witd gefunden, wenn man die befanute Seite durd) den
sinus ihres gegenitberliegenden Winleld dividiert umd mit dem sinus ded der
unbefannten Seite gegeniiberliegenden Winleld multipliziert.

Beifpiel.
®egeben : Es ijt
a = 164 m b e S
<[ B = 32° 40* = sinA T e
= — 80° 80" Qogarithmijde Audredhnmg:
<L A = 116° 50’ S
' — (9°95052 — 10)
: 296432 e . 2496482
1+ 9-78219 — 10 + 9°70547 — 10
log b = 1°99651 log e = 1°96979
=992 m ¢ = 9328 m

Iibungsbeifpicle.

Man [Bfe folgende Dreiede auf:

1. a = 3b6°7T m % a — D38
= A —81% 10! b = 716 m
<= B = 87220 <f B = 69* 10/

2 b = 459°'8 m 4, a = 689°56 dm
<A — 3255 1T ¢ = bH75'8b dm
< B =73 5 88" < A = 78° 5 20"

H. Wie grof find die Span-
nungen i den Konftruftionsteilen
ac und be der in Fig. 68, 69 jtiz-
sievten  Gijenfonjtvuftionen, tenn
bie vertifale Velaftung Q@ und die
Neigungsdmwinfel o wnd § der beiden
Streben folgende Werte Haben:

a) Q= 2375ky b)Q = 325 kg

—_— g i 0
:;f = t;(l.n E o f;;u Fig. 68. Fig. 69.

6. An einem Punfte O wirft eine Kraft P = 285°7 kg; nian bringe eine
steite Rraft Q an, jo daB Q gegen P unter 68° geneigt ift und bie Rejultievende R
beider Svifte 350 kg werbe. Wie grop ift Q°




H8
Refulinte,
1 h = 218°92 m it <k A = 44° 36! 32"
¢ = 31724 m e = 70107 m
o a = 25647 m 4. <I (= H4® 477 49"
¢ = 46341 m b = 516°36 dm
i Nady Fig. 6. Rad Fig. 69.
a) p=1974 kg a) p=2156"H kg
q = 3817 ky = 416-97 kg
b) p= 67827 kg b p= 30737 ky
q = 94782 Ly q = 26273 kg

6. A =172'99 kg

§ 26. Die Auflbjung des jHiefwintligen Dreteced in den beiden
im § )1 unter 3) und 4) genannten Beftimmungsfallen fanu ourd)
folgenden Sap bewerfjtelligt werden:

(Suiinuﬁ?nl;. Das Quadrat eciner Seite ift gleid) der Summe
aué pen Ouadraten der beiden anberen Seiten, bermindert wm dod
boppelte Proouft aud diejen wntcu mm pent Cofinus ihred eingejdlojjencn
Winfels.

b? = a? | ei 2 a.e cos B.
Beweid: ‘ZUEﬂC[]’f man in
A ABC (Fig. 70)

CD 1 AB

Am‘lll
und bezeichnet man
BD mitm, OD mit b, il
jo ift — h? £_(‘ w8 1y
!1“ —h*tm?t e 2cm
uno, da h%* - m? =—'a? ift,
bt = a? -+ ¢?5F 2 cm.
Nun it in Fig. 0a . . . m = acos B
und in JFig. 70b . . . m = acos f= — acos B.
Die Einjepung diefer Werte in die Gleichung fiiv b? ergibt in
jebem Falle b? — a® 4+ ¢ — 2aeccos B
Ebenjo ift . . e2=a? -+ b* —2abeosC (B)

umd . . a2 ="»02-4+e*—2beeos A

*) Dad boppelte Vorjeichen Degieht fid) auf die beiden Figuren.
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Diejer Sab geniigt, um aud gwei Seiten und beren eingejd)lofjenem
Wintel die dritte Seite zu berechnen.

Beifpiel.
Folgendesd Dreted ift aufsuldien;
b = 45 em
ST f“l\"’” a — V452 - 700 — 2 % 45 X 70 X cos 60°
Sy o —"\/20%5 - 4900 — 4049°577

a == V2875423 — 5302 cm
Der noch fehlende Winfel B ergibt fich mun nad) dem Eimdjape:
q
b . &
ginhB=—sin A . . . <L B —=40° 0' 24"

o 180° — (A 4 B) = <1 C = 89° 69’ 36"

Ubungsbeifpiele,
9(ué folgenben Stiidfen eined Dreieded Ddie unbefannte Seite zu Devedmen

1. a = 73 m 2, b = 485 m 3. 2= 95 m

/ b= 115m c = 698 m c=6bm

# < ¢ = 46" 20/ < A —=1118% 20 = B — 160"
Refulinte,

1, e=28343 m 2, a=1021"65 m 3, b =124"07 m

Beredymmg der Winfel aud den drei Seiten.

§ 27. QWft man bdie Gleihungen B ber Reibe nad) beiiglich
oer Darin vorfommenden Wintel auf, jo erhalt man:

cos A — i@ a?
e 2be
a':i =EL e'.l_-bg S8
cos B= — I‘;'2 a é_- I\{J
S e e s
o 2ab

D. §. der Cojinud eined Dreieddwinteld ift gleid) der Summe
ver Quadrate der beiden den Winfel cinjdlicfenden Seifen, vermindert
umt pag Quadrat der ihm gegeniiberliegenden Ecite, dag Gange dividiert
purd) bag doppelte Probuft der einjdliefenden Seiten.
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Sn diefer Fovm dient der Sab dagu, aud den drei Seiten die
Winfel ded Dretedd zu berechuen.

Aeifpiel.
a = 6m
b — 5
:: = ;f-r: con A = 20_’_—;:_ Sl 0:54286. . . . <t A=5%" ¥ 18"
cos B =BT _ g7ig08, | .. < B=d4024' 55"
= T ?ﬁ; — 49 :20000. . . . <t C= 7827 47"

1ibungsbeifpiele.
PNian [dje folgende Dreicde auf:
1, a=9m 2. a = 20 em 3, a =51m
b="Tm b = 30 e¢m b = b8 m
c=hm ¢ = 40 ¢m c=41m

4, Unter tveldiem Winfel o miijfen zwet Krdfte P=56ky und Q = 8 &y
sufamntentvirfen, dbamit ihre Rejultierende R = 10 kg betrage?

Refulinte,
1. << A = 9p2% 44 21“ 92, <t A= 928°57 18" 3 =LA = hiF 474
<t B = 50 42/ 124 <F B = 44°34" H” < B =719 104
<r € = 33° 33* 27" <t € = 104° 28‘ 38" <t ¢ = 43° 36¢ 10¢

4. o= 82° §"49

§ 28, Aus den vorftehenden Veifpielen ijt erfichtlich, daf der
Sinugjas (A) und der Cofinusjap (B und C) in allen vier Be-
ftimmungsfallen jur Aufldjung ded Dreiected geniigen.

QJedboc) zeigt fidh bei ber Unwendung ded Cofinudiahes in
feinen Beiden Fovmen (B und C) der {1belftand, daf die su bevech-
nenben Uugbdriicke nidyt logarithmijd) braudhbar find und deshalb bei
mefhrziffrigen Angaben zu weitldufigen Nebenvedhnungen fithren.

Der Cofinusdja wird daher nur dann mit BVorteil anzu-
wenden fein, wenn bdie befannten Stiide durd) einfache Sahlen ge-
geben find.

Um auc) bei fomplizierteren Wngaben durd) rajd) ausfiihrbare
Redhnungen zur Aufldjung ded Dreiected zu gelangen, wollen wir
nod) zwei weitere Sige ableiten.
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Tangentialjos. Die Differen; sweier Dreieddjeiten verhalt fid)
sur e derjelben Seiten, wie ber tamgens bder halben Differens
ber gegeniiberlicgenden Winfel jum tangens der halben Snmme der-
jelben Wintel.

3. 8. (a—b): (a+h) = g

Ubleitung. Macht man e
in ig. 71 I;’/.,,
!
M =GN =0CB = a, Jr': 7
o ift AM —a—b B ]
und AN =a-bh, iash
FKig. 71.
fermer: <Sx}<ly=<tA. . . . . (YUupentwinkel) #)
dx—<Ly=<B. . .. .(EMBC=<x)
; - A+ : A=—B
'DGIJCL‘: SR = = :) B— Un q} — tzl

Ferner it <X MBN=90°, folglid)
<< ANB=90°—x und <X ABN=90'—y.
Rad) dem Sinusjape folgt nun aud dem Dreiefe ABN
(@ -+ b) : ¢ = sin. (90%—y) : sin (90°—x)

pber (@ == b)rie = G058 ¥ 5 OB LN SRR s, e (1)
Aus dem Dreiecfe AMB ergibt fich:
@) s o == 0 e od) e e o e ()

Aus Diefen beiden Proportionen folgt durd) gliedweije Divi-
fion (IL: 1)

“"'._h-[—twr"r )
a -+ b~ R
A-LB A 8
pDer (a—Db) : (a+Db) = tg e tg _L—“ (D)

weldje Proportion mit ihren zyflijhen Umiehungen pen JInbalt
pe3 Tangentialjabes bilbet.

% <X CMB = <LCBM = x <TABM = y.




Sept man in den Proportionen (I) und
Werte ein, fo erhilt man die Proportionen:

a4+ b):e=cos —5 I Cos -
\:3
. i B .
.{:l. — b} f6c— 80— : sin
2

Dieje Relationen find unter dem Nanten
gen (Proportionen) befanmt.

Den Tangentialjap wenbdet man a

A-+DB

(IT) bie fjiix x umb y gefundenen

= . (M)
= _i_ i (M)

per Mollweidejden Gleidun

n, um aud zwei Seiten und

bem von ihnen eingejdhlofjenen Winfel zunddyit bie Deiben umbe-

fannten Winfel zu bevechuen.

Beifpicl.
a — 3b2°8m
b = biTom
< 0-=:85%30" B¢"°
Wean erhalt:
: . B—A 3 A %)
(b—a):(b+ a) = tg —5—tlg—F7—
B=A ihie=rah - Bel=A 180" — ¢ B4-A - s
te—— — 2= Sl + S + — o b AR | e L
2 bil=ans 2 2] 2
; B — 295 = = i - 5 B = o Eoid
t = = 930 o 47" 14' 45 daraus e — 140 .89¢ 53
Aus diejen bGeiden Gleidungen ergibt <E B = G1% b4’ 4B
fich durd) Adbition und Subiraftion: < A= B0V BT R B
Die Seite ¢ berednet man mun nady dbem Sinusjafe:
gsin C s
e =a .20 = 65259 m
sin A
U bungsbeifpicle.
Mit Hilfe des Tangentialjapes folgende Dreiede aufzuldjen :
1, a == 871 m e b= 216 m 3. a=3'71 m
b = 220 m c=37"6'm c= 22 m
=g — 1952 30 <1 A —=1257 30° <'B = 542 30

#) Bei Anfjetung der Proportion fehe man ftetd die grifiere Seite bor Ddie
fleinere, um dad Aufiveten negativer Grofen zu vermteidem. Siche § 40,
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1. Bwei Qrifte P =112 kg und Q = 74 kg wirten untev gintent TWintel
w=61° auf einen Punft. Wie grofs ift ihre NRefultievende R und welde Winkel
fdhlieft jie mit ben Rraftrichtungen emn?

Hefultnte,
I, =5 A= 342445 4B 8o R R
<1 B = 19° 457 12# =1 0 =:36° 21* b4
¢ = 52994 m b = 30207 m
2 B =195 471 4. R = 16142 kg
= f=23a0 11" 15" <t o= 37{° 21" 44¢
a = H3:-05D m <t g = 23° 38 16"

§ 29. Wir wollen jett nod) cinen Sab ableiten, weldjer ungd
in Gtand jet, aud Den drei Seiten Ddie drei Winfel desd
Dreiedes durd logavithmifde Redhnung ju finden.

¢

Wir verzeichnen zut diefem Bwede
in bem Dreiecfe ABC bdie Wintel:
falbierungdlinien, ben eingefdyriebenen
Qreis O und bie Beriihrungdradien o,
wodurd) jede Dreiectsieite in je zwel
Stiidfe (m, n, p) geteilt wird.

®3 ift damn unmittelbar aug ber
Tigur zu entnehmen:

i 4] ; 3 0
froa=tg—=— tof =t — = —
5 =g m ; 9 n
y i [s—a) s—b) 8—c) *)
Y 1t abev o= \/— ). {8
5

* E3 it A BCO + A ACO + A ABO = A ABC

0 2] 0
N Der F ] A P ey
ode ‘1.2 ! 1;.2—[- {._—‘)—_.-[
a ﬂ— b -'[— ¢ .
0. — _:1_ — T
- " a-+Dhb c 4 3 b
und mwenn toic den Halben Hmiang —'_-U- +—_- g feben, mit Beniibung ver
Hevon'fden Formel os = VsE—al—Dbs—¢

i \J_-’i(ri —a)E—bE—0

8
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und zur Berehnung von m, n und p exqibt fich unmittelbar ausd der Figur

m-tn=c
n+p=a
p+m=bh,

orans, wentt man je in einer Gleidung die Feidjen anbdert unb dann affe dre
addiert, Tolat:

il + b |—_i

5 ven halben Umifang bebeutet.

foenn s

Sebst man bdiefe Werte in obige Gleichungen ein, jo exhilt man

A 0 & 0 G )
b = —= te == tg e AR
9 §—a 2 s—Db 2 g8—c

pher: ig ;‘ = H.__'l_ &\f‘ (s—a) _{S—. b) (s—e)

I 7= - e

ebenjo: tg—E:: 1'5\;’ (s—a) (s—b) (s—e)
i s S

. €C_ 1 \/(s—a) (s—b) (5—¢
: g (‘\ S g

bl

Diefe Fovmeln find fite die (ogarithmijdhe Redynung yehr bequem,
ba fie nur die Aufjuchung vou vier Logarithmen erfordern. Anfer-
pent faben fie ben Vorteil, wegen der grofen Sefundenbdifferengen,
weldhe der tangens im gangen Quadvanten befibt, recht genaue Rejultate
su liefern.

o

e ———

R e TN B o

T T e e g, TR

e e

e e



T e ——— T i S

T e

el

R — e S

Beifpicl.
a= 0878w
b= 6458 m
c= T0°8b m
_103°66
SRR
5= 9683
¥) s —a = 8810 log (s — a) = 1°58092
s— bh=132:25 log (s — b) = 150853
g—o = 2648 log (s — ¢) = 1°42292
4°51237
log s = 198601
2°52636: 2
log o = 1°26318
A
log 0 —log (s—a) = logtg 5 = 968226 —10... 1 = 25° 41 36°4"
B :
log 0 — log (s —b) = log tg - = 9°75465 — 10... -I% = 29° 36’ 50"
: & : C
log ¢ —log(s—c) = logtg 5 =9°84026—10... 5 = 34° 41’ 33-3"
A B C LT
Probe: 5 +- 5 e 89" 59° 595"

9 i

Die Summe der Hhalben Winfel weicht aljo nur um 0°3° von
dem richtigen Werte (90%) ab. Diejer fleine Fehler ijt aus per
Ungenauigfeit der Tafelwerte und dev Kovveftuven gu erflaren.

Wir bevehuen nunmehr die gangen Wintel und erhalten
<A —51°23 137 << B=59" 13’ 40" <LC=69° 23’ 74

Ubnngsbeifpiele,
Man [Bfe die Wnfgaben in § 27 mitteld obiger Formeln anf,

Wicderholungsbeifpiele,
Solgende Dreiede find aufulbjen:

il c=T77'b m 2. a=—2953'T m
< A = 48°35’ b=187'b m
<[ B =63"28' < A — 104°

) Die Summe bder brei Werte (s —a), (s—D) wnd (s—c) mup gleid) s
fein. (Warum?)
©8 fann demnad) jhon Hiev eine Probe vovgemommen fverden.

Hand pactl, Lehrbud) ber ebenen Trigonometrie, A 0
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o a=T76'2bm D, a—=85"25 em
b =bl'Thm b= 58816 em
NI T6 4B c=T1' 6 em
4, b=59'25 m b B—im
e=87'66 m b=9m
<l A = b3°25' c=hm

W

1

75 ky
70°

b) P=D5blkg
Q =40 kg
w = 60°

Wie quof 1ft die Nejultievende ziveier, unter
einem Winfel w zujammentvirfender Krifte P und Q,
twenn

a) P=12b kg
Q=

¢) P = 153 kg
Q= 6bkg

wi=1207  ijt¢

8, Unter weldem Winfel w miifien 3wei Krdfte P und Q ujommentvirien
bamit thre Nefulticrende = R werde, tvenn

@) P =65 kg L) P=63 kg ¢) P =37 kg
Q = 84 kg Q=15 kg Q= 218 ky
B = 93 kg R = 57 kg R =425 kg 1jt?
Refultate.

1, a = 62907m b = 760°562 m <10 = 67° b7’
2. <L B =145 33404 ! < € = 29° 26 55°5* e =129"13 m
3. <t A = 68° 50* 40- 5" <I B = 39° 53 34-H" ¢ = 76412 m
4, <1 €= 8415 43 < B = 42° 19 17 a = 70664 m
b, <t A = 84° 50“ 41 <I B = 38" 23* b* < € = H6? 46* 16"
6. < A = H0° b8’ 38 <t B = 87° 16‘ 16~ <70 = 41° 46" 8"
7. a) R = 16632 &y b5 R=179 kg ¢) R =133 kg
8, a) o= 42°19% 21" b)) o= 12(° ¢) o= 92°3818"

§ 30. Rennt man von einem Dreiece

ben der Heineren Seite gegeniiberliegenben Wintel

3wei Seiten und
io

fomnen Dei der Uufldfung drei verfdhiedene Fille eintreten.

Sind 3. B. von dem Dreiefe ABC (Fig. 73)

, it welchem b<<c

ift, die Seiten b und e, jowie der <L B ge-

geben, jo erhilt man

ginB:sinC="Db:e¢

¢.sm B
gin C= - =
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1. Fall. b=e¢sin B. Dann ijt sin C<<1 und man erhilt wei
ufldfungen C, und C, =180 — C,, bderen
feine Den gemadyten Vorausdjepungen (Angaben)
wiberfpricht. Jn Dbiefem Falle gibt e3 Fwei
Dreiecte, weldje den Ungaben entjpredhen.

2. Fall. b=ecsinB. Dann ift sin C= 41, und man erhilt
blof eine Auflojung. (L C=290°)

3. Fall. b<<esin B. Dann ift sin C=>1, wad unmiglid) ift; 0. .
ed gibt fein Dreiec von den gegebenen Stiicen.

Beriidfichtigt man, daf im AABD....esinB=h ift, jo
{affen fich die dret Fille auch jo anjdyreiben:
1. B=>=h 2. b=h 3. bh<<h

und ¢8 lift fich leicht auch durch Konftruftion ded verlangten . Drei-
eced bie Bebeutung der obigen drei Fdlle Flarlegen.

Beifpicl.
a = 3bb°H m b = 4985 m <L A = 84° 10!
Nus sinB = BER A folgt:
<F B, — bl H7 18" <J By = 1987 2" 47%
<[ C, = 93° 52’ 47 <[ C; = 17° 47" 13
N
und ¢ = ——=rsin (8]
¢, = 631°66 m e, = 198°37 m
Hbungsbeifpiele.
Folgende Dreiece find aufzultjen:
1. a=5T"4dm 2. a=D5T2m 3. a=53bm 4, a=98"2bem
b =41*1m c= 293 m — 2676 m b = 4775 cm
=T B =41° <X O =29° 29 14" < B = 80° < B = 40° 30
Refultate.
1. A, — 6623 A, =113 3¢ 2. A, = 73° bb* Az = 106" 4’
C,=371" G, = 256°23 B, = 76° 34’ 46 B, = 44° 26’ 46"
¢, = 59'786m e, = 26°85bm b, = 578:99 m b, = 416°82 m
3, A=90° e = 46°332 m 4. Das Dreieck ist unmiglieh.

¥
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