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Fliadyenformelmn.

§ 31, Bevor wir bdie trigonometrijhe Wufldjung bded jdief
winfligen Dreiectes abjchliefen, wollen wir nod) zwei Formeln auf-
ftellen, welche und geftatten, die Flahe Ded Dretedesd

1. aus zwei Seiten und ihvem eingejdlofjenen

Wintel ober

2. aqusd einer Seite und den drei Winfeln
unmittelbar zu berechnen.

Bezeichnet man die Flidhe de3 Dreieces

C ABC (Fig. 74) mit F, die Hohe CD mit b,
0 ift :
b h a i T e (,i]
A o g Da nun (AADC)....h=bsin A, jo exqibt
2 fich . besinA
oig. T4, F—. 3 (I)
sin B

Gepst man nad) bem Sinusdfape: b=c¢ in bie vorftehende

sin C
Formel ein, jo erhilt man
p 'sind sinB
2 sin C
D. §. I Die Fliche eined Dreiected ift gleid) dem halben Produfte
aweier Seiterr, mal dem Sinud ihred eingejdlofienen Wintels, und:

(I1)

II. Die Flache eined Dreiectes ift gleich dem Duadrate einer
Seite, multipliziert mit dem Sinus ber beiden ihr anliegenden Wintel,
bividiert durdy ben boppelten Sinud bed gegenitberliegenden Wintels.

Tibungsbeifpiele.
Man berechne die Fladhen folgender Dreiece:

1. a=>5'83 m 2. a = 0962 em 3. b=4056'8 m
b=3'9b m ¢ = TH'83 om c= 295°8 m
<X ¢ = 61° 80’ <I B = 105° 20‘ 6“ <t A = 98° 4/ 30"
4, a=—238B'B m 5. b =195'6 cm 6. ec=4'36 m
< B = T5° 45’ <L B — 68° 39’ 18" <[ A = 77° 58" 55"

<[ C =29 48" <] A = 80" 8' 58" <[ B = 44° 45 37"
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Ein Dreied aufzuldjen, von weldem gegeben jinb:

7. F = 3493854 cm? 8, T = 1549°26 dm?® 9, F = 4650 m*®
a— 2844 em c = 663 dm <I A = 137"40'39"
b = 274*5 em < A =59%92 21" < B = 14" 1§’
Refulinte,
1, 10-119 »*® 2, 2180 em? 3. 59350 m®
4, 36667 m? 5, 26095 em® 6., 77827 m?
T e =293 em 8. a= 0604 dn 9, a—282'0 m
<I A = 59° 52’ 46* b=54'H dm h=R8bm
=B = Hk* 36" 5" =<r B = 50° 41’ 33“ ¢ =162'6m

Vermijdyte Beifpiele.

1. Man Geftimme bdie Enifexmungen AC und BO
(Fig. 75H) Ded unzuginglidyen Punfted C von den End-
punften A und B ber gemefjenen Standlinte m aus fol
genden Angaben:

a) m — 8465 m b) m — 459°8 m
< B = 122° 13 20" T A =32 15 17"
T A=17 35 44 <L B ="73° 538"

9, Man berechne die gegenfjeitige Entfernung der duvd)
ein Gebiude gededten Punfte A und B (Fig. 76) ausd
fofgenben Angabern:

i) a= 4296 m bl a=235"T m
b = bB8T'H m hi=193 m
< P = 73° 15" 18" <5 P'— 153"

\\\“\!\f\\\\‘\m\\{\i‘\\i\ \\ \‘\ \}I\ &

3. Wie grop find die Winfel e, B, 7, welde "/ '

bie Schnuven in Fig. 77 bei Dergeftelltem Sleid)-
getvidite einjchliefen werden, wenn:

al P =21 kyg b)) P= 886 Ly 0z
Q =24 ky Q= b'7B Iy e A
R = 39 kg R = 1024 kg {ijt? i

4. Wie grop miiffen im. vorftehenden Falle bie Verhiltnifie P: Q: R gewdblt
erden, dbamit: <L a= 82° b5’ 48"
<[ § = 127° 85’ 24“
<I y = 150° 18" 48" terde?

(Ymleitung: Man fehe R = 1.)
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5. An einem Wanbdfrane (Fig. 78) tivtt bei ¢ bie vertifale
o.-4F Belafung Q. Wie grof find die in ben Konftruttionsteilen ac
: und be entftefenden Zugs und Dendipannungen (p unbd q) wenn:

@) Q=871'5 kg b) Q=89 Iy
< a = 65° <\ @ = 48"
< B = 35° <L f =83 ijt?

6. Die Gpite S bed Sdafberges (Fig. 79) exfdheint bon
soei mit S in derfelben Wertifalebene gelegenen Uferpuniten A
(Untevacd)) und B (Steinbach) ded Wtterfeed unter den Hoben-
winfeln « = 15% 88" 18 und f = 7° 25’ 18", PWie hod) liegt S
& itber bem Spiegel bed Attevieed, wenn bie
ik GEnifernung AB = 5380 m und bdie Jn-
ftrumentenhdhe i = 1°55 me ijt?

nleitung :

B
2, 1. 8jung. FB—FA=m
e ST (cotg f — cotg a) = m
7 (cotg =
e I
Uit 8F = -
FKig. 79. cotg f — cotg a
.. s o m R N
2. Qofung. FS = ASsina = — - gin fesina
sin u

wobel <Ttu=a—f ift

7. Bwei frifte P und Q = P -+ 50 kg wirken
unter dem Winkel w = 60° ujommen und evgeben
bie Refultierende R = 2P. Wie qrop find bie Krdfte?

8. lm bie gegenjeitige Entfernung x weier
ungugdnglicder Punfte A und B (Fig. 80) zu er-
mitteln, Hat man den in der BVerlingerung von AD
liegenden Punft N und einen groeiten Puntt M feft-

Big. 80. gelegt und jodaun gemeffen:

@) MN=—a—=22b"8m h) a= 1366 m
<L AMN = o= 37° 10" 20" <f a = 29° 25’ 80"
<Y BMA = p — 31° 20' 30" <l f = 84°% 40’ 20"
<f BNM — » — 65 33’ 15" <} .= 80° 29 45"

Wie grofy ift die Entfermung x?

i
sin NAM
___AM
~ sin NBM

nleitung: ANAM....AM= s sinYee.. <It NAM = 180% — (a 4 y)

)

unh AABM,...x

ssinfi... <INBM = 180°— (a4 £-+7)

a.sinf.siny

flglit 2= ———




71

9, Bur BVeftimmung der gegenfeitigen Ent= Ai-'
fernungen x, y unb z der Drei unzugdnglidhen i
Panfre A, B und C (Fig. 81) wurden zivei Punite
M 1tnd N feftgelegt, tweldje in den Berlingerungen
ber Gtreden AC und BC liegen unb jobaun
purd) bivefte Mefjung gefunden:

a) MN = 556°5 m b) a = 1788 m
a = 31° 257.20" a— 8125 15"
f = 40° 11' 30" p = 87" 16 20"
A== O YERGE B p = 25°% 5430+
) — 20 8 LA o 40 i i ‘
i 48" 10 10 i) 34° 17 10 Fig. 81. -

Unfeitung: Die Streden x und y beftimme man jo wie bad x in der vor-
hergehenden Aufgabe und beredhne jodaun aus bem Dreiede ABC die Strede =z

10, Biwei in Dderjelben
Hovizontalebene gelegene Drte
A und B (Fig. 82) follen durd)
eine geradlinige Bahnftrede ver=
bunben werben. Jmwijden A und
B befinbet fich ein Berg, jo dah
bie @erabe A B nidit bireft ab-
geftecdt werden fann. Deshalb
tourdbe ein Hilfspuntit P jo ges
wihlt, baf folgende Stiide divelt
genteffen werden fonnten:

PA=hbh=2876 m T
PB =a = 3206 m
<t APB = 98" 15’ 30"
Man beredyne davaus, um bie Traffierung von A und B aus vornehmen au
founen, die Winfel A und B, ferner die Entfernung A B.

Nad) durdgefithrter Abjtedung twurben bev Infangs= und Endpunit M und N
oed purd) ben Berg su filhrenden Cinjdnitted (vder Tunmnels) martiert uub von P
aus anbvijiert, toobei fich folgende Wintel ergaben:

< APM = <t a=25°280" <IBPN=<lf§=26"285"
Wie fang wird der Einjduitt (dev Tunnel) ?
Man [Bje diejelbe Aujgabe fitv jolgende Angaben:
) a = 3567 m b) a = 10B8 m
b = 22756 m b = 975 m
<{APB = 104" 10' 20" < APB = 97° 85" 80"
=1 .= 23042l =j e = 2101530

<X B = 81° 25" 46" <[ = 25° 0" 10"
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11, Man ermittle die ge- - ==
genjeitige Enifernung AB = x @
ber unzuginglidien Puntte > =
A 1nd B (Fig. 83) aus folgen-
ben, burch bdivefte Meffung

#ig. 83a. iy gefunbenen Angaben: % g, 83b.
a) MN = a = 2bbd m }) MN = a— 2816 m
<o = 47% 20’ <f a — 82° 18’ 20"
<[ p = 5515 < B = 38° 25' 10"
<I y = 38" 10 T ANM = <t y — 115° 29° 80"
=-'.';" d = 61° 25’ <IBNM = < 3 = 109° 47' 40"
(Rad) Fig. 83a.) (Nady Fig. 88b.)

Ynleitung: Man bevedhne aus den Dreieden MN B und MN A bie Seitenr M A
und MB unbd fobann aud bem Dreiede ABM die Seite AB = x.

12. Wie qrop find bie durd
die  DBelajtung Q  erborgernfenen
@pammungen s, p und q in ben eins
K zelnen Teilen der in Fig. 84 bar-
& N geftellfen Seilberbinbung, wenn:

@) Q=44'5kg b) Q =340 kg

20 = 115° 9w = 125°
o — ga a = 3b°
i Sk sy p= 32 g = 28 ift?

13, UAn einem in Fig. B85
jHzaievten Drebfrane, deffen Gejtalt
burd) bie Winfel «, §, y beftimmt ift,
hangt eine Laft Q. Man beredne die

Fig. B4, o1t Den Streben hervidenben Spannungen s, u, p,
ferner die Hovizontalen und vertifalen Komponenten
[: o o H, h, $, V und v.
i O —————————————— 3

< o = 38"
=B = 3n0
<y =20

Q = 6760 ky

H
Ynlettung: Pan jerlege die I
Rraft Q nad) nebenjtehendem Shema Q [\'
und beniige die in ber Figur jdraf- 1 I“ 1
fierten Qréftedreiede. 8 ]\'
Probe: V—v=20Q lp f
(warum?) 1{)

-



-

3

14, @ine geradlinige Strafe (Fig. 86) fithrt in ebenem Ge- £ a
[Gnbe von einem Orte A iiber B nadhy C. Von ben beiden leht-
genannten Orten jiweigen wiedevum geradlinige Strafien nad) jwei £ 0

Ortenr D und E ab.
Man berechne die Enifermung DE fiiv folgende Angaben: ¢

a) BC = B8°b km W BC = T km Fig. 86.
<IDBA = bb? < ABD = 130"

< ECA = 380° <L ACE = 85°
CE = 6°b7b km GE = 4tm c
BD = 4'29b km BD = 3 km

15. Bom Rubolfdturme O (bei Hall=

jtadt) (Fig. 87), Dbefjen Hihe itber dem o [ e A

Spiegel Des Halljtidter Seed h = 386w XA ' :

ift, erfdjeint bie Epigt bed Sarfteind unter :“‘%{\\\ii;\t\

einem Hiohentwintel « = 11°37° 307, das A

Spiegelbild unter einem Tiefentvintel M\Q\\\“ N\ N

p = 19°16' 30", Wie grop ift die abjolute i

Hbhe ded Sarfteins, wenn bder Spiegel g !

bes Dalljtidter Sees eine Meereshihe &ig. 8T. :

pon 494 o Defibt ? ‘5

Anleitung. 1. 8bjung. Aus ACMS folgt: M = (H—h)cotga
and A CMS’ folgts CM = (H-+h)cofgf

Yus ber Gleichitellung diefer Werte ergibt fid

cotg a -+ eotg fi
" cotg a — cotg f

H=h

2. Lofung. Aud den dhnlichen Dreieden PFC und PGS folgt:
Hithi= BPICE v, o (1)

Da it ACPS....<IPCS = f+a unb <CCSP = f—ea {ijt, jo ergibt
fich nad) dem Sinusjape:
SP:0P = sin(f+a) & sin(f—ea) .....(II)
e ¥ ! sin(f 4 a)
usd (I) und (1) erhilt man H= =0
16. Bon einem Puntte, dejlen Hohe h iitber dem Spiegel eines Sees befannt
ift, erfdheint eine TWolfe unter dbem Hohenivinkel «, ihr Gpieqelbild in See unier
pem Tiefenwinfel . Dan berechue die Hohe ber Wolke iiber dem Seejpiegel fiiv
folgende Ungaben:
@) h = 1538 m b h = 175 m ¢l h= 8370 m
< g = 925°147 40" =18 — 19n10! < p = 81°20
<t o = 17°40"25" <) a = 1645 <L a = 2630
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17, Bon zivei pafjend ge-
todflten Uferpuntten bed Bo-=
penjeed bei Bregenz (B) und
Hard (H) (Fig. 88), beren
Entfernung BH = 4612 Hm
fritber Beftimmt tourbde, er-
jhien bder Hafenttrm bon
Lindau (L) unter den Vijure
winfeln

BHL = 71°51' 40"

HBL — 60°85"50"

F{(Friedrichshafer.)

FRamie: Fecner wurbe pom Rhein-
ipig 8 (Rhetnmiindung) und
pon einem Uferpuntte bei

2 Romansdhorn (R) nad) ben

Fig. 88, entjprechenden Puntten

pijiert. Dadurd) ergaben jich

folgenbe TWinkel:

Horsclueh

S LHS = 78°10'28" <IFSR = 40° 54" 46"
<ILSH — 357 28'38" K LES =,19° 35" 54"
<ILSF = 85"52' b" <L FRS = 79° 54" 46“

9us diejen Yngaben berechue man die Entfernungen: BL, LH, H5; 8y
RS, RL, RF, SF unb FL.

18.% Bon zwei Uferpunften Ddes
Bodenjees : Lindan (L) und Mehrevan (M)
(Fig. 89) wurde nad) Dder Spite Dbes
Ridnders (P) vifiert und ed ergaben fidy
folgenbe Winkel:

a) Hotizoutals f FML = a = 123° 57° 8"
tinfel |\ FLM = f = 27°1378"

b) Bertifal- TMP = ¢ —8°80' 31"
fointel {F LP =y =4"42'57"

Die Entfernung ML = a fourde
' mit 4665 m bejtimmt, DMan bevedine aus
biefenn Angaben die Hohe h ded Pianbergipfeld diber bem Bodenjee.

Anleitung: Aud dem Dreied MLF Derechue man pie Seiten FM und
ML nad) bem Sinusdjate, jodbann aus ben reditintligen Dreiecen FM P unb FLP

die Hobe h. Man erhilt auf diejem Wege:
asinf tg @ b p e B sin a tg

sin @ sin @

hi'=

Ang den beiden JMefultaten ijt Had Mittel zu nehmen.
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f' 19. Bon zwei auf dbemfelben Mervidian SN
1td in gleicdher Seehohe liegenden Orvten A unbh B
(Fig, 90), deven Entfermung 47°75km [67°5 k)
betrigt, wurde ein Meteor (M) im Angenblice
jeines Grldjchens beobachtet, und ed wurben zur
Beftimmung feined Orted folgende Wintel ge
meffen: Fig. 90,

1. Horizontalmintel: f SATF = 142°20° [150"80°]
gimut) SBF = 140°  [112°407]
/
\

FAM = @ = B°30".  [27°201]
545" [32°]

9. Bertitalwintel:

1
($Hdhem) FBM = w

Man beredhe die Hobhe des Wieteors.

9(. Bom ,,Signal de Bougis® (8), einem
512 in itber bem Spiegel Ded Genfer Sees (Fig. 91)
gelegenen Bevithmien Ausjicytapuntte, evideinen bie
Drte Genf und Billeneuve unter den Tiefenwinteln
a = 0° 49! 56" und f = 0° 40’ 42", wilrend die
horizontale Drehung bded Xernrohres (bei Eins
fteffung von einem Orte auf Dden anberei)
o = 105° 4’ 40" ift. Wie grop ijt bie Divelte
Gntfernung der beidert Drte? (Die Erbfriimmung
ift 31 vernachldffigen. Die vorjtehende Aufgabe
bifbet bie Umfehrung ber Aufgabe 18.)

91, Vom Gipfel 4 (Fig. 92) bed Schafberges,
deffen Meereshdhe 1780 me betvdgt, erfcheinen bret in
der Meereshohe von 549 m qelegene Uferpunfte bes
bes Aberjees, u. 3. St. Gilgen (@), St. Wolfgang (W)
und Strobel (S), unter ben Tiefentvinteln

oy = 13° 48' 16"
R — 14° 56’ 41"
wy; = 9° 24' 48"

fpiahrend am Horvizontalfveije des Winfelmehinjtrumentes
oie Winfel a = <. GAW = 89° 389" und

p= <L WAS = 18° 20" 14*
abgenteffent mwurden.

Tie viel betragen bdie Horizontalentfernungen AG, AW unb A4S ber brei
Uferpuntte vom Sdafberggipfel und wie grofs find bie gegenfeitigen Entfevmungen
ber Uferpunite?




6

29, Gin Auge O (Fig., 93) befindet fich in
per Dohe h iiber der Crboberflache, bie nald eune
alatte  Rugelflade (Meeresjpiegel) vom NRabdius
R = 6366°75 km angejeben wirb. Wie lang ijt
per Bogen (FP), twelden das Auge nad) der einen
Seite iibexblidt? Mian berechue bie Ringe bdiejes
Bogens fiir bie Beobadytungspuntie:

a) Jitna . ... h = 3313'm
b) Ehimborafjo h = 6700 m

: : : g e )
Inleitung. Aud A MPO folgt tge—g= ) , und da nad) dem Sabe
von ber Poteny ded Punites
e e Ih (S ]
OP=Vh(@R+h) ift, fo ift tga= Ve (311'-{ -

23, Vom Gipfel bed Vejuvs erfdeint bder duferjte Horizont (bas Mieer)
anter einem Tiefeninfel @ = 1° 8" 39, Wie hod) ift der BVefub?

Unleitung: Der Tiefentwinfel und der Winkel PMO (Fig. 98) find einanber
gleidh. Die Hobhe h ergibt fidh ausd den in poriger Aufgabe zur Veredpmung von a
anfgejtellten Gleidungen.

24, Das Leuchtfener ded Leudjiturmes
auj Helgoland Hat eine Hohe H = 83 m iiber
pem Seejpiegel. Ginem auf einem fernen Sdifie
in ber Hohe h iiber dem Seefpiegel befindlicdjen
Yuge exfcheint foeben bad Lidht ded Leudyturmes

s s am duferften Horizont. Wie tweit ift das Sdifi
‘%‘;‘,..," noch vom Leudhtturme entfernt, wenn

at @) h=15m b h=18m ¢ h=25m ift?
Fig. 94.

Anleitung. DMan berechne bdie Winfel « und f und baun die ugehrigen
pon P jum Lenchtturme und jum Sdiffe reichenden Kreidbogen.

25. Man [ofe die vorftehende Aufgabe fitr den Leudjtturm von Marieille
(H = 60 m), wenn h = 13 m ijt,

Er A R : . g R
*) Die einfachere Formel: cos a = Rtk [Hefert bei fitnfftelligen Tafeln
S|

ju ungenaue Rejultate. Armdbhernd ift tga =\ﬁ:l

Xiie bie Beredhung der Bogenlingen beadte man, dap fidh fiv pent Halb-
mefler r = 1 folgende Bogenlingen ergeben:

1° = 0°0174533 1’ = 00002909 1Y = 070000048



RNefultate.
a) CA= 1109 m
CB = 3956 m
) CA=456'2 m
CB = 254°47 m

: ff;" ﬁlﬂHf} T

b) 397°67 m

3. a) a= 60°
g = 152° 12/ 16"
p = 147° 47 44
b) a= 93°56‘H0"
B = 120" 19’ 28"
o = 145" 43¢ 42%
4, P:Q:R =—8:5:10

5. a) q = 068427 kg

p = 43305 kg
b)) g =2369 kg
p = 1736 kg

b, h=1312'3 m
1. P = 165138 kg

Q| = 215°138 ky
8, a) 1562565 m

10.

) 1396°7 m

. ) x = (60726 m

y = 730°02
7z — 401° 718 m
h) x = 1169:07 m
¥ — 1141°47 m
L= lliiiﬂ' 3 m
<t A — 43° 33* 56"
<} B =38 10 b4"
AB = 4602°66 m
MN = 173306 m
a) <t A = 47° 41° 14“
=i B = 28° 826"
MN = 157563 m
b <t A =43% b1’
< B — 38" 27 30"
MN = 6805 m

(i

11, &) 3795 m
b) 5669 m
12, a) 8= 41041 kg
p = 23352 kg
q = 27131 k&g
b s — 36816 kg
p = 19398 kg
q = 237 kg
H = 8640 kg
s = 10964 kg
u = 4337 kg
p = 10770 kg
v = 2670 kg
h = 3418 kg
V = 9420 kg
H = 5222 kg
14, a) DE = 6-7523 km
BE = 3:9525 km
) DE = 4-9307 km
CD = H' 568 km
15. 1489
16, a) T94°) m
b) 2434°5 m
e) 8414 m
17. BL = 594133 m
LH = 5446°56 m

S = N77-36 m
SL = 96644 m
RS = 15953°3 m
RL = 230767 m
RF = 12167 m
SF = 18290°7 m
FL = 20062 =

18. 662°015 m

19, @) h= 91628 km

(a8 Wiittel vou 91°84 und 91°416),
5  h=104"93 bm
(a8 Mittel vou 104-73 und 105°13),

20, 62D km




=3
oo

21, AG = H010 m 28, 1270 m

AW = 4612 m T
AS = T420 m 24, a) 46* 332 km

GW = 6788 m b) 47°639 km
WS = 3376 m ¢) H0-287 km
9292, a) 205345 km 95.  40°H km

b) 291°959 km

Erweiterung der Goniometrie.

§ 32, ©8 liegt wohl bdie BVermutung nabe, daP, wenn el
ober mehreve Winfel zu einanbder in bejtimmien Beztehungen fteher,
auc) die Funftionen biefer Winfel einen gewifien Bujammenhang be-
fien werben, und wir Haben dies in der Tat in mefhreven Fillen
(§ 22) bereits nadjgemwiejen.

Soldge aud dem Jujammenhange dev LWinfel fliegenden Be-
siefungen awijgen deven Funftionen Efomnen oft mit Borteil zur
Bereinfadung von Formeln und Rechmungen benuft werden, und wir
wollen und dedhald in den nichjten Kapiteln mit den widptigften
hierher gehorvigen Lehriapen befafjen.

Diefe Lehrfise bilden mit den im § 18 angegebenen Begiehungen
aifcgen den Funftionen eines und desjelben Winkeld den Jnhalt
Set Goniometrie. Die goniometrijhen Sige find fitr un3d aud
beshalb von grofer Widhtigleit, weil buvd) fie der inneve (analytijche)
Bujammenhang eingelner fiir die Dreiedsberednung aufgeftellter Lehr-
jase (fiehe 3. B. § 38) flar zu Tage tritt.

Bufommenhang swijden den Funftionen einer Winfeljumme und den
Funttionen der GCingelwinfel (Sumutanden).

§ 83, Wir wollen guerft aud der Fig. 95

. eine Fovmel ableiten, weldhe ung in Den

Stand fest, den Sinug und Cofinud der Winfel-

7 fumme (a - f) aus ben gleihnamigen Funk-

3 o v 7 tionen der eingeluen Winfel a und f zu be-
Fig. 95. rechnen.
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