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Erweiterung der Goniometrie.

§ 32, ©8 liegt wohl bdie BVermutung nabe, daP, wenn el
ober mehreve Winfel zu einanbder in bejtimmien Beztehungen fteher,
auc) die Funftionen biefer Winfel einen gewifien Bujammenhang be-
fien werben, und wir Haben dies in der Tat in mefhreven Fillen
(§ 22) bereits nadjgemwiejen.

Soldge aud dem Jujammenhange dev LWinfel fliegenden Be-
siefungen awijgen deven Funftionen Efomnen oft mit Borteil zur
Bereinfadung von Formeln und Rechmungen benuft werden, und wir
wollen und dedhald in den nichjten Kapiteln mit den widptigften
hierher gehorvigen Lehriapen befafjen.

Diefe Lehrfise bilden mit den im § 18 angegebenen Begiehungen
aifcgen den Funftionen eines und desjelben Winkeld den Jnhalt
Set Goniometrie. Die goniometrijhen Sige find fitr un3d aud
beshalb von grofer Widhtigleit, weil buvd) fie der inneve (analytijche)
Bujammenhang eingelner fiir die Dreiedsberednung aufgeftellter Lehr-
jase (fiehe 3. B. § 38) flar zu Tage tritt.

Bufommenhang swijden den Funftionen einer Winfeljumme und den
Funttionen der GCingelwinfel (Sumutanden).

§ 83, Wir wollen guerft aud der Fig. 95

. eine Fovmel ableiten, weldhe ung in Den

Stand fest, den Sinug und Cofinud der Winfel-

7 fumme (a - f) aus ben gleihnamigen Funk-

3 o v 7 tionen der eingeluen Winfel a und f zu be-
Fig. 95. rechnen.




79

In Figur 9B it O0A=0P=r,
<< POT= a+-§
PM=rsin (- f) unb OM =r cos (a + §)

1. €8 ift PM=SM-+PS
nber PM=QN4P>S
ober rsin (a4 ) =0Q.sina-+PQ. cos a*)
rsin (@ 4+ f)=rcosf.sina-}-rsin 3. cosa,
fomit sin (¢ +B) =sina cosB--eosasing . .. . . (I)
2. €3 ijt OM=ON_—MN
OM—0ON—Q5
pber r(cosa- ) =0Q.cosa—PQ.sina
reos (@t f)=reosp.cosa—rsing.sina
cos (¢ p) =cosacosB—sinasing . . . . (IT)

Beifpiel, Man erprobe die Richtigteit diejer Formeln fiir & = 60° und § = 80°

Sept man f = @, o Wird (a 4+ f)=2a und man exhdlt
bie Formeln:

sin (2a) = sin a cos a + €08 a sin a
(I1D) sin (2a) = 2 sina €08 a
cos (2a) = cos a cos @ — Sin a §in a
(IV) ¢0s (2a) = cos’a—sin’a und, da
cos?a=1 — gin*«a und sina — 1 — cos?a,

(IVa) €08 (2a)=1—2sin’a cos (2a) =2c¢08’a—1 (IVh)

Diefe Formeln, welde geftatten, aud dem sinus und cosinus
eined Winfeld die gleichnamigen Funftionen ded Doppelten Winfels
aut bevechnen, laffen fidh weiter umformen, wenn man

Hatt- 2@, .. -0 und daber ftatt a ... % jchreibt.

*) <L QPS =aald Normalmwinfel.




Pean erhdlt danmn:

a
3

(V) sin a = 2 sin  cos

(VIa) cosa=1 — 2sin’

Aus ben Deiden lepten

'a (¥} = (4 -
5 0sa= cos? e sin? 5 (VD)
a : 04 YT
5  €08a=Rcos’ e 1 (VL)

Gleichungen ergibt fich unmittelbar

e g e (L s
(VII) 1 — cosa = 2sin? 5 L+ cosa=2ecos® (VILI)

4 & 110 L=< cosia a _ 1/1-+ eosa

und sin B ] 5 €08 5 = l.« T T

Ubnngsbeifpicle.

1. 2Wie grof find sin 40° und cos 40°, wenn
sin 15% = 0°25882 und cos 15° = 0°96593
sin 256 = 042262 ,, cos 25° = 0790631 {jt?

2. Wie qroB find die goniometrijdhen Funftionen von (x 4 y), wenn

sin x = 0'6 sin y = 0'8 ift?
3. Man vereinfade folgende Ausbriide:

o
) sin (2 a) tg a B (1 — cos @) . cotg % e) (14 cos a) te 5
d) sin a cos a cotg (2 «) e) sinacosa f) 1—sosa
cos? ¢ — sin® a 1-+cosa
4, Mane ofe folgende Gleichungen auf:
@) 14 . sin a == b) 537 sin x = -
CoS a cos X
uflojung : 7.2s8inacosae =25 ¢) 80 cos x = 11 cosec X
. N (5]
sin (2 a) = = d) sin (2x) = 1°5 sin x

Darausd: g, =109 AT 3R R
2y — 67" 12787 b
f) sin(2a) = tg a

Qeina . cos g =-

Muflojung

cos &

Q2c082a=1 sina

cos & = + ; Ve

o, = 45°

Qg

a, = 815° a,

b sin (2x) = B cos x

g) 8 sin (2a) = cotg a
)
%)

in o et 23 - X
769 sin x = 325 tg —

=0 ¥
cosec y = sec -

=0’

185° o, = 225" o, = 180°
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k) eos (Reo) = % COS o l) Beos(2a) =3 cosa
2(:05*&—12-1—&05(1 m) cos ;:cosx:'l'.-':E}
i T 1
cos @ = i K l;‘f h}xi S i n) cos (2x) =sinx
a4, = 320 39/ 8" ftg — 126° 22/ 31
oy, = 360 — oy e, = 360 — ag

o) Wie gqrofy ift ber Winfel, beffen tangens fich zum sinus deg doppelten
Winfel8 verhdlt, wie 3:567

p) Wie grop ift der Winfel, deffen cosinus gleich ift dem dreifachen cosinus
bed bdoppelten Winfels ?

q) tg x = sin x + sin (2 x)

r) cos (2x) - cosx=1

g) cos®a—sin®a = Hsinacosa *
{) sin x 4- cos x = 1°345%)

) sin x - cos x — 1414

») sin x 4+ cos x = 1°2369

w) sin x — cos x = 0°37

Jujap: Man verjeichne die berechreten Winfel am RKeeife und erprobe an
ben Fuuftionslinien die lbeveinjtimmung mit den gegebenen Gleidungen.

Refultate,
1. 064279 4, a) a, = 22° 47’ 33*
0° 76604 b) x, = 13° b2* 23
2. sin(x+y)=+11 X, = 76° T’ 38"
cos(x+y)=0 mif ¢ x. = 23% 8b¢
x 4y = 90° x, — 66° 25°
3. a) 2 sin® a d) x, = 41° 24* 35
b) sin a , x, = 3187 3b* 25*¢
e X, =0 x,=180°
(S ¢) x, = 17° 27" 274
d) 5 €os (2 0) x, — 1620 32¢ 33
1 Zeil xo— 90?
o s s x, = 270°
nie (o) ooy =45° o fi

*) Man quabriere bie Gleidhung und benchte, Do
sin? x - cos® x' =1 und 9 gin x cos x = sin (2 x) ift.

Sans Havtl, Sehrbud) ber ebenen Trigonometrie. A. 6




g) a, = 24° b* 41" )Xy =377 187 48"
o, — 155° 54° 19 X, — 128° 574 74
b e i MR X5 = 360° — X,
a, — 2040 57 414 x, = 360° — x,

h) X, = A0 R4 QDN

b :: 2= ;;;;'1}1'- d%.r ;;u f;‘) Xi— 60" Xy, = 200°
X, =0 x, =360 iy = G

¢ ¥, =060" y, = 300° ) X, == 38° 40¢
Yo = 180° x, = 321° 20"

k) a, = 32° 327 3 i

1) a, =29 12 37" s) a, = 10° 54’ 3*
o= B0 = ay — 100° 54¢ 3

a, = 124° B’ b1
a, = o6l —a,
m) x, = 63° 11 50"

£ X, =270
X, = 63°

x, = 2561° 53' 34 w) x, = 44°
n) X, = 30° x, = 150° x, = 46°
X, = 240" ' 3
o) x, = 24° 5’ 40" 2) 1'1 = ]{'n
x, = 165° 54’ 20" X, = 14
Xy = 0 w) x = 60°10*

x, = 360 —x,
X, — 360" — X,
¥ — 180°

§ 34. Aufgabe: Man bejtinme den sinus nud cosinus der Wintelvifferens
(@ — B) aus den gleidnamigen Fuuktionen der Eingelwinfel a und S
Jit g=—a—p o 1jt a=f-+ @

fomit nad) § 33
sin a = sin f cos @ 4 cos fsing . . . . (A)
cos @ ==cos fecosp —sinfsing . . . . (B)
Multipliziert man die Gleichung (A) mit cos und bie Gleichung (B)
mit (—sin g), fo erhalt man durd) Adbdition Der ®leichungen
§in a cos f — cos a sin f = sin @ (cos® f -+ sin® f)
9bbiert man aber zu der mit sin # multiplizievten Gleidjung (A)
bie mit cos f multiplizierte Gleihung (B), o exhilt man
sin a sin B - cos a cos f = cos ¢ (sin® f + cos? f)
ober, weil (sin? B -+ cos? f)=1 und @=0a—f ijt,
sin (@ — B) =sin e cos B —eosasing . . . . (IX)
cos (@ — B) =cosacos B+ sinasing . . . . (X)
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Tibungsbeirpiele.
3 s 1L s )
1, Man beredhne aud: sin 60° = = V3, cos 60" = l)

1o
sin 45° = cos 45" = B Ve
bie Werte fiix sin 15° und cos 15°
9, Was ergeben die Formeln (IX) mwnd (X) fiir x=90° x= 1807,
x = 270% =x = 860"?

cote § — cote

'i‘ n ) ; 10F & 3 .t 11 O e
b @) Man nadje den Wusbrud e logarithmijd) braudybar
b) Man seige, vaf die in Aujgabe 6 (&. 70) erhaltenen beident Lojungen
inentijch finb.
4, DMian veretnfache folgende usoriide:

a) sin (X + y) — sin (x —y) 9

sin (x 4 y) -+ sin (x — ¥)
cos (x + y) + cos(x — )
¢) sin (3 x) cos (2 x) — cos (3 x) sin (2 x)

d) cos (x + @) cos (x — &) -+ sin (x + @) sin (x — @)

5, Man beftintme bdie Winfel x und y aud folgenden Gleichungen:

a) x -4 y = 6B° b) x — y — 26° 80’
sin x cos y = 0° 582665 sin x sin y = 0° 37366
¢) x 4+ y = 80° 30 d) x — y = 80°
cos x cos y = 0739378 cos x sin y = 0°219845

nleitung: Sn BVetjpiel Ha ift:
gin (x 4 y) = sin x cos y + cos x sin y = sin 65° = 0° 90631

fomit 0° 582565 -~ cos x sin y = 0790631
uno cos x sin y = 0823745
©ubtrahiert man diefe Gleidung vbon dev gegebenen gin x cos y = 075825665
fo erhdlt man sin x cos y — cos x sin y = 0° 25882
aljo sin (x — y) = 0°25882
jomit nady Tabelle x—y = 18",
weldje Gleihung mit der gegebenen Gleidng x -+ y = 65"

sufammengefaft wivd.

6. Man zeige, Dafi Die in Anufgabe 15 (. 72) erhaltenen beiden NRejultate

tbentifd jind.
Refultate,

L WE—V2) L(V2+Y6)

2. Vergleiche § 22. '

o Sin (a—p)

9+ “sin (a4 B)
et _
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4, a) 2cosx siny b) tgx ¢ sinx d) eos (2 a)

5. a0l x=40° bl x = b4
y = 25° ¥ = 24" 30
¢) x — 66° e =al’ X, — 70°
y = 14° 30* ¥ =20° ¥, = 40°

§ 35, Die Fovmeln (I) und (IX), ) und (X) laffen fid
aud) in folgender Form pujammenfafien:
sin (z-t=p)=sin a ¢os f - cos a sin f§
¢os (a=t=f) =e0s a cos = sin a sin

Dividiert man deide Gleichungsjeiten durdeinanber, jo erhalt man:
sin a cos § = cos a sin f

te (a=8)— - : > —

8 ( P co8 a cos f - 8in a 8in

und wenn man Jahler und Nenner bed redjtsitehenden Bruches durd)
cos a cos [ Divibiert:

* t __‘: tg
(XD t'g (t‘l‘|‘_ﬂ) == :[g;;tgatgﬂﬁ

Bilbet man auf beiben Seiten ber Gleihung bdie reziprofen
LWerte, jo erhilt man:

(X1I) cotg (a-tp)=

13tgatgp
tgattgf

ober, wenn man vehtd Bihler und Nenner mit cotg a cotg f
nultipliziert,

(XIIa) cotg (a=tp) =

cotg acotg -1
cotg p + eotg a

PBeriidfidtigt man blog die obeven Jeichen und fept f = «, aljo
(@ + B) = 2a, jo befommt man weiterd die Formeln:

2te a
o 2 P ._j_.t.:__ -
(XTII) tg (2a) = i te'a
S cotg?a — 1
. R b o = TR AT
(XIV) cotg (2 a) Seotea

Yufer diejen Fovmeln, weldhe und gejtatten, aus dem tangens
cined Winfeld tangens und cotangens ded doppelten Winfeld ju be-
echnen, wollen wir nod) eine Fovmel aufftellen, weldje lehrt, aus
dem cosinus eined Winfeld den tangens ded halben Winkeld zu finden.




Aus den Formeln (VII) 1 — cosa = 2sin? %
(VII) 1 + eos a = 2 cos®

folgt unmittelbar durd) Divijion:

x 2
2 st

1 — ¢co8 a i ) a

TG .
2 eo8?—
2
daber o = ]fl_"_(‘_os—ﬁ (XV)
89 V1 L eosa ;
£ a 1/1 + cosa
und veziprof: cotg —— | 5—"—— XV
atpeat o8 3 1 — cosa Vs
Lbungsbeirpicls.

1. Man fepe in Formel (XIIL) und (XIV) a = 45° 90° 135°% 180" unbd
vergleiche die erhaltenen Refultate mit § 21,

1 : e p
2. Man bevechne aud: cos 60° = = bie Werte fiir tg 30° und cotg 30°

3. Man berechne aud tg 20° = 036397 die Werte : tg 40° und cotg 40°

§ 36. Die Formeln fiiv sin (¢ &= f) und cos (a == f) tonnen
aud) beniist werden, um Gleihungen von der Form:
acosx +hsinx=e
burd) Ginfithrung eined Hilfswinteld aufzulojen.
Dividiert man namlid) bdie vorliegende Gleichung dburd) b, jo

erhialt man: .

€08 X k= sin x — (A) und jeft

a sin @
nan nun: =— =g g = ——
b cos @

jo nimmt die Gleihung (A) folgende Form an:
gin : ¢
S P cosx -t sin x = —
cos @ b
: i ¢ cos @
sin @ ¢08 X = co8 @ SIn X = — & T

S ¢ eos
pder sin (¢ == X) = —b-—tp—,

a

wihrend <t @ durd): g @ —=- bejtimmt ift.

< |
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Beifpiel,
52 eos x -+ 37 sin x = 4853
b2
tg ¢ = 37 e e == At Bd
= e : ek 48'H3 cos @ ; ; Ens
ferner ift sin (¢ + x) = o T aué welder Gleidung fidy nad) § 23
atel Werte fitv Den Winkel (¢ 4 x) ergeben, u. . ift
@ + x = 49° 30 pher @ + x = 180° 80
wid g = H4° 34 g = B4® 34’
jomit x, = — 5 &4 ) X, — 76" 06’

$iitte man in dev obigen Gleidung (A)

a cos @ - B
— — ot e -_— p t hitt
b cotg @ St ¢ qelept, 1o haite
D= e sin ¢
man erhalten: ¢os (p + X) = ——h—f-
uno cotg @ = 2
(-] (P h
Tbungsbeirpiele.
1. B eos x -} sin x = 3
9 5 gin x — eo8 x.= 2
3, 95 cos x -+ 98 sin x = 89556
4, B7°8 cos x - 19'6 sin x = 6170042
b, 6°258 cos x — 07975 sin X = 1-4403
6. 85°7 sin x — 20°8 cos x = 137977

7. 38°B cos x — 12°5 sin x = 27709214
8, Auf einen Korper vom Ge-
widhte Q (Fig. 96), ber gegen fetne fhori
sontale Unferfage Den Reibungsfoeffizien=
ten ¢ befiht, wirkt eine gegen Den
Sdwerpunft S gevichtete Kraft P. Wie
grofy mup der Neigungdwinfel « Ddiefer
fraft gegen bie Vertifale mindeftens feii,
bamit ber Kbrper gleite?
a) P=50kg b P=280kg ol P=
Q=60ky Q=050ky
p=04 =204 @ ==

L, !

3

a1

w=-||n—'-:'@

Fiag. 96.

*) liber negative Winfel jiehe § 40. Su ben NRejultaten ber folgenden Bei-
fpiele ift (mit YAusnabme bed erften Peijpicles) mur eine Lofung angegeben.




81

Anleitung: Den gejuchien Grengtvintel finbet
man, indem man die Schubfomponente p gleid jetst
per Meibung R = (Q+q) ¢

9, Man lbje die Anfgabe 8 unter Jugrunbe-
fequng Dev Fig. 97 fiiv folgende Angaben:
N7 o) P =10k b P = 90k e/ Q=4 F

Q Q = 45 kg Q = 220 kg st ) |
2T iy S
Fig. 97 HoT o8 P B
Refulinte.
1. X, =—142°39'5" *) “ =¥
X, — o2 16715% 8. @) a-= 48" 16’
2. x = 34° 24' 13¥ b) a = 35° 13 25
3. x = 47° b9’ b5 ¢) a = 60°43*17“
4., x = 16° 56’ b4* 9. @) a = 50° 38* 13"
5, x = 68° Bb) o= 32% 11’ 21
6. x =50° ¢) a= 40° 21’ 37

§ 37. Man verwandle (sin ¢ = sin ) und (cos ¢ =+ cos )
in logarithmijd) brandjbare Uusdriide.
Aug den Gleichungen:

gin (@ -+ f) = sin a cos § - cos a sin p o :
gin (a — p) = sina cos f — cos a sin f . \.\
folgt: X
(A) sin (a4 ) + sin (@ — p) = 2 sin a cos p v "*\\Q\\
(B) sin (a4 p) — sin (@ — p) = 2 cosasin § e 4
et man nun (@ + p) = ¢ Fig. 98.
und (@ — f) =%,
o ift =22 Jg—”
p= r‘o—‘)_i s feben  (Fig. 98),
wodited) dte Gleichungen (A) und (B) folgende Fovns annehmen:
(XVII) sing -+ siny = 2 sin- Lol + ¥ cos g

(XVII) sing — siny = 2 €08 ~— % + Yogty £ ¥ —; ks

*) Siehe Jupnote auf vorftehender Seite.




Sn berfelben Weife folgt aud den Gletdungen
cos (a + p)

cos (a — p)
burc) Abbdition und Subtrattion:
cos (a 4 f) + cos (@ — p) =

eos (a -+ p) — cos (a— p) =

cos a cos B — sin a sin f
cos a cos f - sin a sin

2 cos a cos [
—2sinasing

ober nad) obiger Subititution:
ry @ - el
(XIX) cos ¢ - cos p = 2 co8 I—L poN L
r-i
q —— =k
(XX) oS @ — €08 y =—28in— g + " sin —-p—g L

Wbungsbeifpicle.

1. Man madye folgende usdriide logarithmijd) braudhbar:
@) sin (3 x) & s8in x b) cos (7 x) & eos (3 x)

¢) sin(x + 8y) +sin (x+y d) cos (2a— p) + cos f

c
P

Man [Bfe folgende Gleichungen auf:

) x 4+ y = 70° ) x —y = 15°
gin x -+ sin y = 1°'11588 . s i
sin X.c08 y = V6
Inlettung. Ju die Gleichung: Unleitng, Jn bie Gleidhung:

; : i XY X—¥
sin x 4 gin y = 2 sin —-—g_ cos 5 -

jebe man bie gegebenen Werte ein und

sin (x+vy)+sin(x—y) =2sinxeosy
jepe man bie gegebenen Werte ein und

beredhue daraud (x 4 y).

berechne Davand (x — y).

3, Man beftimme x und y aus folgenden Gleichungen:

i) x + y=70° b) x — y = 30°
gin x + sin y = 0°8 gin x — sin y = 0°37h
) x —y = 20° d) x -+ y = 97° 86’
cos x -+ cos y = 1°84 cos x — cos y = — 0°238
4, Man beftimme x und y aus folgenden Gleichungen:
a) X 4y = 40° b) x — y = 16°
sin x cos y = 074924056 sin x cos y = 054
e) x + y = a0° i) x—y = 20°
sin x sin y = 0711162 cos x cos y = 0°58302



Refultate,

1. @) 2 sin (2 X) 08 X
b)) 2 eos (D x) eos (2 X)
¢) 2sin(x42y)eosy
d) 2 eos a ¢0s (a—f)

2. @) x; = 48° 5

¥ = 21910

3. ) x, = 80° 47"

X =Y
Ye = Xy

x, = 349° 13

¥, =—10°47 y, =—279°13
o) X, = 30064 x,=349° 6’
y, = 10054y, =329° 6
4, @) x;, = 3(° Xa— 100°
y, = 10° ¥y —=—00°
¢) x, = 40° x, = 190°
y, = 10° Yo = —140°

2 eos (2 x) sin x
2 sin (5 x) sin (2 x)

f.r) X = 45°
¥y = 30°
b) x; = b8° 34‘ 40*
Y, = 289 34* 40
d) x, = 570 54"
y, = 30° 42

B x, = 34° 46' 28
y, = 18° 46 28
d) x, = 60°
¥, = 40°

x; = 8317267 20
¥, = 301° 25 20
X, = 219° 42¢

Yo = —122° 6
x, = 71° 13 33“
¥y (B 134 334
x, = 140°

¥, — 1200

§ 88, Wir wollen noch einige der abgeleiteten Fovmeln beniigen,
i den ujammenfhang der fiiv die Auflojung des jdhief-
wintligen Dreiedesd aufgeftellten Sipe darzulegen,

1. Der Sinusfap fitr das jdiefwintlige Dreied lautet:

sin A ;sin B =

folglich (sin A -+ sin B): (sin A

.. A+B —B A
pber 2 sin ié— cnsAT :20051-“

aibh .
— gin B) =

+B . A—B

2— 81 — 9

LK
(a 4 b): @ — b)

(a - b):(a — b).

Dividiert man in diefer Proportion bdie beiben erjten Glicber durd

A+B

2 " o
cO8 =
: 2

jo exhalt man:

A+ B A
WES Fet

B

A—B
2

g.'?z(il+1,):(a_1})._..

(1I)

eine Proportion, in der wir ben Tangentialjah bes jchiefwintligen

Dretected erfennen.

Anmerfung Der Jujammenhang der Proportionen I und IT
bleibt nach vorftehender Ableitung Deftehen, aud) wenn wit unter a, b,

<< A und < B nicht Dreiectsitiicde verftehen.

bent allgemeinen Sapy aufjtellen:

Wir fonnen daber
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Berhalten jidh die sinus zweier Winfel wie jwel
gegebene Grifen, fo verhdlt jid) der tangens ber
halben Winfeljumme zum tangens der halben Wintel-
Differens wie die Summe jener Grdfen jur Differeny
perjelben.

Diejer Sap fann zur Beredhnung weier Winfel vevwendet
werden, wenn deven Summe (oder Differenz) und dad Verhilinid
ihrex sinus gegeben ift.

Beifpicle,
PMan beftimme x und y aus folgenden Gleidhungen:
1. x + y = 50° 2. x—y=15"
sin x : sin y = 207" 24 :141°76 sinx:siny = 685°95:285°95
3. x+y=80° 4, x —y=60°
sin x : sin y = 5682 : 2981 sin x ! sin y = 8837 : 1857
b x+ y=111° *) 6. x —y = 49° *)
¢os X ; cosy = 7999 : 17651 cos x : cosy = 521 : 986
T x + y =80° e 8, X —y=10°
tax:tgy =DHT7415: 27815 te x 1 tg v = 5238 : 8688
9, x4y =108°46' **¥) 10, x — y = 87° 56
cotg x ! cotg y = 127 : 6382 cotg x ! cobg y = 2577 : 10821
11, uf eine Gladplatte (Fig. 99) vom Bre-
L 5 dungsdinder n falt ein Lidtftvahl und erfilet bei der
= Brechung eine Ablentung 6 = a — p. Wie grof ijt
ber Cinfalldwintel a, wenn:
) =158 h)n = 152
d = 10° o — 15"
¢)n = 162 d) n: = 158
3 = 25° i ift?
&ig. 99. Bredjungsgefes: sina:sinf =n:1

*) 9ud cos x:eos y = mn ergibt fich
(cos x - cos y): (cos x — cos y) = (m + n):(m — n) und feiter

x+ vy X — ¥ n—m
e S R e P
%) ud tgx:tg y =min folgt durd) einfache
Nmformung gin (x + y):sin (x — y) = (m + n): (m —n)
*EF) Aug cotg xicotg y = min

il

folgt: gin (x 4 y)isin (x — ¥) (n 4+ m):(n — m)
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Refulinte,
Jee = X — (s 2 Xy =287 Xy = 200"
Y. — 20° vy = —160° Vo —1Us y. = 190°
Xy — e 1, x; = HY? Xy = 280°
Y= 25° Y = — 155" v, = 40° e 29()0
Fox,— 107 X, = 250° 6. x, = 5H8° 364 x,=253°36'4"
Y=t ¥, = — 139° v, = 9°36‘4" y,=189° 364"
Xy — 02 s A 8. X, = x,.— bl
y, = 30° Yo =—40° Yi =Y, = 40°
9, x, = 86°22' 6 x,=107°23'54" . 10, x = 62° 43/

y = 24° 47/
d) 39° 38¢ 49

v, = 17023/ 54¢ y, =—3°37 54
11, a) 27° 40¢ b) 40° 2! 49 ¢) 59° 33¢ 144

9. Sm § 27 ftellten wir bie Formel auf:
b? 4 e* —a’

cos A = =S he
Daraud ergibt fid):
_ 2be-+b24e?—a’ 9he —h2—e?t-a?
1 - cosA= e 1 —cos A=——gb—c_+ i
(b4 )P —a _at—(b—20o?
b - 2be
= (b-4-c+a) (b-}c—a) % (a-+-b—e¢).(a—b--c)
Tt 4 S 7 PO R Rt TR
Sebt man nun, wie Hblid): at-b-te = 28,
folglig: at+b—e = 2(68—0)
a—b4e = 2(s—Dh)

—a+b+e = 2(s—a)
und fiix (1+eosA) bie aud Sormel VII und VI (§ 33) rejultierenden
Werte, fo erhdlt man:

24.2(s—a) o _2_{34—b)2.tjs_—-cj

JeoRE———— 2t ———————
el 2be 2 2be
A /(s —a) . A 1/(s=h) (s—e)
COS o= ]/ e sin = L“ ——
2 be 2 be

Diefe Formeln, weldje ald Ergangung ber jur Auflbjung jdhief-
winfliger Dreiecte dienenben Sihe aufsufafjen find, geftatten die [oga-
rithmijche Berechnung der Dreiectswinfel aus den dret Seiten.
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Durc) Divifion der beiben Gleichungen ergibt ich die und bereits
befannte Formel.

Lo TR e b G )

tg - ‘
S(s—a) s—a

=l
~

Lo
Tbungsbeifptele,

Btvei Krdfte P und Q wirfen unter einem Winfel @ zujammen und evgeben
eine Refultierende R.

Man bevechne den Winfel o fiir folgende Angaben:

a)s Be— 2350 ky h) P = 966 kg el —s5m

Q = 175 kg Q = 738 Ly Q=>5p

R = 300 kg R = 1400 kg R =_Tp
Refulinte,

a) 87° 06 30" b) 70° 14 ¢) o = 60°

Die Suelliug’(de (Pothenot’fdhe) Aufgabe.

§ 39. JIn ebenem Geldnbde
find drei Punfte A, B und C
(Fig. 100) feftgelegt und hievauf
folgenbe Stiice gemeffen worden:

BC = a — 5386 m

AC b 3988 m
Fig. 100. << ACB = o = 142°30'

I

Die ECutfernungen einesd
Punfted P von ben Puntten A, B, C jind aud den von
P aug gemefjenen Winfeln:
AP — o — 38221
BP0 —ip — 35005
aut beredhnen. (Gnelliug 1617, Pothenot 1692.)

Lijung. Begeidhuet man PC mit m und die Winkel PAC mit x,

PBC mit y,
jo exhilt man zur BVejtimmung vbon x und y:
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x4+y=860°— (o4 a+p)....1
1nd aud den Dreteden ACP und BCP

ginxisina=m:b giny :sinff=m:a
. e 8in @ : o 8in
pber R giny = —ﬁ
b a
. : . sin & sin f§ a b
folglidy sinxisiny =——3;— = ——7z!—
b a sin p sin o
= a b
Sefit man —— =7 uHo - =5
: sin p sin a
jo erhilt man sinx:isiny =p:q
ey =5 X — X -3
jomit mach § 38 tg——F5—:tg — 12 =(p—q)ilp+ 9

P+ 4
Sn unjerem Falle ift:
p = 869°82 q = 725417 2T 90 g7
b aud Gleidung (LI . « « « « v o s 0 s = x;;—j’i: 16° 26° 42"

Durch Addition und Subtrattion der beiden leften Gleidungen ergibt fich
< x = 89° 23’ 42"
<Ly = 56° 30’ 18"
9z den Dreieden ACP und BCP erhilt man mum nad) dem Sinudjape:
AP = 610 m BP = 772538 m CP = 86683 m

Onmerfung. Bei ber Audrvedynung beadhte man, baf

PA =qsinu PB=psiny PC=gqsinx=psiny
ijt, wobei u = <[ ACP b v = <IBCP ift,

TUbnngsbeifpicle.
Man [Bje die Uufgabe fiir folgende Angaben:

1. @ = 180" 2. w = 180° 3, w = 180°
a = 17824 m a = 2325 m a—375'8 m
b= 87562 m b = 1646 m b = 480°b m
B =350 1h! o = 32° 25 o = 29° 35
Bi== 0001 B = 51° 47" p = 40° 19’

4, o = 180° By o = 1452 17 6. @ = 158" 20!
a = 438 m a=— 1208 m a= 11380 m
b = 557 m h = 2751 m b= 873'6b.m

o — 457 2! o = 51° 49/

o
p=871t B = 47° 28 p = 87° 46’




7. m bitlichen Ufer ded Kammerjeed (Fig. 101) wur-
pen drei Uferpuntte, bei Weyeregg (W), Alexertau (A) und See-
Qeithen (S) marfiert, deren Entfermuingen: W A = 3000 7 unbd
AS = 1950 m betrugen, wihrend <C WA S = 168° 41‘ 52“
ermittelt wurbe. Von bem am weftlichen See=1fer bei
Nufidborf gelegenen Uferpunfte N tourben mittels IMef-
inftrumentes  die  Winfel: WNA = 57°28° 107 und
< ANS = 35° 56‘ 14" beftimmt.

Man berechne die Entfernmumgen NW, NA und NS,

8, Won einem Dbeim Orie Atterjee gelegenen Ufers
puntte erjdjeinen bdie Streden WA und AS unter den
Iinfeln a = 38° 50 81 und £ = 12° 50’ 19“; bon etnem
bei Bell (Z) marfiertem Uferpuntte evgaben bie Miefjungen :
<L AZW = 30°26'29%, <L BZA= 35" 27/ 23",  Man
peftimme die Entfernungen Dex Uferpuntte Atteriee umd
Bell von den Uferpuntten W, A nud 8.

Refultate,

1. PA=1380 m 2., PA=2849°'5 m 3. PA = 88044 m
PB=2501"2 m PB = 29239 m PB = 525-42 m
PC=1309"7 m PC = 21672 m PC = 560°81 m

4, PA = 82256 m 5, PA=1231"3 m 6, PA=1744'2 m
PB = 70554 m PB = 3464 m PB = 18005
PC = 66645 m PC=1706"3 m PC=1706"H m

T.NW = 34125 m 8. AW = 2690 = 0, ZW = H3dH8 m
NA = 268> m AA= 4833 m TA =334 m
NS =33822'0 m AS = 6340 » ZS = 2018 m

Sunttionen megativer Winkel.

§ 40, Joft man den Winfel als Map ber Drehung auf,
weldge man mit dem beweglichen Schenfel aud der Rubelage O A
porgenommen Hat, fo fann man
aufer der Grofie diefer Drehung
auch nod) den Richtungsfinn der-
jelben in Betradht ziehen. Be-
seichnet man eine Drehung im
perfefrten Sinne der Whraeiger=
bewegung al8 pofitiv (4) fo
wird man eine Drehung tm ent-
gegengejepten Simne ald mnegativ (—) begeichnen mitffen, und man
gelangt fo zu Dem Begriffe pofitiver und negativer Winkel (Bogen).

Fig. 102,
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