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Das [dyiefwinklige Dreieck,

§ 15. Gntfpredjend den vier Rongruensfiten Haben wir vier
Hauptialle der Dretedsbeftimmung ing Ange ju fafjen.

Gin {dhiefwintliges Dreied Fann ndmlich) beftimmt fein:
L. Durd) eine Seite und wei Winkel, (veven Lage gegen bie gegebene Seite
gleichfalld beftimmt fein nuf.)
Durd) zwei Seiten und den der grifeven Seite gegeniiberliegenden
Winkel.
3. Durd) zwei Seiten unbd den von ihnen eingejchlofienen Winkel.
4. Durd) die drei Seiten.

Lo

§ 16. Jn den beiben erften Fillen genitgt sur Auflfung bes
Dreiectes ber
Simudjah: Die CSeiten eined Dreiedes perhalten fih wie bie sinus
ver ihmen gegeniiberliegenden TWintel,

NB. Sommt ein ftumpier infel vor, jo nehme man ftatt feined sinus ben
sinus feined Nebenwinteld, (Siehe nadftehenbde Ableitung.)

3. B, in Fig. 31a umd in Fig, 31h.
a:b=sinA:sin B a:hb-—=sin A:sin g
c Beweid,
Biehen toir
b a
h CD | AB,
A fing 10 folgt aus den Dreiecen
cD
e ADC und BDC: ;
&ig. 8la. Fig. 31b.
h = b sin A h = b sin A
h = a sin B h =a sin
woraud fid) durc) Gleidhftellung der beiden fitr h gefunbenen Wette ergibt:
b sin A = a sin B b sin A = a sin g

Aus bdiefen Gleichungen founen wir Proportionen bilden, wenn tvir bie
BHaftoren ded linfsftehenden Produfted ju inneren, bie Faftoren bes redtsftehenben
Brodufted zu duferen Giliedern maden, Dadurd erhalten wir: ‘

a:h =sin A:sin B a:b =sinA:sin g

Dantit ift der Sinudjah bewiefen.
Wenbet man denjelben auf je swei anbeve Seiten an, jo ergibt fidy:
are = sin A:sin C und b:¢ = sin B:sin C




Durd) Bufammenfafjung diefer Proportionen erhdlt man
a:b:¢c =sin A:sin B:sin C,

worin ftatt De3 sinus eined etwaigen ftumpfen Winkel ftetd ber sinus
feined Nebemwinfeld zu nehmen ijt.

Beifpiele.
Folgende Dreiede find aufzulofen:
1. a= b3"25 m 9.~ a = 48°b m
<I B = 74°30' ~— b =261'2m
= = b0” <[ B = 75°80
Ynfldfung : Wujldfung:
180° —(B+C) = <LA = 55%30° a:b = sinA:sinB
b:a = sinB:sin A = a.sinB e 48°5 X 0°9682
¢:a = 8inC;:sin A ‘ b 61°2
T 53795 gin A = 0-7673
= =T gin B == b’j@'(}'gﬁ'z}ﬁ <A = B0°Y
e < ¢ = B4 2P
c = ,——a—- sinC = M_o'?ﬁﬁn ¢:b = sinC:8n B
sin A 08241 b.sinC  61°23X0°8129
b = 62263 m i sin B e e
¢ — 49496 m ¢ = 518384 »

Ymmerfurtg, Rennt man von einem Dretede eine Seite und bie Wintel, fo
fann man, wie aud den Formeln fiv b und ¢ in ber vorftehenden Aujldjung zu
Beifpiel 1 erfichtlich ijt, bie fehlenden Seiten nadh folgenber Teidht zu merfenden
Fegel beredmen:

Die gefudjte Seite wird gejunden, indem man die befannte Seite

burd) den sinus ihred gegeniiberliegenden Winfels dividiert md mit dem
sinus ded der gejndyten Seite gegeniiberliegenden Winfeld multipliziert.

Bei Amwendung diefer Regel erjpart man dad Anjdhreiben der
Proportionen und Hat bei Berechnung beider unbefannten Seiten die
Divifion nur einmal audzufithren. (Siehe obige Sormeln fiiv b und ¢
i Beijptel 1.)

iibung@beijpicle:
Folgende Dreiede find aujzuldjen:
e o =200 3. a — 4b°64 cm 5. 8= 2325 m
Sy A e g <I ¢ = 29°30f ¢ = B35'88 m
<t 6 = 6b° <r A = 10330 <L ¢ = 81°30
2. b = b4 m 4, a = 3bm 6. b= 455 m
T A = 72°25' b= 75 m o = 69°6 m
<I B = 4945’ < B = B0° <r 0 = 96°80'




_~ 7. Wian beftimure die Entfernungen AC und BC (Fig. 32a)
eined unguginglichen LPunfted € qud ben mitteld Mefilatte
und WinfelneFinftrumenten gefundenen Abmefjungen :

al m=125m b m = 356'Tm ¢l m = 295"5 m
<i A = 520 <I A = 37°20 <t A = 100°
=B = 71" < B = 6130’ < B = 35"

8. Wean berechne die durch divefte Mefiung nicht 3l et-
wittelnde Entfermuig e der beiben Punfte A und B (Fig. 32b)
aug folgenben Abmefjungen:

al . &= 130 m b a=35812m ¢l a =240 m
I = 105 m b = 350 b = 221 m
<L A = 65°30" <{A =98° <L A = 128°9

9. Cine Kuaft R (Fig. 38) ift in 3wei gegen R
unter ben Winfeln § und « geneigte Komponenten P
und Q zu zerlegen. Wie grof find P und Q, wenn:

al B=282ky 8 R=135ks ¢ R =450 kg

<fa=62° <Ta = 42°80' <la= 1058

Fig. 33 =49  IA=2  <p=8101
. oo, L)
: ijt?

10, Cine Krvaft Q wivft mit etuer Kraft P —= 75 kg unter einem Winfel
w = T0% sujammen, Wie groff muf Q fein, damit die Rejultierende 100 kg betvage ?
nleitung: Jn Fig, 38 ift <t u = 180° — w.
AN i

11. Wie groh jind die Sugipannungen p wnd q in
ben beiden Seilftiiden ac und be (Fig. 34), wemn bei ¢
oie vertifale Belaftung Q wirtt und die beiden Seilftiide
mit der Hovizontalen die Winfel « und £ einfdlichen?

@) Q=24bkg b Q=8Toky ¢ Q= 1275 leg
<o =87 <L o = 421 <« = 36%15'
<L f = 18" <Ip = 253" <L p = 24°2)

12, n bem Puntte ¢ einer Aufzugsvorrichtung (Fia, 85) wirkt
vertifal nac) abwirts die Laft Q. Wie grof find die Beanjprudungen
p und q ber beidben Konjtruftiondteile ac und be, wenn diele
mit der Vertifalen die Winfel a wnd £ einjdliefen ?

a) @ = 2875 kg b) Q = 2750 kg e Q = 1950 kg

<fa = 81° <t g — 48° <l a = 5H3°30
. < = 36° < p = 83° < f = 28°30°
Tig. 85. 13. Wie grof find die Driide s, und s, in den Streben eines

ecinfachen Sprengwerted (jiehe Fig. 28), wenn diefe Streben unter den ungleichen
Winteln o = 48§° mnb f = 343° gegen die Porizontale geneigt jind und wenn bder
vertifale Dend q =_8250 kg ift?




14, Hm bdie gegenjeitige Eutfernmmg AB = x
gweter unzugdnglicher Puntte A und B (Jig. 36)
a1 Deftinumen, Hat man den in der Verlingerung von
AB Tiegenden Punft N und einen zweiten Tunft M
feftaelegt und fodbanit gemefjen:

MN=a=975"6m
37" 80

FSAMN=a=

TWie grof ijt bie Entfernung x?

nleitung.

| bl
=

3. hi=

<tAMB = = 58°
<CANM = y = 46°30"

Wean beftimmie zuerft MA unbd bann x.

fl—

<L A

<1 (

o=

<L A

B

on

=

6. <IB

<A+

7

=1

bl AC

a) AC =
BC :

262+306 m
188412 m

6:807 m |

6089 e’ |

34:328 em
23110 em

270 21°5*
12°38'5
72:69

39° 52!
oR" 38
300975 m

40° 31
43°
4777 m

140492
11744 m

- 3172 m

BC =

BC

oo

a) <L B
¢
b << B
[ 4]
¢) <LB
C

2189 m
182402 m
314+06 m

47015’
131°7 m
42° 36°
3282 m

- 460 24

29 m

10,

11,

14.

. @)

h)

i)

B)

)

9. al

b

21

Sy

MA
AB
NA

MB =

Il

Il

3074 kg
2627 kg
08:027 k_r;
63+611 kg

8D kg
445 kg

1528 kg

= 284 kg

239 kg
802 kg
695 kg
1334 ky
1180 g

1974 kg
337 kg
Hi8k kg
1896 kg
2202 kg
3709 kg

= 2689 kg

2168 kg

116 -m
9802 m

— 5972 m

1149 m
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Beredpuung ciner Seite and bdenm beiden anderen Seiten und dem von
piefen eingejdlojjenen Wintel.

§ 17. Um in dem dritten Beftimmungsfalle (§ 15) aud zwei
Seiten und dem von ifhnen eingejchloffenen Winfel junddyjt die dritte
Geite zu beftimmen, gehen wir in folgender Weife vor.

Sn dem Dreiede A BC (Fig. 37a, b) feien die Seiten a und ¢
und der Winfel B befannt, und bie Seite b jei zu berechnen.

Bieht man

CD|LAB
und fept
) B OD=h, BD=m,
Fig. 37a Fia. 87b.
jo ijt tm o R A e S e O T B e S |
und im AB DU R =0 ant e RS s )
woraud folgt: bi=—agt—m} - A DT e ()
Sn Fig. 37a ijt Jn Fig. 37b ijt
AD=¢ —m, AD=¢+} m,
dafer nach) Gleidung (3)
b? = a? — m? 4 (0 + m)* b? = a®* — m* + (¢ + m)*
woraud nad) Ausfithrung dex
Quabrierung, nod) welder jidh
— m? gegen m® febt, folgt:
b*=a*4¢?—2cm.,..(4) b*=a'+t e+ 2cm...(4)
Qun it tim A B C D nadh 8 10:
m=agacos B im=acos f

jomit, twenn diefe Werte von
m in bie Gleichungen (4) und
(4) eingefeit werben,
b?=a’+ ¢*—2aceos B b? =a? -} e¢*+ 2 ae cos

Der in diejen beiben Gleidhungen audgedriifte Sap heift der
Carnot'[de Lehriat und laft fid) jolgendermafen ausdjprechen:

Das Quadrat eciner Dreieddjeite with gefunben, wenn man bie
Quadrate der beiben anderen Seiten abddiert und um dad doppelte Produft
piefer Seiten mit dem cosinus ihred eingeid)ofjenen Winfeld vermindert,
oder i dad doppelte Produft diefer Seiten mit dem cosinus ded von
ihuen gebildeten Anfentwinfeld vermehrt. Das Lehtere wird angemwendet,
wenn der von den befannten Seiten eingefchlofjene Winfel griger ift
ald 90°.
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Bteht man aud dem jo beftimmten Berte Die Quadratwurzel, fo
wird die Seite jelbjt gefunben.

Beijpiele,
Solgende Dreiede find aufaulbfen
1, ~a= 25 m 2. b =42 m
— ¢ = 56 m e = 63 m
<1 B = 6R%80 <f A = 115°
Yudfithrong: usfiihrung:
b = Va?4 ¢ — 2ac cos B a2 — Vb?4 o+ 2bccos(180°— A)
8 = 625 b = 1764
e? = 1296 c? = 3969
Qaceos B = 6597 9 b e cos 65 = 2236739
bafer b = V1261°8 saher a = \/7969°89
h = 35515 m a = 89291 m

Die nody fehlenden el Wintel Fonnen nun yiad) bem Sinus-Gale berechmet
ferdei.
lbung8beijpicle.
8 ift in folgenden Dreieden bie wnbefamute Seite zu eftinnen:

1 g2 = 24 em . a = 508 m b, a—=G68m
b = 1b om c = 425 m ¢ = 104 m
< ¢ = 60° =B = 72°2%° <L B = 97°30
o2 b= 70 cm 4, as—6:hm Ga b = 34°5 em
c = 5°'2 em bh = 4'b m c = 83°4 cm
S A —= 44230 <@ r—=1102" <A = 103°10¢

7. tan beftinume bie gegenfeitige Enifernung X e

burd) ein @ebdude gededten Runtte A undb B (Fig. 38) aus A o= g’%ﬁgg— &
folgenden, bdurc) Ddivefte Wbmefjung gefunbenen ngaben: \J.____T v
a) a = T8 m i) a = 2583'8 m /
b = 116 m b = 1756°b m e
P = 108°18' &g, 38

<P = 46°20'

8. e lang find bie Diagonalen d; und d, eineg Parallelogramimied bou den
Seiten a = 28 em, b = 17 cm, Went ver Spibwintel bed Rarvallelogrammes
62° 15* betrigt ?

9, Bmwei Krifte P und Q (Fig 59) wirten untev etrem Wintel w auf einen
Puntt 0. Wie grof ift ihre Rejultierende R, wenn:

a) P =181y ¢ P =290 kg Agmmmn==== === 2L
Q = 19 kg Q = 510 kg x\:\%
< w = 50° <L w = 100° P RN
& e "‘(ﬁ&} .
b P =70 kg d) P = 48'6ky e
Q = 110 kg Q = 69'8 ky 0 0 B
<tw = 6b6Y <Lw = 61°40' 1ijt? Hig. 59.

o sy T

e
T TET




10, Bwei frdafte P und Q wivlen unter bem Winkel w sufomnten, Wie groh
ijt thre Rejultierende R, unb wie grofy find die Winfel « und §, weldhe die Reful-
tievende mit Den Rrdften Q und P einjdhlieRt, wemn:

a) P = 80 ky b ~P= 195 kg ¢l P = 62°5 kg
Q = 50 kg Q = 96 kg Q) — 55 kg
<fw = 53" tw = 65° L w = 72° tft ?
Resultate,
1 6 = 21 m S g

= 29112 Jyg

o b R = 15332 k
2. a = 5679 » : g
R ¢) R = 54114 ky
3. b= 8bUd m d) R = 102416 kg
4. o= 8976 m 10.a) B .= U7 ke
D b = 134147 = e B
. i <Xp - 200
i, a = 9725 om b R = 18704 kg
7. a) x = 8343 m <= 372 17*
b x = 33998 m Sl
¢/ R = 9516 kg
8. d, = 3894 em <la = 38%39"
dy = 25409 em < B — 33°91

Beredinung der Dreieckswinkel ans dem drei Seiten.
§ 18. Sinbd die drei Seitewwa, b und o eines Dreiectes gegeben,
jo fann man die halben Dreiet3wintel nad) folaenden Formeln finden:

w§ PR e DR L

ae 2 / " ab
i diefen Formeln bebeutet s den halben Umfan q be3 Drei-
ecfed, o dbaff a+ b+ c=2s ift.
Ubleitung der Formeln. Madht man in Fig. 40

C
! \Q
BT A
i i
: i . : %
M a B c1 A b N

Big. 40.

*) W diefe Formeln dem Gedadhtnifje einzuprigen, merfe man fid), duf im
Jtenuer die dem betveffenden Winfel anliegenben Seiten ftehen, todhrend bdie
pem Wintel gegenitberliegende Seite im Jihler vorfommdt.
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BM=BC=a und AN=AC=h,
o find bie Dreiece MBC und NAC gleidhichentlig, und es ijt als
Anpenwintel

"-j_‘_ B e 2 Jl"f -':.1_ ;‘. — 2 ﬂr
; b A
e b s e
aljo P=ra o = 9

Terner it MN —= a-- ¢c--b = 2s. Madht man nun Ch.EAB

jo it MD - DN=MN
pDer M cos f+-NCecosa=2s (1)
Nun ift aber (& 12) MC=2 X MP=2 X acosf
NC=2¥NQ=2 X beosa

Sept man diefe Werte in die Gleidung (1) ein, fo erhilt man
9 acos? f - 2b cos? a=2s%) pber acos?f-|-beos*a=s (I)

Gl
Unalog gelten aud), wenn y = 5 11, bie Gleichungen

b cog’y +coos?f=8. . . . « . (IL)
G 008t a9 e0Rtp =8 . i oaer e (I1I1)

Multipliziert man die Gletchungen I, IL und 1T bezw. mit e,
— a und b, jo erhdalt man
ac cos®f+4 be cos®a=cs
— ab cos?y —ac cos’ = —as
be cos?a +ab cos®y=Dhbs

bdiert man dieje brei Gleichungen, jo ergibt fich
9be costa=s (¢ —a-+Dh)
Da mm ¢ —a+b=a-+btec—2a=28" 2a—
— 92 (s — a) ijt, fo erhalt man weiter
2be cos?a=—2s8 (8 —a)

: 8 (8 —a) 5 (s — a)
COR" @ =— — - Co8 o = L
be be
- - A A 1/s (s—a)
und da L a= 5 1, CO8 5 = I,./'J_ —a)
-~ ~ ' be

*) Statt (cos f)* jdyreibt man cos? f.




Sn derfelben Weife laflen fih ausd ben Gleihungen (I), (IT) und
(LIL), wenn man fie mit ¢, a und — b, bejiehungsdweije mit — e, a
und b multipliziert und bann addievt, die angegebenen Formeln fiir

B C

Cos - 208 - ableite
08 5 1D cos 5 abletten.

Beijpicl. Wie grof {ind die Winfel eined Dreiectes von den
Seiten a=26m, b=21m, e=30m?

Yugfitprung. €% ift der Umfang u = 76 m, daher s = 38 m

ind § —a— 13 m, § —b=17Tm, T A S
Somit ift

0 5 =Y oram =]l ey — | EXE

CO8 ‘i = ('836H CO8 % — (9281 cos S = 076095

< i 24042 <t ]; Ly <t {_: == 02

Bevor man die gangen Wintel bevechnet, iiberseugt man fich, ob
pie Summe der Halben Winfel 90° ergibt. Jn unferem Beifpiele ift
diefe Summe = 90°01°. €3 ijt aljo ein Fleiner &ehler von 1° vor-
handen, ber jid) aus dber Ungenauigleit ded Tabellen-Rechnens erflirt.
Grigere Abweidjungen wiivdben auf einen Rechenfehler Himweifen.

Multipliziert man die obenftehenden Gleidhungen mit 2, fo er-
halt man:
<L A=55"24' <L B =43°44" X C=80°54'
Aujas.  Aud) ben Carnotien Lehriap fann man verwenden, wm
aud den Seiten eined Dreieded deffen Winfel u beredjuen.
Aud der Gleidjung a’?=Dh?+e>—2becos A
ergibt fich 2becog A — b2} e —a?

h? _'_ '32 yrar aﬂ
5 . 08 A — SR L R
Liﬂt]fr COR t zhe
lah : a’-4e?—b?
Ebenfo muf cos B = --j_—)—
- ae
a’-+b?—e?

und cos C = 3ah fet.




Sn biefen Gleidhungen fpridit ficd) jolgende Regel aud:

Der Cosinus eined Dreiedwinfeld wird gejumven, wenn man pou der Summe
scr Ouadrate der beiden ifm cinjdlicfenden Seiten das Quadrat der gegeniiber-
fiegenden Seite fubtrahicet uud bag Gange durd) dag doppelic Produtt der ihn ein
ilichenden Seiten Ddividiert.

GRill man bei Anwendung diefer Regel dad Auftreten negativer
Eofinuswerte vermeiden, o Berechne man zuerjt die el Wintel, weldye
ber griften Seite anlieger. $Hierauf findet man den dritten Wintel, in=
Semt man die Sunme der beiden bereitd gefundenen von 180° jubtrahiert.)

Beifyiel 1. Man bevechne nach der vorftehenden Regel die drei LWintel
eines Dreiected von den Seiten a=41m b—=52m c¢=1bm.

2704 -+ 225 — 1631 : .
R A =" 1 —— ———= 0'8000 . . .<XA= 36°H2
2 % H2 X 15 <x ;
3 1681 -} 2704 — 225 :
cos U = = QBB ) 0= 12943
5 X 41 % 52 Laae i
180°— (A +C) . . . <XB= 130° 2%
Beifyiel 2. Wie qrof ift in Fig. 39 der Wintel w, wenn
P— 6bkg Q= 8Hkyg R = 100 kg ijt?
1. Lojung. 2. Lojung.
u SE—R) Bt
COSs ) = V—ﬁ{'—— cosu = 2]:(\1
5 P+Q-+R - AB0 — 0
Ni= ——{%-—' =120 COS T = }1.‘1)4_*).()7.}000
2 2% 65 X 85
u /125 X 25 2
eosi— — e — 07521 AL 1450
2 ] 65 X 8b cosnu = '_11050"
mn o
g 41714 cosu = 0°1312
u = B2°28’ 1 = 82°28’

w = 180° — n = 97° 32’

*) Kiihrt die Hegel zu einemt negativen Cofinusivert, jo fuche man zunddit
ofme Riicicht auj dad Borjeidhen in der Tabelle den zugehdrigen Wintel w. Diefen
muf man nody von 180° jubtrabieren, unt den Dreieddwinfel gu erbalten.

2. 8. a=T7m b = 43 m ¢c=90m
76% |- 437 — 907 — 626 S
1 {-‘. _— e —— = e = )" }9" £
08 5% 75 X 43 450 09705

w — 849 26/ <0 =180 —w = 95" 34
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Hbnnggbeifpiee.

Man berechne bdie Winfel A und B folgender, buvd) ihve brei Seiten
geqebenen Dreiecle :

1 a
by
c
2 a
h
0

g, 41,

€ty (= ] f.‘l.r,r

) = 80 Ly

R = 90 kg

b P =85 kg

Q = 46 kg

R = 90 j'."r;

¢l P = 75 kg

Q = 115 kg

R = 100 kg
Unleitung, E3 ift cos 5
BDa nun 1+ w
nad) § 4 cos ‘_j
: W
paber sin -
R = 5 ey U
<L B = 51" 206
2. LA = 72°8%

<L B = 49°9
3. <CA = 70°49
<L B'= 39°19*

= 17 m i, g = D00 oy . a = 20

= 14 m b = 14'9 n b = 98 m

=15 " e:=. 221 m Ca=lth o

= 8'2 m 4, a= 41 m 6, a = T1"2 em

= 6'5 m b= 1'% m b = 60'1 em

= 78 m @ 52 m ¢ = 28°90 am

einent Parallelogramm {ind die Seiten a — 105 em, b = 16°8 em

und bie eine Diagonale d, = 14'7 cm gegeben, Wie
grof find die Winfel des Parallelogrammmes und ivie
lang ijt die jweite Diagonale d,?

B. Jtwei Kedjte P und Q wirfen fo zufamuen,
oafy ihre Rejultierende = R wird (Fig. 41). Weldhen
Winkel jdhlieRen die Leiden Krdfte ein, wemn:

dF =B —60 fy gt P =985
Q@ = 80 J'.'IrJ.r G = 175 J':‘Ir,l
R = 100 ;':rJ{ R = 300 f,:_:},r
e/t B = 18-%g b P =966 ky
Q = 25 kg Q = 738 ky
B = 30 kg R = 140 kg
fl P = 42 kg i) P = 358 kg
Q = 63 ky Q = 215 kg
R = 84 Ly R = 450 &g it ?

/S(S—R) LY &
/ LI-’ ) i"', worm 8 = § (P 4+ Q 4 R) ijt.
?

? x 11 W i : i
s Qne b= = 2
180 alio 5 -+ g i t, jo ift
— e
2

__1/SB8—R)
' l PQ

Resultate.

4. < A 36° 52
<i B = 12941’
<iF A — 4393
<t B —=-105°922¢
6. <CA = 100"19°
<5 B = 56° 10

] |

—
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