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Absehnitt 1II.
Die einfachsten Trigheitsmomente ebener Flichen.

20) Begriff des axialen Trigheitsmomentes.

Figur 29 stellt eine beliebig gestaltete ebene Fliiche ' und eine
in derselben Ebene liegende Achse A B dar. Man denke sich die
Fliiche in unendlich zahlreiche Parallelstreifen zerlegt, die selbst-
verstindlich unendlich sehmal werden.

Diese sollen parallel zu AB sein. Fig. 29.
Wihrend man das Produkt f-z aus
jedem Streifen f und seinem Abstande 2

von der Achse AR als das statische ; ]

Moment des Streifens in Bezug aut A5 L‘\, j
bezeichnete, nennt man das Produkt f2* TN

aus f und dem Quadrate des Abstandes z i

das Trigheitsmoment des Streifens A4 :- B

in Bezug auf die Achse 4B. Der
Grund fiir diese Benennung liegt in der Mechanik und kann hier
noch nicht erértert werden.

Wie ferner M = Ef'z die Summe aller einzelnen statischen
Momente, also zugleich das statische Moment der Gesamtfliche be-

m -T L) .. { - "
deutet, so bedeutet 7' = > fz° die Summe aller einzelnen Trig-
i

heitsmomente und zugleich das Trigheitsmoment der Ge-
samtfliche in Bezug auf die Achse ADB.

Wegen der Bezugnahme auf eine Achse bezeichnet man ein
solches Moment als axiales Trigheitsmoment.

21) Veranschaulichung des Trigheitsmomentes durch ab-
geschrigte Korper. .

Man denke sich durch 4B eine unter 45° gegen die Zeichnungs-
ebene geneigte Kbene gelegt, welche die tiber der Fliche F' zu
errichtende senkrechte Siule schrig abschneidet. In Figur 30 ist
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dies fiir eine beliehig gestaltete Fliche dargestellt. Uber jedem
schmalen Parallelstreifen f steht dann eine Siule, deren Hohe i gleich
der Entfernung e von der Achse AB ist. IThr Inhalt ist durech fh
und zugleich durch fe bestimmt, also gleich dem statischen Momente
des Streifens in Bezug auf AB. Da dies von allen Streifen gilt,
so folgt, dafs die Mafszahl fiir den Inhalt des abgeschriigten Korpers
ebenso grols 1ist, wie die
Gzl fiir das statische Moment
der Fliche in Bezug auf
AB, also, abgekilrzt aus-
gedriickt: Korperinhalt
gleich Flichenmoment.
Jede der kleinen Sdulen hat
in Bezug auf AB ebenfalls
ein statisches Moment, wel-
ches gleich dem Produkte
aus dem Inhalte fh und der
Entfernung e ist, also gleich
fhe = fe*. Ebenso grols
ist aber auch das Trigheits-
moment des Streifens in
Bezug auf AB. Dies gilt
von allen Sdulen und Streifen. Die Malfszahl fiir das Triigheitsmoment
der Grundfliche stimmt also ttberein mit der Malszahl fiir das statische
Moment des abgeschriigten Korpers in Bezug auf A B, oder kurz aus
gedriickt:
Statisches Moment des Kérpers in Bezug auf 4B gleich
dem Trigheitsmoment der Grundfliche in Bezug auf 4B.
Diese einfache Vorstellungsweise er-
moglicht es, die Berechnung der Trig-
heitsmomente fiir einige Flichen durch-

e +" 1 >y zufiihren.

22) Aufgabe. Ein Rechteck habe
» 4| | die Seiten b und h, sein Trig-

Fig. 1.

= heitsmoment in Bezug auf eine der

Seiten b soll berechnet werden.
] Auflosung. ABCD sei das
B ‘F . Rechteck mit Seite AB=b und

b AD=Hh. Uber ihm ist das ent-

sprechende Korperdiagramm gezeichnet,

dessen Hohe A ist. Nach bekanntem Dreieckssatze liegt der Schwer-
punkt S so, dals ES = ‘i EH, folglich auch EG = - EF — < h ist.
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bh? i
— - Das statische Moment des

I h_}’f-’! Y bh?

Der Kf"al‘]‘t{‘i‘itl}lﬂlt ist o = (bh) ;: ==

Kirpers in Bezug auf AB ist also M= ('1 h\} e — 3'

D
Ebenso grofs ist das gesuchte Triigheitsmoment. Also
o) = )
Ill,lllf-;:
IT L —
3
- : X h*  hE T . :
Man kann auch schreiben T'= bh - — = F =1y WO F die Rechtecks-
3 il .

flache bedeutet.

93) Veranschaulichung des Trigheitsmomentes durch
parabolisch begrenzte Korper.

Man denke sich dasselbe Rechteck, wie vorher, jedoch stehe
iiber jedem Streifen eine Stule von der Hohe 2% Thr Inhalt ist f2%
also ebenso grofs, wie das Tragheits
moment des Streifens in Bezug auf AB. ;0
Der Inhalt dieses Korpers stimmt also
iiberein mit dem Trigheitsmomente der
Grundfliche, er muls also nach 3) gleich
% sein, d. h. gleich dem dritten Teile

des iiber der Fliche stehenden Recht-
eckskorpers.

Man bezeichnet die Curven AK
bezw. BL als Parabeln. Die ge-
kriimmte Fliche ist die eines para-
bolischen Cylinders mit ADK oder
BCL als Grundfliche. Man hat hier
den Satz gefunden, dafs die Parabel den dritten Teil vom zugehdrigen
Rechteck abschneidet.

Denkt man sich in der Grundebene eine beliebige Fliche und
errichtet man iiber ihr eine bis zur parabolischen Fliche reichende
Siule, so ist der Inhalt der letzteren identisch mit dem Tragheits-
momente der Grundfliche in Bezug auf die Beriithrungslinie 4 3

94) Aufgabe. Das Trigheitsmoment des Rechtecks in
Bezug auf eine Mittellinie zu finden.

Auflosung. In Figur 33 sei ABCD das Rechteck mib der als
Achse angenommenen Mittellinie K. Rechts befindet sich der
sarabolische Kérper von der Hohe | Y=
1 I \2) 4
ist, so hat man links denselben Korper zu errichten. Vom Rechtecks-

o : Ehes ; : -
kirper, dessen Inhalt —— 1st, wird nach Obigem durch die para-

.J'—']“' |'|I 3 l\ - & II"J — ],I'-I i J‘.’_.’::
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s o 9 . : 1 bR Oh?
bolische Fliche - weggeschnitten, es bleibt also stehen S
T v e s & o F_;.?;]

Das gesuchte Triigheitsmoment ist also 7'= -fj-ﬂ- :
Fig. 34
/’/?
|
v Y w, BTN

25) Bemerkung. Die frithere Veranschaulichungsmethode macht,
wenn die angenommene Achse die Fliche schneidef, einige \’m'.':mht-
notig. Aus f-(—2)= —f-z folgt nimlich, dafls die Darstellung
des statischen Momentes durch den d]}“‘t-“-\tillci;_{h‘tl Kérper auch auf
negative Lote fiihrt, so dals ein Teil des Diagrammkdrpers unter die
Grundfliche zu liegen kommt. Dort ist dann dje Schwerkraft als
negativ aufzufassen, damit f-2* und f(— 2) - (— 2) Momente geben,
die zu addieren F,J.nd} wie es das lmghmtsmmumlf verlangt. Die
parabolische Veranschaulichung ist daher im allgemeinen \-‘(J],ﬂ_l,ﬂ(ahe.“_

26) Bemerkung. Neben M — :,‘v und 7= Zf"‘ kénnte
man noch andere Momente, wie S{zF E,f,f . 8. w. befrachten.

Dies soll vorliufie nicht uPhL:]m}l{'n. Jedoeh sei darauf aufmerksam
[ =] o

gemacht, dals man, je nach dem Fxponenten von z, von Momenten

Jter, 2ter  Jter y, 5. w. Ordnung sprechen kann.

27) Satz iiber die Parallelverschiebung. Ist das Trigheits-
moment einer Fliche ' in Bezug auf eine Schwerpunktsachse
gleich T, so ist es in Bezug auf eine parallele, um e von
ihr entfernte Achse derselben Ebene 7, = T 4 &*F.

Beweis. Wird die Achse von 4B nach 4, B, verschoben, so
wird der Abstand 2 eines Parallelstreifens in 2z - ¢ verwandelt,
und aus f-2* wird f(2 + e)* = f2* + fe* + 2fze. Demnach geht

T =D fe tberin I, = Df(z + ot = D f2? + D e+ > 2f ze

=2}‘}22—}— 692}( + 2e _?r,f'z. Der erste Posten ist das alte Triig-
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heitsmoment 7', der zweite ist identisch mit ¢*F, der dritte ver-
schwindet, denn E fz ist das statische Moment der Fliche in Bezug

auf die Schwerpunktsachse 4 B, also
gleich 0. F = 0. Man hat also in
der That T, = T + & F.

Ob man um - ¢ oder — ¢ ver-

Fig. 35.

schiebt, ist gleichgiiltig, stets trittk 4 B
eine Zunahme um ¢*F' en.
Das Trigheitsmoment einer T B

Fliche in Bezug auf eineSchwer-
punktsachse ist demnach stets
kleiner, als in Bezug auf jede zu dieser parallele Achse.
Je grofser man die Verschiebung ¢ macht, um so grolser wird das
Triagheitsmoment.

Man hat nur noch nitig, die Triigheitsmomente in Bezug auf
Schwerpunktsachsen zu untersuchen, da sie sich fiir alle andern
nach dem gefundenen Satze leicht ableiten lassen.

Auch an den beiden Diagrammkorpern lilst sich der Satz leicht
beweisen. Aus ihm lassen sich Siéitze iiber parabolisch begrenzte
Kérper ableiten.

28) Beispiel. Fiir das Rechteck war in Bezug auf die Mittellinie
bhh? h

T = e Verschiebt man die Achse um e= , so erhiilt man
bh? "R\ 2 bh? h? hih?® : . .
st P s e SRR TR SR Sy : g § . .
T = & (2) I 5 -+ = bl - Dies stimmt mit dem

fritheren Resultate iiberein.

29) Aufgabe. Das Trigheitsmoment eines rechtwinkligen
Dreiecks mit den Katheten b und & in Bezug auf die zu b

parallele Schwerpunkts-
achse zu finden. S4B Fig. 317.

Auflssung. Fiir das Recht- 4 bl
eck ist in Bezug auf die Achse K L : |

8 ! ,

1. e i T l{lr"! o | | ..-"'r |

das Trigheitsmoment 7' = T S S R I
2 2 el ol

Fiir das Dreieck ABD 1st es | [

in Bezug auf K L halb so grols, _
wie man am Diagonalschnitt + -
des Diagrammkdrpers (Fig. 33)

S

¥

; q bh? - - . ¥
erkennt, also gleich —-- DBei der Verschiebung nach dem Schwer-

ot
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v SR h i 7 .
punkte hin, d. h. um die Strecke ;, vermindert sich der Werth um
o ]
h® bh (Y

P )
[ }: — 3o
367 -2

In Bezug auf P¢ erhilt man demnach

72

T — bh® P bh® = ] ?1-3‘

e 24 72 56
30) Bemerkung. Ist 7 das Triigheitsmoment einer Fliche in
Bezug auf eine vom Schwerpunkte um e, entfernte Achse, und will
man 7, fiir eine um ¢, von ihm entfernte Achse bestimmen, so hat
man zuniichst fiir die Schwerpunktsachse 7'= T, — ¢, I, sodann

1
r 2 " | » e
T,= T+ ¢, I' zu bilden, man erhilt also
T =T P+ EF=T 4+ (¢ — &) F
g5 ey el S g B S B RN SR e

31) Bemerkung. Verschiebt man einen Parallelstreifen f parallel
zur Achse, so bleibt die Entfernung z, folglich auch das Trigheits-
moment fz* ungeiindert. Dem
nach haben Rechteck und
| Frs /___ ' -f I Parallelogramm von gleicher

Fig. 85.

| f.-" ] G r‘um“i]]it_‘ und ,:_J‘Ie*it,-her Héhe

! / ; i ST ey

1 L { - 11 E ezl au - rer
el e A | p ~ Bezug a 1. die 1in 1Ihr 1

. R Richtung bleibende Mittel-

/ linie dasselbe Trigheits-

Rt .
-—-1"-4//‘—/ moment T Dasselbe ;{1“3

von der krummlinig begrenzten
Fliche der Fig. 38.

-' : '_/--"' Dasselbe gilt von den in
Py g ;’f [ & / Fig. 39 dargestellten ,Drei-
| ; \ | ecken®. Fiir die angedeutete
i A\ | =~ 3
s | Schwerpunktsachse haben
Nissg simtliche das  Triigheits
'| \ | samtliche  das "righeits-
. bh?
\/ IL:’ i moment 7'= — .
| SRR R, S CoR a6

Uberhaupt kann man, dem
Satze des Cavalieri entsprechend, folgenden Satz aussprechen:
Haben zwei ebene Flichen in gleichen Héhen gleiche
Querschnitte, so stimmen ihre Trigheitsmomente fiir gleich
hoch liegende Achsen iiberein.

32) Aufgabe. Ein gleichschenkliges Dreieck habe die Basis b
und die Héhe k. Wie grols ist sein Trigheitsmoment fiir die Basis
CD, wie grols fir die Parallele zur Basis durch die Spitze, also fiir
EF, wie grols fiir die Mittellinie K L?
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Auflésung. Fir CD erhilt man Fig. 40.
bh? *ph  bh® , bh® _ DA r
T '."I"' (}r._) bR __ bk | bA® bR "l | D
1225588 3/ 2 36 ' 18 12 L /
Fir EF wird L2 et /' B
bh* "‘Eh)" bk bR® 2bh® hh®
L bl mra
Fiir KL giebt Dreieck KDL (dhnlich wie \
by n F
: h ()-) hb® >
bei 1;) den Wert —3— = - Dreieck KLC L
. v . . ~an hb®
giebt ebenso viel, also wird fiir das ganze Dreieck Ii= 5

33) Begriff des polaren Trigheitsmomentes.

Man denke sich Jedes Teilchen f einer Fliche mit dem Quadrate
des Abstandes ¢ von einem festen
Punkte multipli?iu'f dann ist das Hig. 41.
Produkt fo* das polare Triigheits-

moment jedes Teilchens in Bezug P

auf den festen Punkt. Das polare A
Trigheitsmoment 7T, der Gesamt- P s 3

fliche wird also definiert durch / 2 BN

die Gleichung A | * |

]
\ — 8| |

= E' s
34) Satz. Das polare Trig- ~ |
heitsmoment in Bezug auf einen
Punkt ist gleich der Summe
zweier axialen in Bezug auf
Achsen, die sich in dem Punkte rechtwinklig schneiden.

Beweis. In Fig. 41 ist o® = a«* 4 ¢* folglich gilt fiir jedes
Teilchen f die ("lf*{r'!nmn‘ Fo? — f;“'-' -+ fy?, also fiir die Gesamtfliche

Z fo* *—2 [z + ,r‘J" oder T, =T, 4+ T;.

35) Bemerkung. Auch von dem polaren Trigheitsmomente
o=

gilt der Verschiebungssatz 7/ = S il Ist niimlich 7' das polare

Moment fiir den Schwerpunkt, so ist dies gleich dem axialen In
Bezug auf die Verschiebungslinie e als \Hm* vermehrt um das
Moment in Bezug auf die dazu senkrechte “'\L]mejpmlhtxns hse. Bei
der Verschiebung #ndert sich nur das letztere um e*F!
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36) Bemerkung. Die Summe der axialen Trigheitsmomente

einer Fliche in Bezug auf die Schenkel eines rechten Winkels bleibt

ungeiindert, wenn sich dieser in der Ebene um den

Fig. 42. Mittelpunkt dreht. Die Summe ist néimlich stets gleich

dem polaren Trigheitsmomente in Bezug auf den
{ —,  Drehungspunkt.

| 37) Aufgabe. Wie grols ist das polare Triig-
__Sif__ | heitsmoment des l{:whn{ln in Bezug auf {h?n
‘ 7 Schwerpunkt?
i Auflésung. In Bezug auf die eine Mittellinie hat
T R man T, = g5 in Bezug auf die andere 7, = L
| 1 12 ? e - R

Demnach ist

= Lo b h? hb® Mt. bl B Fd*
=L+ L=3+5F= U ‘f’PJ—lL, i )
wo d die Diagonale, F' die Fliche bedeutet.
Fig. 43. 38) Aufgabe. Wie grols ist das polare
Trigheitsmoment eines gleichsche nlglic_ren
D I]':elt*clw. mit Basis b und Hohe /i fiir den
/ \ Schwerpunkt und fiir die Spitze?
|5 Auflésung. Fiir den Schwerpunkt ist
/ \ nach 10) und 13)
\ .
A S Rl a : bh? Rb®>  bh . .4 a9
= —— — e = _!, = E —E—‘ 4'18 = 141 [\—.I.l;f + -Jff-‘ ),
f,vf . 3 2 hfi=— a S s
/ e (e, S Addiert man dazu (:;-!’f-) - oder o bk® soerhilt
C man fiir die Spitze
f bl 52 bh
Tffuzlii- (40" + ']'[ub"f' = {]3; —I"F" )-

39) Aufgabe. Wie grols ist das polare Trigheitsmoment
des w;.gelnmlsmen n-FEcks mit Umfang « in Bezug auf den
Schwerpunkt?

Aufldsung. Fiir jedes Dreieck ist in Bezug
auf die Spitze M nach 19)

To= JQ {1”@ -+ b,

b
(73') b 1800

p = —— = cot—— ist.
H.

Fig. 44,

WO
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Fiihrt man # = nb ein, so ergiebt sich fiir die Gesamtfiche
e

n— s
L

SR 1) o [u®
48 EIEQ %_ _”':') = 48 {_H.:: :

Ty =

40) Folgerungen fiir den Kreis. Nimmt man im letzten

: : . w0
Resultate % unendlich grofs an, so wird —; =0, und das Polygon
wird zum Kreise mit Umfang
U= 20%.

Das polare Trigheitsmoment des Kreises ist also in Be-
zug auf den Mittelpunkt

J 5 [ :_'_"LJ?{., I") g tJ':r L ot
e A8 —Q 2 g ?

wo d den Durchmesser bedeutet.
Fiir den concentrischen Kreisring mit + und #; bezw. d
und d, erhiilt man durch Subtraktion

4 4
1l el : . ; ,

g 15 T 74 4y = T fd AN

Iy =33 a2 = 32 (t' T ”{1) =g (j ‘]1)

Das axiale Trigheitsmoment des Kreises ist halb so grofs,
als das polare,-denn 7, = T, 4 1, oder, da die beiden letzten
tibereinstimmen, 7, = 27. Demnach ist fiir den Kreis mit Radius #
und Durchmesser o

rig  d'm

fiir den concentrischen Kreisring

P ) = ().

1 i) s B
' o - : Fig. 45.

41) Aufgabe. Die Trigheits- i
momente einer HEllipse mit den i
Halbachsen @ wund & 2zu be- T 'l _'_"_\ S

= e o e

rechnen. / 7 l R

Auflésung. Fiir den Kreis mit O |' e € = Ty
Radius & ist in Bezug auf ARB \ \ , af /
e bt 2 ) ) : : : \ \ | ./_/
I=" T Fiir die Ellipse ist jede e e | /_,/

)08 (5 1 3 . . !
Querlinie - mal so grols, wie die ent-

{
Jrf
sprechende des Kreises. Folglich ist fiir die Ellipse 1 Bezung auf 4.8
s ab? o LR

4575 Erow

Holemitller, Ingenieur- Mathematik. T a3
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wk
Fig. 46. Fiir den Kreis mit Radius a ist
el P im Bezug auf CID das Tricheits-
_/" \\ - 3 5 =)
: ; ; zat e A
L | N moment 7 = - : Fiir die Ellipse

P o S b
ist jede Querlinie das -—-fache von der

¢ I I—_ L+ 1 p entsprechenden des Kreises. Fiir die
A B - e Ellipse ist also in Bezug auf CD
\ 1. Ill |I.'
\\_ | / __/’ T— mat b b mah
Ak | et s e T
. 3 7 i
e e Das Polarmoment der Ellipse ist
e mah? A ] abm ;.o 3 G &
I, =" 2 gy =T @ )

42) Veranschaulichung des polaren Trigheitsmomentes.
Fig. 47 stellt eine Kreisfliche dar, iiber der ein Cylinder von der
Hohe 2 errichtet ist. Uber jedem Flichenteilchen £ in der Entfernung o
vom Mittelpunkte denke man sich eine Siule von der Hohe o errichtet,
so dafs der Siauleninhalt fg* ist. Dann liegen die Endpunkte der Lote
in einer Fliche, die man als Drehungsparaboloid bezeichnet. Der
[nhalt des Aulsenkdrpers ist gleich F;’Q”, stimmt also mit dem Trig-
el

ek -

heitsmomente iiberein, d. h. er ist gleich ——, d. h. gleich der Hiilfte des

Cylinders.

In #hnlicher Weise ist in Fig. 48 das polare Trigheitsmoment
eines Quadrates veranschaulicht. Aus dem Aulsenraume des Drehungs-
paraboloids ist der entsprechende quadratische Uylinder ausgeschnitten.
Der Aufsenkorper ist vom Inhalte

FrY

DIk,

bh®
12

bhbe :
19

bl
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also, da das Prisma den Inhalt '-J:—L hat, gleich dem dritten Teile des
Prismas®). 3

In entsprechender Weise lifst sich das polare Trigheitsmoment
jeder Fliche durch einen Diagrammkdérper veranschaulichen. Kennt
man die polaren Triigheitsmomente, so kann man Siitze iiber den Inhalt
von Kérpern aussprechen, die in solcher Weise parabolisch begrenzt
sind. Ist die Parabel von der Form y = g% so ist der Inhalt der
parabolisch begrenzten Siule gleich dem polaren Trigheitsmomente 7,
in Bezug auf den Berithrungspunkt der parabolischen Fliche. Ist sie

von der Form y=ag? so der Inhalt gleich aT,.

43) Zusammenhang des polaren Trigheitsmomentes mit
den Trigheitsmomenten der Dynamik. In der Dynamik handelt
es sich micht um Flichenteilechen, sondern um Massenteilehen. An
Stelle der fz* und fo* treten Grolsen mz® bezw. mp® an Stelle der

Gesamtfliche tritt eine (Gesamtmasse.
1

1 - . PP s . rre 1

So war z. B. fiir den Kreis das polare Trigheitsmoment 7, —= -~ =
T = ¢ o4 e : A .
(r*m) 5 = I+ Betzt man an Stelle von /' die Masse m, mit der die

»
1Y ue ; - Y ] e 2
Fliche homogen belegt zu denken ist, so ergiebt sich 7'= m — als das
dynamische Trigheitsmoment einer Kreisscheibe von der
Masse m in Bezug auf das Lot im Mittelpunkte.
Fiir das Rechteck mit der Diagonale d war das polare Tigheits-

r o 2 ] . 4 x
moment T, = bh 5= F e Demnach ist m = das dynamische
Fig. 49 Fig. 50
‘ Fig. 51
Gore = / /]
e P ; | n)
ff!.l. T v SS
| |
!l Ll Ej /
i i

Trigheitsmoment einer Rechteckscheibe i Bezug auf das Lot
im Mittelpunkte der Rechtecksfliche.

*#) Man denke sich ein Gefiils von quadratischem Querschnitt auf der
Centrifugalmaschine in Drehung versetzt, so dals die Wasseroberfliiche gich para-
bolisch einstellt. Ist das Gefils zum 3ten Teile gefiillt, so nimmt der Trichter
in dem Momente, wo er den Boden beriihrt, die oben gezeichnete Gestalt am.

o
ok
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Fiir einen concentrischen Kreisring war

T \ b 1 r

T () I P A —r) =

Demnach ist fiir den entsprechenden scheibenférmigen Ringkorper das
I 2 4 |
2 };'

5]

dynamische Trigheitsmoment gleich m
Das mathematische Trigheitsmoment 7 verhilt sich also zum dyna
mischen 7" wie die Fliche F zur Masse m. Ganz allgemein folgt aus
i = s
dals
T =

44) Einige Anwendungen. In der Mechanik wird gezeigt,
dals das Triigheitsmoment hbei beschleunigten Drehungsbewegungen
dieselbe Rolle spielt, wie die triige Masse m bei beschleunigten
geradlinigen Bewegungen. Bei den letzteren ist die Beschleunigung

e 0 Tl 1 " .

g= . "o p die Triebkraft, m die zu bewegende Masse ist. Ebenso
e !

ist bei Drehungen die am Radius 1 zu messende Winkelbeschleunigung

A "M
e i T

wo pr = M das statische Moment der Triebkraft, T das dynamische
Trigheitsmoment der zu drehenden Masse ist. Die Arbeitswucht

(Energie) der geradlinig bewegten Masse ist dort m o, wo v die

Geschwindigkeit bedeutet. Bei drehenden Korpern dagegen ist sie
I I'—, wo & die am Radius 1 gemessene Winkelgeschwindigkeit
bedeutet.

Die Formel fiir die Schwingungsdauer des mathematischen

Pendels ist = *z] . Um die Formel fiir das physische Pendel
g

: 5 figems
zu finden, hat man fir / den Ausdruck - emzusetzen, wo T das

Triigheitsmoment, M das statische Moment des Pendels in Bezug auf
die Schwerpunktsachse bedeutet. Man bezeichnet dieses [ als die
reduzierte Pendellinge.

Erhilt ein freischwebender Korper einen excentrischen
Stols, so ist im Anfange die Bewegung identisch mit der Drehung
um eine Achse, die von der Richtungslinie des Stolses die Entfernung

7] hat. Daraus berechnet man das Mals der fortschreitenden Bewegung

des Schwerpunktes und der drehenden nach dem Stofse.
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45) Zusammenhang des axialen Trigheitsmomentes mit
Problemen der Mechanik. Auch das axiale Triigheitsmoment einer
Fliiche kann mit dem dynamischen in die besprochenen Beziehungen
gesetzt werden, nur ist dabei die Scheibe unendlich dimn zu denken,
d. h. die Fliche selbst ist mit hypothetischer Massenbelegung zu ver-

: - M y T T
sehen. Auch dann gelten die Formeln y ==, E— ——, l= 35

2
Die Drehung geschieht dabei stets um eine in der Ebene liegende Achse.
Von Bedeutung ist noch eine hydrostatische Anwendung.
Die Resultante des Wasserdrucks gegen eine senkrechte Seitenwand

liegt in der Tiefe h = 5, wo T das Trigheitsmoment der Fliche,

M ihr statisches Moment in Bezug auf die Schnittlinie mit der Wasser-
oberfliche ist. Ahnliches gilt von schriigliegenden Druckflichen.

Die wichtigste Anwendung des axialen Triigheitsmomentes ebener
Fliichen geschieht aber in der Festigkeitslehre. So ist z. B. die
Tragfihigkeit eines Freitrigers von Linge ! und von rechteckigem
Querschnitt mit Grundlinie b6 und Héohe /

If}h::
p ST __ “12 _ Sbh
_ J;ﬁ e ;Iil_ 6l ?
2 2

wo S die zuliissige Spannung fiir die Flicheneinheit bedeutet.
Die allgemeine Formel lautet

wo @ den Abstand der iiufsersten Randfaser von der durch den Schwer-
punkt des Querschnittes gelegten horizontalen Biegungsachse bedeutet.

b
m

) : 5 ¥
Den Augdruek = bezeichnet man als Widerstandsmoment W (oder

auch als Querschnittsmodul Z). Es ist z B. fiir das Rechteck

bhh® et
12 e e 2 e T g G4 e SRs W e
W — == — 2 fiir den Kreis ist W= = =2 fiir den Kreisring
h i d 32! =
2 2
T a4 1 5 ¢
. B4 (& — %) w(dt—d)) : T T
W=- ; = > —-—<. Fur die Strebfestigkeit ist W von
i Fy

entsprechender Bedeutung.

46) Zusammenhang des polaren Triigheitsmomentes mit
der Festigkeitslehre.
Ist PR das eine Triebwelle verdrehende Moment, so ist die
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Gileichgewichtsgleichung der Festigkeitslehre PR — SW,, wo S die
zulissige Schubspannung fiir die Flicheneinheit, W, den Ausdruck --:—j.
! . . =

das polare Widerstandsmoment, bedeutet. Fiir den Kreis z B. ist
Tt
: 82 s
I'I-';l?J — e T
d 6
-.:
fiir das Quadrat
ik
I;- |llnl:l IJ-]:I

W, WY/ ; E;]/’ { 3)/2
Dals auch die Verdrehung der Welle von W, abhingig ist, soll unten
angedeutet werden.

Bemerkung. Diese Bedeutung fiir die Festigkeitslehre allein
wiirde hinreichen, das Studium der betrachteten Momente als besonders
wichtig erscheinen zu lassen. Sie sind aber auch unentbehrlich fiir
gewisse mathematische Berechnungen, die wiederum fiir die Mechanik
von Wichtigkeit sind. Auch dafiir sollen einige Beispiele gegeben
werden. Hs wird sich besonders um abgeschrigte Siulen und um
Drehungskérper handeln.

47) Aufgabe. Den Schwerpunkt eines Cylinderhufs zu
bestimmen.
Auflosung. Ist die Schriigfliche unter 45° geneigt, so ist das
statische Moment des Korpers in Bezug auf die durch A gehende
Schnittlinie der beiden Ebenen gleich dem
Fig. 52. Triigheitsmomente. der Grundfliche in Bezug
auf diese Achse; d. h.

e rim S gt f2 5

¢ £ U T e e

1 T Trrs=Jrix,
Der Inhalt des Korpers aber ist gleich dem
statischen Momente der Grundfiiche in Bezug
auf jene Achse, d. h.

M= (¥*m) r =r’g = J.
Ist nun D die Projektion des Kérperschwerpunktes S, so ist das
statische Moment des Korpers in Bezug auf die Schuittlinie zugleich
AD - J oder AD - M, also ist, wenn AD = e gesetat w ird e~ M =T
tolglich
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In dieser Entfernung ist ein Lot DE zu errichten, in dessen Halbie-
rungspunkte der {wrpem,.}me1.|1u1ﬁat liegt.

[st die Schriigebene nicht unter 45° sondern unter einem he-
licbigen Winkel & geneigt, so ist der Kérperinhalt J = M - tan «,
soin statisches Moment also 7' tan . Die Entfernung 40D wird

odlMane T
Mtane M'
wie vorher.

48) Folgerung. Die [k ormel ¢ = 37 fiir die Entfernung der

Schwerpunktsprojektion gilt in derselben Weise fiir jeden abge-
schrigten Kérper. Fiir regelmilsige und symmetrische Grund
fliichen ist so der Sc hmqpunH des abgeschriigten Korpers leicht zu
bestimmen. Bei beliebig gestalteten F lichen muls fiir die Lage von D
noch eine zweite I\umdmate‘ hestimmt werden, was mit Hiilfe der
spiiter zu besprechenden Centrifugalmomente geschieht.

Aber nicht nur fiir abgeschriigte Kérper gilt diese Bestimmung,
sondern, wie gezeigh w erden soll, mit- entspri chender Anderung auch
fiir Sektoren von Drehungskdrpern.

49) Aufgabe. Wo liegt der Schwerpunkt des in Figur 53
dargestellten halben Drehungskorpers mit kreisférmigem
(.]m.lm.hmtt?

Aufissung. Jeder kleine Sektor ACDE Lilst sich als ab-
geschriigter Cylinder betrachten.
Sind » und ¢ die Radien, so
hat die Schwerlinie KL eine
Entfernung e von M, die sich aus

0_:'?:: )= 0'3_. :‘2
T R
¢ e
M o Rty SO |
o0 e
'.l' J-

berechnet. Auf dem mit diesem
Radius ¢ um M geschlagenen
Kreise liegen die ‘whn L’I]iLlIﬂ\f{’ der siimtlichen kleinen Sektoren. Der
Schwerpunkt des Korpers 1 fillt also mit dem dieses Halbkreishbogens
zusammen, Demnach ist (vgl. Nr. 9)

g 2 p? | 4¢* pf -+ 42

= 3¢ 2
r” H _ = - — == =
T - x M 7 4y 2rm
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W ichtiger ist das allgemeine Resul tat, dafs fiir halbe Rotations
kérper von beliehigem Hauptschnitt

1 S
:Il o —
S w M

die Entfernung des Schwerpunktes vom Centrum ist.
In diesem Punkte ist die Masse des halben I':uln[i:p|1.-;]-:='i'rppr< ver
emigt zu denken, wenn man berechnen wi

, durch welche Centrifugal-
|~r;Lﬂ' die eine Hiilfte des ganzen Kérpers von der andern .]_}jﬁ{]‘l"--\!l]]
werden soll, sobald er schnell um seine Hauptachse dreht.
Ist & die am Einheitskreise gemessene Winkelgeschwindigkeit, so
ist diese Centrifugallkraft
- Ziad
K=m- -MS: -9 =m — T

T

; - ) J oo
Hier ist m = £ — ----;" , wenn oJ der Inhalt, p" das specifische Ge-
g f
; S i = o 2ra. I
wicht des halben Korpers ist. Nun ist aber nach Guldin J=— "7~

und das Moment M = F'. r, also ist

- relFp 2 T
{ — _ g
K q x

o c )J FFY 3
g2 — 3!‘{ 792
[

Zur Kenntnis der Bl,ln-qnmhmur emes beliebig gestalteten Schwung
ringes durch die Centrifugalkraft reicht also du; Kenntnis des J_lflg-
heitsmomentes der erzeugenden Fliche, der
und des spezifischen Gewichtes p’ aus.

Der vorher behandelte Korper mit kreisfsrmigem Querschnitt wird
also beansprucht durch

Sfedehle

0

- 2p [o'x R B .
;e P [o ,—I OJKJ“ gar 0° ;.« L 4y g2
] (S g : 24
a2 . . o, % : S .
Fiir die Kugel bestitiot sich das bekannte Resultat ‘: ' = Aut-
: T

gaben solcher Art sind von Wichtigkeit nicht nur fiir die Theorie
der Schwungriider, sondern auch fiir die der sogenannten Centri-
fugen, bei denen nicht nur die Centrifugalkraft des halben Gefiilses,

L«:m{[mn auch der gegen die Wiinde geprelsten Fliissigkeit zu berec hnen
ist. Die Gestalt 11(‘1 letzteren kann bei grofsen Geschwindigkeiten als
Rotationskérper eines Kreissegmentes betrachtet werden, wenn das
Gefils kugelformig begrenzt ist.

50) Aufgabe. Den Schwerpunkt eines Meridiankeils der
Kugel zu bestimmen.
Auflosung. In Bezug auf DE ist das statische Moment der
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N - rim 4r g % T . S yiar
Halbkreisfliche M =~ - S iy das Trigheitsmoment ist T'— g !
e e d . i
folglich
oy Fig. b4.
T 8 L4
g = - — — ¥
M 3 3 e =
b ! //
/

Mit diesem Radius e ist ein Kreis-
bogen K I, zu schlagen, dessen Schwer- /[
punktmit dem des Kérpers tibereinstimmt. -
Die Schwerpunktsentfernung A4S wird “~__
e 8

. wo s die Sehne KL, ) den Bogen
ke < i

= o

K L bedeutet. Ist nun der Keilwinkel gleich «°, so ist b = exm T da
. i . (14
gegen die Sehne s = 2e sin = also
i 1 i : .
e-2esm_ 360 ¢ sin 360 - 3xr s
‘i-'\.j.lz'- ; H"_'—— u= . =
o T 16 woe
ik =
180°
oder
- {04
7 8in
185 -
J-I .!Sr = -
e (V3
Tall ] § 135 ¥ 3 .
Ist z. B. @« = 180°, so wird AS = -2 . —— =— —r, was mit der
? 2 180" 8

bekannten Entfernung des Halbkugelschwerpunktes iibereinstimmt.

An diesen Beispielen wird man erkennen, von welcher Wichtig
keit es ist, von beliebig gestalteten ebenen Flichen die statischen
Momente, die axialen und polaren Trigheitsmomente, die Widerstands-
momente und die Schwerpunktslagen zu bestimmen. In Nachstehen-
dem sind zuniichst einige der wichtigeren Querschnittsformen der
Technik in diesem Sinne behandelt.

Auf jeden dieser Querschnitte lilst sich ein parabolisch begrenzter
Diagrammkérper nach Art der Figuren 32, 33, 47 und 48 aufsetzen,
dessen Inhalt gleich dem axialen oder polaren Trigheitsmomente ist.
Seine korrekte Konstruktion bietet eine vortreffliche Ubung des rium-
lichen Vorstellungsvermigens. In der Abhandlung des Herrn Bantlin,
die in den Vorbemerkungen genannt ist, findet man eine lehrreiche
Sammlung solcher Zeichnungen.
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