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Abschnitt V.
Finige Hiilfsmittel der Elementar-Mathematik.

(Methode der unendlich diinnen Schichten.)

154) Bisher kamen nur mathematische Vorkenntnisse zur An-
wendung, die auf simtlichen hoheren Schulen erworben werden kinnen.
(Hochstens die Guldinsche Formel ist hier und dort noch vom
Grymnasium ausgeschlossen.) Von jetzt ab sollen Fortschritte dadurch
erzielt werden, dafs auch die Newton-Simpsonsche Regel, die
Schichtenformel oder Summenformel fiir ganze positive Ex-
ponenten und die Schichtenformel fiir gebrochene und fiir
negative Exponenten zur Anwendung gelangen. In dem Metho-
dischen Lehrbuche des Verfassers iiber die Elementarmathematik ist
das Notigste dariiber gesagt, auch sind dort zahlreiche Beispiele ge
geben, besonders im dritten Teile. Fiir Nichtbesitzer des Buches sei
das Notigste auch hier auszugsweise dargestellt. Jede der drei Formeln
ist ein formlicher Hebel der Elementarmathematik, mit dessen Hiilfe
weite Gebiete der Technik bezwungen werden komnen. Zum Schluls
soll noch die erweiterte Simpsonregel fiir angeniiherte Berech-
nungen erortert werden.

\. Die Newton-Simpsonsche Regel fiir Korper und Flichen und

die Sehichtenformel fiir Querschnitte bis zur dritten Ordnung.

155) Fig. 130 stellt den Aufrifs von vier Kdérpern gleicher Hohe
dar. Der erste sei ein Prisma oder ein Cylinder, dessen Querschmitts-
fliiche iiberall gleich a ist. Sein Inhalt ist ah. Der zweite sei ein
Dreieckskorper, dessen Querschnittsfliiche m jeder Hihe y gleich by sei,
bh?

also in der Hoéhe h gleich bh. Sein Inhalt ist Bei dem dritten

nehme die Querschnittsfliche zu, wie bei einem geraden Kreiskegel
L

oder einer geraden Pyramide, die auf die Spitze gestellt sind, d. h.
die Querschnittsfliche soll proportional dem Quadrate der Hohe sein,
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z. B. gleich ¢y* in jeder Héhe y, gleich. ¢h* in der Héhe h. In der
Zeichnung ist der Korper so gedacht, dafs er als gerade Siule iiber
der Zeichnungsebene steht und zwar tther der gezeichneten Fliche, die
nach dem Fritheren auf der einen Seite parabolisch begrenzt sein
muls. Der gezeichnete Koérper, und der mit ihm verglickene Kegel,
bezw. die mit ihm verglichene Pyramide haben siimtlich die Hihe h
und die Grundfliche ¢h? ihre Querschnittsfliichen sind in gleichen

fig. 130
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Hohen inhaltsgleich, folglich stimmen nach Cavalier] auch die kirper-
lichen Inhalte iiberein. Jeder ist also, wie die Pyramide, vomt Inhalt

R ch? e ; :
G oder ——. (Die Parabel schneidet vom Rechteck den dritten

Teil ab.) Bei dem vierten Korper sei die Querschnittsfziche proportional

der 3%n Potenz der

s Héhe, und zwar soll
. S L _ dh’ - den Hohen y und h
! ' > bezw. dy* berw. di®
| =8/ o entsprechen. Dals er
: e = f]E‘I]I]]iIE![tr-”f‘ hat, lilst
i | ey dy? 4 '

I i e sich folgendermalsen
; Bk "f.vﬁ"r ; zeigen: Figur 131 stellt
G |.' den dritten und vierten

it Korper noech einmal

PR e O | 2 dar, nur ist beim dritten

d statt ¢ geschrieben.
Nach Cavalieri liegt bei dem letzteren der Schwerpunkt, wie bei der
Pyramide, in der Héhe 1 h. Das statische Moment des Korpers in
S ER ‘ : dh® 3 o f?
Bezug auf die Grundfliiche ist also M — J b= =
Das statische Moment der Fliche dy® in Bezug auf die Grund-
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fliiche ist aber dy?.y = dy’, das der obersten Fliche di*-h = dF’,
und gerade so grofs sind die entsprechenden Querschmittsflichen des
daneben stehenden Korpers. Weil nun die Malszahlen fiir die Quer-
schnittsfliichen des letzteren ebenso grols sind, wie die Malszahlen der
statischen Momente fiir die Flichen des vorigen, so muls die Malszahl
fiir den Inhalt des letzten Kiorpers dieselbe sein, wie die Malszahl
dh?

fiir das statische Moment des vorigen, nimlich

So hat man zuniichst folgenden Patz:

[st der Querschnitt eines Korpers in jeder Hiohe » von
der Form ¢ = a, oder ¢ = by, oder ¢ = ey?, oder g = dy’,
so ist der Inhalt von der Héhe O bis zur Hohe s genommen
hh® eh? . d Rt . : ;

—, o = 5= J = o Es wird sich unten
zeigen, dals man ganz allgemein fiir jedes positive p sagen kann, zum
: = - : Jeh?
Querschnitte ¢ = ky? gehire der Inhalt J = L

= . L ) - 1

Weil jede von diesen Formeln durch Betrachtung der Querschnitts-
flichen oder besser der unendlich diinnen Schichten gewonnen wird,
deren Summe den korperlichen Inhalt giebt, kann man jede als eine
Schichtenformel oder Summenformel bezeichnen.

J = al bezw. J ==

156) Was von den vier gezeichneten Kérpern gilt, gilt auch von
ithren Aufrifsflichen in Fig. 132. Also:
[st die Querlinie einer ebenen KFliche in jeder Hiohe y

von der Linge ¢ = a, oder g =0y oder ¢ = ¢y* oder g = dy’,
so ist der Inhalt von der Héhe Null bis zur Hohe h ge-
: o LA - cht : dh*
nommen IF=ah beaw. l'—=—, F=-—, F= i
F s L

Mit anderen Worten: Die Parabel Oter, 1ter, 2ter  3Jter (Jrdnung
schneidet vom Rechteck den 1ten, Zten Jten gten Mgl ab (; l, s i) .
Hier sind also zwei Gerade als Parabeln 0'" bezw. 1** Ordnung he-
zeichnet worden.

Dies gilt auch dann, wenn man jeden Querschnitt in seinem
Niveau irgendwie verschiebt. So kann z B. die linke Grenzlinie auch
eine schriige Gerade, oder eine Parabel 2*r oder 3% Ordnung sein,
an die sich dann die horizontalen Schnitte anzulegen haben. Dadurch
wird nun die folgende Betrachtung ermiglicht.

157) Denkt man sich die in gleichen Héhen liegenden Schichten
der vier Korper vereinigt, so entsteht ein Korper, dessen Querschnitts-
fliche in jeder Hohe y ist ¢ = a + by + cy® + dy’.  Sein Inhalt

: ; it h bh* ch® dht
aber muls sem J = - T T
&) -

1 2
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Nach Cavalieri muls dieses Resultat allgemeine Geltung haben.
Do erhilt man den

@ . &r"p > i ' 3 a5’

U R L ; E'-fe’/".'“.'j:j‘f,"'-

Satz: Hat ein Kérper in jeder Héhe y den Querschnitt
1) 0= a+ by + ey + dy?

so 1st sein Inhalt von der Hohe Null bis zur Hohe & ge-
rechnet
9 __,.::Izujfl._i'_h_b::_ .f-i'f“_i_rfh'

G 1 2 3 4

lrm Ebenso gilt der
Satz: Hat eine ehene Fliche in jeder Hohe y die Quer-

linie
1) q=a—+ by + cy* -+ dy,
so 1st 1hr Inhalt von der H6he Null bis zur Hohe /i oe-

=
rechnet
ah bh® ch® dh?
= i |
2) = 8 LA Lol gl
0 “

Jede Formel 2) soll als die Schichtenformel (Pummentormel) fiir
Korper bezw. Flichen bis zur dritten Ordnung bezeichnet werden.

159) Es lifst sich nun zeigen, dals damit ‘auch die Simpson
Newtonsche Regel hewiesen ist, welche lautet:
Hat ein Kérper in jeder Hohe y die Querschnittsfliiche

g == _E_ j’;ﬂ,“ _"_ {.yil —f_ Hr‘ij:",

so ist sein Inhalt von der Héhe Null bis zur Héhe /i be-
rechnet
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i .
J=2 [T+ 0+ 4M],

wo U7 den Unterschnitt, O den Oberschnitt, M den Mittel-
sechnitt bedeutet.

Beweis. In Fig. 132 ist der Unterschnitt, d. h. der Schnitt fiir die
Hohe y = 0, U = a, der Oberschnitt O = a 4 bh -} ch® 4 dh’, der
& 5 z 2 B ) nh2 1he
Mittelschnitt M = a 4 b fi == fij - ;E{’:} = a+ 'F_fé + i =+ Ff: .

e : o : : :
Setzt man dies in 5 [U+ O+ 4M] ein, so ergiebt sich
; i 2

I ' 2 5 v bl ch® dit®
|0 + (@ 4+ bh + eh® 4 di®) 4 4 {.” + —- T S )|

alr hh* ch? dh?

— 4+ S+

Letzteres 1st aber nach Nr. 157 der Inhalt .J, folglich ist

I . : .
5 [ U4+ 04+ 4M]| =
160) Ebenso gilt fiir Flichen der Satz:
Hat eine Fliiche in jeder Hohe y eine Querlinie von der
Linge

gi=d —|- f;__l__.' - pyﬁ _g_ ”Ty:},

so ist ihr Inhalt, von der H6he Null bis zur Hohe A ge-
rechnet,

B = h, [# 4 0 4 4m]

5

wo # die unterste, o die oberste, m die in halber Hbhe
liegende Querlinie bedeutet.

161) Selbstverstiindlich kénnen bei beiden Sitzen beliebig viele der
Faktoren @, b, ¢ und d gleich Null sein. Demnach wird bald die
Schichtenformel, bald die Simpsonsche Regel das Bequemere sein.

Wiithrend, wie sich zelgen wird, die Schichtenformel iiber die
3 Ordnung hinaus weiter gilt, ist dies bei der Simpsonregel nicht
der Fall. Diese gilt z B. nicht mehr fiir den Korper mit {Qlu'-::.-.r]mii'.i'..q-
formel ¢ = dy*. Bei diesem wiirde sie geben
- lapt e 2] = 5 e,

G| 4 24

i ; AT
=7 [u + dit+4(5) | = !
was falsch 1st, da nach der spiiter zu beweisenden richtigen Formel
rfirl oder _’. dh® herauskommen miifste. Hier also kinnte die Simpson-
Newtonsche Regel hochstens als rohe Anmiherungsformel gebraucht
werden.

Holzmller, Ingenieur - Mathematik, I

oo
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Sobald es sich um ganze positive Exponnenten handelt
und in der Querschnittsformel der dritte Grad nicht iiber-
stiegen wird, kann die Simpsonsche Regel angewandt werden,
sonst ist ihre A nwendung nicht zulissig.

162) Beziiglich der Summenformel ist noch Folgendes zu bemerken.

Aus

ah, bh:
g o s

Pt o feag loca

che I\ ki
und

l.rh;‘ r.rJ":J : .-'J,:; f';l'r;li : r.".l'r';

SRS PR + TR

folgt durch beiderseitige Subtraktion als Fliche von by bis h,

fy  a(ly- hy) . b(Rg—n3)  e(hd—n}) . a(hy— k)

1 =i 2 i 3 + 4 ?
wotiir man wohl auch abgekiirzt schreibt

o fia
J;"—;l | ey —|— by* R ey’ 1 dy?

1 D 4

B
1

Damit werden die Parallelschichten der entsprechenden Korper und
Flichen in der Regel bequemer, als mit der Simpsonschen Regel, be-
rechnet, weil bei dieser der Mittelschnitt besonderer Berechnung be-
darf, die hier iiberfliissig ist.

Fiir die einfachen Parabeln bis zur dritten Ordnung sind die ent
sprechenden Inhaltsformeln:

h.—h ha B — R By g B By ke T
F—=g-= : , F=ph-= r , F=¢ - : , I'=d 2 =
. i 3 T e 1

163) Die Anwendungen auf Flichen sind znniichst von geringerer
Bedeutung. Dagegen lassen sich, wie im 2% und 3%® Bande des
Methodischen Lehrbuchs gezeigt wird, zahlreiche Korper auf dem
vorgeschlagenen Wege berechnen. Von dem Prisma, dem Dachkérper
Pyramide abgesehen, hande

und der t es sich z. B. um Pyramiden-
stumpf, Kegelstumpf, Prismatoid mit ebenen und windschiefen Seiten
fiichen, mit geradlinig oder krummlinig begrenzten Grundfliichen, um
die Kugel mit ihren Segmenten und Parallelschichten, das Drehungs-
ellipsoid und dreiachsige Ellipsoid mit Segmenten und Parallel-
schichten, um die Parallelschichten des emmanteligen Drehungs-
hyperboloids und des einmanteligen dreiachsigen Hyperboloids, um
die Segmente und Schichten des zweimanteligen Hyperboloids und um

einige Arten von Drehungsparaboloiden hoherer Ordnung.
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164) Die Formeln lassen aber noch anderweitige Deutungen zu.

[t
1) q=a -+ by + cy® + di’
das statische Moment des Flichen- oder Kérperquerschnitts in Bezug
auf die Basis, so 1st

i 9 alid .
9) Mo rr].fr —I— e’:ir- —I-' L:.FI + u’f-‘
0 -‘ & E

gesamte statische Moment der Fliche, von 0 bis A genommen.
[st 1) die Formel fiir das Trigheitsmoment der Fliche oder
Kérpers in Bezug auf die Basis, so 1st

ah . Dh* ch® | dht

a i . 1

o) = 4L 4 — +
o 1 ! 2 ] 4

das gesamte Trigheitsmoment in Bezug aut die Basis.

Ist 1) die Formel fiir den Querschnitt des Arbeitsdiagramms, be-
deutet es also die Grifse der Kraft an der Stelle y, so ist

& » ‘
: ah bh? eh? | dht
4) "Ul_ i G e e el 2
die gesamte Arbeit lings des Weges O bis /.

[st 1) das Gewicht des Querschnitts in der Hohe y, so ist das
Gresamtgewicht

i £ ,

= : af th® ch” daht
2% :I,}:' e A S

165) Beispiel des Trapezes.
Der Querschnitt in Héhe y ist fiir das nebenstehende Trapez

b, — b
1) x="b-+ - =— ¥ Fig. 152D,
. WL ; AL ! b,
wie sich aus der Zerlegung in Parallelogramm (Recht- [ ——
eck) und Dreieck ergiebt. /
Das statische Moment des Querschnitts in Bezug /
i s s ST | b=xb, f’
auf die Grundlinie ist Eel)
-) 'h‘] _I{F o j" -_________f
2) zy = by + ——— y?, L /
! X h 2 !
h /
das entsprechende Triagheitsmoment \ /
B B ". e !J'J — 9 | L. L._ __AIII
el i v
Da keine dieser Querschnittsformeln den dritten Grad iibersteigh, so
darf auf simtliche die Simpsonsche Formel angewandt werden. Die
Fliche wird nach 1)
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. TSy b+ b7 B, :
) F=2[b40b 44 ‘f_} 1| =%5[3b+ i 6t
J 2 I
Das statische Moment wird
; e, bbb A7 WL j 0 :
) = 6 !_J"J-H—!- frJ] /i I 4 4_1 : '.E_i 6 [.";l —I— UJ IL‘ 'I; b | !fJ —{- _"-!'rfj 15
Das '['ri-i_t_f;}leit:munnunt der Fliche wird
. ’ -+ b, S LN b0 R®
i | 2 F | 1 [
6) T,—=[6-0°4bht44° ;__3}_- R e e [T A
Daraus 4-!'3_:;1'14;1' sich die Hl‘h“'i'?'!]ll'[l|(|".‘-i!it.]|"|f'
7 Il'l,l = '”,.,: 3 I |_-f'.r ! ‘_’|"!l"|
G J 347
der Trigheitsradius in Bezug auf die X-Achse
4 /7T R 30
| Y ."’ U — asdaiiipni, L : -
o) Qu __l I h 6 (b - 6,)?
die Hohe des Schwingungspunktes bei Drehung um dieselbe Achse |

T Wb+ 3b,)

0 e = S 2
. .I .I'r’_-,-,- .”F 216 - 20,

1

Emfacher wiirde die Summenformel aus 1) oeben:

# bh b, — b h? b - h
oY =2 | 1 aelly il b i
:: s Wl e b

Aus 2) wiirde folgen
: SR L
M, — S e (b4 20,).
Aus 3) erhilt man
2 bh? b, b ki I e ,
A e ey e T L
Das Centrifugalmoment in Bezug auf die Geraden b und A wiirde fiir
den Querschnitt werden
a4 02 < b 1] I;H"J |:.-|[Jl — b 'J-”-'i h* Ir; ;"JI J].l"' 9 -':E.ﬂl —1’1'::“"{]!'.:
W) Sue=oydtam e e s gl e 2

Da der dritte Grad mthl iiberstiegen wird, liefse sich auch hierauf
die Silnp.‘w‘mliurnwl anwenden. Sie wiirde geben

2 e I flj [ lf.i IR 2 "Iif-_'
i, ---"*L R (s ly Jl : ;@+( et

-

lr:

(1200 + 0" + 200, + b

oder

1 ].I :l;r_,-.,.. —_ }; |J|lJ_ A BRI TR s fr_l ] .
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Die Sehichtenformel wiirde }__g'l:h('—]l

bTR? | bb, —b*RY | (D, —D)° A W raqe ) T . 0 > o B A o el
i RRE e G R W T ;_hh + 8bb, — 8" 4 3b; +5b —600, |
Hl]i‘i'
M., = W [k 159 hh, =8 b |
e e S el e PR W
2 . - L 2
166) Beispiel der Parabel 2 = i
B
Das statische Moment und das Trigheitsmoment des Querschmtts
2 . S cisteyt i
wiirde fiir die Grundfliche werden hj }'fq , das Centrifugalmoment
Ty e 2 !
L Ty L T y b :
wiirde sein -l-]- e J,"“:- ’: = }j’r._— Die Simpsonsche Regel ist also
e [ r. =it

hier nur fiir die Berechnung der Fliche und des statischen Momentes
zu gebrauchen, denn alles Ubrige iibersteigt den dritten Grad. Das
Resultat wiirde werden

_hr ¢ ft eh*

|_H-Er_f;-h_—‘..1 =

f0ferall=2¢ch; M, = L 2

4| 5 ==

IF‘ —

=g

Die iibrigen Dinge kénnen erst im Abschnitt B behandelt werden.
167) Die Gleichung einer Kurve sel

2= a4+ by + cy* + dy’.

Der durch Dréhung um die Y-Achse aus ihr entstehende

Kérper hat die Querschnittsformel

G — %= a% bay + exy” + dmi’.

Da der dritte Grad nicht iiberstiegen wird, kann sowohl die Simpson-
sche Regel als auch die Summenformel angewandt werden. Der
Inhalt wird
2 h bh* ch? dhi]
= ] 1
J "rl s ttead L

Im besonderen Falle 22 = dy* handelt es sich um die sogenannte
sche Parabel. Die allgemeinere Curve wird

semikubisehe oder Nei
bisweilen als Neiloide bezeichnet, withrend andere den entsprechenden
Drehungskorper mit dem Namen Neiloid belegen.

168) Ist die Gleichung von der Form
2 = a4 by + e,
so erhiilt der Drehungskorper den Inhalt
~ah bk E’F:”"I ;

.-_:v'r--'— o - _]— —l" 5

o
(4]

Der Querschnitt hat in Bezug auf die Grundfliche das statische
Moment
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2y = m(ay + by? 4 ey®),
demnach ist die Simpsonscheé Regel anwendbar auf die Berechnung
des statischen Momentes

B e o2

3 4 s

[st endlich die Curvengleichung von der Form

' =a + by,
so lilst sich auch das Triigheitsmoment 7T, des Drehungskdrpers mit
Hiilfe jener Regel berechnen. Die Resultate werden
(el bhh® (ah* hh?® By (ah bR
R L W S R L

2 ! v \ B

Die angegebenen Beschriinkungen, die z. B. die Anwendung auf das
Trigheitsmoment der Kugel ausschliefsen, lassen die Ausdehnung der
Schichtenformel auf hohere Potenzen als wiinschenswert  erscheinen.
Diese soll in Abschnitt B. durchgefithrt werden.

169) Noch sei darauf aufmerksam gemacht, dafs bei der Curven-

’ 1 - z 7
gleichung @ = - das statische Moment des Querschnitts
e "
1
Ly = —gy=1,
T el ;
. br . 9 | . . : .
sein Triigheitsmoment zy* — ==y wird, so dals siech fiir die

beiden letzten die Simpsonsehe Regel anwenden lifst. Bei der
o 1 : B AL . :
Gleichung &=, die dem Gravitationsgesetze entspricht, ist das
Trigheitsmoment des Querschnitts der Diagrammkurve
g 1 5

XY = — = o= [

. g
der entsprechenden Behandlung zugiinglich.

170) Eine weitere Deutung ergiebt sich folgendermafsen:
Die Gleichung einer Kurve sei

T bag® N b dyt
e .'J| | . 1 , R T A
1 R e e A

In der Héhe y hat sie eine Tangente, die gegen die ¥-Achse
eine gewisse Neigung & hat. Diese berechnet sich nach dem Anhange
von Teil 3 des Methodischen Lehrbuchs Seite 132 nach der Formel

i Ady®

2 by dcy?
o ' 4

tanpg = g - —— L

i o
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oder mnach
tan ¢« — a + by + ey’ + dy’.

Folglich: Deutet man die Gleichung
1) g = i Il_ L_?f _|_ "'H: %_ r!r.ijf::

als die trigonometrische Tangente des \t‘]<"1111§_=|\\\|11|u‘|-1 den die
~ru=mm'i11u.1w Tangente einer gewissen Kurve in der Hohe y ge-
nommen gegen die Y-Achse h:lt so ist die Gleichung der Kurve

-4 1 a 1
ey ay i by? e ey | dy'
i 2 A
Hierzu kann aber noch eine Konstante k. kommen, deren Gréfse nur
von der Wahl des Niveaus fiir die X-Achse abhiingt, die also fir
die Gestalt der Kurve ohne Bedeutung ist.

B. Die Schichtenformel fiir ganze positive Exponenten
von beliebiger Grofse.
171) Figur 133 stelle eine Parabel ganzzahliger Ordnung dar,
die einem Rechteck mit den Seiten b unr] h n:ulw-«.,hneben ist.
Ihre Gleichung ser

i . Fig. 133
e— W
he ¥ - = T
was fir y = 0 den Querschnitt 0, fiir x = J den | = 7]
Querschnitt i i
b T '
jrifl — |'r) | j,-' |
h® . A iﬁ
wiebt, wie es nach der Figur auch sein muls. [ i

Man denke sich die Hohe b in # gleiche Teile
gerlegt und durch die ](‘lll‘jull!\tt" Parallele ge-
legt. Die Streifen mogen, wie in der Figur, zu 1
Rechtecken l_"|'q:r.[11'.-ﬁt werden. Jedes dieser Rechtecke

o % 5 b
hat die Hohe “_. die Grundlinien aber sind nach der Formel z = —y?
der Reihe mach

-F‘“ ( : \.};I} FJ' ("”? Lf‘. lllll” 1‘ :i—fr \)!J. S b (H f@'-)lu

pe \n pE\n/’ AR
oder
17 2P 34 7
— b, b, -0, 0,
n? n? ! nt

so dals die Summe der Rechtecksinhalte wird
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h 12 h 22 h 87 cool o w?
el Bt A Y 7
oY i) T | =
n n AT n n n nt
oder
14 2P L 32 L ... L pP
- : r‘f'J."'f.

nF T

Macht man nun % unendlich grols, die Héhe der Streifen also unendlich
klein, so fallen erstens die storenden Treppenriiume weg, zweitens wird
nach Band IT des Methodischen Lehrbuchs, Arithm. Nr. 88,

Eadis St I I -+ 1

P P 1r 7

und demnach wird die schraffierte Fliche von der Héhe O bis zur
Hohe J

i
et bh
,’_‘ e
0 r—1
5 3
Also: Die Parabel p** Ordnung « ::jf--””' schneidet von dem

zugehdrigen Rechteck den (BT el d k. die Flickhe
b

. ab.
p

Folglich: Die Parahel pter Ordnung 2z = ky? hat von der
_?3 f { o} Jr
Héhe O bis zur Héhe & den Inhalt

i
(] B JI_ 1

Hier nidmlich wiirde das Rechteck die Seiten 4 und kh#, also
den Inhalt £k?+! haben, von dem der (» 4 1) Teil abgeschnitten ist.
Dadurch bestiitigen sich zuniichst die schon vorher bis zur
3*n Ordnung gefundenen Resultate.
172) Durch Aneinandersetzen der Streifen parabolischer Fliichen
nach Art der Figur 132 erhilt man folgende allgemeine Siitze:
Satz: Berechnet sich die Querlinie einer ebenen Fliche
fiir jede Héhe y nach der Forme]

T=a-+bydcey+dy*+-.. L key?

s0 1st 1hr Inhalt, von der Hohe iy =0 bis zur Hiéhe y=h ge-
rechnet,
'l ah i bh= I ch? | il .'

p+1
T ‘
el £ e ey
Satz: Berechnet sich die Querschnittsfliche eines Kirpers
tiir jede Héhe y nach der Formel
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g=a -+ by + ey +dy® + - -+ ky?

so 1st sein Inhalt, von der Hohe y =0 bis zur Héhe y = A
gerechnet,
i hiht 3 T4 B 1
J,=f_FhJ__fr _LF.FJ-J_I'_.IJF Sl h
; T e e T T
i) i L s ' +
173) Durch diese Formel wird ein Bereich beherrscht, der weit
iiber den der Simpsonschen Regel hinausgeht. Die Zahl der Glieder
darf unter gewissen Bedingungen sogar bis ins Unendliche gehen.
Ist z. B. der Quersehnitt durch folgende unendliche Reihe dar
gestellt
1) gy =a -+ by + cy* + dy* + ey* -+ - - - in infinitum,
so folgt daraus
c ah bR* ch’ dh? ¢ ht mpind s s
2) = e e e R e ST T e
0 o 5 :
nur muls der Konvergenzbereich beider Reihen eingehalten werden.
Die Formeln kiinnen auf alle Funktionen angewandt werden, die
sich in konvergenten Potenzreihen entwickeln lassen.
Dies gilt z. B. von der geometrischen Reihe, also von der Kurve
1 5 p =
e il o e o i fiir y absolut <1,

von der Exponnentialreihe, also von der logarithmischen Linie

und zwar fiir jedes y; ferner von der logarithmischen Linie

y*: e e e

&= gy =g f e e fiir y absolut <1,
von der Kettenlinie
X e eV | y* y! 57 ys i
e —— —_— i et it . = i EER i a
2 |1--_1F1--_--;;--1!1-3-:%-4--—‘»*‘-' :
von der Sinuskurve
I . I“Jf I'l.ll:: .JII'”II _’,u""
F=8Y = Gasaaatae =" T )

von Kurven, deren Gleichung mit dem binomischen Lehrsatze zu
sammenhingt, wie

1
o= ]/I +y=(1-49)*

-Ir l, (L, = J} ], (i, = (.I. . -_J]
= ] - E i -+ = 'j'. - Ll 12; Lo

fiir ¢ absolut < 1.
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Diese Bemerkungen mogen vorliufig hinreichen, von der weit-
gehenden Bedeutung des Verfahrens ein Bild zu geben, denn die
obigen Deutungen bleiben hier siimtlich erhalten. Einige Beispiele

werden die Sache niher erliutern.

174) Anwendungen auf die Halbkugel und die ganze

Kugel.
\ &} B
a) Inhaltsberechnung. Der Schnitt

in Hthe y ist

’_/.--'- l =7
/,. | \ r’].' e— ,{_"'::-'r — |'.J'! ] ‘”z| — j-l’:r. B y‘_’ﬂ, :

/— — = ___-___;_-9\ Folglich: Inhalt der Schicht von O bis y, ist

Fig: 154.

Y % il \ 5 i
f e '! hooorimy,  Cwmyp LM% es g
R J = 5= " — ),
0 1 b 51 i
Inhalt der Halbkugel
! | r 2
o = e A A

b) Das statische Moment in Bezug auf die Grundfliche.
Die in Hohe y befindliche Schicht hatte die Fliche z*m, die Multi-

likation mit dem Abstande y giebt #*yx oder (#° N yw = rimy
plikat t d Abstande y giebt 2*yx oder (¥* — 4*) y= i
- y°m.  Aus

g =1r’zy —y'm
folgt als statisches Moment der Schicht von 0 bis y,

r L 2
i1 iy Uy YT, § g
g 1 J1 b 2
M=rm  —mx = (27" — ).
3 _

fiir die Grundfiiche ist

Das statische Moment der Halbkuge

- - yd pio
M—=rz". —x =
2 4 1
11}
¢) Sehwerpunktshéhe.
Die Schwerpunktshthe der Schicht ist
b0 I’lll:jf'r 1 %
M a2 R o 2
J 0 4 1) 31, ch =i
), ———— — = = . E
- 1 ?_lfj LA ay 4 i': — U-_J
J =) L
i . * ¥
die Schwerpunktshéhe der Halbkugel
r «4
/i s
1] % a4
rilll‘ — = — 5 ,., o g "
£ ] L
0
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d) Trigheitsmoment in Bezug auf die Grundfliche. Die Schicht
in Héhe y ist mit y* zu multiplizieren, wenn man ihr Trigheits
moment fiir die Grundfliche erhalten will. Dies giebt

g, = 2wy = (r! — ) mwy® = r’zy’ — myt.

Das Trigheitsmoment fiir die Schichten von O.bis y, wird also

flr -.rjr y:]; a7 .il-f-lI :"r:li"-r I:"—'} 2 (3] ) :!}
T—pég —— - — — |D¥ — B :
4 3 a B I,
Fiir die Halbkugel selbst wird es
e % J.."l F'i-'l } ;
=" a— =%
wh 5] ’

¢) Der entsprechende Trigheitsradius. Er bestimmt sich
ans der Formel Iﬂf.:,)r:' T also wird er fiir die Schichten von O bis (i

rT, 3

St 5 g
? e l_ |_,.'-: J'_. — H-[. ) ;'--3 2 fe 3 8 a2 )
/ 0 ‘r.' 15 . l/ s 2T : Jl.'l
,?Jf. = F — J == '_’ - P ¥
E /oo 8 2\ 15 (1 — ¥7)
g SR S g ey
0

fiir die Halbkugel

R
Y —-l/ B =yl
~ §'8 i

S

e) Das Trigheitsmoment der ganzen Kugel in Bezug aut
einen |4E111pfm".hl}ilii- ist
T—= El a8
f) Das axiale Trigheitsmoment der Kugel in Bezug auf
einen Durchmesser ist gleich der Summe zweier plamen Triigheits-
momente (in Bezug anf zwei auf einander senkrechte Hauptschnitte),

also

wo m die Masse der Kugel bedeutet.
g) Der axiale Triigheitsradius wird

E= I

J / Eyo

h) Die Energie der homogenen sich drehenden Kugel ist

¥y =

T A L i ma g
E = 5 —_ :_:-- }” 5 — e - 5
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wo m die Masse, & die am Radius 1 gemessene Winkelgeschwindigkeit ist.

2 3 e Bl p’
Fiir den Erdball z B. ist 7' = - 3;
; L

p'=>56, g=981m und r=260-7500m angenommen werden kann.

wo das spezifische Gewicht

Die Umdrehungszeit ist 86 164 Sekunden (Sterntag, nicht Sonnentag

o

von 86400 Sek.), die Winkelgeschwindigkeit also & = H:J'_;_E- Die
T, 1 89%x 5¢ 2 12 ag 900 = _

I]'J':-Iumg«'e*ll:-l},m- 15t dahex TR T l:m; ) ——20988 - 101 Meter-

tonnen = 28 583 - 10” mkg. Division durch 425 giebt die in dieser

Energie enthaltene Anzahl von Wiirmeeinheiten, niimlich 6679710 W -E.

Angenommen, der Sterntag wiire jetzt | Sekunde linger als vor

2000 Jahren, so wire die frithere Winkelgeschwindigkeit gewesen

£ 2 G928 - Y
& - - g%, der i'_.rrt'i'ult'r-'l‘lllr—'T also
! s v S0 6979 283 ;
=26 165 :
o oy 8970 284° 6 979 283° el =
28 388 - 10# e — 81 349 - 107 mkpo,
6979 283° €

Man kann den mittleren Energieverlust innerhalb der 2000 Jahre auf die
Sekunde reduzieren. indem man abgerundet dureh 2000 . 865.25 - 86 400

dividiert. Er befriigt auf die Sekunde 12918107 mke. Division

durch 75 giebt 17225 . 10° Pferdestiirken, mit denen unter jener be-

cannten Annahme an der Verlangsamung der Erddrehung gearbeitet
wird, und zwar besonders durch den Einfluls der Fluterscheinung. Bei
konstanter Wirkung wiirden zur Erschopfung der Drehungsenergie
28 888 - 10
81 349 . 1017
der Probe 81 - 86 164 zusammenstimmt), bei abnehmender Wirkung
noch lingere Zeit. Die Kleinlichkeit der technischen Masseinheiten
im Verhiiltnis zu kosmischen Erscheinungen tritt bei diesem Ubungs-

20000) oder etwa 7000 Millionen Jahre niotig sein (was mit

beispiele in iiberraschender Weise hervor.
1) Die Energie der drehend und fortschreitend bewegten
Kugel. _
s T a2 et s g n

j i . — = =1 - — (B2 L 2 rEG2Y |
2 . 5 10 '

b

Man kann also z B. die gesamte Energie der Erdkugel berechnen.
enden Kugel.

k) Die Energie der ohne Gleitung rol

..ll'
/5 | S
I muvs | g np { ) mus | T
e 2 | 9 o T + 2 o 9 i 0 o
nps ) 1 mu? 1
i g 2
_— = I Hers —— = _!_ muE =15 mu

Bei Thomson und Tait, deatsch von Helmholtz und Wertheim, steht

SR 1 1 ok .
gl il B - ot dals dip LBET Late 4 1 AT rerden.
irrtimlich 5700005 Satt Teooa00 2 F0 dals die Resultate dort ungenau werden
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1) Die Kugel als Pendel. Ist die Entfernung des Aufhiinge-
punktes vom Mittelpunkte gleich ¢, so ist die Dauer kleiner
Schwingungen
g M

— I

wo T— 2 mr® -+ e*m, M —=em ist. Der Schwingungspunkt hat

vom Aufhiingepunkte die Entfernung

(2r® D F'::|

_|ll = == =

M e 5e

{ Ht-’t’illxil‘l'h- |’|:ttl1ir'1|51||;_1't'. |

175) Stols gegen die E rdkugel.

Eine Kugel von der Grolse und Masse der Erde werde
von einem Weltkérper getroffen, dessen Masse der 10005 Teil
der Erdmasse ist und der mit

100000 m Geschwindigkeit gegen S e

den stillstehend gedachten Krd- o

ball trifft, den er in einer Sehne ’ ; \\_\

schneiden wiirde, die vom Mittel- / ‘['— e e T

punkt die Entfernung 600 Meilen (4, 7 i

hat. Der Erdball habe einen \ o | |

Radius von 560 Meilen. Welche oA\ ool o0 Y |

Bewegung tritt ein? ‘;;,\-‘“i\\_ S A
Auflésung. Nach der Stolstheorie s

ist die Entfernung der freiwilligen
Drehungsachse fiir den Anfang der Bewegung in der Entfernung
0 T;’i
BA = e = = zu suchen.
i,
Das Trigheitsmoment der als homogen angenommenen Erdkugel
fiir den Punkt B 1st

Ty =— - mgﬂ'z |- m:H:_

das statische Moment fiir denselben Punkt
ﬂfﬂ = jﬂ-‘i o

demnach ist. da m, sich hebt, die Entfernung
24 + Ha”

J‘jj’d-l_—_‘('z :

Dl
[n B hat man sich eine Hiilfsmasse zu denken, die in Bezug aut
die Achse A dasselbe Trigheitsmoment hat wie die Kugel. Diese re-

duzierte Masse bestimmt sich aus der Gleichung
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(1] i
zet=— T
als »
— M s = s (e AR :
. i 2 ! 2\ g [-j 9 5 [--l‘ r~..',1
r = 5 = —_|Zr-—+—dD(e—a)”].
pl el | d

Jetzt handelt es sich bei B um den unelastischen Stols zweler
Massen m; und # mit den Geschwindigkeiten v, und », = 0, so dals

die gemeinschaftliche Schlufsgeschwindigkeit bei B wird:

PR el g
mv, —~x-u i, 2

> 1
Uy —

|'.l|'I --!- oL N —I— H i

Die Geschwindigkeit bei M wird kleiner im Verhiiltnis der von
it o A aus gerechneten Abstiinde, d. h. die Schwerpunkts-

he‘.\'.'vgm]g wird

A
I [ il
I M e——sil}
| B 2
|V :
2 ey [y Pt B S rhoi P L i i
M—\ag Die Winkelgeschwindigkeit & fiir den Radius 1 wird
" : B, B, Un vy
Y 'l} — } -—
\\ "”l f:l t
B, Sy it : :
B, : Im Beispiele ergiebt sich
29* 4+ bat 2. B0 - 5 - 600° Y ; 9 .
g== = = — o = 1093,1 Meilen; ¢ — @ — 493,1 Meilen;
i

= = joos1 L2 - 86074 5 - 4931%] — 045108 m, ist die Hiilfsmasse.

Die Geschwindigkeit bei B wird

il
Sy
1000 100 000 ¢
D, = = =91 2m,
7 Ity 152,03 ; k
i — 2%
10400 '_

demnach erhilt der Erdball die fortschreitende Bewegung

o, = 221,2 25 _ 99 785 m.
2T 1098,1 !
Die Winkelgeschwindigkeit endlich wird

281.2 — 06,745

S — (0.000269,
GO0 - TH00 ?

An der Stelle BB 1st der Kreisumfang gleich 2600 - 7500 - & Meter
= 9 000 000 & Meter. Dies, dividiert durch vz — v, = 121,42 m, giebt
eine Umlaufszeit von 232 870 Sek. oder etwa 3 Tagen.

Die verlorene Arbeitswucht (Energie) bei diesem Stofse betrigt

@

1 LI (o )= - . . q o
' mkg, wo 2 = 045108 m, und m, bei dem spez. Gew. 5,6

i q
: (860 - 75000 7 - 1000 - 5.6
der Erde gleich 1st, so dals der Verlust an

9,81

Arheitswucht
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L (860 - T500)° 7 - 1000 - 5.6 ¢ 45108 100000  m, - 0,45108 - 10 000
9,81 T e e

:t  Tin Teil dieser Arbeitswucht wird auf Umformung (Zerstérungs-
arbeit) verwendet, ein Teil in Wirme verwandelt. Angenommen,
alles wiirde in Wiirme iibergehen, so wiirde durch 425 - m, zu divi-
dieren sein®), wenn man die Anzahl der Wirmeeinheiten fiir die
Masseneinheit erhalten will, durch 425 -m,- 9,81, wenn man die
Wiirmeeinheiten fiir jedes Kilogramm finden will. Letzteres ergieht
rund 500 000 W.-E. Irgend ein Bruchteil derselben tritt als Erwirmung,
der Rest als Zerstorungsarbeit auf. Um welchen Bruchteil es sich
handelt, das hiingt zum Teil von den chemischen Verhiiltnissen des
Erdkorpers ab.

Nimmt man an, die Himmelskorper wiiren durch allmihliches
Zusammenstiirzen kosmischer Massen entstanden, so wiirde sich ihre
fortschreitende Bewegung nebst der Drehung aut solche Weise ganz
zwanglos erkliren. Das mehrfach beobachtete plotzliche Aufleuchten
neuer Fixsterne, deren Lichtstiirke allmiihlich wieder abnimmt, deutet
auf solche mit Wiarmeentwickelung verbundene Zusammenstolse hin.

Hatte der Erdkorper bereits eine Drehung um eine Achse, so
witrde in bekannter Weise diese einzusetzen sein. Nach der Poinsot-
schen Drehungstheorie kinnte man ermitteln, welche Anderung die
Drehungshewegung unserer FErde durch einen solchen Stofs erhalten
und welche neue Lage die Drehungsachse einnehmen wiirde. Das
Problem lifst sich dahin spezialisieren, dafs man die Erde als Drehungs
ellipsoid annimmt, wobei die neue Achse keine von den freien Um-
drehungsachsen zu werden braucht. Dies wiirde nicht nur aut
Schwankungen (Nutation) der neuen Erdachse, sondern auch auf das
Bestreben hinfithren, ein neues ,Geoid” zu bilden; die Verteilung der
Ozeane wiirde eine andere werden u. s. w. *
Kurz, eine ganze Reihe weiterer Probleme Fig. 187,
der Mechanik und Potentialtheorie wiirde

sich aufdriiugen. I\!

176) Aufgabe. Aufeiner schiefen Ebene =
von Neigung « rolle eine Kugel ohne zu
gleiten herab. Wie geschieht die Bewegung
ohne weitere Beriicksichtigung der Reibung? s

*y Die obige Ausrechnung von ist unterlassen, weil, wenn man hier
durch mg statt durch 1,001 m, dividiert, m, sich weghebt, so dass es sich nar
um den Bruch

0,A5108 - 1070
452.08 - 2+ 9,51

handelt.
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Auflssung. Arbeit der Schwerkraft ph gleich der KEnergie
i/ P' 2
| 5 e : T
mv® | r'a= mo* ‘ 7 } 7 9
: 5 — 5 e 5 - sl 2 = !I'l“'”
zu setzen, oder i
T o /10gh ./ :
mgh = Smvs, v=|/ H 29, h =) 2g,lsine,
also Beschleunigung ¢, = . gsmne.
177) Aufgabe. Wie grols wiirde die Zunahme der Erd-

drehung sein, wenn sich die Erde vom Radius » auf den

Radius r;, zusammenzige?
Auflésung. Das Triigheitsmoment T = . my® wiirde iibergehen
in 7, =  mi|, die Winkelgeschwindigkeit & in die zu berechnende 9.

Nimmt man an, die Drehungsenergie bliehe unveriindert, was ziemlich
wahrscheinlich ist, so hat man zu setzen:

LT R i
e =
1
Oaer
ka0 vy 3 e
My = e
woraus folgt:
.
b, =g
; ",
d. h. die Winkelgeschwindigkeit wichst mit dem Ver-
hiltnisse — - Aus r® = », 9, folgt zugleich, dals die Aquatorial-
| i =3 _
‘ geschwindigkeit unverindert bleibt. Dasselbe gilt unter einer

| einfachen Annahme von jedem Massenteilchen.
Die Centrifugalkraft am Aquator geht fiir die Massenemheit

2 o . o T nd r 9 i i
von x = r& iber in z, = r & =1, ¥ = (rd) =% d.h. sie
T T
1 1

| wichst ebenfalls mit dem Verhiltnisse -
| i

Daraus folgern nun zahlreiche Anhinger der Laplaceschen
Hypothese iiber die Bildung des Somnensystemes, dals die Abplattung
des rotierenden Kérpers gleichfalls wachsen miisse. Dies ist aber
falsch. BEs ist nimlich zu berticksichtigen, dals gleichzeitig die

| Schwerkraft auf der Kugelfliche in dem stiirkeren Verhiiltnisse
' = f‘
{

; ; . 5 : e ; : i
zunimmt, dals z B. bei der Erde die Freifallbeschleunigung ¢ m g
e =

Ll = ¢
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; W rars .
iibergeht. Der sogenannte Abplattungsfaktor . 2- (der nicht etwa
{
das Mafs der Abplattung selbst angiebt, und dessen Betrag fiir die
: : iy i i) i 1 "I“ R
Frde etwa - ist) geht iiber in —_— e — = code b der
e ] = 4 ry 0o qr

_-U’]."|u1"|'-1|ng_f;:éf:lki'-nr nimmt ab im Verhiltnisse der beiden

Radien, er nimmt nicht zu.
178) Allgemeine Folgerungen.
Eine Fliiche habe die Querschnittsformel
1) r=da JI— Ff:f} JI- .r'l.r;"? —I—- I‘f'-_!f'-" —|» .f'_ijl -

Ist die Reihe unendlich lang, so muls die Betrachtung auf den Kon-
vergenzbereich beschriinkt werden, wi |h1enil bei endlicher Reihe Ein-
von 0 big wird

schriinkungen nicht notig sind. Der 1

a0 j:._: ay %_. bay® o ey’ o "_"l.”1 _|_ ey’ |
§ 0 1 TR T ] R

Das statische Moment des Streifens 1) in Bezug auf die X-Achse ist

ay = ay + by 4 ey’ dy* +ey®+ -+,

das entsprechenden Moment der Gesamtfliiche also

" ay’ bhy® eyt day® ey
4 I — et el i o - == . -
: L. 2 % G R } T e
Daraus folgt die Schwerpunktshihe
ays by® ey
Y | J .
TR R s
;i. | -”‘ — : =— S : 0
s 7 ay byt | oy’
1 e Al PR

Das Triigheitsmoment des Streifens 1) in Bezug auf f die X-Achse 15t

ay® = ay® -+ by’ + eyt +dy -,
das entsprechende Trigheitsmoment der Gesamtfliiche also
= S ay® ETR ey® e y®
b) T:= Bl s e T T S

3 4 5 6
Fiir die horizontale Schwerpunktsachse st es
: 7 Jf%f . M

.l.ll e G 25 e ?. — '.-: o i . T :|‘
) ) if 1 : U L ot 7 L Ji

Der Triigheitsradius in Bezug aut die X-Achse bestimmt sich aus

Holzmiillar, Ingonisar - Mathematik. 1 H]
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oy’ byt | U

s : 7 -r [T ERe = T e 2
() (= Tppe— ay , by* , cy® |
TR e T T

Der Schwingungspunkt in Bezug auf die X-Achse liegt fiir die Iliche
in der Entfernung

ay” by! | ey &
- "'l,. 3 : | 4 NG SRS
3 ) Ay = s a i
-.'IIJ_ i.f..lJr- _|_ IIIJ‘l'_Il I f'lflf _|_ ol
Bl SO B

Das Centrifugalmoment des Streifens 1) m DBezug auf die
tt an die Y-Achse

Koordinatenachsen ist, wenn die Abstinde 2 sich dire
ansetzen und im ersten Quadranten bleiben:

s a’ 2ab 5 D2+2ac 5 . 2ad-t+20e | L 2ae-20d . |
e 5 i e NS 5 ¥

Dies ergiebt sich aus beiderseitiger Quadrierung von 1) und darauf

: S : S resd : : e
folgender Multiplikation mit = .- (Ist die erste Bedingung nicht er-

fiilllt, so erledigt sich die Sache durch Subtraktion.) Folglich ist das

Centrifugabmoment der Fliche

W a’y" 2ab y® | b2 2acyt 2ad-f 2be y° | ¢ 2uet2hd y®
My==o+5 57T 3 i 2 L 2 Bl

Ubersichtlicher ist es fiir geringere Gliederzahl, z.B. fiir 2=—=a by cy®.
Dann ergiebt sich fiir den Streifen

a? a® . 2ah bid-2ac o 2be 0
Sl e e e SR
ilul}_l'liw‘h fiir die Fliche
- 2 l} 3 I|'J 21 2 » ! 2 ||' " O _,‘.' G
]lr” s oy —i— oy = 1y 1 acy i I ..'{ —ll-- o
'- Pl b e 2 4 2 5 2 6

Der durch Drehung der Fliche um die Y-Achse entstehende Korper

hat die Querschmittsformel
Gy = x'n =z [o* + Zaby + (b° 4 2ac) y~ 4 | 2be + 2ad) y*
4+ (¥4 2de + 2bd) y* - 7.

Sein Inhalt bis zur Héhe y wird daher

g "
i

s T e L iy i
o = | S 2ab - -+ (b* 4 2ac) 5 + (2be 4 2ad) =

H SR
—I— (.e® + 2a¢ + 26d) = 4 - .-

5
Die Formel fiir das statische Moment des Querschnitts in Bezug auf
die Grundfliche, d. h. fiir ;::'"'517.“!_, ist leicht aufzustellen, ebenso das Trig-
'ne-i'r.-a'mnmw]t_, und so kann man diese Ausdriicke aueh fiir den |h'{-i|1||i;_l;.~1'
korper leicht hinschreiben und die entsprechenden Sehliisse ziehen,




Einige Hiilfsmittel der Elementar-Mathematik, 15

Ist 1) der Querschnitt eines Kérpers, so gelten die Formeln 2)
bis 6) in Bezug auf die Ebene, von der aus die y gerechnet werden.

Um die obigen Betrachtungen fiir die Y-Achse zu wiederholen, muls
man ¢ durch z ausdriicken, was auf Irrationalitiiten und auf gebrochene

|

Exponenten fithrt. . Daher muls fiir solche das Notigste gesagt werden.

(. Die Parabeln gebrochener und negativer Ordnung und die
Schichtenformel fiir gebrochene und negative Exponenten.

179) Oben war gezeigt worden, dals die Parabel p'** Ordnung

o)
#=yP, wenn p ganz ist, von dem Rechteck mit den Seiten s und
h=h? den (p - 1) Teil abschneidet, so dals die Fliche gleich
e . i : i :
5 ist. Die Fliche von h, bis h, wiirde sem

'J“'—'_ .IF:; rEd ."e;l'i !

e

"y

Es fragt sich, was davon richtig bleibt, wenn p auch gebrochene und
negative Werte annimmdt.

Die Betrachtung soll auf den ersten Quadranten eingeschrinkt

werden, da sich die iibrigen ebenso behandeln lassen und gerade in

der Y-Achse die kritische Stelle liegt, die Zweifel bringen konnte.

Bs handle sich also um die Kurve 2 = ¢, wo « lediglich der Be
dingung gehorchen soll, reell zu sein. Im Methodischen Lehrbuche, Band 3,

M,
| I oy \ 7
! Y I g
¥ § | ;
ot— S

Algebr. Analysis V, ist dieser Fall behande
handlung auf andere Weise geschehen. Zuniichst 1st zu bemerken, dals
- - 3

t worden; hier soll die Be-

bei positivem « die Kurve von O aus aufsteigt, und zwar bis zu unend
licher Hohe, dals sie dagegen bei negativem e« aus unendlicher Hhe
bis zu Null herabsinkt. Welcher Fall vorhegt, ist vorliutig gleichgiiltig,

5

Es kommt darauf an, an Stelle von & = y* eine Reihe zu er-

ll:l“l‘n, die n;u-h canyen :qu'I'_ix'ctn Potenzen fortschreitet. Zu
g*
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diesem Zwecke hat man nur notig, das Koordinatensystem zu ver-
schieben, z. B. den Nullpunkt in senkrechter Richtung von O nach 4
zu verlegen, wobei z B. 04 =1 sein soll. In diesem Sonderfalle
wird die neue Ordmate 2 =y — 1, (also y =2 -} 1), wihrend 2 un-
verindert bleibt. Nach dem binomischen Satze fiir gebrochene und
negative Exponenten, dessen Beweis man 1m dritten Bande des Meth.
Lehrbuchs findet, ist dann die neue Kurvengleichung

; o fhibe e D e 0 D)o i 1) (o — 2} 2
e R e R e SR
eine Reihe, die Geltung hat fiir 1 — <2< 4+ 1, so dals man sich

zunichst innerhalb dieses Konvergenzbereiches zu halten hat.
Nach der Schichtenformel ist dann

.‘1 4 o [ (. ele— 1} ] (oo — 1) (¢ 2 Iy
':rl_l—l_l"l‘.‘%' 1-2.8 g |

Um rechts wieder eine binomische Reihe zu erhalten, multipliziere
man beiderseits mit (¢ 4 1) und addiere beiderseits 1. Dies giebt

=it @11 ¢ 1) e 2 fee—1) (e f-';'.
L (b ) Bt S T, pfE e 51

123 bt s

so dals sich ergiebt
z w a1
e )
0 a1 @1’

folglich, wenn man zum alten Koordinatensystem zuriickkehrt,

1 yi " 1
e —

'; o | 1 (4 _.:._. 1
Bildet man dieselbe Formel fiir F', go findet man duwreh beiderseitige
|

e 3 ; : 1 ;
Subtraktion, wobei der Zusatz i sich weghebt,
' e L 2

e
T o
| ’
/ —_

¥

so dals die urspriingliche, fiir positive, ganze Fxponenten geltende
Formel fiir den Konvergenzbereich als bestehen bleibend nachgewiesen
ist. Nur der Fall « = — 1 ist auszuschlielsen, weil er auf den un-
bestimmten Wert  fithrt. Dieser Fall ist mit Hiilfe des natiirlichen
Logarithmus zu erledigen. (Method. Lehrbuch Band 3, Algebr. Ana
Iysis I1.)




Binice Hiilfsmittel der Elementar-Mathematik. 153

180) Der Konvergenzhereich kann aber durch beliebige Verschie-
bung des Koordinatensystems beliebig gefindert werden.
Verschiebung um die Strecke 2 w iirde z B. die Kurvengleichung

geben: : ‘
TP ot A e S 7 T | A
.-‘-—.I',f( -—I__’:.'-JI'.:»- = 2 (] =1 3]
oder
r e (2 o (o 1) fz)\* o foe — 1) (e — 2) 249 1|
I i \ g SRl 3 Rk
x =21+ slml iy 5 'L_?} 51 1.2-3 tx} ey
die fiir © absolut < 1 oder z absolut < 2 konvergiert. Die Schichten-
formel giebt jetzt
1 g o o e — 1 R 2 (o= 1){or=="2) (1 24 1
T Y O o] b ) Iy X =4 ool : = Lol Bl e | 5
=iy [l 1*&,:-3.) : 1-2 ‘.‘L:;,) : 1.2-3 {w 1' : |

Rechts und links multipliziere man mit (¢ -+ 1) und aufserdem auf
der rechten Seite oben und unten mit 2. Man erhilt

i w1z (1) (e 1) (o —1) f2,\" g

o 1) = a1 "1 ‘I’ X%y __-. i N /

(e -1) F'= l + t ] 1.9.8 L et ‘

i - Nt _i" 1 —

_ gt |_(1 +3)

so dals

5 9 ! ] 1 P S W, e £
#2448 —t]=letar

I LS

i :,_J_ct 1]

und daher auch

ist. Daraus folgt ebenso, wie oben, mit Hiilfe von ] und beider-

seitiger Subtraktion
e - ”w -+ 1 20 nr-‘r—'—]
e a o1

) = _
; e+ 1

¥1 3
Die Formel 1) gilt also auch fiir den neuen Konvergenzbereich. Man
kann auf diese Weise ihre Giiltigkeit fiir die ganze positive
reelle Achse nachweisen, vorausgesetzt, dals e ve: rschieden

von st

181) Kritisch sind nur die Stellen 0 und co. Dariiber ist Folgendes

ZU sagen. &1
Ist ¢ > — 1, so ist fiir y, = 0 der Werth von — j—_i_-:—l- =) T
diesem Falle wird '
i o oAl 0 y2 11
”_r{—rl_r’i_l::r:-, 1
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Folglich:

Filr « > I schneiden die Kurven den (« -4 1)%® Teil des
Rechtecks ab, mige nun « positiv (Fig. 140) oder negativ (Fig. 141)
1
: e 1 : . -
sein. o 18t z. B. fiir ¢ — - —, also fiir die Kurve & — BTy
! i : 1
: iy 2 iy 2 :
! oo o s el ) 2
{ = b 1 aly =y

was das Doppelte des Rechtecks bedeutet. Das Diagramm reicht

dabei nach rechts bis # = oo und hat trotzdem endlichen Inhalt.
Fig. 140,
i s P
| | i
! '//. ' ‘\.
| __f ¥ '\
v | { %
. / | 5
! / S
: | 2
|
| | 7
- T R o =t=1 .
Ist dagegen & < L, so1st fir y, =00 y," =0, wel ¢ 4 1
negativ ist, und die Formel geht iiber in
o ==1 i 1
" FEaR i
Fig. 142, f scr e N s /1
. e o 41 o 41 o+ 1
] ¥
was positiv ist, weil der Nenner

negativ ist. In diesem Falle ist also

der nach oben bis ins Unendliche fort-

|
i 275N zusetzende schraffierte  Flichenteil
& gleich dem (e 4 1)t» Teil des Recht
\‘\.',M_ ecks, wiihrend der darunterliegende
e unendlich grols werden wiirde. Also

auch hier behilt der Ausdruck:
PO = e =8 ol + 1)er Teil des Rechtecks®
einen bestimmten Sinn, Die
Formel 1) aber bleibt fiir alle posi-
tiven y, und g, richtig, nur ist der Werth Null jetzt auszuschlielsen, denn
das nach rechts gehende Diagramm ist jetzt von unendlich grolsem Inhalte.

182) Der Fall ¢« = — 1 ep]

edigt sich nach dem Meth. Lehrbuche
{
i

Band 3, Algebr. Analysis II dadurch, dafs fiir die Kurve z
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F=-loy

]
wird.
Damit ist die Angelegenheit fiir technische Zwecke ithberhaupt
geklirt und ein weiterer Bereich fiir wichtigce Anwendungen er-

schlossen.

183) Konstruktion der Parabeln héherer Ordnung.

Die Curven z = y* fiir beliebiges reelles « einschlielslich des
Falles & = — 1 haben eine einfache Kon-
struktionsmethode, die sich aus Folgendem

ergiebt:

Ist @, mittlere Proportionale zu Yo e ~ B
und @, also | /
Xyt g = Ty 2 Ty [ ;
1 2 2 H X )
/A ';r{’ i
so folgt aus der Kurvengleichung, dals Ve
XL
u _'." [ i
‘!Jrnl. . I.r;::’ = ff._.' . _.'j;i- ; -'! I; .‘Fj._. |
LYY |
g 1 [ il
folglich auch ol
) | -
l{;l : l.lllf:l — IJ)IL_I' : .rfli i ___{-J e —_— b —

ist. Also: Ist die mittlere Abscisse
mittlere Proportionale zwischen den
aulsenliegenden Absecissen, so ist anch die mittlere Ordinate
mittlere Proportionale zwischen den aufsenliegenden Ordi
naten.

Sind also von einer Parabel x = y® zwei Punkte 4 und B be-
kannt, so kann man durch Einfragen mittlerer Proportionalen einen
dritten Punkt € konstruieren, sodann zwischen 4 und C, C und B
ebenfalls neue Punkte einschalten u. s. w.

Auch nach aufsen lifst sich die Curve fortsetzen. Da es sich
danm um ein Fortschreiten nach geometrischer Weise handelt,
so ergiebt sich folgender Konstruktionsmechanismus.

Sind in Fig. 144 4 und B gegeben, so ziehe man beliebig 0K
und bilde durch Projektion A4, 4, und BB B, Zieht man 4,5,
sodann parallel dazu B,C;, darauf im Zickzack C,C,, C,D, | 4,5,
D.D,, D,E, | 4B, u. s. w,, 80 erhiilt man die in geometrischer
Weise aufeinander folgenden Abscissen. Ebenso verfahre man in
Bezug auf die beliebige Gerade OL mit A AW, BB,YB, und
AW, u s. w., was die Ordinaten G, D, u. s. w. giebt. Dadurch
werden Punkte ), D, E ... der Kurve bestimmt, die auch riickwiirts
fortgesetzt werden kann.

R ———————
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Fig. 144,

3y
H

184) So ist man im Stande, jede Parabel hoherer Ordnung leicht
zu konstruieren, z B. auch die gleichseitige Hyperbel ( Diagrammeurve
fiir das Mariottesche Gesetz) und die adiabatischen Diagramm-
curven

1,41 125
= und y=uwx —

fiir atmosphiirische Luft und gesittigte Wasserdimpfe,
Die Diagrammfliichen fiir die letztern ergeben sich nach Obigem als

2 gLl 1Al ] ay 041 p— 0 a— AL — 041
e LEIENARE o ; 1 | At
i =1 d4l-3 — 0,41 0,41 !
-3
bezw.
9 iy 1 1
T _.'_~!_|_i 8 8 e 1
‘] T, S 1.'! 9 .r!l 3
I = = O ( s E }
o i i hg
) e
a8 S

sodals sich die Diagramme fiir die Expansionsarbeit und Kom-
pressionsarbeit leicht berechnen lassen. (Vergl. Meth. Lehrbuch,

Teil 3, Algebr. Anal. V, d.)

¥
185) Dasselbe gilt von der Newtonschen Gravitationskurve

ity — ]

( Anziehung umgekehrt proportional dem Quadrate der Entfernung), deren
Fliche
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die Hebungsarbeit giebt, die z. B. erforderlich ist, einen Korper, der an
der Erdoberfliche das Gewicht p hat, zu beliebiger Héhe zu heben.
Die Diagrammfliche ist identisch mit

der Potentialdifferenz. Auch hierbe: S
vergl. das Methodische Lehrbuch 3, Algebr. |
Anal. V,e. Fiir die Elektrizititslebre, wo H
es sich auch um Abstofsung handeln lann, p
ist dies von fundamentaler Wichtigkeit. IRy
Vgl. Fig. 145. h p
: . 416
186)Parabolische Berechnungen. I \ ’
Es handelt sich hier um Parabeln i‘}f*—-l\fq
hoherer Ordnung. Willkiirlich wird die v
gewdhnliche Parabel 2% Ordnung als Bei- 2t AL
spiel herausgegriffen. Die '}3['1'w-11r1u|1g : \‘“'-x.qw_

der {iibrigen g = s

|
|
geschieht ebenso.  Zum e J
Schlufs soll eine Tabelle iiber die wver- / ‘\

schiedenen Ordnungen aufgestellt werden. —%ﬁ——i——;'—

In das Koordinatenrechteck A BCD 2 /
(Fig. 146) se1 die Parabel
b ; € .2 |
1) e
einbeschrieben, die 4 zum Scheitel, 4B Fig. 146,
zur Achse hat. lhre Fliche ist . T st
2) g 2 S | |

S /
Das statische Moment des Streifens 1) in o /.r/' |
e . c § *”! o |
Bezug auf die X-Achse ist 2y = ;5 das = / e
Moment der Gesamtfliche also: ol
) W ¢ ht eh? / :
3) My=g = / i
: y it . g i 5
Demnach liegt der Schwerpunkt der Fliche %! I e
ACD in der Hohe
ch*
-”I'r' 4 3
4) | et e Fery h.
3

Das Triigheitsmoment des Querschnittes 1) in Bezug auf die X-Achse

et 7 W ¢ o i :
ist wy* = 5y, das der Gesamtfliche also:
: PR

5) Eftiren {; fa‘-_"' = (!{.{_-‘l :
3 h? b bl

S
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Fiir die wagerechte Schwerpunktsachse dagegen' wird es

, e ch® e g f 13 ch?
0) ! AT B Jll!\ F = ch {1 = l-ij " 80
Der Trigheitsradius in Bezug auf 4B ist
.ff(_;:
7 y— : — , f & - - w=nY > —1Y06.

i

Der Schwingungspunkt der Fliche 4CD in Bezug auf AB liegt in
der Hohe

chd
' 1 b 4
bl - S ——t ),
L M, ok =h.
l

Auf die Folgerungen fiir die Pendel- und Stolstheorie sei nur hin-
gewiesen.

Das Centrifugalmoment des Streifens 1) in Bezug auf die
Koordinatenachsen ergiebt sich nach Nr. 165 als

-'-‘l
H H

= ,.)r e 'I: ;f,'- :;.)H :,; _JIJF _",I'EI~

Demnach ist fiir die Gesamtfliche 4 (D in Bezug auf jene Achse

ot e k]
{ 7 S el gelo O 5
9) M R s
Der Sehiwerpunkt des mit Hiilfe von A B abgeschriigten Korpers, dessen
Dehrigebene zuniichst die Neigung 45° habe, dessen Inhalt sich dann aus
eh*

M, . ergiebt, hat daher seine Projektion an der Stelle
Mk | T4 :

Bis hierher wiirde die Lehre von den ganzen Exponenten ausgereicht
haben. Jetzt aber soll die Achse 4D zu Grunde ge

egt werden,
wobel ;_J__'E_'III'U{!IH‘IJ.L‘ l';xill.ml,']n'l,!n auftreten. Zuniichst L'l';j‘Ei_'ht sich der
Querschnitt

11) oo HG — HF = h— -2 57,
so dals die Fliche wiederum wird
=1
Jrl'[ h &2 it 3 eh
i B A T he j e =
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Das statische Moment des Streifens 11) in Bezug auf 4D ist

’ L 3
,I'r! I ( hl e ) X = fr | .ﬁl e
c2 ol
Daraus folgt fiir die Fliche das Moment
he? h e2 e 2 he®
£) — e —— | ——— .
12) JI—"’ 2 {5 he ( ; 10
el 2

Daraus i‘!’l!_’;il‘hi sich als SL']!WL‘T_EJUI]].{?-HF'{k_llll"lIl]-“i'ltl'

he®
_ pelw e
2 Sy e Ay e
3

Das Trigheitsmoment des Streifens mm Bezug auf A D 1st

1 £y
hoi® — ( L x? J 2% = ha® — = 2% .
1 1
Fiir die Flache folgt als Trigheitsmoment fiir 4.0
1
o he? R oe2 g 1 @ fie®
14) Iy=="— 7 =he (5—3) =%

Fiir die senkrechte Schwerpunktsachse wird das Trigheitsmoment

k S het ! he? G¢2 eh e 3 4 37 he?
15) Ty = 21 Y, = SO L (,:l ;nu,) = STy
Das polare Triigheitsmoment wird demnach
: . o = I 3T het i g .
16) T,—=F Pt 2 010 32 12206 ¢
¢ 80 ' 92100 16 8010
ch = )
_— () FHe 48 =],
Sirh [105 /* + 14 |

Der polare Trigheitsradiug wird

! ch [105 7if - 148 &
= , ! "IJ;, /-’ S400) | . | : 105 R* --{- 148 ¢
v @ I ; / ch 3 l 2800
3

Der Trigheitsradius in Bezug auf AD wird

: ;.-"h B
py / 21 & &
E-. 1 gy = '-I — _— — = ' =
2 i F / ;f:;: Vo =l

Der mittels 4 D abgeschriigte Korper hat die Schwerpunktsprojektion

an der Stelle
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RS nict
(9 1 21 10 M 12 b i
Tt e o et Tl e i
10 10
Auch der Schwingungspunkt der Fliche in Bezug aut 4 1) liegt in der
Entfernung 2 ad
1y 21 10
,lJ L —— i i
VM ke S
- 10
Die iibrigen physikalischen Deutungen sind den fritheren Bemerkungen

entsprechend.
Durch Drehung um A .D entsteht ein parabolischer Korper, dessen
Querschnittsformel ist

- a I,.:
LJ”.' y = &' = X f)’l‘T:
dessen Inhalt also wird
:_’1 | -I =3 f:Ji‘I‘ }fl-l — — r-:n;ll -
ki 5 51 2

was den fiinften Teil des zugehorigen Cylinders bedeutet.
Das statische Moment des Schnittes 20) in Bezug auf die Grund-
fliiche ist

g f'::ZF :
Gy Y= TmY = Y

das Moment des Kérpers wird also

22) M, — clmh’ b’

S

Der Schwerpunkt des Korpers liegt also in der Hohe

ctmh®
93 e My = =_1'. & r .
: o e h iz
&
Das Trigheitsmoment des Kérpers in Bezug auf die Grundfliche ist aus
BB [ e'm 5
el es e U =
zu berechnen als
o c?x h? c*mwh?
o W
Das Triigheitsmoment jeder Schicht in Bezug auf Achse 4D ist
« ik 4
5+ =5
das des ganzen Korpers also
25) T2 ¢' mh®  e'wh

BIERREY
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In Bezug auf jeden Hauptschnitt dureh T ist es halb so grofs, also

5 o etah
26) flr-'n.
ab

in Bezug auf die Gerade AB also

S = = cigl . c*xh’ €2 om0 S
!F — 'fl. i f”_ - _ﬂl_ -—i— ~ == [ —l— -'“! Ja.'_,-,
4 ity i iy

b

Auf sonstige physikalische Dinge sei nur hingedeutet. Ebenso leicht
ist der durch Drehung um A B entstehende Korper zu behandeln.

187) Macht man entsprechende Betrachtungen fiir die au feinander
1 hoherer Ordnung, so ergiebt sich die nach-

folgenden Parabe
stehende Tabelle. Betrachtet man die nach rechts au
Ausdriicke, so zeigt sich, dafs die entsprechenden Zahlen nach ein
fachen arithmetischen Reihen aufeinander folgen. Man kann also
nicht nur fir die ganzen Exponenten alles ohne weiteres hinschreiben,
sondern auch fiir die zwischenliegenden gebrochenen Exponenten leichte
[nterpolationen machen. Damit ist die Theorie fiir die einfachen
Parabeln héherer Ordnung erledigt.

einander folgenden

188) Tabelle iiber Parabeln héherer Ordnung.

Fig. 147
e I ] - ter Oy ater (Jyd- ater Ul'l|—
Parabel ik ] - t._1L :
nung nung nung nung
it { ¢ ol
A l i i . ’(‘f .-(‘- -
| [ | e [
| *'_,'r-_ [ rJ"..“. ‘||'_;-J ' | I t'//
» | i ‘ I 7 i .-f A IJ I:"F
¥ v = ' rl |
a) Parabholigsche Fliichen.
Querschnitt 1In I & d 4
- H €, ! = Y
Héhe iy I Y % ¥ Ti )
1. Fliche wvon ¥ j,"", et i bh ch dl
=0 bis y= s g TR 9 7 37 s
9 otatisches Mo-

; ; ah® bh? ch® dh*
ment in Bezug M, = — -, —, s =3
auf Grundlinie

3. Trigheitsmo- == % :
SR o ah® O h? ch dh?
mentfirGrund- T, = = : — e
L » L}

linie
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)

Ps

. senkrechte Quer

linie im Abstan-
[El' M

. statisches Mo-

ment in Bezug
auf Begrenzung

links

Trigheitsmoment

fiir diese Linie

. Centrifugalmo-

ment in  Bezug
auf die beiden
Grenzlinien

. Sehwerpunkts-

héhe

. Sehwerpunktsab-

stand horizontal
Héhe des 'I'?'Eij_f-
heitsmittelpunk
tes m Bezug auf
Grundlinie

. Horizontalab

stand des Triig-
heitsmittelpunk
tes 1 Bezug auf
linke Grenzlinie
Sehwingungs-
]|11H|{f' bei Dreh

ungum Grundlinie

5. Schwingungs

punkt bei Dreh
ung um (renz-

linie links

L Quotient aus Cen

trifugalmoment
tiir beide Achsen
und statischem
Moment M,
Quotientaus Cen-
trifugalmoment
und M,

Abschnitt

arabel Qe [J|'|||||in_|_:"

{951

x

M,

= I .lr"r-I _l

e,

' I,

Lter Ordnung

v

b lff: ':.

j

ot

fi

F Ordnung

I

x

L%,

o

3 Ordnung . ..

Ji

h
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189) Alles andere lilst sich aus diesen Tabellen leicht ableiten,
insbesondere auch die Momente fiir die Restflichen, deren Drehungs-
¢ mathe-
matischer und mechanischer Art, z B. iiber abgeschriigte Kirper, die
iiber diesen Flichen stehen und ihre Schwerpunkte, iiber Centrifuga
kriifte der massenbelegten Flichen, iiber seitlichen Wasserdruck

korper sich ebenso leicht behandeln lassen. Ubungsbeispie

-

regen solche Flichen, iiber die Dynamik der genannten Drehungs

=

a

kirper lassen sich in grofser Zahl anschliefsen. Die Fortsetzung der
Tabellen nach rechts kann ohne Miihe auf Grund arithmetischer Reihen
geschehen, ebenso die Imterpolation fiir gebrochene Exponenten, fiir
die unter 190) ein Beispiel gegeben werden soll.

190) Beispiel der Neilschen Parabel (semikubische Parabel)

B
Durch I-‘:iT]Stfl'l.'L'Jf-iE]lg zwischen die zweite und dritte Kolonne
findet man aus der Tabelle sofort

: ke 5 kh? 9 A . Lk g g
Fe = kh, M= =2k, T,="%_ 2pps
2 5 8. ' 4 ' i
2 2 2 :
- A hi* SREL kh® 3 5
.E]f.f, e 8 3 j.,, —— a1 = 35 7 J_—I-_'I—.'.!l, — 10 i .?j\ 2 1 II'I,' = 7 flr.
% 3 / o
Z, h' b= |:“. fl? 0y h / = i l,/ J' .
4
~ 1 4 1
e & r 2 i o
0. '_-.IFE ”‘i"—'i _:"J'l;’, . IE_J--—;f li ' J'rf. |F T I” ,]J'r- = v
"”'i i ! i | ”.3' i |
f, = T i 0k €= G =3 h, w 8 w

Ebenso ist der Drehungskérper der Neilschen Parabel leicht
mittels der Interpolation innerhalb der Tabelle zu behandeln.

1 1
27 37 4
auch so behandelt werden, dafs man die Parabel Jrer e dtar 5 gexg
Ordnung um die Gerade von 45° Neigung klappt. Es handelt sich
also nur um eine Vertauschung der Koordinaten, im iibrigen sind
die Rechnungen und Resultate dieselben.

Um zu zeigen, wie man aus den Resultaten der Tabelle dje
Resultate fiir die Restflichen der Rechtecke ableiten kann, werde
das Beispiel der gewdhnlichen Parabel behandelt. .

191) Die Parabeln von der Ul'[ﬁmmg 1. 5. w. kionnen
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192) Beispiel der gewthnlichen Parabel. Die Flichen ver-
halten sich wie 1: '_-i’, E'nlj_;;“rh "\] M:MS=2: l, ebenso AB: BC
T L0 o lr" u'l . - J[ o e |

und DE: EF. Da AB=-—_h — — g0 ist BCO= : folglich

1 9 47

i 3 e T2 Lk e S G KA T e e nie
F'S = — h; da ferner DE =5 — g c=55¢, 80 folgt EF = 5 und
diot | g =t 5
daher CS =, c= ¢ und CF = —c. Rig. 148.
Die statischen Momente sind = 35 sy
1 . _.'.;;_ = ,--""’.J
daher D _m__f_._s;\ il
— a 3 ch* S &
J'lf__‘. = 5 f.‘.l'lf " Jll!l — { ? | :::-/
; : ; | - :
| A \ euite st b
x 9 3 9 g |
M,=ch-w¢c=he. e \'\, B €
7% ’f'”‘ i ; S
Die Trigheitsmomente, durch Sub- |/ . ¢
L ! / |8 |
traktion aus dem Rechteck abgeleitet, | | | | _y
sind 0 7 I - “
s ch? cl? 9 0
T =— e ot
o 15 15 /
22 het I e® )
T, = TR le?

Fiir den Sehwerpunkt erhilt man

e=— . —dt (~ f’):l ; - ol ch ' he — ph3 (]_' ey ) T .Ll:. rih:‘l}

16 3 G4 | B2 50
[T, — F (2 =2 het — Lkl = hf (2l — -

193) Aufeabe. Bin Haken habe an der am stiirksten bean
spruchten Stelle einen Querschnitt, der nach der einen Seite
durch einen Halbkreis mit Radius @ begrenzt ist, nach der
andern dureh eine Pa-
rabel. dieeinem Rechteck

Fig. 149 a.

mit den Seiten 3a und Z2a
i'inj_-'t'n't'!!r'il-]ll'l'! ist. Der
Schwerpunkt und das
malsgebende Trigheits-
moment sollen berechnet
werdel.

Auflésung. Nach vori-
gem Abschnitte 1st

3

A8, =2 ¢=2aq,

3] i

aulserdem 1st

o = S 8 il i 2 ¢ c ; (" I
.4.{] J\;.u = )i b i — : [ l:vr —I!- 1 I JLI = a __jp"f . :}r{ — -l .(,"I} j‘_) —_— 5 =
= Aar 4o A ' L e -

Holzmiiller, Ingenieur-Mathematik. 1 10
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Folglich ist in Bezug auf OY

- 3 e ~ = 9 5 1 SO =
M, = AS, - F, + AS; - F, = - a-4a” S (47 - 1)
S6a®  Ba(dm-1) (1 v al
= B 4 LI A oo N B S i e 305 - 61):
5 | g “J|_ = I bR 1:"( I | || 1“[ ] ] T ) _.T!_
Folglich
3 308 - 60
308 - 60 : ;
1S M, a0l i @ [308 -+ 60 =]
'y _ r‘l —_— : e —_ = — : =
; 'fl! : ‘F-:! gl 20 oty it
4 a* - 5

Fiir die Parabel ist in Bezug auf HJ

T 8he® 8.2a-((3al 432 gt
fesS R = 175 ==
Verschoben mufs werden um 5,8 = ¢, ~a. Demnach ist in Bezug
auf HF
g 432 a* [ g oNE g
f_ —_— p— ---!- ff'\_ — f‘l’) l a8 .
175 \ b
Fiir den Kreis ist in Bezug auf KL
T = el
Ty =1t (= — qt :
! { ] ) .-r) [ 5 '.i,-rJ
- S g * a1
Verschoben wird um S8, = A8; —e= o (4 4+ 1) — e,. Dem
nach ist in Bezug auf HE
oy . —a 2
b=y {h el = tm 4+ 1) —e &

Das gesuchte Trigheitsmoment ist
L= <=

Die numerische Ausrechnung fiir einen beliebigen Wert von @ macht
keine Schwierigkeiten.

194) Die gleichseitige Hyperbel & = s

Der Querschnitt ist # = = demnach wird die Flache von 1 his
L1

f — "J;._l' .

Das statische Moment des Querschnitts in Bezug auf die X-Achse
. 1 el ¥ Ty g ¥ a g ELd ) Figh
ist 2y = — y =1, folglich fiir die Fliche von O bis y

i

jv.'! = 4
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obwohl diese Fliche sich nach rechts ins Unendliche erstreekt. Hiir
die Fliche von 1 bis y ist

Die Schwerpunktshohe der letzteren Kliche ist also
M
F "Ig_;j

Y d

Dagegen ist das statische Moment in Bezug auf die Y-Achse mit
Hiilfe der Querschnittsformel

& 1 1

- Ay sewi iy i
Ll b e 2yt 2 Y
su berechnen. Fiir die Fliche von y =1 bis /] ergiebt sich
1 1
i 1 i1 B, 1 ) 1
M, = - = P e
M, ) i 8 —1 2 l~._l u,) 2y 7

so dafs ihre andere Schwerpunktskoordinate wird
3 14
(Bt
e ( 3f.) y—3
F gy 2y lg
Das Trigheitsmoment 7. entspringt der Querschnittsformel
1

=1y,
,')'J 4

a
r.f‘_.' M .H_ ———

demnach wird fiir die Fliche von O bis y

= il N \ ]
y I l’! 3 wu 1) ‘r,- .".ul"" 3100 |
{j_” — J - == ) : — f ; s
Z 1 ey AT lg o
1

5
4

der Schwingungspunkt liegt fiir die Fliche von 1 bis y in der Hohe

Y, = =i'.”_:_l|,~

fiir die Fliche von 0 bis y in der Hohe

]
e gL
H,_,, R ] D
1

[”:E:
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148
Das Trigheitsmoment in Bezug auf die Y-Achse ist aus
x* 1 1 i :
., == == " o g9
J'l:-" 2 3 g 3 Jr
abzuleiten. Es ergiebt sich fiir die Fliche von 1 his y
5= Ly S fee I S
T, = - — - = (1 5] =
- 3 2 J S b\ oY=/ by-
Der entsprechende Trigheitsradius ist
e
e i et v ’
d 6y*lg y
der entsprechende Schwingungspunkt
i !:j.f =y Yy — 1 21 y -1
PR IR g SR s

Das Centrifugalmoment in Bezug auf beide Achsen ist aus der Quer-

schnittsformel
e i 1 1
W= e il T 3y

zu berechnen.
Fiir die Fliche von 1 bis y ergiebt sich
; 1, o }
M, —lgy —5lgl — - “gy.
Auch fiir ein Segment dieser Hyperbel, welches durch eine Gerade
~ 45" abgeschnitten wird, lassen sich alle diese Berechnungen

von -
durchfiihren, indem man vom ganzen Dreieck die entsprechenden

Teile abzieht.
Dreht sich die Hyperbel um die Y-Achse, so wird der Quer-

schnitt des entstehenden |{E}r‘]}c_-|‘.-«'

. ; 1 -
A i ;—1 P { 1Y T I}
'[Jr :T(- =1 1) —1) .Ir'(\l =3 .”J = 9 3
A B
J—-:c(l— 1.\]—rr.
; 5 0 )
Das statische Moment fiir die Grundfiiche wird aus

gy =@ Y= — i —
: ! ik y

berechnet als

y
M==x‘lgy.
1
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s . . -. e s 7T
Das Triigheitsmoment fiir die Grundfliche wird nach ¢, = Y=
R
r:l'l. ] l.l)l l\ il ’. :
{=-:z(] BN ,--_]—rl:{.y— D
bhezw.
W
I'= =y,
L]
q i AT s ok - . 1 .F!TF' T
Sein Trigheitsmoment fiir die ¥-Achse folgt aus ¢, ==~ = 55 als
H ! b 3 39
i P | o \
r T (! i Eer ! 13
T=— {"f-—.:" :) = — (l - -"-4):
i L Ne—) . 6 oy
2B
r, ko i (1 iy T
e ;) (i
0OF Y it : 1 i + - i
195) Beispiel der Gravitationskurve z = il
: 3

Querschnitt g, = ,50 Seil statisches Moment fiir die X-Achse

1 o s T . . 4 n .
oy = -, Sem Irigheitsmoment fiir dieselbe zy” = 1. Folglich
F-’:.___ A = 1__’ SR e
: e e y Y. .
z. B.
- 1
| ——
| oo
Statisches Moment
_ﬂf — g Y,
a
Trigheitsmoment
.Y L
{ pk (e Vi I
Das statische Moment fiir die Y-Achse folgt aus g, = ~ = — als

¥ Tt l_;;- il 1)

das Trigheitsmoment aus ¢, = & = i
5 b 5 ‘-
f. —B — 5% / 5
yvmp 1 (Y L ] 13- 1 }
|Jr."" S ( S Ty =— 15 ( = ey ?

-5

Auf die Bedeutung fiir die kosmische Physik und die Potential-
theorie sei im Anschlufs an das Methodische Lehrbuch aufmerksam

gemacht.
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195b) Ein transcendentes Beispiel. Nicht der technischen

Wichtigkeit halber, sondern um zu zelgen, wie man transcendente

Kurven aller Art, z. B. auch die Sinuskurve, die Cosinuskurve, die Ketten
.i-_! v

e

linie -g':' d . 8. W. behandeln kann, soll die iH‘_{';’LL'iti]ttll-:-st'_|'_1t'
. o

Linie y = ¢* oder z = ‘lg y als Beispiel eingehender untersucht werden.
In Fig. 149b 1st sie dargestellt.

s

Fig: 149b

A A
i
Pl T
i
g |
.
ol
e o
- e !
| £ 2 - (‘ I' | I; — .\r
2 - f rf}' ey 2 5
.I'I.. o
| ar
Zunichst folgt aus
I I | .'lJf — " = l B 1 _i_ Y = 3] —i.. 1 =t
| b N 17 e Ara Nas : -
i nach Nr. 170, dafs die Neigung « der in dem Kurvenpunkte z, ¢
angelegten Tangente sich aus
1! I R Bz . 4x?
{ tne=04 ;457422 4220
: ] | o] 48 :
maa it
berechnet also aus
2) fan ¢ — ¢* —= Y = Z;j :
Demnach ist die Projektion der in angelegten Tangente
i stets gleich 1, wo auch € auf der Kurve liege. Die Tangente
in € wird also konstruiert, indem man das Lot OB tiallt, von B
aus nach links die Strecke 1 abtriigt und den freien Endpunkt mit ¢
verbindet.
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Fir die Fliche 4 BCE folgt nach der Schichtenformel aus I

t 5 ¥ . 5 2 ¥ i
Do s T S R e e L e D S e e, S
III 1 S i o i e E plele T L B T SR T
L
oder
3) =g 1
So ist z. B.
]
Fel—e¢g*=1
o
In Fig. 149 b ist fiir jedes Lot BC = y — ¢* das statische Moment
in Bezug auf die Y- Achse
i ¥ o L AN el
Yo = L =&~ Jr T g7 T gr T 7

folglich st das statische Moment der Fliche A BCE m Bezug

auf die ¥Y-Achse

Fa T : riI E f:.l | [.":-_L
‘—II__‘.*_'_J'i-{ atd, * glg ]
oder
g 1 1 B 1 | 4 1 1
M, = a (1' . u'] + @ (z‘ A= ,} 1 2 {J' o l') |
( 1 n? g 1 \} L= i (i
—o(G+ o+ mt+ )G rEt D)
= .¢'{(""—--1|—(r’—1 = lf.::)=rr,' — "+ 1 —xtax=nxe*—e"41,
SlS50

4 «-1.-;_.; BOEes = 1y “Jr 1

Das 'I'riigh(rii.s.mu‘;mnut der Geraden BC in Bezug aut die
Y- Achse 1st

8 ah 5

o] o B el e S et e M| [
e e i e
so dafs fiir die Fliche von O bis z wird

.- |,.'1 .":' 'H

e 5z T 3e T

Nun ist aber der Reihe nach

u.s. w. Folglich ist
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m 2t Sl TR g i by A T 3 2) ! 4
Jrlr = (l' Ra 21 =1 ’:,-l] =1 f; { - T I'f) {— 1 (’I e ,'J -
E B[ | : = I [ '_]'.L o I ! ehe
= 1] 5 21 LE 3 _| <% 'J ! 3! _| A | i
i ,r"I b ;
Eoa T - —_ — et [ g _ S -~
S| T TR B R ‘ s 1) = (’» 1 I.]
B L e VR D=
_|!_ 2 | [ [ 11 — 5 —— i e ') '_'J 1 __; € e . 2:, N ) J
-+ Zx 20 — 2 =¢*(x — 22 -+ 2 2.
HI||‘.J' E_'.tLi'lJii{.h
5) o= ¥ (42 = O IOy
Das statische Moment M, in Bezug auf die X-Achse ist zu

behandeln mit Hiilfe der Querschnittsformel

v B . 5 Y |
e L % 1 ) & L j o | 16
i T, £ S o= Sl =l ]
S e O e TR -_-ll R R R G T P R

Fiir die Fliche von 0 bis # giebt dies

M T I e I_h;'_!_
= II | 112 | 219 | 314 |
.'[ir | & ® | B x® 16 2! |
P TN ERe (R e e e
oder
i 1

6) M, —

Das Trigheitsmoment 7., verlangt die Behandlung der Quer-
schnittsformel

Phk [ 82 | 92 R o :
e R TR R

oder
7) :l,rr; — .1 I:r,-l:.':.:-. 1‘ :

Fiir den Schwerpunkt der Fliche 4 BOE folgen die Koordinaten

M, &z —1)—1 M w1

) = - = S — R — = (¥ 1Y
¥ s e O s = e
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Die Trigheitsradien in Bezug auf die beiden Achsen sind

z /@ —2e+2) —2
9) Oy !"_ — L/ A I J ;
7
Ve ST W Ve

Die Abstinde der Schwingungspunkte in Bezug auf beide
Achsen sind

: Ty e (2 — 202 4 2) —2
10} e = T 2
11',-_,..,- (:" :":r_' S 1
1 o
.}r-r K ( rn xro_ l | : "JI‘{ ¥ i
"I,f — _ - = : = " o
R “ 1 2 1) o2 q

Auch das Centrifugalmoment I,, in Bezug auf beide Achsen lilst

sich berechnen. Die entsprechende Querschnittsformel ist
[ o%)" e .lf_ s T '-'1 i ) i e -i_.r:-' L Q 8 ' 16 2 -
2 = 2 | {1 | 21 ] 31 1 4! 1 J
oder
1 '-. T o 4 ; S L 16 18 : |
a0 |0 1= S S s oy S b

JT”.--_» = _|_'

1 g f1
- 'Ig.F'I"(
5 | / 1!

oder, getrennt geschrieben:

L —-'2.:. '—J:.-i-

= <L) Ll i 1 2a)” (2a
[ 3 Lo i 25 i = = L s ;
-” =g 11 l a1 ] 3 51 31 [ :
oder
7 220 o9, % 2 2]
11) _-]-f_J,,l, = |l.r | | — | o2 1 : |
o 1 F!\J'I |
22— 1] —= [22 — 22 1] — [22 — 1] 4 -
o & -]

[n gleicher Weise lifst sich dieselbe Kurve mit Hilfe der Gleichung
»— gy,

oder, indem man den Nullpunkt um die Strecke 1 nach oben ver-

schiebt, mit Hiilfe von

1:L:'| i I“ ] _}_ g Z e 2 _I 8 2

1 e L 4
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behandeln. . Man kann aber die obigen Resultate 'von den zum Recht-
eck ABCD gehirigen abziehen und so das Notige filr die Fliche
CDE sofort hinschreihen. So ist z. B.

Irg ] Ji'" S Jr = e = E.n".'r - ] | = g% (4 — I | —— l — I.')' | [.'(_—'\.."l! | | 2ibs I

I
fithren, Man achte darauf, dals die Formeln fiir 7 und M, identisch
sind,

Die Behandlung der Reihe 12) wiirde auf (1 4 2) Ng(142)—1]41

Das statische Moment von CDFE fiir die ¥Y-Achse wird

:]u‘: — ',_:! —— |f"' (g — 1)< 1]=¢"| '_} a2 -—:— 1 | =t
—y|slgy)—lgy 41| —1.

Man achte darauf, dals dies die Hilfte von T, ist.
Das Trigheitsmoment fiir die Y-Achse wird

¥ -
L £ L e 9 g 0N )] A 3 s 5
Jr-h. -_\'——.."! | —_‘.‘J——r-f,—— _‘?l-_-.rr 3 —= —|—-_;,'.f _',,:——_J
. et o
= | (lgy)P — (lgy)* 4+ 21gy — 2| 4 2

Als statisches Moment fiir die X-Achse findet man

M — (z¢) 5 — e — =5 — 1)+ 1 —o*[Flay— 1]+ 1,

als Trigheitsmoment fiir die X-Achse

el e ) e i sl 1 i
.I'r = 3 |.r — l | = | 3 — '_l + l = I.Fl|"5 I_:: lif ff— = -|— ] &
Das Centrifugalmoment von CDFE fiir beide Achsen wird
: P (& \2 L : 2 . : 5
T de (D . 24 i LA (] I
e — = — (20 — Dt o 28
¥ o (1 )2 2lepy -1 1
e b,-|._-.n‘f)'.l — i Al i |+T
Der Schwerpunkt der Fliche ('DE hat die Koordinaten
- ¥ | b L 1 I LISt 1 \ ]
"ifl’ ¢ 5 T | |+ (g )’ la 1 I 1
Ly = —mr = e - F— - = 3 =
I & [w— 1] - 1 yllgy — 1]+ 1
T e Sl ]
M ; B e e o 2 1 y* = lgy —— |41
.{f\ i — -fr'-' = __ = _— - :[ : _I
ef ] - yllgy — 1]+ 1

Die Trigheitsradien sind
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i s 5 =1
oy = Y=1/ — -
! f fa’ r:ll.-j'—'ll_j]
I [y L gy — Qgw)* + 21gy — 2] + 2
= y [lgy — 1] 4 1 :
"l = - |

Sy
Y |58y
y gy —1]

PR B 1 /
% ‘ g . -9 I G X l/
Fla— 1]+ 1

Die Schwingungspunkte in Bezug auf beide Achsen sind
_;'n'!'.I -
Z]'”I,:, r"( ‘ : — 2 + D — D i o
I:,_I_ ot " 1il==11
.3 i
:'f‘ ],F]}_,-H\I_ le ()2 4 2lgy — _}J 9
?’J’['-]?”M‘z—l“ gL —1 /
bEe A o :
o G e | o S A TR | sk
i e - BT = J
I ].FTI e B 15 | g 1 - 7 1 T
¥ FLl |l —35 I -1 1 iy | 5 gy T |
: g Mg Moy .,
L 5 r £ i Y G ..,.
Auf die mt i 0. IF un 5

I i o u
physikalischen Dinge braucht nur hingewiesen zu werden.

Auch der durch Drehung um die X-Achse aus

l.'—};—':

o |

_]I_' 1

zusammenhiingenden

der Kurve

y = ¢* entstehende Korper lifst sich nach jeder Richtung bequem

berechnen. Denn Querschnitt

i i 8 x® 16 &
Ff.a‘ — y—;‘r -~ — L ""J'T_'

w1437 + S +

folglich Inhalt

i Ipe X 2o I 4 i B ! 5
,I_:l',['l 1! + = I 91 0 e 41___
r ! 2 ! !
w[2m o d&* 81 16 ;3
T TR TR (R e
oder
&£
T a2
o — : II".'- — 1]
[0
Sein statisches Moment in Bezug auf die durch die Y-

gestellte Ehene ist aus der Querschnittsformel

gl i 4]

Achse dar-
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: B 8 B 8t
Vo ol 1 e Bl
g = TYim — xetPs ax |l 5 - T b
e e braadd ™ Bt 5
Sk e e e T .

zu berechnen. HKs ergiebt sich

oder endlich

Das Trigheitsmoment in Bezug auf dieselbe Ebene folgt aus der

Querschnittsformel

3 3 8 it T
. = Y 'mwr: = £ F
o! rl
|
s folot Y
LS Tolot
& 3 < 4 )
T=m[% 4 g+ st oo o]
< 3 14T gt e
=R LS i ;
Die Zerlegung in Nr. 195 giebt
b _r..
e J(] 2 -8 ,,uf,_l._-(J & e 5 -(r 2 2\
=—| [ - - - [ & a0 — -1 = =
'{ ) A i Br o) e g ':) B My ety J}-
T/ 22, (22) 2 4 e 2 )t 2a)® (2 @) 5
€ ) ( = | 7 . F i) { &%
= I._:!.'rl [E‘—}- T o . — |3; - .]I.“ = / ||
e B 21 3 | 8 2 4! J
‘..”rl-' _*' g 2 1) e (2.1)0 o i
L ST R UL T el
P y R 2 a A 22 4 p?-
e e TNy SRl AT g e 4
T /! 1 | 1 2
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Der durch Drehung um die Y-Achse entstehende Kérper kann mit

Hiilfe der Querschnittsformel
Pr=nllg(l1+ 2 == = S E + .. ¢

behandelt werden. Rinfacher geschieht die Berechnung jedes seier
beiden Teile, indem man von dem durch Drehung des Rechtecks
ABCD entstehenden Cylinder den vorher berechneten Korper ab-
sicht. Ebenso verfihrt man mit dem statischen und dem Triigheits-
Momente.

Damit kann die Untersuchung von y =¢* und z = "‘lgy ab-
geschlossen und als Beispiel fiir die Behandlung anderer transeendenter
Kurven hingestellt werden.

D. Die Schichtenformel fiir Kreishogen.

196) Die Tragweite der Schichtenformel Iilst sich dadurch er-
weitern. dals man sie auch auf concentrische Kreishogen anwendet.
Ein Beispiel wird dies kliren.

Kreisbogen und Kreisfliche. Irig. 150,
l?ii- : Kreislinie von llflllilll.‘-i r hat den = 5. 3%
Umfang 2rx. IThre siimtlichen Punkte e _\
haben vom Centrum die Entfernung ». / // ‘\‘/"\__
Wiihrend also e ~ Neer &
D e | | ¢ | L ' \
(], = Z% I 1 r e (A ) 1
4 | il, M /1 |1 |.|"'J
. 1 % . 7 1
als Querschnitt aufzufassen ist, kann man |\ oA ;‘f
: i ==
: o 'l !
gr = (20rm)r = 21°n \\ e /f
als Polarmoment erster Ordnung, N S A
¢, = (2rm)r’ = 27°nm TR

als Polarmoment zweiter Ordnung betrachten.
Demmnach wird die Fliche des Kreises von 0 bis r

das Polarmoment zweiter Ordnung der Kreisfliche

T Qoprd i
A e

Letzteres ist das polare Trigheitsmoment.




ey P

i

R kit e e e =

o
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Das Polarmoment erster Ordnung findet Anwendung z B. bei
er Untersuchung der mittleren Drehungsgeschwindigkeit fiir
den Fall, «

{

als die Fliche sich um eine Achse dreht, die senkrecht zu
threr Ebene steht. Ist & die auf den Radius » reduzierte Geschw indig
keit, so ist fiir jedes in der Entfernung r liegendes Flichenteilchen
die sogenannte Bewegungsquantitit

My = mrd,

fiir den entsprechenden Kreishogen also (207) 78 — 29228, und fiir
die Gesamtfliiche

2 !; — W

[st nun w,, die mittlere Geschwindigkeit der Fliche, so ist zu setzen

Ol = Mo — 279"

folglich ist die mittlere Geschwindigkeit

27
M 5 2
Uy = — O =— = =i,
j 4 ]’
ZJ:T" J.a

Der Radius der mittleren Geschwindigkeit ist also

Hig. 151 2
e M, 3 5
X e P = —= 5 7
e e e ; i Sy 5
¢ ——
.-_\?_\___ = e
s v 7 | Seine Bedeutung ist die, dals die in ihm
| 3 T g vereinigh gedachte Masse dieselbe Be-
i T See O wegungsquantitit giebt. Man kann sich
\ e e -5 das Polarmoment veranschaulichen als den
e o, P Aulsenkorper, der dadurch entsteht, dafs

man aus dem iiber der Fliiche stehenden
Uylinder (bezw. Siule) einen Kegel von 45° Seitenneigung aus-
schneidet,

197) Fiir den Kreissektor erhilt man in entsprechender Weise,
wenn & der zum Radius 1 gehirige Bogen des Sektors ist, als Quer-

o

schnitt ¢, = er, als Fliche F — 5 » als Polarmoment erster Ordnung
(1] =

: = [ ) : : ) - ; SN - e} ot

M — = als Polarmoment zweiter Ordnung 7, — =

Fiir den Sektor des concentrischen Kreisrings ergiebt sich als
Fliche
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; 9 fu gt .f-[
}I; i ;L F| bt --,
I:, == fl
was noch durch », — r, gekiirzt werden kinnte.

198) Dies eignet sich nicht nur fir die Berechnung der Polar
momente, sondern auch fiir die Berechnung der axialen Momente, nur
mufls man dann das Notige fiir den Einzelbogen bereits
herechnet haben. Fig. 152

Beispiel der Halbkreisfliche. |

Der Schwerpunkt des Halbkreishbogens liegt in

1 . 2 . . [ {
der Entfernung _, sem Axialmoment erster Ordnung \

. 2r g v . . i
ist also rz — = 2+ Folglich ist das statische Mo- 2r \'L
AL o o I AR I
: ! e . o =T
ment der Halbkreisfliche in Bezug auf AB M, — - i /
Der Schwerpunktsabstand also ist 74

e H I

Das polare Trigheitsmoment des Halbkreisbogens ist »rmr", das

1 rogr ; ! e
e also ~=— =-"- Daher ist fiir die ganze Fliiche

axia

199) Die Polarmomente erster Ordnung sind nicht so leicht und
elegant zu behandeln wie die der zweiten Ordnung, da weder ein
Verschiebungssatz von einfacher Form besteht, noch eme emfach zu
hehandelnde Beziehung zu den M, und M,. So bietet z. B. die Auf-
gabe, das Polarmoment erster Ordnung fiir ein Quadrat zu berechnen
und daraus den Punkt mittlerer Geschwindigkeit zu bestimmen,
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“ig. 153 fiir die elementare Behandlung

[ILIIIIG'||I'!'E(':i Hl'}l'\'n.'l:-(‘ri}_";\'l']lrl’]]. [J"'x
wiirde sich um den I\:Hl'pm' han-
deln, der stehen bleibt, wenn der
7 Kegel von 4H° Seitenneigung

aus der quadratischen Siule aus-

geschnitten wird, bei dem also

l - -z hyperbolische Grenzlinien auf
5 N iae E
o i treten =),
200) Dagegen lassen sich leichte
Betrachtungen iiber Spiralen anschliefsen. Zuniichst gelten die fiir

den Kreissektor abgeleiteten Formeln auch fiir den entsprechenden
Raum zwischen zwei kongruenten Spiralen irgend welcher
Art, die gegeneinander um den Winkel «

Fig. 154. gedreht sind.
et Ber der Archimedischen Spirale
H s 5 . - 5
N \\\ sind die Bogen, vom Anfangsradius M 4
i '\\ aus gerechnet, proportional dem Quadrate
I \L T ¥ 1 .- { 1 - o Ly : a0 At
AN B, des Radius. Die Quersehnittsformel wird
! L s LY 2
r"” PSS -‘-"h"" also =z B.
.I i | - -.\ f = Ll j“‘l
! ’ T S | ;
j o SefLs : 2
) P A \ \ Verhalten sich in der Figur die
i 2 ONE gt \l". Bogen wie 1:4:9:16, so entspricht
L A P Y1 \ \ s 2 > § i -
S T \ ' dies Winkeln &, 28, 38, 48. Die Be-
Ifrl-__:p’.'i' V2 or | | | =iy j : 4 . =) 1
— 14 rechnungen geschehen ganz nach Art der
Parabel zweiter Ordnung. Die Fliche wird
i 1 3 a f.'u
; iy 2y :
F'—= —— = - pektor. Das Polarmoment erster Ordnung wird M, = .

[ f— i =5 . .
das Polarmoment zweiter Ordnung 7, = — Der Radius mttlerer
Drehungsgeschwindigkeit hat die Linge r,, = :I' r, der Trigheitsradius die

- 3
Linge — 7.

Fiir die Spirale nichsthoherer Ordnung ist ¢ = ar’, fir sie ist

.{'1 i J'1 | 2 5 ars = s
M= — = _ Sektor, M,——, T,-= e TR
0 4 = 4 s o 3 B 7

Nas . | ks bt . . i ] * " 1] =
Fiir die Spirale mit Querschnittsformel ¢, = a~ ist die Fliche

'}

*) Analytisch kommt die Sache auf die Integration eines cyklometrischen

Ausdrneks hinauns, die sich nur mit Hiilfe langwieriger Reihenbetrachtungen ele-

egeben

mentar umgehen 1 bpiiter aber soll ein Abbildungsverfahren ang

werden, durch welches sich die Aufgube bequem erledigt.
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-
von # = 1 aus zu rechnen und ergiebt sich als ' = a ‘lgr. Dagegen

7

ist, von O bis » gerechnet M, =a, T,=a,:-

A as . C = # x o 1 . . rul L]
Fiir die Spirale mit Querschnittsformel ¢ = a_; st die Fliche

v oo —1
. . o {1
von 1 bis co gerechnet F' = — — = —, das Polarmoment erster
Ordnung von 1 bis » gerechnet, M, = a ‘lg», das Triigheitsmoment
s ai
Die Analogie mit den Parabeln ist also eine vollkommene und
soll hier nur deshalb nicht weiter ertrtert werden, weil der Gegen-
stand fiir die Technik von geringerer Bedeutung ist.

s

s : : o ; el
Bei der logarithmischen Spirale » = xe” oder & = ‘Ig - handelt

i : ; 3 s I g .
es sich um die Querschnittsformel ¢ = r& —r‘lg - Dabei hat
*

man sich fiir die elementare Behandlung der bekannten Reihen-
entwickelung zu bedienen und auf die Reihe die Schichtenformel an-
zuwenden.

Fiir die Kugel sei beiliufig bemerkt, dafs der Schwerpunkt des
Meridiankeils, der nach 50) fiir sehr kleine Keilwinkel ¢ in der Ent-
: 5 2 : = : ! 4 a e
fernung —=v liegt, der Punkt mittlerer Drehungsgeschwindigkeit ist,

; U ] .

L

denn bei unendlich kleinem e fillt der Punkt mittlerer Entfernung
von der Achse mit dem Punkte mittlerer Entfernung von der ent-
sprechenden Ebene zusammen, so dafs es sich in beiden Fiillen um
den Schwerpunkt des Keils handelt. Die Bewegungsquantitif der
Kugel ist also

37 4 3 pim?
Zrsrine =119,
wenn & die Winkelgeschwindigkeit ist.
Der darin liegende Schlufs ist dadurch gerechtfertigt, dals die

Schwerpunkte der Teilkirper simtlich auf einem Kreise liegen.

Ll

Fiir Drehungskorper also handelt es sich stets um den durch 4

gegebenen Punkt, sobald die Hauptachse des Kdrpers mit der Drehungs-
achse zusammenfiillt. Darin liegt eine meue Bedeutung fiir diese
wichtige Formel. Sie giebt die Punkte mittlerer Entfernung von der
Hauptachse fiir Drehungskorper an.

Um allgemeineres iiber Kreissegmente und K reisabschnitte zu
erhalten, lése man folgende

Holzmiille r, Ingenieur- Mathematik. I. 11
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201) Hillfsaufgabe. Der Kreisbogen mit Winkel « hat in
Bezug auf den senkrecht zur Symmetrieachse stehenden
Durchmesser welches Trigheitsmoment?

Auflssung. Man projiziere jedes Bogenteilechen s auf die zum

m . : h ;
Durchmesser parallele Tangente K17, dann ist #s = — - r, eine Be-
4 (i
merkung, die man von der Berechnung der Kugelkalotte bhezw. Zone

her kennt (2275 =2rm J” F Demnach 1st ber Einteilung in gleiche :’
: r. S e fi LTy fi P h o E g
o Pyt B - R R 1 i S Pt I “"—I .
und
. T L el Lo

Der letzte Bruch bedeutet, da auch A7) in gleiche Teile, deren Zahl
unendlich grols zu nehmen ist, eingeteilt wurde,
A die mittlere Hohe des Flichenstiickes A BECTD :

iiber der Grundhinie 40. Diese ist also
Sektor MBEC 4 24MCD
i{ == == o
Grundlinie k
e I
! = { Lon
360° 2
o :
oder '
3 o D Bt 4 g e O
oo 360 T T COs 9 =T Bln 9
oy
! [/
- [ g ey Lo I
= e el SN o
- o R e
& 7
Demnach ist
5 i A
= e 1T oen T g Sin
L8 fi ! e — hor
. L I
oder
o : q o 1 & ]
E sg? — 9 | w + - sine
: ' | ,'iF;” 1 &
das gesuchte Triigheitsmoment.
[Probe fiir ¢« = 180° giebt —~, was die Hiilfte von +*x und der .

vierte Teil von (2rm)+® ist. Letateres aber ist offenbar das polare
Triigheitsmoment der Kreislinie fir ihren Mittelpunkt.]

Nach der zur Probe gemachten Bemerkung ist fiir den Mittel-
punkt M

el [ e (o
A= Zla — L
’ 860° 180"
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das polare Triigheitsmoment des Bogens, demnach ist das andere axiale
. o & . o Sl
I=1T,—1,=2r7 — — g — — »’ - sine
: £ 4 360 360 2
oder
7 g o o T
L= | w— S e |.
s a0 e j

202) Aufgabe. DasTriigheitsmoment des Kreisaussehnittes
(Sektors) in Bezug auf den zur Symmetrieachse senkrecht
stehenden Durchmesser zu finden.

Auflésung. Die vorige Formel gilt fiir jeden
einzelnen der im Fig. 1566 gezeichneten Bogen
innerhalb des Sektors. Falst man aber in

G —r (ﬂ’u -+ = :n'iu(,-:}
: 360 2 )
r als veriinderliche Grofse auf, so geht nach der
Schichtenformel, die auch hier angewandt werden
o

- fiber, so dals man fir die Sektor

dart, #* in
fiiche hat

4 r 4 y

£ T id 1 - I o A 1

=g+ s sine|==|w - + sine |
ly= 1|3 T w80 [=73 [71%

4 K o ST I . N e
(Probe: Ist & = 180° so folgt T, = ——, was mit dem Friiheren

iibereinstimmt. Ebenso ist fiir ¢ = 90°

N L. e e )
L] LR

Ebenso fiir ¢ = 45°

A ] o - X
Ty=7|5 +sVv)=mlz+2/2])

i oo rire

2 360 720

folglich ist das Triigheitsmoment in Bezug auf die Symmetrieachse M FE

. o S s o 1 . | g4
s = = pe— SN | =
I =T, — Ty= T 350 ; s |

T . F
=111 &

Der Schwerpunktsabstand ist nach Nr. 10

240 sin -

2rh ¥
Sy T s 7T 0
Die Reduktion auf den Schwerpunkt giebt

11%
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: g syl
240%* sin® — 1604 sin®

7 rim o 2 i o i 2
, — . = - i " ?"’:Ir s —— =y e — —
£ 2 360 ot 360 2 860 T 0
. gl
160 sin* l
il W 2
—— —_— -

720 o

Ebenso 1st dann

. Al
1607 sin*®
| = 4+ sing| — — —
| 7T 0
203) Aufgabe. Die Triigheitsmomente des Kreisabschnittes
zu finden.
Auflésung. In Fig. 156 war fiir den Durchmesser

: r oo -
T, — sin « |.
¥ 8 L180 —[_ %)

Abzuziehen ist fiir das Dreieck M D (

' P L e o ¥ 0
3 2r s — r° cos® ri8im o cos? ; ; ;
7 hb? 2 2 2 rétsme (1 4+ cos o)
: 4 1 + 55 8

Demnach wird fiir das Segment BEC in Bezug auf den Durchmesser

o o - i — aa
i i - : : i o . i
Ty = 8 LSH +sme —sme(l 4 cose) | = 5 |50 — Sl e cose |
oder
: r rmoe i i
1 % m e e ST )
J f_., 16 |90 5IN &€ | .
Fiir M E war
; M roee :
i e LT sin .9;:|
Abzuziehen ist fiir Dreieck MDC
e ’g. AR I e o A R A
j.- RS P cos 5 (u.l s1n 2) et a4 - E C08 2 #1n 5 Sin -2-

= — = £ P —_—

i 43 48 48
oder

5 - o
74 gin @ 8in® - :
G o rsine (1 — cos o)
o e e b e R

12 24

Demnach wird fiir das Segment in Bezug auf ME
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i"‘|':'rcx . / y ¥ T i ; 1
F sy (st - | ) ; ', S—— - | ( — 08 [=— | —— 48 3 &
@ 8 | 180 S1I 3 l]la’l.l 0 fﬁ_] 31| 60 ‘:l‘-IT] rc—{—mncccosa |

oder

- el e . 1, oanes rt oo i ol na |
== (EIT idoue e TR L7 LS ain 2 AL st ) a1 D v |
T 5% |5 4sine + .L,luuw:! T [30 Hsma—}—meaJ,

Addiert man dazu

. rt rwe i
jﬁ:ié :-:i‘(')‘—i"'} Hlﬂ.&’f{},

so erhélt man in Bezug auf M

rt ree £ : T o
T,—=-—| —8sine -+ sin2«¢ + — + 3 sin 2«
R [30 ' T+ 35 |

i . : z
el 4 s1n Zee |.
@15 sine -+ 4 sin er:J

?.I

Die Reduktion auf den Schierpunkt geschieht mit Hiilfe von ¢, F, wo

I3 h?
IrJ"'_lﬂF_l,ﬁ" [\ S L
o (Trl"qﬁ 51n ﬁ)
Es ist also fiir 7, und T, abzuziehen
68 8 n o SOl G
M R R Sy s
T e 1T o S R e e T
29.8%. ¢y |— — 8 9r® | —= — sin
i [130 kmaJ i [180 sin &

= 44
1604 sin® —

~ e — 180 sin o
(Probe fiir den Halbkreis stimmt.)

Bemerkung. Diese Aufgabe ist von Wiehtigkeit fiir die Centrifugen-
theorie, denn bei etwa kugelférmiger Gestalt

kann der Querschnitt der schnell rotierenden Hig, 107,
Fliissigkeit als Kreissegment betrachtet werden. X o
:‘Z.Irl-; Sa

Formel 1) ist in die Formel K =— T8* in

= . g
Nr. 49 emnzusetzen.
204) Aufgabe. Die Trigheitsmomente A7
des Ringsektors zu berechnen. T
Nach 44 handelt es sich in Bezug auf den

Durchmesser um

4 4 -
T, = gty ['Fm — sinr::J
A T T ?

in Bezug auf ME um

A -
1 = }. 4 "
s LEE . sine Jl-‘




T R 2,

I
ﬁ.
[
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und in Bezug auf M um

Ty = ——m«
{20
Da nach 11
> ) . (¢4 -z 'i” . £ o f
o 1 i =car 8N — 8 e a2l 81n — P S,
o of “n 1 “ 1 = 1
;I}r;_tj = |’_'_‘_ _ — = - = S 5 5 — = - - o
; 2 a R =
80 9 e 8. 92pmss i i I'y r
a60
1st, so mufs fir 7, und 7,
T e i 180 sin? X g 349
DAN0=E oy = e B T g Q 2 . o -
S > 24.0° s1n 5 B r:’)." I\!,. — 1}) we 60 gin 5 (2 "
e F =t = e e — e
; el (r" —n 850 e (- —)

abgezogen werden, wenn man die Reduktion auf den Schwerpunkt
durchfithren will.

200) Aufgabe. Die maximalen Centrifugalmomente in
Bezug anf M fiir die letzten Querschnitte zu berechnen.
Auflésung. Sektor:

Lo — 0% [ e ; P 7
M, ==__=-ZF - — Jsm e | - — — sing |
e 2 16 | 180 i) 16 | 180 A
24 gin ¢ #4 sin o
6= W FaH

Segment:

~ { e T ri | o S g | o — = |
M, =—=—"1_——F— —D smfrr:J : — —8sine -4 sn2e |

2 96 | 80 96 | 80
e .o Moo G
= [8 sine — 4 sin 2| = 53 [2 sine — sin 2el.
g6 | . 54 L
Ringsektor:
po B A .4 A 4 '
W Ty T F— " rma 4 : | L e (i S
M = — e — - § — = - | —— — sin e«
E an 3 16 180 illf\f- 6 | 160 Hl{_]‘
- r'f & o e r: ;
—= 2 8¢ = — 81N .
16 S11 & 8

206) Bemerkung. Die hier durchgefiihrte Methode lilst sich
nicht nur auf concentrische Kreise, sondern auch auf Parallelkurven
anwenden, die bekanntlich durch Abwickelung einer gemeinschaftlichen
Evolute entstehen. Hierher gehort z. B. die Inhaltsberechnung der
Kreisevolvente. Dagegen ist die Anwendung auf die Doppelschar
gleichseitiger Hyperbeln, auf die konfokalen Ellipsen und Hyperbeln,
auf konfokale Lemniskatenscharen und Hyperbelbiischel u. s. w. aus-
geschlossen, weil hier die Breite der Elementarstreifen verinderlich
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i - ; ] i B
ist. so dals die Anwendung der Rechtecksformel — -1, wo die
i T

Breite, ! die Linge des Streifens ist, unzulissig erscheint. Dort
miissen also andere Methoden eintreten. Aunf die Evolventen soll
erst im niichsten Bande eingegangen werden.

E. Einige Aufgaben iitber Maxima und Minima.

907) Nach dem Methodischen Lehrbuche Teil II, Anhang, 1st,
wenn die Querschnittsformel einer Kurve die Gestalt
o 014 —I— .IrJ:.iJf —I— r'lifﬂ —I— If!rl’j —: {.’_ﬂf': J,— G
hat, die Neigung der Tangente gegen die Y-Achse an der Stelle y
zu berechnen aus
AN o= [ %— 2r:‘.'f — L’JH’I‘.'JF: + —1-{':€f:' --i— (RN 7

Bin Maximum oder Minimum kann im allgemeinen nur dann statt-
finden. wenn dieser Wert gleich Null ist. Die fraglichen Stellen be-
rechnen sich also aus

h —- jfy — 3 dy + -l-tfl.r;:‘ ~+ o= 0.
Die wirkliche Auswertung kann elementar hichstens bis zum 4** Grade
achen. Trotzdem lassen sich einige wichtige Aunfgaben mit Hiilfe solcher
Betrachtungen erledigen, wie die nachstehenden Beispiele zeigen.

Die Untersuchung, ob an entsprechender Stelle ein Maximum
oder ein Minimum stattfindet, oder ob die Kurve dort einen Riick-
kehrpunkt (eine Spitze), oder einen Wendepunkt oder sonstige Unregel-
miifsigkeiten hat, Lifst sich nur mit Hiilfe der hoheren Differential-
quotienten hinlinglich schart entscheiden. Darauf soll hier nicht

eingegangen werden.
Fig. 158.

908) Aufgabe. Aus einem kreis: —
runden Balken den rechteckigen Balken Do & -t::‘!('
von grolster 'l']*-rLgﬁlhjg}wii- auszi- ,/\\
schneiden. AR

Auflosung. Die Tragfihigkeit ist, wie
in der Festigkeitslehre gezeigt wird, pro

: s /
portional dem Ausdrucke 'j .—oder auch /
2
4 9 3 s co Vi
Y =2 (df — z?) = d®x — 2% Stellt man o
y— d®x — o graphisch dar, so ergiebt sich A o

als trigonometrische Tangente der geome-

trischen Tangente tan ¢ = d* — 32°. Eine Maximalstelle ist nur mogliel,
o a9 .8 : 5 o /1
wenn @ — 3a* — 0 ist, d. h. a® = oder s =d}/5- Man kann z
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: : ; g et
konstruieren als mittlere Proportionale zwischen 4 und 5, Indem

== s
man z. B. AF = —

ok

macht und in F das Lot ERB errichtet, was

Fig. 150, nach Pythagoras A B = gz giebt.

209) Aufgabe. Dieselbe Aufgabe fiir
einen elliptisehen Balken.
= - X . 5 i." 'e::!
Die Gleichung der Ellipse sei *’f;. - 73 = 1
ok T/ !
die gesuchte Basis sei £, die zugehorige Hohe 1,
Die Tragfihigkeit ist proportional dem Aus-
drucke &n*, oder, da & — 2% und

2

C
; . a g , 4 qxp?
1?3:—-{2?““—4(1 —:—-g)afr3 =Sl e
b \ h* b2
= . -+ & g 6{.2‘.'”
18t, proportional 8 ¢®*x — ey oder auch pro-
: pE
. L @t
ortional # — -5+ Stellt man aber 2z — 2 — &
I 3
b b

graphisch als Kurve dar, so ist ein Maximum

o ; oo 4 . .
nur moglich bei der durch 1 — 5+ — O bestimmten Stelle, so dalfs

& = e"a'[f’i-.l_i- folgt, wie vorher, also £ = Ebl/_i‘

Die Konstruktion erfolgt wie vorher. Man macht 4 F — e

errichtet das Lot EB bis zum Hiilfskreise, dann ist AB die geéuch‘w
Strecke £, der KL gleich zu machen ist.

210) Aufgabe. Dieselbe Aufgabe fiir einen parabolischen
Querschnitt, der einem Rechteck mit den Seiten 22, und y,
einbeschrieben ist.

Auflosung. Die Gleichung der Parabel ist z? — 2py, wo sich

]
B

5 &
~ Parameter » aus 2" — © alag e L it :
der Parameter p aus %, = 2py. als p= e bestimmt. Die Trag-

o
)|
tahigkeit des einzubeschreibenden Rechtecks wird proportional zu

a N b . .
En?, wo E=2z wnd =y, — y— Yo — 55 20 setzen ist. Fiir £4°

15t also zu setzen

F I\;{;ﬂ-_
2‘?’ (.")'1 - -'_:'_;}}
oder
2 ( 3oz B -v*]
i U; e 2p —I_ 4;;2;

oder endlich, da der Faktor 2 tiberfliissig ist,

Sy g 2t
F- :‘)‘j.l, - ‘IT =t l}“-_

—
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Stellt man 2 graphisch als Curve dar, so

Fig, 180,

169

handelt es sich um die Stelle, wo A
8. 81, g y Dx ' r
tan & = y; - 2t A—==rl) :"’j
P 4 p* / ¥ ‘
ist. Das entsprechende z ergiebt sich aus / r
i £ [/
der Gleichung / LA
N
12 py 4p? g ; \
A 2P 9 B 2
a = —— P = — —— 1
aus der y | \
g e e .J 1 \
P T et ol
.  6py, , 1/%6 T 20 p*y; A} —_— B
Xt = ==L | TR T T i - s !
5 — 25 256 \ - v
__Spy, | 4oy N i
5 ' 5 &

b i e SR T SRR e N L

xTr = /I:—

1
b

T = o
I . ) l/ Py

die Basis wird also entweder
g — 2]/ 2%
oder
RN A
£ o= 21/ “’_?;5”..1. .9

Das erste giebt aber y = 0, d. h. einen Balken von der Tragfihigkeit
Null, was hier kein Maximum, sondern hichstens ein Minimum bedeuten

kann. Die zweite Losung giebt ein Maximum, und zwar lifst sich
i 1 - o . . B =) .-

E=)/ — als mittlere Proportionale zwischen AB = 2g
AB T 1 BT

und ¢ #; = —— konstruieren. Ist also AD = AB, so giebt

)

das Lot DFE bis zum Hiilfskreise das gesuchte &

211) Um eine Variante in der Behandlung der Aufgaben iiber
Maxima und Minima hekannt zu geben, soll die in Nr. 141 bhehandelte
Aufgabe, die Trigheitshauptachsen fiir eine Fliche I' aus
T,, T, und M,, zu bestimmen, auf eine andere Art gelost werden.
Man wandle die Gleichung

Te=T,co8* ¢« + T, sin* ¢ — sin 2 M,

mit Ausnahme des letzten Postens ebenso um, wie in Nr. 141, was
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| : - T : R
T,= - (T,+T,)— 5 (T)— T,) cos 2e¢ — sin 2e M,

giebt. Hier ist rechts alles konstant, mit Ausnahme der Grofse e.
Es kommt also darauf an, zu untersuchen, wann die beiden letzten
Glieder ein Maximum oder ein Minimum geben, d. h. wann ein Aus-
druck von der Form

9y = acos 22 + b sin 22

ein Maximum oder Minimum giebt.

Zn diesem Zwecke denke man sich den Ausdruck als Curve ver-
anschaulicht und untersuche, an welcher Stelle die Tangente horizontal
ist. Vergrolsert man die Abscisse um eine kleine Grifse &, so geht
die rechte Seite der Hiilfsgleichung iiber in

acos2 (x4 &)+ bsin2 (x4 &)

Subtraktion der beiden rechten Seiten von einander giebt

aleos 2 (x + E) — cos 2x]| + b [sin 2 (2 4 &) — sin 2x].

Da die Nachbarordinaten beir horizontaler Tangente gleich sein miissen,
so ist diese Differenz gleich Null zu-setzen, also, wenn man nach
bekannten goniometrischen Formeln umformt,

¢ . (2ed-28)1-22x . (@x-f+2E) 2
R :3 1...”1 ____..._...é...__ e h]]l T _:2_ =
] (2a-F28 F2x . R4 28)—2x
Ll [T GOS8 it 73 _...‘_"._.l___ — s1n AL '). =)

L . 3 7]

ia ; TRl : 1 v (228 —2w
Division durch den gemeinschaftlichen Faktor - sin +.._é-.:._ —— giebt
~asin (20 4 &)+ beos (20 &) =0
oder
; b
tan (2 + ) = —,
'3 "

oder, da & unendlich klein gedacht werden sollte,

]
tan 24 =

(i
Setzb man fiir ¢ und & die eigentlichen Faktoren wieder e, so folgf
wie frither
I 2 M,
an (28) = —=
r i lrf.l'_ !.i'
zur Bestimmung der Lage der beiden Hauptachsen.

[Setzt man die Reihenentwickelung fiir sin 22 und sin 2y als

bekannt voraus und wendet man die Formel fiir den Neigungs-
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winkel @ der Tangente auf die Reihen an, wozu man Method. Lehr-
buch Band 2, Anhang oder Band 3, Algebr. An. VI vergleiche, so
findet man sofort als malsgebende Gleichung

2a cos 22 + 2b sin 22 = 0

oder

fan 2o —

zur Bestimmung der betreffenden Stelle. Damit wiirde eine dritte
Losung dieses wichtigen Problems gegeben sein.|

F. Verallgemeinerte Simpsonsche Regel.

212) Reichen die bisherigen Methoden zur Berechnung von Fliichen
oder Korpern oder ihrer Momente erster oder zweiter Ordnung nicht
aus, so ist man zu Anniherungsversuchen genitigt.

Fine erste Anniherung wiirde die Trapezformel geben, die
darauf beruht, dals man die einzelnen Streifen gleicher Hohe als
Trapeze berechnet. Addiert man die Resultate, so ergiebt sich z B.
fiir Fig. 161, wo iibrigens 9, = 0 ist,

P HNQ-.lsﬁl; |2+ @5 + 2 (2, + 2, + 25+ -+ )|
Das Resultat wird einigermalsen brauch- : g ciot
bar, wenn die Kurve gegen die Y-Achse 1
bald konkav, bald konvex 1st. Das Resultat =¥ *5
wird aher zu klein, wenn sie iiberall | ¥r———
konkav, zu grofs, wenn sie iiberall kon- yl—a
vex ist. i R
Es ist leicht, die Formel fiir £ oder = y——;-
Ya : i I A &
F u. s. w. aufzustellen. i) 3
213) Ein weit genaueres Resultat giebt .:i'__‘x;r_.,f; s
in der Regel die verallgemeinerte Q|

Hin[pﬁu]]#rhu |‘1cr|'1m"l_, (‘liv tlﬂ-!‘ﬂllr |}{;'F11}]E'-,
dals man eine gerade Anzahl von Streifen anmimmft und auf jeden
Doppelstreifen die Simpsonsche Regel anwendet.

Thut man dies, so ergiebt sich z B. fiir Fig. 161

o Y=o e gL 3 5 | [ P e ! n :
= 6.4 ["“-'u - &5 2 (g == Ly T L) _L 4 | 3%y —I_ g —|— &y _|_ Xg 'I. ,

. Yak — o T '
allgemein fiir n Streifen oder -, Doppelstreifen
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¥n
F—
Yo ]
Cl-'rn'"—yﬂ“ : ! 2 : ! o 1 . b | 4 ; = k! =
= — " o] "l" iy "{" | g =g uley "{" bl "-L.lr—:.’_,' + |y + &y + Sy T i
6.— )
9

Die Genaunigkeit wird deshalb grélser, weil sich durch je drei auf-
einanderfolgende Kurvenpunkte unendlich viele Parabeln gemischter
Ordnung vom 3'" Grade legen lassen, fiir welche die Simpsonsche
Formel ein richtiges Resultat giebt. Irgend eine dieser Kurven wird
sich in der Regel weit genauer an die wirkliche Kurve anschmiegen,
als es die geraden Linien der Trapezformel thun.

214) Die Berechnung der statischen Momente wiirde nach der
Trapezformel sehr ungenau ausfallen.

Die verallgemeineste Simpsonformel dagegen wiirde fiir Fig. 161
folgendes Resultat geben

|
1
i M.
I == _£\3|_.- W2 o2 (Bt 22 4 -2t I—|—'—L - Wy T Y = T Y )
i = g4 | Yol XelgT &\ LYo 1T Xy Yy T XYy )T XLy Yy T X Y3 T X Y51 7) |-
t i
i : ;
i Allgemein ergiebt sich fiir gerades »
1
|
i M =
B &
4 Yo=Y%or : 9 (1 : : VoL d( i T \]
1| e ZoYo+ LnYn—+ i.--f-zyﬂ“:'xu_tﬂrf"""l"ﬂ-.-.-—-z'f;'u—s,.'+ f.ﬂl'J;{hTﬂ"rﬁya+'“—."-'111_13,-’;;_1||-
i E! - 9
I GNC = : : ; -
- 215) Fiir das Triagheitsmoment ergiebt sich ebenso bei geradem
_?‘J- P e~
Yn— Yo ; . ; . =
== i o e e D e Sl ; 2 ..'.. 2
T o | LYy, :"J'?.T-) (J-.,H;;T-?'_1 Yy e &g - >) -+ 4 L1 —|—-ir;iff:s+ ot g Y1) ! 2
9

Um M und T zu berechnen, wird man zweckmilsiger Weise
die Streifenrichtung senkrecht gegen die vorige wiihlen.

216) Fiir die Centrifugalmomente miifste man bei Figur 161
folgendermalsen verfahren: Der erste Doppelstreifen wiirde nach
Nr. 110 geben

[ 2 2
Yao— Yo | % g &4 ‘ Yo— ¥ |_ z 2 e
g M | < Y% T 5 Y T 4 T i e T [ ZoYo T %Y, i 43'1”1_!'

Die vollstindige Formel wiirde lauten
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M, —

a2 2 e 2 7 \ o2 a2 !
ll‘|r.'r'_ rJrLI T ."L-“ &y ”l-.l "’I-u—': .!‘ e )
o |_ Yo+ 5 Yn T 2 (Tj'j -|'";;?IL—|'"‘:— 5 Jn -:3]+"‘LL., J|—I— 5 3!‘;—]— _L_._z_"'y.'r—l:

0

ﬂ
oder
M =
xy
Yn—%or .2 afedonen. o8 2 L4 (g2 3 < pis} 5|
= Gr . Llllll?jtl { 'LJEB‘ |- ( ‘31"3_'":{.-1?’;{—'_‘“_'_&.'[ Zi?f??—i')-l (Ii’l'l'ul_l_x:;y“—’_“l—r;}"""']y"" j) :
In der Regel wird die Formel nur fiir Kérper verwendet, obwohl
auch die Berechnung der genannten Momente fiir die Technik ganz
brauchbare Resultate giebt. Als Beispiel konnte der in Fig. 28 da
gestellte Schienenquerschnitt dienen. Auf die Schwerpunktsberechnung
WIS M B S T I S
mit Hiilfe von -, auf die mit Hiilfe von l 2 HE ---Fr' durch-
zufithrenden Berechnungen und ihre praktischen Anwendungen braucht
hier nur hingedeutet zu werden.
217) Der durch Drehung um die Y-Achse aus Fig. 1061
entstehende Korper wiirde folgendermalsen zu berechnen sein:
s Yoo 2 | 2 oo ff B 2 } | (2 2 2 ]
I-_ T _-ii;.l_-r”_r‘, TR B ('.:-2 J “l_r + L.'e - 2) -I (}r _|- 'f.",—l_ ..... |- n—l}
¥o 6 -
2
Sein statisches Moment in Bezug auf die Grundfliche wiirde sein:
JFIJTI ——
-?"‘.'r_-ﬁrﬂ. P 1 2 | ,."l | I_ r-.z -ul'l il e .1!
T 3 1 IV;Iﬂifﬂ_i.-v{.lEy }— (t’ ?'f’ b -‘ 4 I-ll I“_‘_'f.'?---‘.’?fn—"_’)_l.-_' f._;flyf_‘_;hﬁyﬁ_’_”. J '}:re—!yu—'l)jl'
i} 2-
Das Trigheitsmoment in Bezug auf die Grundfliche:
'J“ —_
(12
Yu—Yor 2.9 3 3 9 3
: : “ar” Ly e Vi o et T el P [0 s e ] I B Dt el IS (L e S
=TT = n I:'f'dyﬂ_r'}'ae (: ?}f:—r?’ ” + i't " R—2= ) ( P‘FJ. 1".:5?;.‘3 I |. Ij.'r !}il
6

5
Das Trigheitsmoment in Bezug auf die ¥-Achse wiirde werden:

P a] b 5 -".l." "rll I _i_--'i h L 7 “l 1 1 ,.'1 q
‘Jﬁ St D |“I’ =ity ;—_3( i + 'IL+ i) "l'.--—-.')_' _'1'('J"J'l"":'s_r""T"Ju—l)_‘
i
Denselben Formeln gehorchen die Korper, die sich nach der
Methode von Cavalieri aus dem Drehungskorper ableiten lassen. —
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Die Annidherungsformeln geben um so bessere Werte, je mehr
Schnitte man zu Hiilfe nimmt und je weniger Unregelmiifsigkeiten
das Profil i-ﬂf.f'ig‘T'. Als HE'EHEJI'{‘] berechne man das Trigheitsmoment
der in Fig. 98 dargestellten Schiene, deren Malse man zu bestimmen
hat, indem man z B. die Querschnitte fiir 6 Doppelstreifen von gleicher
Breite abmilst.

Fiir rein mathematische Untersuchungen sind die Methoden dieses
Abschnitts unbrauchbar, dort miissen sie durch die strengen Methoden
der hiheren Mathematik ersetzt werden, wenn diese iiberhaupt der
Aufgabe gewachsen ist.
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