UNIVERSITATS-
BIBLIOTHEK
PADERBORN

®

Die Ingenieur-Mathematik in elementarer Behandiung

Enthaltend die statischen Momente und Schwerpunktslagen, die
Tragheits- und Centrifugalmomente fur die wichtigsten
Querschnittsformen und Korper der technischen Mechanik in rechnender
und graphischer Behandlung unter Berucksichtigung der Methoden von
Nehls, Mohr, Culmann, Land und Reye

Holzmiiller, Gustav

Leipzig, 1897

Abschnitt VI. Anwendungen der lemniskatischen Abbildung auf die
Bestimmung polarer Tragheitsmomente und polarer Momente erster
Ordnung.

urn:nbn:de:hbz:466:1-76845

Visual \\Llibrary


https://nbn-resolving.org/urn:nbn:de:hbz:466:1-76845

Abschnitt VI.

Anwendung der lemniskatischen Abbildung auf
die Bestimmung polarer Trigheitsmomente und
polarer Momente erster Ordnung.

218) In Nr. 142 wurde eine Konstruktion besprochen, die einen
Kreis in eine Lemniskate verwandelt. Macht man die entsprechende
Transformation mit

allen Punkten der Fig. 162.
Ebene, und trigt })’i

man, um die Zeich-
nung mnicht zu ver-
wirren, das ,Bild“
jedes Punktes in einer
besonderen Zeich-
nungsebene ein, so
ergeben sich fiir beide
Ebenen interessante
gegenseitige Bezieh-
ungen, die einen
eigentiimlichen Hin-
blick in die héhere
Mathematik und in die mathematische Physik geben und auch fiir
den Techniker von Wichtigkeit sind.

Um das Bild P des Punktes ¢ zu finden, hat man die mittlere
Proportionale zwischen OM = 1 und O(' als Winkelhalbierende ein-
zutragen.  Will man mng{alwhrt das Bild ¢ zu P finden, so setze
man auf die Seite OP des Dreiecks OM P das ihnliche Dreieck O P(!

219) Die erste Konstruktion verwandelt den Winkel CO M =@ =2¢
in den Winkel POD —= ¢ = e den Radius OC = R = »* in den

<L F)

Radius OP =V 00 =r = VR
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I Die zweite verwandelt den Winkel @ in 2 ¢, den Radius » m »~ ‘:
! | [Die erste entspricht der Moivreschen Formel :

i VR (cos @ + ¢ sin @) = V'R (cos 1 @+ isin, ), ;
i die zweite der Formel fl
r [r (cos @ + ¢ sin )] = #* (cos 2 12 sin 2¢). |

Wegen dieses Zusammenhanges soll die erste Transformation als die
Abbildung z = VZ, die zweite als die Abbildung Z = 2* bezeichnet
, werden.

it Auf den Zusammenhang mit der Lehre von den komplexen
Grofsen soll hier zu Gunsten der elementaren Darstellung nicht ein- ‘
gegangen werden. Die entsprechende Behandlung findet man in des
Verfassers , Einfithrung in die Theorie der isogonalen Verwandtschaften®.]

T
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| 99(0)) Zwischen den Polarkoordinaten aller Punkte beider Ebenen, @
‘ von denen die eme die Z-Ebene, die andere die z-Ebene heilst, finden
l
|

BT = amecw =

jetzt folgende Beziehungen statt:
Dem Punkte mit den Koordinaten R und @ (bezw. @ 360°)

entspricht in der Z-Ebene ein Punkt der z-Ebene mit den |
I ; : |

Koordinaten r=}R und ¢ = i_ @ (huzw, @ = 1 D - ]3“‘3);
dem Punkte der z-Ebene mit den Koordinaten » und ¢ (bezw. ‘
g + 180°) entspricht in der Z-Ebene ein Punkt mit den
Koordinaten R=1r" und @ = 2 g.

Dem um den Nullpunkt der Z-Ebene geschlagenen Kreise mit
dem Radius R = ¢ entspricht in der z-Ebene der Kreis r = Ve odex
»2 — ¢; dem vom Nullpunkte der Z-Ebene ausgehenden Strahle von
y (bezw. @ = y | 360°) entspricht in der z-Ebene

4 180°

f
1
i
|
!
-

der Neigung @ —

>

ein Strahl von der Neigung ¢ = oder 2p—yp (hezw. @ =
oder 2 = y -+ 360°).

Das doppelte Entsprechen beim Winkel giebt gewissermalsen
die beiden Wurzelwerte an.
i Umgekehrt geht jeder Kreis der z-Ebene, der mit Radius r =¢
um den Nullpunkt geschlagen ist, tiber in einen Kreis R = ¢* oder

VR = ¢ der Z-Ebene, jeder Strahl, der mit Neigung ¢ = p (bezw.
. - ol . = . 1]

_, -+ 180°) vom Nullpunkte ausgeht, in einen Strahl @ =2y oder 5 =1y.
i S ; ; v an

i Jeder der genannten Kreise der Z-Ebene ist doppelt durchlaufen
zu denken, wenn der der z-Ebene einmal durchlaufen wird, denn der
Winkel 360° entspricht dem Winkel 180°. Die ganze Z-Ebene wird
auf der Halbebene z dargestellt, die zweischichtig mit Punkten zu
bedeckende Z-Ebene auf der ganzen einschichtigen z-Ebene.

B |
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Auf das zweifache Entsprechen soll nur noch aufmerksam ge-
macht werden, wenn es besonders nétig erscheint.

221) Jeder Punktfolge oder Curve der einen Ebene entspricht eine
Curve der andern. In Polarkoordinaten entsprechen einander die
Y |
Curven

f(R,®)=0 und F£[(),(2¢)] =0,
f _I]/:H), {\q_:v) -| =0 und f(r,@)=0.

222) Wichtig ist nun Folgendes:

Jedeni rechtwinkligen Flichenstiicke 4 BC'D der Z-Ebene, welches
von den besprochenen Kreisen und
(reraden begrenzt wird, entspricht ein Yig. 168
rechtwinkliges Flichenstiick 4, B, C, D,
der andern Xbene, und zwar wird
behauptet, bei hinreichender Klein-
heit seien beide ,Rechtecke®
einander dhnlich, 1thre Malsstibe
verhielten sich wie 2p:1, wo

o=04,, also p>= 04 ist, ihre !
Fléachen also wie 49%:1. e
Beweis. Man setze 04, = o, 43 op
eweis. _1.1:1 setze O ,.I[ : 0. //’/
also OAd=¢9% OB,=r, also OB=1r", = = 7 ——
den zum Radius OM =1 gehirigen s
Bogen FE\F, = o, also EF = 2¢,

so dals Bogen 4, D =gpa, AD = ¢*2a¢ = 2 p*« und demnach

I ;F-J 2o 2p
'_I’ }; o oo o=,
it ok
wird. HEbenso wird
4'___\-" T
LG, =ru, DO—r Sasesligte:
folglich
B 2o A
e — — 3
B C T 1

wofiir, wenn die Dimensionen der Rechtecke unendlich klein sind,

also fiir die Grenze r = g zu setzen ist, geschrieben werden kann
B( 20
e - = 1
B G

Fiir die beiden Hugulrfa‘;m]-v 18t also das nhj}_{&‘ Verhialtnis als l'it'.'lit'ig
nachgewiesen.

Holzmitller, Ingenienr- Mathematik, 1. 13
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Ferner ist

By 0, also AB = ¢* o= (r+o9)(r—op),

demmnach
,—_{ j; IV, p'i- [‘JE by ..’_ _: F‘};I | f'--.y . r ’- _;— L}
ll 'H'I . g (j r 0 1

Bei unendlicher Kleinheit der Dimensionen strebt dieses Verhialtnis

20

0 = 0 1 O . [
- oder [ Zu, wie es oben behauptet war.

= I =

der Grolse
Weil bei unendlicher Kleinheit alle Rechtecksseiten sich
wie 2p:1 verhalten, sind die sich entsprechenden kleinen
Rechtecke beider Ebenen als ihnlich zu betrachten, Diirfen
z. B. die kleinen ,Rechtecke“ der einen Ebene als ,Quadrate” betrachtet
werden, so sind auch die der andern als ,Quadrate zu betrachten.
[Nach dem Methodischen Lehrbuch (Teil II, Anhang) erreicht
man diese Quadrateinteilung, wenn die Strahlen unter den Winkeln
27 4w 6 87t
8 e i o i T o

n - i ' T

aufeinander folgen, die Lingen der Radien aber der geometrischen

Reihe

2 47 i, 4 oo B

gehorchen. |

223) In den nebenstehenden Figuren sind die sich gegenseitig ent-
sprechenden Quadratnetze fiir einfache Winkelteilungen 16 bezw. 8
dargestellt, wobei das doppelte Entsprechen klar hervortritt.

Fig. 164

(

." :—:If’ <L
|I \

X

Z-Ebena 2= Eheno.

Die Diagonalkurven der Quadratnetze sind logarithmische Spiralen,
die das Strahlenbiischel und die Kreisschar unter 45° durchsetzen, so
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dals auch die kleinen ,Dreiecke® 4 KB beider Ebenen einander ihn-
lich sind.

224) Bei #hnlichen ,Rechtecken® stimmen die Diagonalwinkel
ebenfalls iiberein, und so schlielst man tiberhaupt, dafs einander ent-
sprechende Winkel (mit Schenkeln von unendlich
kleiner Liinge) beider Ebenen iibereinstimmen, so it
dals die Beziehung eine winkeltreue oder iso-
gonale ist, und dafs unendlich kleinen Dreiecken
der einen Ebene unendlich kleine und #hnliche der
andern entsprechen, kleinen geometrischen Gebilden
ihnliche Gebilde der andern entsprechen. Man sagt,
beide Ebenen seien in den kleinsten Teilen
ahnlich, die Abbildung der einen auf die andere sei eine
konforme,

Wie man nun ein Gemiilde mit Hiilfe eines Quadratnetzes ver-
orifsert oder verkleinert wiedergeben kanm, so kann man mit Hiilfe
der hier besprochenen Quadratnetze zu den (ra‘i}ll den der einen Ebene
mit beliebiger Genauigkeit die entsprechenden der andern Ebene
konstruieren.

Das 1'.mwrn!a{*:unmﬁ.mlmli‘ma ist, wie oben gezeigt wurde, fiir
jede Stelle 29 : 1, wo ¢ den Abstand des kleinen Gebildes der z-Ebene
vom Nullpunkte bedeutet. In der Umgebung des Nullpunktes wird
es zu O: 1, im unendlichen Bereiche zu oo : 1, so dals beide Bereiche
Ausnahmestellung einmehmen. Im Nullpunkte hért anch die ,Ahnlich-
keit“ auf, da dort 2y und y einander entsprechen.

225) In technischer und mechanisecher Hinsicht ist nun
Folgendes von Wichtigkeit:

Jedem Flichenelemente [/ der z-Ebene, welches die Entfernung
¢ vom Nullpunkte hat, entspricht in der Z-Ebene ein solches von

der Grofse 4 ¢*f, jeder Fliche F — :[ der ersteren entspricht also

in der letzteren eine Fliche vom Inhalte F, — §~192f'=4- E,/'Q"’.

Letzterer Ausdruck ist aber das vierfache polare Triigheitsmoment des
Flichenstiicks F' in Bezug auf den Nullpunkt. Folglich gilt der
wichtige Satz:

a) Der Flicheninhalt jedes Gebildes der Z-Ebene ist
viermal so grols, wie das Trigheitsmoment des ent
sprechenden (ebildes der z-Ebene in Bezug auf den Null-

punkt.
226) Jedem Flichenstiick f, der Z-KEbene entspricht ein solches
von der Grifse f— [1, — 11 iy der z-Ebene, wo g, der Abstand
4 p* 4 o, ! &1

12*
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des ersteren Gebildes vom Nullpunkte ist. Jeder Fliche F| ";Zf’;

der Z-Ebene entspricht also eine solche von der Grifse

y Je _._ 1 ﬂl e 2 I8

der z-Ebene. Den .-'-"\um'lrlu_'kzill deutet aber die Mechanik als

das (Newtonsche) Potential der Fliche f;f[ in Bezug auf den
dmm
Nullpunkt. Folglich gilt der Satz:
y) Der Flicheninhalt jedes Gebildes der z-Ebene ist gleich
dem vierten Teile des (Newtonschen) Potentials der ent-
sprechenden Fliche der Z-Ebene in Bezug auf den Nullpunkt.

297 Jedem Kurvenelemente s der z-Ebene entspricht m der
Z-Ebene ein solches von der Liinge 2gs, der Kurve von der Linge

_1 - 1 EL] £ .
2':; also eine soleche von der Liinge No p3i=5 \}' ps 1n der
/ oY L
Z-Ehene. Der Ausdruck > 08 ist aber das P nlu_l'mumt'm: erster Ord-

. R v - B .
nung der Kurve > s in Bezug auf den Nullpunkt. Folglich:
dm— .

¢) Die Liinge jeder Kurve der Z-Ebene ist gleich dem
doppelten Polarmomente erster Ordnung der ‘]]I.HFJH(I'H"IILI[‘H
Kurve der z-Ebene in Bezug auf den \ulllmu]f.l

228) Ebenso entspricht jedem Kurvenelemente s, der Z-Ebene

. ey Sl e | T80 . 2""
der _';‘-Hhmw eimn solehes von l]vl' |.il||$;'r.' e y 80 tli{IH Sy
i e 2V e /
= i 1 & ] oy . . ' .
iibergeht i - N Auch dieser Ausdruck hat eine Potential-
= l 0,

bedeutung fiir ein gewisses anderes Anziehungsgesetz (als das
Newtonsche), soll aber hier nicht untersucht: werden.

Ebenso soll die unter b) genannte Potentialbeziehung erst im
niichsten Bande bei den Potentialbetrachtungen zur Sprache kommen.

Aus diesen Beziehungen ergiebt sich eine Fiille der interessantesten
Resultate, sobald man weils, welche Kurven beider Ebenen einander
entsprechen, denn es werden sich noch zahlreiche andere Anwendungen
fiir die Wiirmetheorie, Elektrizitiitslehre, Hydrodynamik, Kartographie
und Kinematik anschlielsen.

220) Beispiel zu a. Der Halbkreisfliche mit Radius ¢ und
Mittelpunkt O der z-Ebene entspricht in der Z-Ebene ein ganzer
Kreis vom Radius #* und vom Inhalte »'m, folglich ist der vierte




Anwendung der lemniskatischen Abbildung ete. 181

Teil davon oder rl']:r das Trigheitsmoment des Halbkreises in Bezug
auf den Nullpunkt.

Beispiel zu b. Der Kreisfliiche mit Radius », und Mittelpunkt O in
der Z-Ebene entspricht in der z-Ebene ein Halbkreis vom Radius }/r,

1 ] W T, 7 + c 5
und vom Imhalte & (V)" = %~ Das Vierfache, also 27w, ist

demnach das Potential jener Kreisfliche in Bezug auf den Nullpunkt.
Beispiel zu e. Der Halbkreislinie += der z-Ebene mit O als
Mittelpunkt entspricht in der Z-Ebene eine Kreislinie von der Linge
2(rY)w = 2r’x. Demmnach ist die Hilfte davon, oder »°z, das Polar-
moment erster Ordnung der Halbkreislinie vom Radius » in Bezug
auf den Nullpunkt.
Jetzt einige Aufgaben iiber das gegenseitige Entsprechen von

Kurven.

230) Aufgabe. In der Z-Ebene sei das von horizontalen
und vertikalen Geraden gebildete Quadratnetz gezeichnet.
Welches Quadratnetz entspricht diesem in der z-Ebene?

Auflésung. Der Geraden X = a oder I cos @ = a entspricht
die Kurve »*cos 2¢p = a oder #*(cos® ¢ — sin® ¢ ) = @ oder 2* — y* = q,

oder

5 @

e i e !

| |1'Je‘r * (Y a 2

Dies ist die Gleichung einer gleichseitigen Hyperbel, die durch die
Punkte + Va der z-Achse geht.

Der Geraden ¥ =054 oder Rsin® = b entspricht die Kurve

P sin2¢ —Db oder 2rsingr cosp =>= oder 22y — b, wofilr man

schreiben kann
; h
xY ==

Dies ist eine gleichseitige Hyperbel mif dem konstanten Asymptoten-

) i . . 0
rechteck —, deren Asymptoten in die #- und y-Achse fallen.

Sind die Geraden der Z-Ebene der Heihe nach

J\(' —— f}. a, 2{!" :'_;(.-‘., -1”,"'
Y=20, s 2, 9, -lﬁl_---j

so gehen die Hyperbeln auf der X-Achse bezw. der Geraden von
der Neigung 45° durch Punkte, die von O die Abstinde

v, V;r“l’-? 5'2 EE’? .i"f?‘_"_"" !";"1 (g Ex e

haben, und es entsteht ein quadratisches Netz.
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Jedes der hyperbolischen Quadrate der Fig. 168 hat in
1
s

Bezug auf O das polare Trigheitsmoment 7, =
Jede Quadratseite der Z-Ebene hat die Linge 1, folglich:

Jede Seite der hyperbolischen Quadrate hat in Bezug
|

auf den Nullpunkt das Polarmoment erster Ordnung M, =

232) Aus den.Beziehungen X =2 — %* und ¥ = 22y folgt
ferner der

Satz: Jeder Kurve f(XY)=0 der Z-Ebene entspricht in
der z-Ebene eine Kurve f|(a* — ¥*), (2ay)] = 0.

Da aus jenen Beziehungen folgende sich ergeben:

VX F T4 X e g T
g 0ty Pl ,

so folgt der entsprechende
Satz: Jeder Kurve f(azy) =0 der z-Ebene entspricht in
der Z-Ebene eine Kurve

},[ l f l;_.l,-_- —_ z + X -I:I,f’ Y X _]_'j_* — X] Sy

2

233) Aufgabe. Was entspricht der Geraden

L. 4 = tan
X TS S . o
durch den Punkt a der Z-Ebene?

Auflésung. Ihr entspricht die Kurve

2ay i g 2
=3 3 =t
S —=if ==

= oder z* — ¢* — 1%y = a.
Setzt man zugleich — z und — ¢ statt 2 und y em, so #ndert sich
nichts, so dafs es sich um die Mittelpunktsgleichung eines Kegel-
schnitts handelt, der, weil er unendlich ferne Punkte enthalt, eine
Hyperbel semm mufs. Nun lic‘c___a;{:n aber die unendlich fernen Punkte
der (leraden auch von O aus gesehen in den Richtungen « und
« -+ 180°% folglich die der Hyperbel, von O aus gesehen, in den

Richtungen % und ;—|—E]H"_ Dies sind also die Asymptoten-

5
richtungen, und da sie auf eiander senkrecht stehen, handelt es sich
wieder um eine gleichseitige Hyperbel.

Folgerung: Jedem schrigen Quadratnetz in der Z-Ebene
entspricht ein schriges Quadratnetz gleichseitiger
Hyperbeln.
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R AED, Ferner: Die iso-
: v gonalen Trajekto-
A rien jeder solchen

gt Hyperbelschar
/ i e sind - wiederum
- o £ gleichseitige Hy-

3 —— Y perbeln.

T 4 234 ) Fiir jede solche
I'l / Hyperbel besteht eine
III _ wichtige =~ Winkelbe-
ik | ziehung. Verbindet
\ \ man nimlich einen he-

S liebigen Punkt P der
Kurve mit den Schnitt-
punkten - J'a auf der X-Achse, so folet fiir die Neigungswinkel 9,

1

und 8, der Verbindungslinien p, und p, Folgendes:

CP Yy q, cr ¥
tan &, — i T tan 4, - T e Vo
tolelich
1y ; i
| tan 4; - tan 4, at—Va oz +Va 2ay
tan (& + ;) = 1 — tan @, tan 8, | yes Ik Andead - yi—a

r—Va x-+Va

Nach Obigem ist aber letzteres gleich 4 oder gleich tan «, es folgt
also
tan (&, 4 9,) = tan ¢,
folglich auch

gy T+ dy=u.

Also, wenn man die Geraden p, und p, als Radii veetores (nicht mit
den gewdhnlichen Brennstrahlen zu verwechseln) bezeichnen will:

Fir die gleichseitige Hyperbel ist die Winkelsumme
der Radii vectores konstant.

Jetzt kann man sich kurz foleendermalsen ausdriicken:

Der Geraden ® — p durch den Punkt a der Z-Ebene
entspricht die gleichseitige Hyperbel &, + #, = y durch die
Punkte - }/a der #-Ebene.

Dem Strahlenbiischel durech den Punkt o, dessen
Neigungswinkel durch 0, ¢, 2¢, 3e, ... gegeben sind, ent-
spricht ein Biischel gleichseitiger Hyperbeln durch die
Punkte -+ Va, deren Winkelsummen (#, + &) nach derselben
teihe aufeinander folgen.
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235) Aufgabe. Was entspricht dem Kreise B =¢ um den
Punkt ¢ der Z-Ebene?
Auflésung. lhm entspricht, da sich statt B = ¢ auch (X — a)*

+ Y*® = ¢® schreiben lifst, nach Nr. 232 die Kurve

(@ —y—aP+ Lay)r==

deren Gleichung sich folgendermalfsen umformen lafst:

- —|— ‘f_!'l HEE 2 .";:y_" — 2 ax® —{— 2 nfli,"" + i r_:"',

:.\7'2 —|r'— f;"l —I— a -!-"I — l H.'.f'j = €7,

B+ tat2zVa)z?+ 9P +a—22Va)=¢

Verbindet man aber wiederum einen Punkt P der Kurve mit den
Punkten - Va, so gilt fir die Verbindungslinien
p=@—Va)+y =24y +a—2zVa,

30 e i o AN ik
Pi=(o+Va) +¢ =o' +o +at+20Va

Demnach liifst sich die Kurvengleichung auch schreiben als p; p, = ¢, oder
endlich als
Fig. 170,
PPy = C. ,
Dies ist die bekannte
Gleichung der Lemnis- o
ftaten zweiter Ord- o /

nung oder Cassinischen el o p/
Kurven, zu denen auch 2= /
die in Nr. 142 besprochene __,— T
oleichseitige Lemniskate e i
gehirt. Die Punkte + J/a
heilsen thre Brennpunkte,
die Geraden p, und p, ihre |
Brennstrahlen. Also:

Jedem Kreise R=¢ um den Punkt ¢ der Z-KEbene ent-
spricht in der z-Ebene eine Cassinische Kurve p, p, = ¢ mit

I
den Brennpunkten + Ja.

Folgen die Radien der Kreise der Grifse nach folgendermalsen
aufeinander:

B s L eI G S

so folgen die konstanten Produkte p,p, nach derselben Reihe auf-

einander.
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236) Folgerung: Ist in der Z-Ebene eine Kurve in Polar-
koordinaten in Bezug auf den Punkt a durch die Gleichung
f(R, ®) =0 gegeben, so entspricht ihr in der z-Ebene eine

Kurve von der auf - J/a bezogenen Gleichung

Fl(pipy), (8 +8,)] =0.
Die Variabelen (p,p,) und (8, 4 9,) sind die zuerst von Lamé auf-
gestellten lemniskatischen Koordinaten, deren Anwendung fiir die
mathematische Physik von grofser Bedeutung ist und viele Rechnungs-
erleichterungen giebt.

237) Aufgabe. Es soll bewiesen werden, dals alles, was vom
Punkte a gesagt ist, auch von jedem beliebigen Punkte mit den
Koordinaten @ und & gilt.

Die Ausfithrung ist nur eine Wiederholung der obigen Rechnungen.

238) In Fig. 161 und 162 ist das gegenseitige Entsprechen in
Bezug auf den Punkt a dargestellt (O = a). Dem Quadratnetz
der Polarkoordinaten entspricht das Quadratnetz der lemnis-
katischen Koordinaten.

[ / [“’
| | &y
i & i

\
o ) o
“\-""--J \ -

Z-Ehene,

259) Aufgabe. Wie grols ist das polare Trigheitsmoment
fir die halbe Lemniskate, fiir jede halbe Cassinische Kurve,
fiir jeden hyperbolischen Sektor einer solchen u. s w. in
Bezug auf den Nullpunkt?
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¢ mit den
e . 1 J.I'“- ‘ - - .
Brennpunkten -}~ }/¢ entspricht ein Kreis R =¢ um den Punkt e

Auflésung. Der gewiohnlichen Lemniskate p, p, =

Fig. 172.

s - Ebene

o o ; . : o, 4 e . :
Sein Inhalt ist ¢*a, folglich ist i das gesuchte Trigheitsmoment der
halben Lemniskate. Ebenso ist fiir die zugehdrigen konfokalen (assi-

£

L
. = S . i “1
nischen Kurven p, p, = ¢; das Trigheitsmoment 7, = 3
2
T : = ; . Gr s
Fiir jeden der gezeichneten Kreissektoren ist F'= —-, folglich
3 - & g I.Tﬂ' ]
fiir jeden der hyperbolischen Lemniskatensektoren 7, = i Fiir
jeden Kreisring ist F'= =z (¢ ﬁ-;)j folglich fiir jeden halben lemnis-
2 AR T N | T e g i O '.3_ )
katischen Ring 7, = - (f . }

240) Aufgabe. Wie grofs ist das Polarmoment erster
Ordnung der lemniskatischen und hyperbolischen Kurven
in Bezug anf den Nullpunkt?

Auflssung. Der Lemniskate p, p, = ¢ mit den Brennpunkten
-+ Ve entspricht ein Kreis vom Umfange 2¢x. Das Polarmoment
der Halblemniskate ist halb so grols, also gleich ex. Fiir jede
konfokale Cassinische Kurve p, p, = ¢, ist jener Kreisumfang gleich
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2¢m, also das Polarmoment erster Ordnung der Kurve gleich ¢ .
Der Hyperbel von p, p, = 0 bis p, p, = ¢ entspricht ein Kreisradius

e . g M 5
von Linge ¢. Demnach ist . das Polarmoment erster Ordnung des
genannten Hyperbelbogens in Bezug auf den Nullpunkt.

241) Aufgabe. Welche Kurven entsprechen den logarith-
mischen Spiralen R = ¢k? in Bezug auf den Pol a?

Auflosung. Die isogonalen 'f']“;]jv]{i-ur'hln der konfokalen Lemnis-
katenschar erhalten die Gleichung

93

py By = clht e,
Sie sind als Diagonalkurven in das Netz ihnlicher ,Rechtecke® leicht
eimzuzeichnen. Den elementar abzuleitenden Eigenschaften der loga-
rithmischen Spiralen entsprechen solehe dieser neuen Kurven.

242) Aufgabe. Welche Kurven entsprechen den Geraden

E1E Sk & =—a oder r cos & = a und

y=>0 oder »sin® =10 der
z-Ebene?

Auflésung, Die gesuchten

Kurven haben die Gleichungen

| eSS

3 e
e @
oder VR cos — = a,
1 - cos @ i
oder R—T"—=q°
und
' YXEL Y —X
- b,
. &
oder VR sin - =10,
= | cos @ =
oder g A e L2

Dies sind wiederum Kegel-
schnittgleichungen, und zwar
Brennpunktsgleichungen von
Parabeln, wie man erkennt,
wenn man bei einer davon durch
Koordinatenverschiebung nach a?
die Scheitelgleichung bildet.

AN

Z=Ebene.

Folgen in der z-Ebene die beiden Schaaren von Geraden in den
Abstinden
i t] s 13 ] B o
0, +a, + 2a, + 3a, 4 4a,
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aufeinander, so schneiden die Parabeln der Z-Ebene Fig. kit
die X-Achse an den Stellen |

0, 4+ a* 4 4a°, 4 9a%, 4 1647

_l.‘

N

die Y-Achse an den Stellen

, g s
0, | 2a?, - 8a® - 1847 -|- 824% - 7 n|
243 ) Bemerkung. Die schraffierte parabolische
Fliche hat, wenn 04 = 1 ist, den Inhalt i
i — [“? folglich hat das Rechteck D BC in Bezug auf O das
polare Trigheitsmoment : - [Probe:
G+5)+6 1 2=G+o+i—75]

Allgemein handelt es sich bei der Parabelfliche durch + ¢* um

T 2 f a1 o 16 o = . : 1 L
den Inhalt 3 (2¢°) (4a*) = 7 a’, also bei dem Rechteck von der
0 s - 4 iy g
Breite @ und. der Hohe 2a um - a® = T,.

r

244) Die Parabel hat nach dem Methodischen Lehrbuch, I1TI, Sehluls-
seite, von B bis D die Liinge £ [)/2 4 1g (1 4+ ¥2)] = 1,1478 p.
Ist also 04 = a® und BD = p = 4a” so handelt es sich um die
Lénge

2a® [1V2 4 lg (1 4 J/2) = 1,1478 . 442

Halb so grofs ist das Polarmoment der Fig. 175

Geraden von Liinge BD=2a (Fig. 174)
im Abstande @ von O, also gleich

e 4 O | 3
a® 2 4+ lg (1 + y2)| + b
i ) 0 o 5 R = ' | :
= 1,1478 - 2a® = 2,2956 a*. : _ | 5
Denkt man sich jetzt die Linge 2¢ und {J'!-----::'":'—':if—';'"
hstand veranderlich als 2% bozw. 2 e
den Abstand veriinderhich als 2z bhezw. x, UMt
g0 hat man im letzten eine Querschnitts- il e
formel - Ul
o 5 f ~ /5 T /4
g =22 [YV2 +1g (1 + V2) D 1

fiir ein Dreieck 0AB in Bezug auf O.

(Fig. 175.) Fiir dieses ganze Dreieck ist also das Polarmoment
erster Ordnung nach der Schichtenformel

1,1478 - 228

M=% V2 +1g(1 + V2)] =55
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fiir das Quadrat 4 BCD mit Basis 22 ist also in Bezug auf O

M, 43 V2 +1g(1 4 ¥2)] = ‘i .1,1478

3,0608 2.
Dreht sich das Quadrat in seiner Ebene um O mit konstanter Winkel-
geschwindigkeit &, so ist demnach die mittlere Geschwindigkeit
Mg — Y2 g (14V/2)] 0 = I 1147820 —0,765249,
also ist der Radius der mittleren Geschw indigkeit

o = U, (bd2x

Dies 18t zugleich der mittlere Abstand siimtlicher Punkte der Quadrat
fliche vom Mittelpunkte.

245) Damit ist zugleich der in Fig. 153

dargestellte Diagramm
kérper berechnet.

Sein Inhalt ist fiir 2 — °

-

e ; - 1,1478 b° s
M, === lJ02 - 1g{ 1 V2) — 57— — 0,5826 %

i & /1 a1/ 1 P 7
Der ganze Rechteckskorper hat den Inhalt 2. b |/ - =1/ - — 07071 H°
der innere, trichterfirmige Raum also ist

;3 l’f L

M, = 0,7071 1* — 0,3826 3% — 0,3245 b*

Der auf der Spitze stehende Kegel hat die Hihe & lrli und den
: 1/
Radius b}/ =, also den Inhalt

b - * 1 i s s

‘)"f L [/ L = ‘: lff — 00,7071 (,-r: = 00,3702 3,

5 3 5 ; 5 ) )

Von ihm sind vier gleiche hyperbolische Teile abgeschnitten, deren
Gesamtinhalt ist
i'l,:i:'r-lllf’l I Ij 1 ,U, 3 35 [_ﬂ"]- T 1 ;i! _f:= 023709 0 :'r.)_l_;'
Bk s (b TR J’.)Z i WG T _‘%_i- p=0 MYy illa — U, 0a3d )
— 0045713,
so dals jeder Abschnitt fiir sich den Inhalt 0,0139#® hat.
Damit ist iiberhaupt gezeigt, wie hyperbolische Abschnitte solcher

Art zu berechnen sind.

246) Aufgabe. Das Polarmoment erster Ordnung fiir das
Rechteck mit den Seiten 24 wnd 26 zu bestimmen.

Den Geraden B und C'B der z-Ebene entsprechen nach Nr. 242
Parabeln von den Gleichungen
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Fig. 176.

VXE+ Y24 X =242
und
VYXEL-LPr—_X-—99
aus denen durch Subfraktion folgt
2N = 2¢q% — 2p°
i'!ll_l_"i'
X =a*— P,

durch Addition dagegen

2YX?+ Y2 =2 (a+ 1?)
uti:_"r'

R=VYX*+ Y:=a®+ b

so dals Z-Ehone.

T ]-/;Tfi' B 'l__f[H_"—’ ey a? — b¥)? = 'I,*".'_| a?h? = -+ 2ab.
Nach dem’ Methodischen Lehrbuch, III, Schlufsseite, ist die Parabel-
linge AB fiir gegebenes ¥ Fig. 177,

~ Y s Y 4 Vp' F T¢
s =3, VP + P4 pig—TFE ]
] : 1 - !i L
also fiir p = 2¢* und ¥ = 2ab der ganze Bogen

L —

B = 2% Via* + &ab?

+ 2a? g 2ab 4 Via* 4 4a®h®

o] 2t

oder : -Ebene.

I

fﬁ)’ = 2} ._[.-’ffff + ;’f‘; —I— f:!:" |g’ Y _I— |"(f.”

({3

Demnach ist das Polarmoment der Geraden HB halb so grols, nimlich

et 3 b-1a® -+ B2
M, = bY@+ 5 + arag 2TV +
T i o b
— at a1 e P TF ! : )
a [” l s L S ]t‘-{ [ @ F 1 ) l

oder

M, — a? [tan B1/1 + tan® B -} “Ig (tan g 4 }/'1 4 tan® g)].
Setzt man nun @ verdnderlich gleich z, so folgt fiir das Dreieck
OB H in Fig. 177 nach der Schichtenformel

o}
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M, = ,;. [tan /1 - Eafngﬁ i (tan ﬁ + V1 -+ tan® ﬁ ]

2ot

Z-Ehena,

Fig. 179,

| 1

_}1
.
%
£~ Ehene.
f v '}

Bl 8 'l i
: ;Lﬂ V“- - 1 i 1 J | — 8a @ :]

s b+ H"I—:— E

P‘] ; - = :
Va? _{_E}_ + - ]-f—’f S ) e S

o (L

Das Dreieck OBD giebt {‘TI‘L-HIH‘L'L;II[‘IIIJ

{ a® - h*
M, — = Vu -+ 3* % AL 5 I'i_ =0
also wird fiir das :___fi_*.\'tiiili’&‘ Rechteck HBD F
M Syt g8 o 2 g, O Y
] £ 3 ) i
2b° 10 Yot b
F R e

Der Radius der mittleren Geschwindigkeit er-
. : My i
giebt sich aus 5= 1.y Auch die betreffenden

Kegelabschnitte sind leicht zu berechnen.

247) Bemerkung. Die Parabelfliche 4 B
in Fig. 176 hat, da Z0 — p2- a®, also ZA = b?
ist, den Inhalt > 4ab. b — 1 ab®. Der vierte Teil
dayon, ; al?’, ist das polare Triigheitsmoment der
hyperbolisch begrenzten TFliiche 4 HBZ der
z-Ebene, fir die 07 = Vb — a® ist.  Die
Gleichung der Hyperbel in Fig. 177 ist also

Y —a = b — 4

248) Aufgabe. Das polare Tri igheits-
moment des Segments der gleichseitigen
Hyperbel in Fig. 179 zu berechnen.

Reicht das Il\]}uh{ Isegment von 1 bis a,
so entspricht ihm in der Z Ebene (Fig. 178) ein
Pars abelsegment, von 1 bis 11_~1(hmnl. Aus

(a® 1):a0° = ¥2: 444
oder

Y:2a2 = V.rs'-' — 1:a
ihigt‘

Y = 2¢ }"fr:'-' —1,

das P:lra-bu]segnwnl- wird also

. :4]:3

3
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Demmnach ist das polare Triigheitsmoment der Hyperbelffiiche

]

e (a0t 1) 2

In Bezug auf die Gleichheitsachsen & und % wird
?.: = ?”J: = -, ||'."2 — Ii!,

Da nach Nr. 178 M:, berechnet werden kann, so lifst sich auch
T. und T, hestimmen.

249) Aufgabe. Was entspricht dem Kreise » — ¢ um den
Punkt a der z-Ebene?
Auflosung. Die Gleichung des Kreises Lilst sich schreiben als

5 SRR o N I el S R o
(& —a)f 4y =c¢ oder 2°+f+y 2ax 4+ a® = ¢

reht iiber in

Dies g¢

S ”:i = piZ

9y l y X .j)'ﬂ +X

L2
]

oder in

— = /- Xe 1 Yo | Y
ir" Xz —| e e b l } ! 5 ! @ =c,
oder auch
; E-- R cos @& 5 =
— 2 ] ] : 2 + @ = ¢
oder
) =7 q] S =
1) R—2a ].-f_.-'g + COS - 07 = ¢~
Ist dabei @ = ¢, so entsteht die emfachere (xleichung
X5 ¥2 —="2a%( J,f";\""' + ¥* 4 X)
oder
R* = 2a* (R + R cos @)
oder
el ros @ 5 g D
2' J“= -l--f{.' - =8 == -l—re" GOS8~

Dies ist die Gleichung der Cardioide, die allgemeineren Kurven 1)
mogen daher als cardioidische Kurven bezeichnet werden. Sie
kommen spiiter noch einmal als c¢yklische Kurven zum Vorschein.

250) Aufgabe. Den Inhalt der Cardioide zu berechnen,
deren Grundkreis den Radius 1 hat.

Holzmilller, Ingeniour- Mathematik. T, 15
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Hig: 180. Auflésung. Der entsprechende
Y Kreis der z-Ebene hat in Bezug
auf O das Trigheitsmoment

folglich ist der Inhalt der Car-
dioide das Vierfache davon, d. h.

F— 6.

251) Aufgabe. Wie grols ist
die Fliche zwischen dieser
Cardioide und der symme-
trisch teilenden Parabel?

Auflésung. Der schraffierte
Halbkreis hat fiir O das Triig-
heitsmoment

(o 8 / 4r\2pig
el il
k b7 e
also fiir » =1
Fig. 181. 737
e ST
¥
folglich ist die gesuchte Fliche
, :
D I*T_ :;ﬂ'.' + |::.:l'
Der Rest ist
0

bx — {;55:7, - “’J = Fm 2.

So kann man jeden der entsprechenden para-
bolischen Sektoren der Cardioide berechnen.
[Setzt man den Umfang der Cardioide, 16,
also hier 16, als bekannt voraus, so folgt das Polarmoment erster Ordnung
der Kreislinie vom Radius » = 1 in Bezug auf seinen Randpunkt O
2

16 - ; ! 16 ) r - o '
als | = 8; allgemein als - !’, — = 8r fiir den Kreis vom Radius

Vr, also 8¢ fiir den Kreis mit Radius g.]

Weiteres iiber diese Kurven siehe in des Verfassers , Einfiithrung
in die Theorie der isogonalen Verwandtschaften”. Noch sei
bemerkt, dals man auch bei Spiralensektoren der Lemniskaten die
Triigheitsmomente sofort hinschreiben kann, ebenso die Polarmomente
erster Ordnung fiir die Bogen der lemmiskatischen Spiralen, wozu
man nur die logarithmischen Spiralen der Kreisschar vergleiche.
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252) Aufgabe. Symmetrische Brennstrahlsektoren der
Parabel zu berechnen.
Das polare Triigheitsmoment des Dreiecks in Bezug auf O ist

. o (4

B i -2 tan = ot tan =

[ .*}H:'I—-I— LR = D2 | . _:" i H{E — =) ,‘:’ Lt “—J.ﬁ_ 3
w1267+ b%) s ’71 2a°+4a® tan® - g } - tan®

Folglich ist die entsprechende o

1 an =t Pig. 182,

Fliche der Parabel das Vier- Fig. 188,
fache, ndmlich :
- ; \
LA B B e g @ |

50 tan — | 3 4 tan® 5 J : a

(Probe: fiir ¢ =900 entsteht : o A

ki< I des Rechtecks A BCD, / |

wo 04 =ga°> 0D =2a" ist.) ™

253 ) Bemerkung. Vergleicht G
man die Gleichungen der Lemnis-
kate und der gleichseitigen Hy
perbel in Polarkoordinaten, so _
erkennt man, dals die Lemnis- ey
kate die reciproke Kurve
der gleichseitigen Hyperbel ist. Die Transformation der Figur 184,
in der Kreis und Gerade 4B von O aus gerechnet reciprok sind,
mittels der Funktion Z = }/z, giebt b
den Beweis dafiir, denn dabei ver- K |
wandeln sich Kreis und Tangente in '
Lemniskate bezw. Hyperbel.

Transformiert man dieselbe Figur
mittels Z = 2°, so gehen Kreis und
Tangente in Cardioide und Parabel

iiber, und so folgt, dals die Cardioide
reciproke Kurve der Parabel in Bezug
auf den Brennpunkt ist.

Weil das Inversionshild eines
Kreises stets ein Kreis ist, so ist das
Inversionsbild jeder Cassinischen Linie

vom Mittelpunkt aus stets eine Cassi-
nische Linie, das einer cardioidischen
Kurve in Bezug auf O stets eine car-
dioidische Kurve. Dem Sonderfalle der Geraden entsprechen die
Sonderfiille der gleichseitigen Hyperbel und der Parabel.

18*
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Transformiert man das System der confokalen Lemniskaten und
der orthogonalen Schar gleichseitiger Hyperbeln noch einmal mittels

der Funktion Z = }/z, so entstehen Lemniskaten 4ter Ordnung von
der Gleichung p, p, p,p, = e und Hyperbeln 4%t Ordnung von der
H|r']'t'|]u1]g' &y + &y + By -+ &, = p, die ebenfalls fiir die Festiokeits-

lehre von Bedeutung sind.

204) Als Gesamtresultat des Obigen kann man fiir die Theorie
der Polarmomente 1** und 2'" Ordnung Folgendes hinstellen:

a) Kennt man den Inhalt einer Fliche, zu deren Be
grenzung erade, Kreise, Parabeln, ecardioidische Kurven,
gleichseitige Hyperbeln, Lemniskaten 2% Ordnung im Sinne
der obigen Darlegungen gehoren, so kennt man fiir die
durch # —=)Z% entstehende Fliche, die beziiglich von gleich-
seitigen Hyperbeln, Lemniskaten 2% Ordnung, Geraden,
Kreisen, Hyperbeln 4% Ordnung, Lemniskaten d4ter Ordnung
begrenzt ist, das polare Trigheitsmoment in Bezug auf den
Nullpunkt.

b) Kennt man umgekehrt das Triigheitsmoment der
letzteren Fliche in Bezug auf den Nullpunkt, so kennt man
aunch den [nhalt der ersteren Fliche.

¢) Kennt man die Peripherie der ersten Fliche, so kennt
man das Polarmoment 1* Ordnung fiir die Peripherie der
zwelten Fliche.

d) Kennt man umgekehrt das Polarmoment 1% Ordnung
tiir die Peripherie der
der ersteren Fliche.

etzteren, so kennt man die }'1-1'i]'r[] erie

255) Physikalische Bemerkungen zu den behandelten
Kurvensystemen.

Um fiir die besproehenen Kurvenscharen zu imteressieren, migen
einige physi

calische Bemerkungen iiber dieselben eingeschaltet werden. *)
a) Fig. 168. Stromt lings der Koordinatenachsen Elektrizitit kon-
stanter Spannung in die leitende Platte ein, die unbegrenzt zu denken
ist, und wird die Elektrizitit in unendlich grolser Entfernung auf den
Winkelhalbierenden abgeleitet, so ist die eine Hyperbelgruppe die der
Ptromungslinien der Elektrizitiit, die andere Gruppe ist die der Linien
gleicher Spannung, sobald der stationiire Zustand eingetreten ist.

) Die Bemerkungen in den eingeklammerten Abschnitten sind nur fir vor
geschrittene Leser bestimmt. Sie mogen als eine Hindeutung darauf, dals es
noch héhere Gebiete giebt, aufgefalst werden, Dort kommt die hohere Analysis
zur Geltung, die im Anfange des Studinms noch entbehrt werden kann.
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An Stelle der stationiiren Elektrizitiitsstromung kann man eine
stationiire Wiirmestromung setzen. Die Stromlinien behalten dann
ihre Bedeutung und die Spannungscurven werden Isothermen. Solche
Kurvensysteme bezeichnet man daher als isothermische Kurven-
systeme.

Erkennt man die Forchheimersche Theorie der Grundwasser-
stinde fiir gleichmiilsig durchlissiges Erdreich als richtig an, so gilt
von der Figur 168 Folgendes: Man denke sich die Koordinatenachsen
als sehr weitgehende Sickerschlitze, die energisch ausgepumpt werden,
dann geben die einen Hyperbeln die Stromung des Grundwassers an,
die andern die Niveaukurven des Grundwasserstandes. Durch die
einzelnen . Quadrate® flielsen dabei stets gleich grolse Fliissighkeits-
mengen, sobald nur das Niveau in den Schlitzen als iiberall gleich-
miifsig betrachtet werden darf. Man vergleiche auch die Theorie des
Helmholtzschen Geschwindigkeits- Potentials.

b) Fig. 172. Man denke sich die Brenmpunkte der konfokalen
Lemniskaten als Einstrémungsstellen konstant gespannter Elektrizitit
in die chene Platte und den unendlich fernen Bereich derselben als
Ausstrémungsstelle, dann ist das Biischel der Hyperbeln das System
der Stromlinien, withrend die Lemniskaten zweiter Ordnung die Linien
konstanter Spannung sind. Beziiglich der Wiirmestromung und der
Grundwasserbewegung findet Analoges statt, wie vorher. Ubrigens

o}

lassen sich die Stromlinien und Spannungskurven bei geeignetem
Arrangement mit einander vertauschen. MM, und das Lot in O sind
dabei als Einstromungslinien, die beiderseitigen Fortsetzungen nach
aulsen als Ausstromungslinien zu betrachten.

Hat man ein Gefils, dessen Gestalt die iufsere Lemniskate
der Figur 172 ist und denkt man sich den Boden an den Brenn-
punkten durchbohrt, so hat man ein angenihertes Bild von
dem Gange der Stromlinien und Niveaukurven unter Voraussetzung
niedrigen Wasserstandes und Konstanthaltung desselben am Rande
des (efilses.

Denkt man sich eine elastische Platte von der Form der iulseren
Lemniskate der Figur 172, die lings des Randes horizontal aufliegt
und in den Bremnpunkten gleich stark helastet wird, so hat man
unter gewissen theoretischen Voraussetzungen ein angenihertes
Bild von Biegung der Platte, und zwar kann man mehrere Theorien
aifstellen. Nach der einen wiirden die Lemniskaten Niveaulinien sein,
die Hyperbeln Linien stiirksten Gefilles. Nach einer andern wiirden
die Lemniskaten Linien fiir konstante Werte einer Funktion der
arifsten Biegungsspannung sein, woraus sich Entsprechendes iiber
die Kriimmungsradien aussagen lassen wiirde. Damit soll iiber die
Richtigkeit solcher Theorien nichts behauptet werden. Ls steht zu
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vermuten, dals eine Reihe von Physikern ihre Theorien der Lehre
von der konformen Abbildung geradezu anbequemt haben, so dals
an Stelle ihrer Hypothesen eine einzige gesetzt werden kénnte, welche
die Erhaltung der Konformitit und der unendlich Kleinen Quadrate
bedeutet. Dies diirfte z. B. bei der Forchheimerschen Theorie der
Grundwasserstinde der Fall gewesen sem, ebenso bei der Theorie
frerer Ausflulsstrahlen von Helmholtz und Kirchhoff.

Zu Fig. 180 lifst sich beziiglich der Parabeln und cardioidischen
Kurven Entsprechendes aussagen, nur tritt fiir die aulserhalb der
Cardioide liegenden Isothermen die Unbequemlichkeit ein, dafs man
sich die Ebenen doppelt bedeckt denken mufs.

Auf kartographische und andere Deutungen soll hier nicht ein-

gegangen werden, auch nicht auf den schwierigen Fall der Torsions-
probleme nach 8t. Venants Theorie, auch nicht auf gewisse Probleme
der Kapillaritit.)
[266) Die reiche Anwendbarkeit der Transformationen Z — +* und
2 =VZ auf die Lehre von den Polarmomenten 1ter ynd ter Ordnung,
von der Flichen- und Bogenberechnung, von der Elastizitiit, von den
stationiren Stromungen der Elektrizitiit, der Wiirme, des Grundwassers
und der Fliissigkeiten iiberhaupt, auf stereometrische Berechnungen
u. dgl. sollten die Ingenieure veranlassen, sich in héherem Girade mit
der Lehre von den konformen Abbildungen zu beschiiftigen.

Es wird gestattet sein, aulserhalb des Zusammenhanges auf einige
besonders wichtige Anwendungen der Abbildungslehre hinzudeuten.

Die Abbildungen

. 1 - =+ bz [ l
Z=-, Z=7"— (2B Z—

nr,.l.'

[}

=

sind identisch mit der Kreisverwandtschaft von Mobius. An den
entsprechenden Kreishiischeln und Kreisscharen hat Kirehhoff zuerst
die Theorie der stationiiren Elektrizititsstromung erértert, Thomson

5

zuerst die Theorie der elektrischen Bilder erliutert. An die A bbildung

Z = - lassen sich gewisse Gravitationsprobleme anschliefsen.
Die Abbildung
I{ P f- ";— J

fithrt auf die wichtigen elliptischen Koordinaten (Fig. 207) und wurde
zuerst von Prof. B. Heine physikalisch verwertet. Die erste Ein-
fihrung der letzteren verdankt man Jacobi. :

Durch die Abbilding Z — z* bezw. 2 — VZ lernt man die
Lemniskaten und Hyperbeln snter Ordnung kennen, die ebenfalls in
physikalischer Hinsicht von Wichtigkeit sind.
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Die Abbildungen
Z=V1—¢, Z=sinz, Z=—0082
fithren auf die zuerst von Lamé behandelten lemniskatischen Koor-
dinaten, die oben eingehender besprochen wurden.

Die Abbildungen Z =lgz und z = ¢? geben den Zusammenhang
der Mercatorkarte mit der Polarkarte von Hipparch und Ptolemiius,
erleichtern die Theorie der logarithmischen Spiralen und lassen im
Anschlufs an Burmesters Untersuchungen kinematische Deutungen
su. Auch Gravitations- und Potentialprobleme lassen sich anschliefsen.

Ganz neue Bereiche des mathematischen Denkens werden durech
die Abbildung mittels der elliptischen Funktionen Z — sin am 2,
7 — cos am ¢ und Z = 4 am g erotinet, durch deren doppelt-
periodischen Charakter die Moglichkeit erdffnet wird, die ganze
Ebene auf ein Rechteck konform zu iibertragen.

S0 ist z B. im Anschlufs an Jacobi, Schering und Schwarz
durch Peirce gezeigt worden, wie man im Stande ist, die Kugelober-
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fliche mit dem Netz der Meridiane und Parallelkreise auf der Fliche
emes Quadrates darzustellen. Die Unste tigkeitspunkte sind geschickter
Weise in den Ocean verlegt worden. Der ";rfluirn erscheint als Quadrat.
Die symmetrische Fortsetzung der einzelnen Oktanten 1Lifst zwanglos
die doppelte Periodizitiit erkennen. Aus geographischen Griinden ist
in Figur 185 nicht die Einte tlung in kleine Quadrate gewiihlt, sondern
die Einteilng in Rechtecke, die, wie auf dem Globus, nur in der
Nihe des ’u[aa.ttnh qll.lr;t itisch erscheine n, dagegen nach den Polen hin
das Verhiilltnis der Linge zur Breite gesetzmillsio zunehmen lassen. #)

Fig. 186

D ! 7

Die entsprechenden physikalischen Deutm ngen sind leicht im

Anschluls an die .(n:utnunn des Gradnetzes zu oeben,
Es handelt sich z B. um Einstromung der Elektrizitit oder
Wiirme in der Mitte, _-‘\11.»'><i'i‘i'mj|n|lr_:' in den Eckpunkten 4, B, (! und D.
Die Figuren 185 und 186 sind nach einem Cliché angefertigt worden,

welehes von Herrn Prof Adr. Guébhard in Paris freandlichst zur Verfiigung
gestellt wurde.
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Denkt man sich das Quadrat 4, B, C, D, aus der Figur heraus
geschnitten, so lassen sich Deutungen entsprechender Art ablesen,
auch solche iiher den Zustand eimer quadratisch geformten elastischen
Platte, die i der Mitte belastet ist, auch iiber die Kapillaritit im
Innern emes engen Rohrchens von quadratischem Querschnitt, oder
iiber die Wasserstandslinien in dem Terrain einer quadratisch ge-
formten Insel, in deren Mitte sich ein Pumpwerk befindet. Nur ist
zu beachten, dals die Annahme der Hypothesen, die dem Charakter
der Konformitit mit den emfacheren Koordinatensystemen ent-
sprechen, an der Hand des Experimentes auf ihre Zuldssickeit zu
priifen ist. ]

Ohne Kenntnis des konformen Zusammenhanges ist ein Ein-
dringen in die feineren Theorien undenkbar. Dieser spielt schon jetat
in einigen Lehrbiichern der Mechanik eine hervorragende Rolle, und
Kirchhoff und Helmholtz haben mit dem Hiilfsmittel der kon-
formen Abbildung sogar die schwierige Theorie der freien Ausfluls-
strahlen angebahnt. Deshalb sei an dieser Stelle auf die , Ein-
fithrung in die Theorie der isogonalen Verwandtschaften
und der konformen Abbildungen® hingewiesen, zu deren Studium
grolsere Kenntnisse aus der hoheren Amnalysis nur fiir den Schlulsteil

nitig sind, wihrend der Anfang ganz elementar gehalten ist. Die
oben genannten Abbildungen und zahlreiche andere sind dort eingehend
behandelt und die angedeuteten physikalischen Beziehungen erliutert.]
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