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: Abschnitt VIII.

Schwerpunkte und statische Momente
homogener Korper.

294) Bei den Flichen zerfielen die Momente jeder Ordnung in
zwei Gruppen, polare und axiale Momente. Bel den Kérpern dagegen
sind drei Gruppen zu unterscheiden, denn je nachdem die Abstinde
der Korperteilchen auf einen Punkt oder Pol, auf eine geradlinige
Achse, auf eine Ebene bezogen werden, handelt es sich um polare,
axiale und Plan-Momente.

Am Beispiele der Halbkugel migen die entsprechenden Momente
erster Ordnung erliutert werden.

Teilt man die Wolbung mittelst zweier Scharen von Meridianen
und Parallelkreisen in kleine ,Quadrate® ein und verbindet man
deren Eekpunkte mit dem Kugelmittelpunkte, so ist die Halbkugel
in ein System von Pyramiden eingeteilt. Der Schwerpunkt jeder
Pyramide hat von dem Mittelpunkte die Entfernung 1 r. Demnach
18t 1 » der mittlere Abstand aller Punkte der Halbkugel vom

i

= 4 3 q réa . X
Kugelmittelpunkte, und | r- 'z = ist das Polarmoment

erster Ordnung in Bezug auf den Mittelpunkt.
Teilt man, wie es in Fig. 54 angedeutet ist, die Halbkugel 1n
anendlich viele Meridiankeile ein, so liegen die Schwerpunkte derselben

- o b Ll ; 39T .
nach Nr. H0) auf einem Kreise vom Radius ——= 7. Demnach ist

16
7 S
L. der mittlere Abstand der Halbkugelpunkte von dem als
; ¢
o 9 S a.. im rig?
Achse gewihlten Durchmesser, Gnd-==v « = rm =— 15t 'das
' 16 3 o

Axialmoment erster Ordnung in Bezug auf diese Achse.

Der Schwerpunkt der Halbkugel liegt in der Entfernung _ » von
der Grundfliche. Demnaeh ist - r der mittlere Abstand der
Halbkugelpunkte von der Grundfliche und —r- 5 r'm=-

ist das Planmoment erster Ordnung in Bezug auf jene Ebene.
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[st eine Unterscheidung nitig, so kann das Polarmoment mit
M,, das Axialmoment mit M,, das Planmoment, weil es auf eine
Fliche bezogen ist, mit M, bezeichnet werden.

Das vorliegende ]_{;i'E'ljt;L

beschiiftigt sich nur mit den Momenten
erster Ordnung, und zwar besonders mit den Planmomenten, die
mit der Lehre vom Schwerpunkt zusammenhiingen. Die Momente
zweiter Ordnung kommen im niichsten Abschnitte zur Sprache.

205) Der Sechwerpunkt eines Systems homogener Massen-
punkte.

In der Mechanik wird der Sechwerpunkt definiert als der Angriffs-
punkt eines Systems paralleler Krifte, wobei die Richtung

dieser Kriifte gleichgiiltig ist. Angenommen wird, dals in den einzelnen
Punkten gleichviel Masse angebracht sei, dafs alle Punkte gleich
schwer seien. Dann lilst sich beweisen, dals der Sechwerpunkt
der Punkt mittleren Abstandes von jeder beliebigen Ebene ist.

Beweis: Man denke sich die gegebenen Massenpunkte 4, B, C, D
durch die Lote e, e, e,e, mit der gegebenen Ebene PQRS starr
verbunden, die Ebene denke man sich senkrecht auf eine andere ge
stellt und die in jedem Punkte wirkende Schwerkraft als die Kraft-
einheit angenommen.

Der Hebelarm jeder Kraft in Bezug auf die Achse P@, um
die sich die belastete Ebene mit den Punkten drehen will, wird
gefunden, indem man von ihr aus auf jede Kraftlinie ein Lot fillt.
Diese Lote erhalten die Liéngen der Abstinde ¢, ¢,, ¢;, ¢,. Die stati-
schen Momente werden e, -1, ¢,-1,¢ -1 und ¢,-1. Denkt man sich
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im Schwerpunkte S,, dem Angriffspunkte der Resultante, die Kraft 4
angebracht, und ist ¢, die Entfernung des Schwerpunktes von der
Ebene, so ist das statische Moment der Resultante gleich e, - 4. Dieses
\Iummmt muls oleich der Summe der Einzelmomente sein, also wird

de,=—¢ 6 1+ ¢ 1 ¢
und daher

Ehenso wird fiir den Schwerpunkt von n Punkten gefunden

€ 1 6 =l €y 4_ = e

Der Schwerpunkt ist also der Punkt mittleren Abstandes
von jeder beliebigen Ebene.

206) Bekanntlich kann er folgendermalsen gefunden werden:

Man halbiere A B, verbinde den Halbierungspunkt S, mit €' und
schneide von der Verbindungslinie den dritten Teil S,S; ab. Man
verbinde S, mit D und schneide auf S,D den vierten Teil S;8; ab,
dann ist S, der Schwerpunkt der vier Massenpunkte u. s. w.

Beweis: Die Krifte in 4 und B kann man |"1'*~'{'f2f‘,[‘11 durch die
in S, wirkende Resultante 2. Am Hebel S,C wirkt in S, die Kraft 2
in (' die Kraft 1, beide konnen ersetzt werden durch die m h';.,
wirkende Resultante 3. Am Hebel S,D wirkt in §; die Kraft 3, in
D die Kraft 1, beide konnen ersetzt werden durch die in 5, wirkende
Resultante 4

207) Bemerkungen. Diese Konstruktion ist erstens unab-
hiingig von der Richtung der Parallelkriifte, der obige Satz
oilt 11«1: von jeder beliebigen Ebene. Zweitens ist sie unab-
hingig von der Reihenfolge der Punkte. Man kann daraus
h.l.n'rm-t..rirs('h:' Schliisse ziehen.

Fiir drei Punkte folgt, dals die drei Mittellinien des Dreiecks
einander in einem Punkte schneiden, der von jeder den dritten Teil
abschneidet.

Fiir vier Punkte folgt, dafs die vier Mittellinien des Tetraeders sich
in einem Punkte schneiden, der von jeder den vierten Teil abschneidet.

Diese Art, geometrische Sitze mit Hiilfe der Lehre yom Schwer-
punkte zu EHIL[LH bezeichnet man als den barycentrischen Kalkiil
Im Methodischen Lehrbuche, Band II, sind z B. die Sitze von Ceva
und Menelaos so bewiesen \\r_mlun, Die Formel fiir e, wird dort
in der Koordinatenlehre abgeleitet. Die Guldinschen Regeln, die
Sitze iiber abgeschrigte Prismen und iiber die Schwerpunkte von
Drehungskérpern bezw. ihrer Sektoren, gehoren hierher.
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298) Dals der so gefundene Schwerpunkt der Punkt mittleren
Abstandes ist, ldlst sich auch rein geometrisch beweisen.
I | f_’z
=¥

@

Geometrischer Beweis. In Fig. 1 ist das Lot S;S;=="
als mittlere Hohe des Trapezes 4, ABB,. Das dortige Trapez
C, €8, 8; ist in Fig. 2 besonders gezeichnet und durch S, die Parallele

KL zur Grundlinie gelegt. Wegen des
Fig. 921, Teilungsverhiltnisses 1: 2 der Linie S, (! ist
e T i
G B S, K= 21L0C,
! B d. h.
iy e N el ) B S ) ==ty
! [ LI 3 _h=h—e
H""\-\.]'p‘r 9 )
i . : oder
- e, + e —2h=2h— ¢,
ere, also
s {7t e gi=<l=er =l
| [ 3 B ="4 o
: | ]
| Ebenso ist das niichstfolgende Trapez
K | ¢ zu behandeln, in dem S, K = 3-LD wird
] '(’r-' 7 7 by
s u. 8. W,

299) Die rein geometrische Definition des Schwerpunktes ist also
folgende: Der Schwerpunkt eines Systems homogener Massen-
punkte ist der Punkt mittleren Abstandes von jeder be-
liebigen Ehene. :

Mit Hiilfe dreier nicht paralleler Ebenen, z. B. der drei Koordinaten-
ebenen, kann er bestimmt werden.

Sind die Raumkoordinaten der n Punkte a,,4,, 2,; %y, ¥y, 253 o, Us

&, Y.,%, 80 sind die Schwerpunktskoordinaten

g

§
b Bt

. e e 1 | = | I
Ly T &y o &y e & iy e Vi e e i i 4
..!. — - ! n N T =

P o == B ;

o

Sind in den einzelnen Punkten die Massen my, my, my, - - - m_ an-

gebracht, so sind die Schwerpunktskoordinaten, wie sich ganz ebenso
zeigen lalst,

g A I + g i e

Wy S Mg Xy - My Ty _l_ R _|_ ”'I.I."I.l.' ']‘Fr
X = — ; e s

L My + My + My + - - m m 7

4 i L i F - i . 2 3 ]

Y+ ey Mgy, +m.y, M,
Y = e = S = e
Y, My - My o My - o M, m ’

My - M2y - Mgy oo moz M,

S my = my - omy ¢ e n, "
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wo M, M 6 M, de Planmomente des Systems fiir die Ebenen YZ,
ZX und XY sind und m die Gesamtmasse bedeutet.

erdings nur fiir eine endliche
Anzahl von Massenpunkten abgeleitet worden; da aber die Zahl der-
gelben beliebig gl‘nil‘ﬁ angenommen werden darf. lilst man die Beweise
auch fiir unendlich viele Punkte gelten. Jede Linie, jede Fliche und
jeder Korper kann als aus unendlich vielen ,Punkten® bestehend an
genommen werden, und so bleibt der Schwerpunkt auch fiir solehe
Gebilde der Punkt mittleren Abstandes in Bezug auf jede beliebige
Bhene, nur muls die Anordnung der Punkte als eine homogene an
genommen werden. Dies entspricht der in der Mechanik gebriuchlichen
Annahme, dafs der Korper iiberall gleich dicht sei, dals er tiberall
dasselbe spezifische Gewicht habe.

300) Die gefundenen Formeln sind al

301) Allgemeine Sétze. Besitzt ein Korper eine Sym
metrieebene, so geht diese durch den Schwerpunkt; besitzt
er zwei Symmetrieebenen, so geht ihre Sehnittlinie durch
den Schwerpunkt; besitzt er drei Symmetrieebenen, die nicht
durch dieselbe Gerade gelegt sind, so schneiden sich die
drei Schnittlinien im Schwerpunkte. Sind mehr als drei
Symmetrieebenen vorhanden, so gehen simmtliche Schnitt-
linien derselben durch den Sehwerpunkt. Der Sch werpunkt
regelmiifsiger Korper fillt daher mit dem Mittelpunkte zu-
sammen.

Stimmen die Querschnitte zweier Korper im Sinne des
(Cavalierischen Prinzips fiberein, so liegen ihre Schwerpunkte
‘1 derselben Hohe. An Stelle der Gleichheit der zusammen-
gehorigen Querschnitte kann auch ein konstantes Ver
hiltnis der Flicheninhalte treten. Der Beweis fir den ersten
Fall liegt darin, dals je zwei zusammengehorige Querschnitte in Bezug
auf die Grundfliche gleiche statische Momente haben. Demnach
stimmen auch die Momentsummen iberein. Bei beiden Korpern wird

M statisches Moment " o . -
hy =+ = : . Entsprechendes geschieht 1im zweiten
; J Inhalt :
Falle.

Die oben gegebenen Formeln bleithen auch dann richtig, wenn

die Ebene, auf welche die Abstinde bezogen sind, den Korper
schneidet. Dabei sind die auf der einen Seite befindlichen Abstinde
als positiv, die andern als negati einzurechnen. (Geht die KEbene
durch den Schwerpunkt des Korpers, so ist der mittlere Abstand

gleich Null.
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Fiir zahlreiche Kérper ereiebt sich die Schwerpunktslage durch
einfache Betrachtungen, die hier unterbleiben kéimnen: fiir viele andere
ist sie in den fritheren Kapiteln bestimmt worden. Hier soll eine
Zusammenstellung des Wichtigsten geseben werden.

302) Kérper von der Ordnung Null Bei senkrechten
und schrigen Prismen und Cylindern liegt der Schwerpunkt im
Halbierungspunkte der Mittellinie, d. h. der Verbindungslinie der
Sehwerpunkte der beiden parallelen Grundfiichen.

Solche Korper werden als soleche von der Ordnung Null be
zeichnet, weil der Querschnitt von der Form g = a=—=aqay" ist. Alle
frither behandelten ebenen Flichen, deren Schwerpunkte bestimmt
worden sind, geben zu entsprechenden Ubungsheispielen Anlafs.

303) Koérper erster Ordnung, deren Querschnitt von der
Form ¢ = by' ist, sind z B. der Dreieckskérper, das Drehungs

paraboloid, das elliptische Paraboloid, parabolisch begrenzte

Fig. 299

Kérper, deren Querschnitte #hnliche Vielecke sind, z B.
Quadrate, regelmilsige Sechsecke und dergl. Die letzteren Korper
konnen bei umgekehrter Aufstellung als parabolische Gewdibe
aufgefalst werden.

Weil bei dem ersten dieser Korper der Schwerpunkt in der
Hohe —Fh liegt, liegt er bei siimtlichen in dieser Hohe. Dies gilt
auch dann, wenn, wie in Fig. 223, die Schwerpunkte der Querschnitte
auf schiefer Achse angeordnet sind.

304) Stumpfe der Korper erster Ordnung. Diese Stumpfe
sind in Fig. 3 mit angedeutet worden. Der Sehwerpunkt des ersten
lifst sich mit Hiilfe der Trapezformel berechnen. Ist (7, die kleinere,
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(+, die grofsere Grundfliche und ist F e
h die Hohe des Stumpfes, so folgt
nach Nr. 4 als Schwerpunktshéhe
h & 1 2 r’!‘_,
‘ll|1 = =5 ! £ e
& g6, -1 r:\.:

Dies gilt nach Cavalieri {iberhaupt
von den Korpern dieser Art.

305) Eine zweite Berechnungs-
methode ergiebt sich nach Nr. 164
folgendermalsen:

[st, von der gemeinschaftlichen

Grundebene der Fig. 222 aus gerech-
net, b, die kleinere, k, die grolsere Hiohe, so ist bei Querschnittsformel
g = by die Schwerpunktshohe

bhd bR

M Oz 3 a ;‘:‘i? 5 jr:I.J
,I'lﬂf == ] _— - — = '.l _’ =3
s=J  pnl WA Yh R
% op 2
was noch mib hy, — h, gekiirzt werden kdnnte.

306) Korper zweiter Ordnung, deren Querschnitt von der
Form ¢, == cy® ist, sind z B. die Pyramiden und die Kegel

s

o

von beliebiger Grundfliche, aulserdem der in Fig. 224 dargestellte
parabolische Cylinder. Bei simtlichen liegt der Schwerpunkt an

der Héhe ' I. Dies folgt nach Nr. 164 aus der Formel

e e
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[ =}
[
[
&
=~

e~

M 4 g
D B R
h i i ks

st sich aber auch fiir die Pyramide
durch eine geometrische Betrachtung
nachweisen und gilt dann nach Cavalieri
tiir die simtlichen Kirper dieser Gruppe.
Alle Schichten der in Fig. 225 dar

i

gestellten Pyramide haben nimlich die
Schwerpunkte in der Mittellinie DS,, in
dieser muls also der Schwerpunkt liegen.
Dasselbe gilt von der Mittellinie AS,.
Die Dreiecke ASD und 8,88, sind
ihnlich und ihr Malsstabverhiltnis ist 3 : 1, folglich ist S, S = ]3 SD,

folglich S,8 = i S, D und daher bei dieser Aufstellung h, — : h.

An Stelle der m Figur 224 dargestellten Kérper konnen auch
soleche mit schiefen Mittellinien (bezw. schiefen Seitenflichen) treten.

307) Anwendung auf den Kugelsektor. Wie bei der Be-
rechnungsmethode der Kalotte denke man sich den Sektor in lauter
Pyramiden zerlegt, die ihre unendlich kleine Basis in der Kalotte

haben, deren Spitze aber in M liegt.
Fig. 226. Alle diese Pyramiden haben ihre
M Schwerpunkte in der Entfernung '] ¥
von M. Die Schwerpunkte bilden
also selbst eine Kalotte, die der ge
gebenen dhnlich ist. Der Schwerpunkt
des Sektors stimmt iiberein mit dem
der neuen Kalotte. Zur Hiilfskugel
gehirt ein  umbeschriebener senk-
rechter Cylinder. Jede Horizontal-
schicht seiner Mantels ist von der
Fliche 2raxh,, und ehenso grols ist jede Schicht der Kalotte. Waeil
nun der Mantel des Hiilfseylinders seinen Schwerpunkt in halber Hohe
hat, so hat auch die Hiilfskalotte den ihren in halber Héhe. In
Fig. 226 hat man also nur D, C, zu halbieren, um S zu finden.
Nun ist ans Ahnlichkeitgriinden M D, — : MD — :Ia (# — h), wo

I die Pfeilhohe der Kalotte ist, also D, C, = 1 r— 2 (s -h)= : h, folglich

‘ 1 b 8
l)l"'} = 3 1)1 IrTl = i! * 4 ;.‘ —— s ,lr;:.
folglich
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ME=23(r—h) +ih=3[2r—2h+h] =5 @2r—h).

%

Anwendung auf die Halbkugel. Fiir h = r geht der Sektor
in die Halbkugel iiber, fiir diese folgt also MS = S@2r—r)= 7.

Die Wiederholung der vorigen Berechnungsart fillt filr diese ganz

ginfach aus.

308) Stumpfe der Kérper zweiter Ordnung. Hinige solche
sind in Fig. 224 angedeutet. Kann man die

Berechnung fiir den Kegelstumpf durchfiihren, Fig. 237,
so ist sie fiir alle andern Formen erledigt.
In Fig. 227 seien die Radien » und g, LR
die Stumpfhohe h. Der ergiinzte Kegel hat Bk
- . fr . : 7 s A
die Hohe Yy =? . Wie eine E'l'l!'hll‘-]]{' Be : !
' P —p ;
i-!'all,-..]'|t111_1g ergiebt, also lieghb der Schwer : [ :
punkt S, des Erginzungskegels in der Hohe AT e
/ o \
ot 5h 4 bt \
p + Y L e T .‘f. / i \
i gre A / L6 \
A \
- . Y s 1 -+ H
der des ganzen Kegels in der Hohe ;r . Nach % - A
dem Satze von den statischen Momenten ist
A8, - Stumpf 4+ 48, - Ergiinzungskegel — SA - ganzer Kegel, oder
h s : 9 Sh4y (s y—M Y ra ¥
A La ™ 1 7o 1@ '_| G 4 ;‘_9 * e J—c l.* g jie

S hor : : , G o
Setzt man — fiir y ein, so ergiebt sich schliefslich
e ! .. £

i hrid-2r0 4 8¢°

L 4 rE _|_ rp _Il [J'_'

Multipliziert man oben und unten jedes Glied mit =, so erhiilt man

e s horimt2Vrine®zm -+ 3e*'x K G, + 2V GGy + 36,

£ i+ Vriwe'w + o'x 4 G, + VGG + G,

wo G, die untere, G, die obere Fliche ist, wobei gleichgiiltig ist,
welehe von beiden als die gréfsere angenommen wird.
Diese letzte Formel gilt nun fiir sémtliche Stumpfe dieser Gruppe.

309) Nach Nr. 164 lLilst sich fiir die Querschnittsformel g = cy*
im Anschlufs an die Figur 224, auf deren Grundfliche die Abstiinde
h, und h, zu beziehen sind, die Schwerpunktshéhe folgendermalsen
berechnen:

Holzmiillor, Ingenieur-Mathematik. 1 16
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e .Tz_l, s f:';
= hE — R
y T M 4 ) it
: J ch ,' C Jli:!j . Jr.'j Jrf:l; 1
was noch dureh hy, — &, gekiirzt werden kinnte, wodurch jedoch die

Formel an Hinfachheit verliert.
Dals sich auch die Simpsonsche Regel anwenden lifst, ergiebt
aus den nachstehenden allgemeinen Betrachtungen.

510) Kérper gemischter Ordnung bis zum zweiten Grade,
Hierher gehdren die Kugel, der Kugelabschnitt und die Kugelschicht,
das Drehungsellipsoid mit Abschnitt und Schicht, das dreiachsige
Ellipsoid mit Abschnitt und Schicht, das einmantelige und zwei
mantelige Drehungsellipsoid (letateres auch mit seinen Schichten),
das ein- und zweimantelige dreiachsige Hyperboloid, das hyper
bolische Paraboloid, séimtliche Prismatoide mit ebenen oder
windschiefen Seitenflichen. Dafs dies der Fall ist, soll fiir jedes
Beispiel nachgewiesen werden.

>

311) a) Berechnung mit Hiilfe der Schichtenformel.
Ist der Quersehnitt von der Form

g, = a + by + cif’,

so liegt nach Nr. 178 der Schwerpunkt in der Héhe

ay? by? eyt

_ i enbe g
Y= ay* by’ | eyt
it 2 T 3

Hier kinnte noch durch y gekiirzt werden, jedoch verliert die Formel
dadurch an Ubersichtlichkeit.
512) b) Berechnung mit Hiilfe der Simpsonschen Regel.
Ist der Querschnitt von der Form
g, = a+ by + ¢y,
0 ist sein statisches Moment in Bezug auf die Grundfliche
O + LH'—' _‘!_ {.H::'
Da nun der dritte Grad nicht iiberstiegen ist, kann sowohl der In
halt, als auch das statische Moment nach der Simpsonschen tegel
berechnet werden.
Der Inhalt wird
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F=2(U+F044H),

wo U den Unterschnitt, O den Obersehnitt, M den Mittelschnitt be-
deutet. Das statische Moment wird
: I = 5 "
M=, (U+0+4M),
wo 7" das statische Moment des Unterschnittes, O das des Oberschnittes,
M das des Mittelschnittes in bezug auf die Grundfliche bedeutet.
Demnach wird die Schwerpunktshihe

b L0 AN

T UFO0FiM
. ‘ " - o = e .
Nun ist aber ' =U-0=0, O =0-h, M =M. : , also wird

der Zihler gleich Oh - 4 _Z'H'i_} — (0 + 2M). Demnach folgt

0O4+2M

hh=hzg FOFam

Im allgemeinen ist die Summenformel vorzuziehen, weil man bei ihr
den Mittelschnitt nicht besonders zu berechnen braucht. In vielen
Fillen aber wird die Simpsonsche Regel dadurch besonders einfach,
dafs einzelnes ganz wegfillt.

313) Beispiel des Kugelabschnitts,

Aus 22 =2 — (r — 9)* = 2ry — y* folgt als Querschnittsfliche
e : g
g, = v'm = 2rzy — ny-. S i
Hat also das Kugelsegment die Héhe A, M
: TR : 3 AT
so folgt als SchwerpunktshGhe i
'-' \\_\_\ \-‘?.
e Rt Rt [ PR
B AR = b Br—38h — i
Y=g — h? R & 8r—h N o I
e —in= S |,
4 3 ~"-;‘___‘__ [.-r

(Fiir h = r ergiebt sich 3 r als Schwer-
punktshohe der Halbkugel.) Die Simpsonsche Regel ist hier unbequemer,
als die Summenformel. Man wende sie trotzdem zur Ubung an.

314) Beispiel der Kugelschicht.
a) Sind hy, b, und r gegeben, so ist nach dem Vorigen in Bezug
auf die Grundfliiche
16%

TR
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[ h : h hy
gy — J, = (2rm = — 'r) (_z‘m” S )
I h,‘,) { 5 hr)
— | 2 4 = g . s
W, W, (_Mr___1 T LI T
folglich
21T /48 T (74 4
L ;.'.J It - l:xln’ A h
i M, — M, 3\ T 1)
i o Jo0 T e s g T (28 a4
1 : |'L.j31-; — i) : [_.J'.'ﬂ Irﬁul
= &g “‘{'_': — f,l:ij — g ”{;— 'I'l;,} :
12 r He;_; — Ie'f’} 4 [J’ej - .7.*‘]51
Hier konnte noch mittels (h, — h,) gekiirzt werden, was aber die
Formel nicht vereinfachen wiirde.

Fig. 220

Fig. 230

b) Sind jedoch die mefsharen Radien @ und b und die Schicht

hohe h gegeben, so
Aus »* = @ 1+ 2% und »% = B2 + (I + 2)® folgt
=0V 2he 22,

L o ;"_'

2 h

kann man folgendermalsen verfahren.

also

Jetzt ist
=t M= 4 : 2= (2 %— I/ ',U:':

o

— (= Rt — 2h2) + 2+ h)y _U.J_s-‘-l

ill!‘ll]
g, =xw=mx[(a*—h?—2hs) + 2(» + h)y — y*],
*} Dies ist die Gleichung des Kreises in Bezug auf A als Nullpunkt des

Hnul':{it.l;Ji'i,'||.~:_-,'_-'1e‘]]L-'
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folglich
7 . Rt - oo a-
|{ = LIU’" — W —2h) ; + 2(2 4+ h) !‘3 ;,f |= wh|a® — zh — hi .

Setzt man hier den Wert von z ein, so erhilt man

o/ 9 9
J="[3a" 4 30°
Dagegen wird
[ . . hi i 1~ & .
M = 5‘?31 (a® — h* — 2h) ’ +2(z+41h) i) 7% ‘I’l | = ﬂ’__“;_,,,;_ dhe — k¥,
0 - £ - * 2
Finsetzung des Wertes von z giebt
wh? 9 2 g
J;'I == _{3_ ]l’ o —'— L’-;. ir.'“ "|— JIIA’.'

Endlich folgt
M b 4ardgbrop
|
=

4 Tt e T B B R

Setzt man b = 0, so erhilt man eine neue Formel fiir das Segment,

namlich
h 4a®*4+ K

$ T gat | h?
die der friiheren vorzuziehen ist, weil sie nur mefsbare Stiicke enthilt.
Setzt man oben a = 0, so folgt

Y

. B 25 -{-.l'-'
o g 92 3t o ]

-

als Schwerpunktsabstand des Segments von seiner Grundfliiche. Die
vorangehende Formel gab den vom Scheitelpunkte aus. gemessenen

Abstand.

L}

315) Damit sind zugleich die “schu-}mm der nach Cavalieri aus
der Kugel abzuleitenden Kérper erledigt, z. B. der des Drehungs
ellipsoids, des dreiachsigen K H_]I\*-ﬂllii'- und der aus der Halb-
kugel abzuleitenden Gewdlbe. Bei den Ellipsoiden kann man
\t‘“}-‘tt‘;i‘l‘:ti'lﬂ(“lf}l auch von der Ellipsengleichung ausgehen, #hnlich
wie es nachstehend fiir das Hyperboloid geschehen soll.

316) Beispiel des einmanteligen Drehungshyperboloids.
a) Berechnung mit Hiilfe der Schichtenformel.

Die Gleichung der Hyperbel sei
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Durch Drehung um

die Y-Achse entsteht ein einmanteliges Drehungs-
hyperboloid.

Fig. 231

y
™~ 7 P
e = — 1 —— —
e { ]
S | i - |
N N 7
\\‘ J|I bl ;j |
\ | [/ |
\.IJ ~4| - : I !{-\, +
— == = —e ————ft — ll - — F———— -
O [ A\ |
Aus der Gleichung folgt
3 e e
ot =at 4 5P,
so dals der Querschnitt des Korpers in der Hohe y wird
e a*mw 2
q,= &'w = a°®w < i Y
Die Sehwerpunktshohe wird also nach Nr. 174 fiir den von 0 bis J
reichenden Kérper

Fig. 282 e
s S L aiz hP

il sy e

ik 208 LR

1 3% L At

was nur von s und b,, nicht aber
von @ abhiéngig ist.
Ist z. B.b =1 und h — 2, so0
9

folgt y = -

Alle nach Cavalieri daraus ab-
zuleitenden Korper, auch die durch
Affinitit  (schriiges Koordinaten
system) damit zusammenhiingenden,
werden ebenso behandelt, z. B. der in Fig. 232 dargestellte.

b) Berechnung mit Hiilfe der Simpsonschen I

Aus der Gleichung

e
tegel,

3 (¢ o)
Q” — ff".';"[' _f_ .hﬂ_'-y"
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folet als Obersehnitt

a

(O — a’x + —3
9

Bt

als Mittelsehnith

alm (h\?
208

M= a*n+ 5=
be

withrend der Unterschnitt U = a’m ist.
Dies ist nach Nr. 312 in die Formel

O 4-2:M
Jllfs = ||Ili T4 0 _.I_—-'!.—..”
; : 4 r o 1 <
einzusetzen und giebt
f.f r G .Fr"\ g fatoy a0 h:‘\]
e R 2 4L 2 [a=m -
] ] l._{ B ) ! (.' TR 3h20b3 -+ A*
TR MRS UnRS FIARE o cathty 4 Ak
aimw -4 [\r.'":-r b= 53 ,u-] 1 4 (H'_'f S _1)

was mit dem obicen Resultate {ibereinstimmt. Die Schichtenformel

war offenbar vorzuziehen.

317) Das zweimantelige Hyperboloid. Die Gleichung der
Hyperbel sei zuniichst dieselbe wie vorher, nur geschehe die Drehung
um die X-Achse. Um die Schichtenformel anzuwenden, verlege man
den Koordinatenanfang nach A, so dals man statt z zu schreiben hat
(z 4+ @), wihrend y unveriindert bleibt. Die Gleichung geht dadurch
iitber in

i | 2 2
- @) Y=
+ 7 1-;

e

oder 1n
2 b2
A

W
+ = S

der senkrechte Querschnitt des Drehungskorpers in der Ent-

"’f— T (158
so dals
fernung & von A wird

3 2 b biw o
g, =Y'm= T T

Fiir den von A bis z; (be (") reichenden Korper wird der von A

aus gerechnete Schwerpunktsabstand

o o <3
2 héx 4; b*x ;r_.'JL
( 3 @ 4 a8 -+ 3,
Wy = . F o A R |
2 \i:" Vxa 4 30 = &,
1 1
¢ 2 s 3

Ist z. B. AC =2, =1 und a =1, so folgt 2, = :" :li = :.I:' Der

fiir 2. oefundene Ausdruck ist von b unabhiingig. — Aus beiden

P

E——
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Arten von Hyperboloiden lassen sich auch Gestalten ableiten, deren
Querschnitte #hnliche Polygone sind, z B. hyperbolische Gewdlbe.

318) Prismatoid. Im Method. Lehrbuch.
Bd. II, Stereometrie 37 bis 39, sind die all.

5

gemeinsten Prismatoide mit ebenen und
windschiefen Seitenflichen behandelt, und zwar
mit Hiilfe des sog. Halbtetraeders.

Fithrt man in Fig. 235 einen Horizontal-
sehnitt in der Hihe 9, s0 entsteht ein Parallelo-
gramm, dessen Winkel durch den Kreuzungs-
winkel der beiden Horizontalen @ und b be-
stimmt werden. Die Parallelogrammseiten b,
und @, ergeben sich aus ihnlichen Dreiecken
mit Hilfe der Proportionen y: 5 — b : b

)
und (A —y):h =a,:a als b =y , und

t = a — ;:Ef, s0 dals die Schnittfliche wird

: e B h ; ab ein y absiny .
=147 ;o A — =E 2 Q P = — 4= da, u>=
/, 1 ) 811 3 {\:.' h _.?;J 5 Y sy ) T
Die schraffierte Fliche des Halbtetraeders wird halb so grols, sein
Inhalt von der Héhe O bis zur Hihe iy, wird
s absin y : ."Jr-|_ 1 yltj—|
AT g h 3’

das statische Moment des bis dahin reichenden Kérpers in Bezug
auf die Grundfliche wird

M — .r.e_.".« sin y | Uy 1 ff1l_

2h L3 h 4

die entsprechende Sehwerpunktshihe also

¥y 1 iy
y 3 ih Y, 4 h 3 ¥,
Vs '.i'f-f '-’f_f 28k — 2y,
TR T

Ebenso konnte die Simpsonsche Regel angewandt werden, da ¢ den

zweiten Grad nicht iiberschreitet, Setzt man Yy = h, so erhilt man
h

&)

=

319) Die windschiefe Fliche des Halbtetraeders ist ein hyper-
bolisches Paraboloid, iiber weleches man Method. Lehrbuch, Band III,



—
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Kegelschnittflichen Nr. 42 vergleiche. In Fig. 234 hat man nur BD
zu ziehen, um den Raum des Halbtetraeders zu begrenzen.
Der ganze Raum wird

el e : :

2h 2 3h

al sin y fi
12

Sein Schwerpunkt liegt in <<
halber Héhe. Die Schicht
von beliebiger Hthe g, be-
stimmt sich nach den obigen
Formeln.

Damit sind sdmtliche
Flichen zweiten Grades 1m
wesentlichen erledigt.

320) Fig. 235 stellt ein
besonderes Prismatoid mit windschiefen Seitenflichen dar. Im Mefhod.
Lehrbuche I, Stereometrie 40, ist es behandelt worden. Man braucht
nur einen Eckpunkt der Grundfliche mit dem
driiber liegenden der oberen Fliche zu ver- Fig. 285
binden, um zu erkennen, dals aus dem
prismatischen Kérper vier Halbtetraeder
ausgeschnitten worden sind. Ganz IEnt
I)

sprechendes geschieht bei dem Prismatoid
mit zwei verschiedenen, ganz beliebig ge-
stalteten Grundfliichen. Aus dem Prismatoid
mit ebenen Seitenflichen sind Halbtetraeder
in beliebiger Zahl ausgeschnitten.

Daraus folgt, dals die Querschnitts-
formel der Prismatoide den zweiten
Grad nicht iibersteigt, dafls also Inhalt
und statisches Moment mit Hiilfe der
Simpsonschen Regel und ebenso mit
Hiilfe der Summenformel bestimmt
werden konnen.

Die einmanteligen Hyperboloide sind als Prismatoide zu betrachten,
deren Grundflichen regelmilsige Polygone mit unendlich vielen Seiten
oder entsprechende elliptische Polygone sind.

321) Zu den Prismatoiden gehren noch Formen, die man sich
in beliebiger Zahl darstellen kann.
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Kin Beispiel sei hier angegeben. Fig. 236 stellt einen Korper dar,

desgen untere Grundfliche ein Kreis ist, withrend die obere Grund-
fliche durch eine Gerade AB dargestellt wird, deren Projektion der

KCreisdurchmesser €D ist. Die senkrecht zu CD stehenden Sehnen,
z. B. KL, sind mit der oberen Projektion (z. B. N) ihres Halbierungs-
punktes N verbunden, so dals Dreiecke wie K LN, entstehen. Die
Schenkel dieser Dreiecke bilden eine krumme Fliche. Der Querschnitt
in halber Hohe wird eine Ellipse, deren Inhalt die Hilfte vom Kreis-
inhalte ist.

Auch dieser J.\':("}l'lr!*r‘ ist als Prismatoid zu hﬁt]*;‘l_(_-.htsl}]? kann also
nach der Simpsonschen Regel berechnet werden, Sein Inhalt ist

D

h 5 .275- 3[[

also gleich der Hilfte des zugehdrigen Cylinders, wie auch aus dem
Vergleich der Dreiecke mit den zugehérigen Rechtecken des Cylinders
folgt. Das statische Moment in Bezug auf die Grundfliche ist

{i h s i R h?
{4 [ = o || 2= . “] ” . j —_— e ; -“_I
| M G L’ T - Ji R -+ 5 :EJ 3 rem,
die Schwerpunktshohe also
M 9
| Jras A
| s 5 =,

wie auch sofort aus den Schwerpunkten der Dreiecksschnitte ge
schlossen werden kann.

Jeder Horizontalschnitt des Korpers ist eine Ellipse, die Ellipsen
gehen nach oben hin aus der Kreisgestalt allmihlich in die der
Geraden iiber. Der Kérper kann, wie der Kegel, nach oben hin
fortgesetzt werden, ebenso nach unten.
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(3}

322) Durch Horizontalverschiebung der Querschnitte erhdlt man
den in Affinititsbeziehung zum vorigen stehenden Schriigkorper.

Eine andere Transformation erhiilt man, wenn man statt der
parallelen Schnittebenen (Dreiecke) solche nimmt, die (z. B. ober
halb A B) sich in einer Kante schneiden, die senkrecht zur Zeichnungs
ebene steht. Dadurch erhélt man einen Korper, bei dem die Schneide
AB < OD ist, wihrend der Parallelismus erhalten bleibt. Auch jetzt
sind simtliche Horizontalschnitte Ellipsen, denu jede Ellipse ist eier
Centralprojektion unterworfen worden.

BEine weitere Umgestaltung erzielt man durch Drehung jedes
Querschnittes in seiner Ebene, z. B. um den Mittelpunkt.

An diesem Beispiele erkennt man, welche grofse Mannigfaltigkeit
im Gebiete der Prismatoide zu finden ist. KEine grofse Anzahl solcher
Korper sind in der ,Genetischen Stereometrie® von Heinze - Lucke
(Leipzig, bei Teubner, 1886) behandelt worden. Die Schwerpunkte
simtlicher sind der elementaren Bestimmung mit Hiilfe der Summen
formel und der Simpsonschen Regel zugiinglich, weil nirgends der
2. bzw. 3. Grad iiberstiegen wird.

323) Korper vom Querschnitt

g, =a-+by4cy’ + -+ kyP-
Nach Nr. 172 wird
. a bhz ehts o kh? T
= i ._|_, 2 + TR AR P —’5-_.]" ?
ah® hh® ch? Lpet2
M=co A pmerE o p+2?
folglich s
ah® bhs eht EhRP T
j 3_+§_+ 4 —'__l- -p—|—_‘.1:.
e ~ .
wh a’_J}r'-' Tt f_f: Sre s oo EhF "'l_
TEREE S g e SR

Hier kinnte noch durch i gekiirzt werden, jedoch wiirde die Formel
dadurch an Einfachheit verlieren.

Einige Beispiele sind frilher gegeben worden, z B. in der Tabelle
iither Parabeln héherer Ordnung.

324) Eine umfangreiche Gruppe von Drehungskorpern
Eine Kurve habe die Gleichung
z=a -+ by + .{_-?;f 4o kyl-
Dureh Drehung um die Y-Achse entsteht ein Drehungskérper, dessen
Quersehnittsformel ¢ = #*x auf die Form

I
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P

f,l’b. = —|" |.'l.‘|jj -—E—- ['i.,;f'—' __r_ s _l_ r .U.‘Jlu

gebracht werden kann, so dafs die Schwerpunktshihe des Korpers
wird
a k* | DK? ¢, i
M, aib @il B Tl

Jr.f —— E—
s T .y f by h? e o
R A B R

Nach Nr. 116 ist aber zugleich

folglich _
' MM, M . Fo M,

e

1: /| e ”.'.:...._....:_-... x
M, b hs ‘U—f’ T 2oxl 2

Darin liegt ein Mittel, fiir zahlreiche Flichen das
Centrifugalmoment in Bezug auf die Koordinatenachsen be
quem zu bestimmen,

Entsprechendes gilt von den

' =a + by + ¢y’ + - - - + ky?-

Der letzte Satz kann iiberhaupt fiir alle Flichen benutzt werden,
bei denen aus irgend welchen Griinden (z B. Symmetrie) die Schwer-
punktshihe des Drehungskérpers leicht bestimmt werden kann.

Kurven, deren Gleichung lautet

520) Beispiel der gleichseitigen Hyperbel 2* — g — 1.

Fiir den gezeichneten Quadranten ist das Centrifugalmoment mit

Hiilfe des Drehungskérpers folgendermaflsen zn hestimmen. Moment
des Streifens
Fig. 257. & %
MWy Yy-q —y:xax=ny(l + y°),
E e also
< 7 xht it The -
. M, = Sy e e U
?.".i'. 7 + <
= /,-’ Demnach
M h3
3 i c o
forarls = edant 49
,f M, =S ¥=249 4 4

526) Beispiel des Halbkreises in
dem Sonderfalle der Fig. 238,
Da die Symmetrieachse parallel der Drehungsachse ist, so ist
nach Nr. 117 der Schwerpunkt des Drehungskérpers in der Héhe
ir 3 Treis : e a9
b 4 5, 20 finden. Sein Inhalt ist -~ -2ax = az’®, also das
: A - 5 s 47
Moment M, = (ax?r®) Lf i
) (b +52)

by B o

, folglich
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am*r* (3 b - 41 ar.
j'f{_“_z 5 ! — ; I-'} ;J,T _|l_ 1 -
" AL A i :
[m letzteren Falle war die Summenformel fiir ganze Exponenten nicht

ohne weiteres brauchbar, denn die Kreisgleichung (x —a)* 4 (y — b)* =1#*

fithrt auf 2 = a + V»* (y — b)*, wobei rechts erst nach Potenzen
von y in unendlicher Reéihe
entwickelt werden miiflste. ol
Der gewonnene Satz |
iiber das Centrifugalmoment ' T
sagt nichts Neues, bietet ' S \
aber doch fiir viele Fléchen v i A
einen bequemen Weg zur | 17 ? A
Berechnung. IFr gilt auch | B
fiir die Fille, wo # oder &* | g
durch eine unendliche Reihe : b
gegeben ist, sobald man 3 |
nar im Konvergenzgebiste ssgpe—r——————— &

bleibt.

327) Negative und gebrochene Exponenten.
Ist die Querschnittsgleichung von der Form
x=gq,= ay” + by? + cyv 4 ,I.fy-d e -,
wobei unter den Exponenten auch negative und gebrochene sind, so
ist nach Absehnitt V. ¢ (Nr. 179 bis 195) zu verfahren. Tritt in der
Querschnittsformel fiir den Korper oder fiir sein statisches Moment
der Exponent — 1 auf, der als Ausnahmefall zu betrachten ist und
auf den natiirlichen Logarithmus fithrt, so ist einige Vorsicht notig,
denn der unendlich werdende Streifen darf nicht zu der Fliche ge-
horen, die untersucht werden soll. Sind siimtliche Exponenten grolser
als — 1, so kann der Kérper von Null bis zu jeder beliebigen endlichen
Hihe ¢ berechnet werden. Kommen Exponenten vor, die kleiner als
1 sind, so darf nicht von Null ausgegangen werden, da dann der
entsprechende Diagrammteil im allgemeinen unendlich grofs wird.
Dagegen kann die Fliche zwischen emem endlichen y, und einem
endhichen y, berechnet werden.

328) Irrationale und transcendente Querschnittsglel
chungen kénnen insoweit beriicksichtigh werden, als die Knt
wickelung von g, in unendliche Reihen mdéglich ist. Auch hieriiber
ist schon vorher, z B. in Nr. 195, das Notige mitgetheilt, jedoch
kann auch der entsprechende Abschnitt in Band Il des Method. Lehr
buchs verglichen werden. Bei der Anwendung der Summenformel er
hilt man Reihen, die man entweder zu geschlossenen Ausdriicken
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summieren kann, wovon in Nr. 195 einige Beispiéle vorkommen, oder
bei denen man auf eine geschlossene Summierung verzichten muls.
Im letzteren Falle erhilt man Anniherungsresultate, indem man eine
hinreichende Anzahl von Reihengliedern summiert.

329) Sektoren allgemeiner Drehungskorper. Ist die
Y-Achse die Drehungsachse fiir eine Fliche, so liegt nach Nr. 116 der
Sechwerpunkt jedes Sektors des entstehenden
Drehungskérpers in der Hohe

wo M,, das Centrifugalmoment der Fliche
in Bezug auf die Koordinatenachsen, M, ihr
statisches Moment in Bezug anf die Y-Achse
ist. Im iibrigen ist (nach Nr. 47—50) der
Schwerpunkt desjenigen Kreisbogens zu be-

stimmen, dessen Radius
7

CIBE

u
ist und desgen Centriwinkel der des Sektors
ist. Nach Nr. 9 ergiebt sich als Abstand

Ly

2€° 8ln —

e8 l =

= JOLW. @ = ——
¢ b 0 b ?
. b B
WO & = 180°% ist.
€T

Die Beispiele aus Nr. 49) und 50) mégen

geniigen.

330) KérperlicheSchraubengewinde.
Im Method. Liehrbuche, Teil 111, Stereometrie,
ist an Fig. 91 gezeigt, dals der Inhalt der
korperlichen Sehraubengewinde ohne weiteres
nach der Guldinschen Regel berechnet werden
kann, da die einzelnen Sektoren des Drehungs-
korpers nur in ihrer Lage verschoben siﬁrl,
, was den Inhalt nicht éindert. (Dies entspricht
| ganz der Flichenverschiebung beim Cavalie-
rischen Prinzip).
Fiir einen vollen Umgang findet man also nach Nr. 116 den Schwer-
punkt folgendermafsen. In der erzengenden Fliche bestimme man den

Punkt mit den Koordinaten y = —n;"”: @ = 4;- In der durech diesen

1] i
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Punkt gehenden Schraubenlinie liegen die Schwerpunkte aller unend-

lich klemen Sektoren.
1en.  Er liegt in halber Hiohe. Seine Ent
fernung von der Achse

SU6
stimmt iiberein mit
der des Schwerpunktes fiir den Kreisbogen,
in den sich diese Schraubenlinie projizieren
|iii}-:i'.’ wobei ﬁl]l':igt’.l].‘i o =860 sein kann,

Der Beweis fiir die Richtigkeit dieses
Verfahrens ergiebt sich ebenfalls ans dem
Prinzip von Cavalieri.

Als Beispiel behandle man nach Art von
Nr. 165 das in der Fignr angedeutete Trapez-
gewinde.

331) Aufgabe. Ein Sechraubengewinde

e

Der Schwerpunkt dieser Schraubenlinie ist zu

Fig. 241.
e il T
| 7l
"\‘-‘-:I
maE
i 5
/

|
|
|
|

NS S

entstehe durch Drehung eines Halbkreises um eine unendlich diinne

Spindel und zwar so, wie es Fig. 242 darstellt.

genau konstruiert werden, z B. mit Hiilfe
der durch die Punkte €, D, E, F, G, H, JJ
gehenden Schraubenlinien.
Der Inhalt und der Schwerpunkt sollen
fiir einen halben Umgang bestimmt werden.
Das Ausfithren der Zeichnung wird

dem Leser fiberlassen. Der Inhalt wird

gleich dem der Halbkugel, also J = - #°=.

Der Sehwerpunkt liegt in der Hohe von 5.
Der Punkt K, durch den die Hiilfs-
schraubenlinie geht, hat nach Nr. 50 den
L 3n ¥ i
Abstand A K = ==, demnach ist 1m
1)
Grundrils die Schwerpunktsentfernung
g 2AK 5 <
M8 = — 2 p, was dem Schwer-
k=1 - )
punkte der Halbkugel entspricht.
Fiir einen beliebigen Umdrehungs-
winkel findet man die Losung
(14

y I 81N '_!

o 155
J-i .IIF 1 h] — 3 -”—

ebenso, wie in Nr. B0,

=

Pig. 242

Er =soll im Aufrils

332) Andeutung tiber parabolisch abgeschnittene Prismen

nnd Cylinder.

———————

e
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Fig. 243 stelle ein Prisma bezw. einen Cylinder in Grund- und
Aufrils dar. Derselbe ist durch einen parabolischen Cylinder 2. Ordnung
abgeschnitten, der die Grundrifsebene
in der Geraden A, B, berithrt. Wie
grols ist der Inhalt des Kérpers und

Fig. 248

Y| R

wo liegt sein Sehwerpunkt?
Auflosung. Ist die Parabel
gleichung y = * so steht iiber jedem
Flichenteilechen F' des Grundrisses
eine Siaule vom Inhalte fz*. Der ge
samte Korperinhalt ist also

Aufrifs ‘ pad
\\'\ 7 r.-’ == E i".'f.'-_? — :'."_\..
_“1-~‘Q‘"‘J i | X I :
AB) i D ‘ e ;
! | d. h. gleich dem Trigheitsmomente der
| : Grundrifsfiiche in Bezug auf die
I : .
P ! ! Z-Achse des Grundrisses.
Das statische Moment jeder kleinen
: Sidule in Bezuge auf die Z-Achse ist
B = S - . AL .. .
d T gleich z - fa® = f«*, also ist das des
—ae—{thg Korpers
f}."r.'ﬂ.{f)f’f.i; Willkell ! 57— 25 fas,
=5
= T e o T e
0, s0 das es sich um ein Flichenmoment

dritter Ordnung handelt. Da zugleich
M. = x, - J 1st, so folgt als die eine Koordinate des Korper-
schwerpunktes

Das statische Moment jeder Siule fz* in Bezug auf die X-Achse im
Grundrils ist zf2® = fa"s. Das des gesamten Korpers ist

M, =Z’ fats.

Demnach ist die zweite Schwerpunktskoordinate
”' ‘_,\_'}";1:33
£ — .-.r —_— el T
e J \}‘.«-
e

Die Schwerpunktshohe y wird folgendermalsen gefunden. In Bezug
auf die Grundfliche hat jedes Siulchen fu* das statische Moment
T W L 2 s A :
5 [ oder =-fa* oder endlich ! faz!. Das Gesamtmoment in Bezug

5y R 1 | Yl : 4 i
auf die Grundfliche ist also — EI‘(;:"‘, also die Sechwerpunktshéhe



Ahnlich ist es bei der Parabel y = ca*.

Bei der Parabel y = " handelt es sich um die Ausdriicke

= | ' B 1 0
DR e ety 3

An diesen Beispielen erkennt man die Bedentung der Flichen-
momente hoherer Ordnung.

Das Beispiel des regelrecht aufgestellten Rechteckskdrpers, der
in solcher Weise abgeschnitten ist, lifst sich an der Hand des Fritheren
bequem durchfithren. Andere Grundrifsformen sind schwerer zu be-
handeln.

Das Abschneiden kann auch mit Hiilfe eines Drehungsparaboloides
p¥r Ordnung erfolgen, wobei Polarmomente hoherer Ordnung auf-
treten.

Auf diesen Gegenstand, der nur theoretische Bedeutung hat, soll
nicht nither eingegangen werden. Er bietet zahlreiche Ubungsbeispiele
fitr die hiohere Analysis.

333) Anwendungen der Schwerpunktslehre.

a) In der Mechanik spielt der Schwerpunkt von Kérpern eine
hervorragende Rolle als Angriffspunkt eines Systems paralleler Krifte,
in ihm greift die Resultante der einzelnen Schwerkriifte an, und zwar
fiir alle moglichen Stellungen des Korpers. Die elementare Theorie
der einfachen Maschinen ist dort dadurch zu verfeinern, dals der
Binflufs des Gewichtes der einzelnen Teile mit eingerechnet wird.
Ein interessantes Beispiel bietet in dieser Hinsicht die Untersuchung
iiber .die Empfindlichkeit der Wage. Dabei handelt es sich nicht
nur um den statischen, sondern auch um den dynamischen Einflufs.

b) Die Stabilitit von Mauern, d. h. der Widerstand gegen seit
lichen Druck (Winddruck, Wasserdruek, Druck von Erdmassen, Druck
von fehlerhaften Dachkonstruktionen, von Gewdlben) hingt ab von
dem Momente der im Schwerpunkte angreifenden Schwerkraft m
Bezug auf die Kippkante der Mauer.

¢) Die Untersuchungen diiber labiles, stabiles und indifferentes
(leichgewicht von sich drehenden, rollenden, schwimmenden Korpern
beruhen auf der Schwerpunktstheorie. Die bei dem stabilen Zustande
eintretenden Pendelschwingungen und iihnliche Erscheinungen erfordern
die Kenntnis derselben Theorie.

d) In den Lehrbiichern der Mechanik werden die Sitze iiber den
Angriffspunkt des Auftriebs bei schwimmenden Korpern

Holemitller, Ingeniour-Mathematik. 1 1%
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vielfach falsch angegeben, indem der Angriffspunkt in vollem
Widersprueh zu den Hebelgesetzen einfach in den Schwerpunkt
der verdriingten Wassermasse gelegt wird. Die Korrektur ergiebt
sich aus Folgendem: Der Druck p bei der Stelle 4 in Fig. 244
zerlegt sich  in eimen Seitendruck und einen Auftrieb. Der erstere
st gleich dem Drucke gegen die ent
sprechende Wandprojektion des Flichen
teilchens, der letztere gleich dem Ge
wichte der verdringten Wassersiiule.
Der Angriffspunkt 4 liegt aber doppelt
so tief, wie der Schwerpunkt der Wasser
siule. Da dies fiir alle Siulchen gilt,
80 liegt der Angriffspunkt des
Auftriebs im Falle der KFig 244
senkrecht unter dem Schwer-
punkte der verdringten Wassermasse und zwar in doppelter
Tiefe. (Darin liegt eine Anwendung des Prinzips von Cavalieri
versteckt.)

Ist der Korper vollstindig untergetaucht, so findet dasselbe statt.
[st niimlich in Fig. 245 S, der Schwerpunkt der verdriingten Wasser-
masse, 5, der Schwerpunkt der dariiber schwebenden Wassermasse,
S, der Sehwerpunkt des Gesamtraums, und
sind o, J, und J, die entsprechenden
— =%  Riume, so ist in Bezug auf die Niveaufliiche
K1, das gesamte statische Moment gleich der
Summe der Einzelmomente, d. h. (wenn die
Schwerpunktstiefen mit tuy, t, und t, be-
zeichnet werden)

7 S S N

demnach 1st die Schwerpunktstiefe der ver-
dringten Wassermasse
g L

g°g 0
1) t, =  —

[

Dies gilt fiir jede Gestalt und Lage des untergetauchten
Korpers, anch kann dabei S,S, eine schrige Gerade sein.

Die Auftriebsverhiltnisse gestalten sich nun folgendermalsen.
Nach. unten driickt den Korper die Wassermasse des Raums o,, nach
oben driickt ihn die dem Gesamtraume J, entsprechende Wassermasse.
Die Resultante beider Kriifte ist J,—J,=2dJ,. Nun liegt der Angriffs-
punkt A, doppelt so tief wie S,, also in der Tiefe 21,5 der Angriffs-
punkt A, liegt ebenso in der Tiefe 2¢,. Die beiden Krifte sind ent
gegengesetzte, der Angriffspunkt bleibt nach bekanntem Satze derselbe,
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wenn man die Richtungen der Kriifte findert, wenn sie nur entgegen-
gesetzte bleiben. In der Fig. 246 sind die Kriifte der Deutlichkeit halber
in horizontale Lage gedreht worden. Dort stelle A4, B die Kraft J,, 4,C
die Kraft J, vor. Macht man dann 4,0 = 4,0 und 4, E - 4,8,
dann giebt DE auf 4,4, den Schnittpunkt A4, als den Angriffspunkt
der Resultante. Dabei mufs nach dem Gesetz der statischen Momente
in Bezug auf KL sein

- 28, — Jp - 28, =y - .

Fig. 246

; et A L
Demnach ist die Tiefe | i
’ | |
=) \ 1
_.|llr J{. — -Jr ! | : A ]
2) f = —21 . I gl :
T - 5 Ot ;
! Eis i
d. h. das E]{l]‘rilultﬁr von der Tiefe | 4 I
18] Q B ! A |
des Punktes S,. SRR Eesndin.
(Auf diesen Umstand hat meines 5 ;
e . ' "-’u': |
Wissens  zuerst Herr Ingenieur ; i R
P = - 3 oy i : s i
H.Hidicke in einem Schriftchen vom A iz
Jahre 1881 aufmerksam gemacht, : s
welches unter dem Titel ,der Angriffs . i
punkt des Auftriebs® bei Orell und S
Fiissli in Ziirich erschienen ist. Die . ¥
hier gegebene Darlegung ist allerdings e

cinfacher und kiirzer.)
A, F — J, stellt die Resultante dar. Bringt man sie in A4,

entgegengesetzt an, so herrsecht zwischen den Kriften A,B, A,C und

— A, F Gleichgewicht. Die Resultante ist senkrecht nach oben ge
richtet zu denken.

Der horizontale Seitendruck gegen den Korper ist in jeder
Richtung genommen gleich Null. Er besteht aus zwei gleichen
und entgegengesetzten Komponenten, deren Grilse man folgender-
mafsen findet. Man projiziere den Korper auf eine senkrechte Wand,
die zugleich senkrecht gegen die gewiihlte Richtung liegt (z. B. auf eine
der senkrechten Koordinatenebenen). Der eine Teil des Seitendrucks
ist dann gleich dem statischen Momente M, der Projektionsfliche in
Bezug auf die Wasseroberfliiche, der Angriffspunkt liegt in der Tiefe
1y
M,
Fliiche in Bezug auf die Wasseroberfliche ist. Die andere Koordinate

wo T, das Trigheitsmoment, M, das statische Moment der

M. ,
wird mittels der Formel = gefunden, wo M,, das Centrifugalmoment

der Projektionsfliche in Bezug auf den Schnitt der Wasserfliche
und der senkrechten Koordinatenebene ist. (Vgl Nr. 113.) Jetzt 1st
17%
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die Lage und Grilse der betreffenden Druckresultante genau bestimmt.
Die andere ist ihr enfgegengesetzt und gleich grols, die Summe beider
also Null. Das Gesagte gilt fiir jede beliebige Gestalt. Damit
st die Statik untergetauchter Kérper erledigt.

e) Stabilitit eines Sehiffskdrpers in scehriiger Lage. Ist S
der Schwer punkt des Schiffskérpers, p das gesamte Gewicht lll“w Schiffes,
so ist der Auftrieb nach Archimedes gleich — p. Ist S, der Schiver-

punkt der verdriingten

Fig. 247 Wassermasse, so liegt der

Angriffspunkt 4 des Auf
triecbs doppelt so tief
Das Moment des Kriifte
paares ist fiir diese Lage
des Schiffes gleich pe. Da
— es ein aufrichtendes ist,
kann das Schiff noch einen
Winddruck vom Momente

- pe aushalten, ohne zu
kentern.

f) Dreht sich ein Korper
um eine beliebige Achse,
so ist die entstehende Centrifugalkraft gleich der Centrifugalkraft der im
Schwerpunkte vereinigt gedachten Masse. Im allgemeinen oreift sie
aber in einem anderen Punkte an und giebt fiir jeden Punkt der
Achse ein bestimmtes Centrifugalmoment. In der Regel zerlegt man
die gesamte Centrifugalwirkung in eine im "ﬁn]nnw}nml\tﬂ tnnrtmi{*nrle

Kraft und in ein I\mit:]a.i.n, dessen Ebene besonders konstruiert
werden muls (vgl. Fig. 101 fiir den

Fig. 248 Fall ungleicher Kriifte). Die drei

B Hauptachsen des Centralellipsoids
sind freie Umdrehungsachsen. Das

| Problem kann also nur mit Hiilfe
| ; der korperlichen Trigheitsmomente
! ' zum Abschlufs gebracht werden. —
b ez i Uber die Centrifugalkraft, die einen
i um seine Achse drehenden Rotations

I | korper zerreifsen will, vgl. Nr. 49.

| g) Wird ein physisches Pendel
vom Gewicht p ans der Ruhelage
gebracht und hebt sich dabei sein
Schwerpunkt um £, so ist die geleistete Arbeit gleich p - A (Liifst
man es In die Ruhelage zuriickschwingen, so wird der tiefste
Punkt mit einer Drehungsgeschwindigkeit passiert, die sich ans
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i /2 pt s
T+ =ph als & = I ;,“ berechnen lLifst. Die Schwingungsdauer
. 5/ 1 T

st == l ) wo [ = i 15t )

h) Ist ein Hebel AB durch Lasten p und ¢ ins Gleichgewicht
versetzt und dreht man ihn um €, so bleibt der Schwerpunkt S beider
Lasten in derselben Hohe. Entsprechendes gilt vom Gleichgewichts
sustande anderer einfacher oder zunsammengesetzter Maschinen, z B.
Rad und Welle, alle Arten von Flaschen- und Rollenziigen, schiefe
Thenen. Schraubenmechanismen u. s. w. Hierher gehoren Fragen des
indifferenten Gleichgewichtes. Dazu gehort eben, dals bei em-
tretender Bewegung der Schwerpunkt sein Niveau nicht iindert.

i) Wird ein Kérper durch einen Stols fortgeschlendert, so bewegt
sich sein Schwerpunkt in einer Parabel (im allgemeinen Falle in einem
Kegelschnitte) und aufserdem finden Drehungsbewegungen statt, die
mit Hiilfe der Trigheitsmomente zu untersuchen sind. Dies 1st ein
Fall des sogenannten Schwerpunktprinzips. Zur Lehre vom excen-
trischen Stolse ist ebenfalls die Kenntnis der kirperlichen Trigheits-
momente notig.

k) Bewegen sich zahlreiche kosmische Massen nur in Folge der
segenseitigen Anziehung, so bleibt der Schwerpunkt des Systems in
Ruhe. Wurde vorher jeder Masse ein Stols gegeben, so bewegt sich
der Sehwerpunkt des Systems in gerader Linie. Handelt es sich nur
um zwei Kérper, so bewegt sich der Schwerpunkt in gerader Linie
wen sich in Ellipsen um den Schwerpunkt des

und beide Korper dre
Systems (allgemeiner in Kegelschnitten ).

1) Dafs in der Theorie der Gewdlbe der Korperschwerpunkt eine
wichtige Rolle spielt, ist selbstverstiindlich. Dasselbe gilt noch von
vielen anderen Lehren der Mechanik, auf die jetzt nicht eingegangen
werden soll. Uber die Flichenschwerpunkte sei noch folgendes gesagt:

m) Bei Schiefsversuchen gilt der Schwerpunkt simtlicher Treff
punkte als mittlerer Treffpunkt. Bei den Untersuchungen iiber die
Abweichung rotierender Langgeschosse wird er zu Grunde gelegt.

n) Soll bei einer Gleichung n'** Grades durch eme Substitution
das zweite Glied entfernt werden, so handelt es sich um eine Ver
legung des Nullpunktes des Koordinatensystems nach dem Schwer-
punkte der Wurzelpunkte, mogen diese nun reell oder imaginir sein.
(Die Gleichung darf auch komplexe Koeffizienten haben. )

0) Stromt in » Punkten einer sehr grolsen Platte Elektrizitit in
den Quantitiiten v, v,, ..., ein, und wird sie in grofser Entfernung
abgeleitet, so gehen die Asymptoten der Stromlinien durch den
Schwerpunkt der mit dem Gewichte vy, vy, ..., ¥ 21 belegenden

Einstromungspunkte.
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