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Erster Abschnitt.

Phoronomie oder geometrische Bewegungslehre.

§ I. Die geradlinige, gleichformige Bewegung.

Bewegt sich ein starrer Korper so, dall alle seine Teilchen konstante
Geschwindigkeit haben und parallele Wege beschreiben, dann ist seine Bewegung
eine geradlinige, gleichférmige.

Die Lage des Korpers ist vollstindig bestimmt, wenn man diejenige eines
seiner Punkte kennt. KEs lillt sich somit die Untersuchung der Bewegung
auf die eines Punktes beschrinken.

Da die Geschwindigkeit ¢ konstant ist, wird nach einer Sekunde der
Weg ¢ Meter, nach 2 Seckunden der Weg ¢-2 Meter, nach ¢ Sekunden der
Weg c¢-i Meter zuriickgelegt. . Also erhiilt man fiir den Weg, welchen ein Kérper
gleichigrmig macht, die Formel

L A N (5 e s 1
Fiir die Zeit t, wire der Weg 5, =¢-t,. — Durch Division der beiden
letzten Gleichungen wird dann
8. T

= = 1 . . - - - . . . . . . . . L -I"
8 t *)
,.Bel" gleichen Geschwindiglkeiten verhalten sich die Wege wie die Zeiten,
m welchen gle zuriickgelegt

g werden.*

Eine zeichnerische (gra-
phische) Darstellung desWeges
bei einer gleichformigen Be-
wegung ergibt sich auf fol-
gende Weise:

Trigt man auf einer hori-
zontalen Geraden OX, Fig. 2,
vom Punkte 0 ans die Zeiten
als Lingen auf und errichtet

-_man in den einzelnen Zeit-
lelm!cten Senkrechte, deren
Fig. 2. Grofie gleich den in diesen

zuriickgelegten Wege sind, so

ergibt der geometrische Ort der Endpunkte der letzteren die sogenannte Weg-




linie. Dieselbe mull durch O gehen, weil fiir t =10 auch s=—o0 1st — sie st

&

eine Gerade, da laut Formel (4) A ; sein mull. Die Geraden OX und OV,

auf welchen Zeiten und Wege abgetragen werden, heiflen Koordinatenachsen,
die Zeiten und Wege Koordinaten (Abszissen und Ordinaten).

Werden aber in den einzelnen ]
Zeitpunkten Senkrechte von der Gro- ‘
!.?u_r: errichtet, so ist die Verbindungs- A Vid
linte der Endpunkte der letzteren ‘

die zur OX-Achse parallele Ge-
schwindigkeitslinie BC. — Der In-
halt des Rechteckes OABC, Fig. 3, <
ist e-f, also gleich dem in der Zeif ¢
mit der Geschwindigkeit ¢ zuriick-

gelegten Wege s. — Demnach ist der
Weg einer geradlinigen, gleichformi- ' Y
gen Bewegung durch ein Rechteck a0 7 % .
. - : = [ - - -
mit der Basis ¢+ und der Héhe e Fig. 2
dargestellt. s
Beispiele.

1. Welche Geschwindigkeit besitzt ein FuBginger, welcher in der Minute

115 Schntte a 0,75 m macht?
3 115 -0,75 115 - 0,05 5,75
Auflosung: o= : - —
60 4 4
¢~144m

2. In welcher Zeit gelangt ein Lichtstrahl von der Sonne zur Erde, wenn
die Entfernung beider 20000000 Meilen und die Geschwindigkeit des Lichtes
mit 40000 Meilen angenommen wird?

8 200000000

Auflosung: i —_— : X
c 40000

# — 8 Min. 20 Sek.

— :S‘}“ Hl?l\',

3. Ein Bote brauchte zu einem Wege von 30 km 4 Stunden 40 Minuten.
Welchen Weg legte er in einer Stunde zuriick?
Auflosung: t = 4%/, Stunden, daher
30 30 90 ]
r= == =
T T U
x~ 6,45 km
4. Wie grob ist die Geschwindigkeit eines Schnellzuges, der in einer
Stunde 90 km zuriicklegt?
90000 100
60-60 4
¢ = 25 m/sek.

Auflosung: €=

5. Ein Schnellzug legt die Strecke von 30 km in 24 Minuten zuriick.
Wie groll ist seine stiindliche Geschwindigkeit?




Auflésung: In 24 Min, . . .. 30 km
BT ey gt
z:30=60:24
30 - 60
S
a o~ {Hkm/1”"
6. Die Triebrider einer Lokomotive haben einen Durchmesser von 1,98 m.
Wie groB ist die stiindliche Geschwindigkeit der Maschine bei 250 Touren?
1,98 . & - 250 - 60

Auflésung: = km
= 1 OO0

¥ ~ 93 km

. Zwei Orte 4 und B sind 210 km voneinander entfernt. Von 4 nach B

m]m ein Personenzug und von Bnach 4 gleichzeitig emn br:h:wl].rus., ab. Ersterer
hat eine luw{hmtnhcrkw von 30 km pro 1 Stunde, letzterer eine Geschwindigkeit
von 7b km pro 1 .‘:-lum]v. Wann und wo begegnen sich die Ziige?

Auflssung: Die Zeit, nach welcher sich beide Ziige begegnen, sel o Stunden.
Dann ist der Weg des Personenzuges 30 z, derjenige des Schnellzuges 75 lem,
Beide Wege miissen 210 km sein, Demnach gilt

30 2 - 75 2 =210
106 & = 210
2 = 2 Stunden

Die Ziige begegnen sich 150 km von B oder 60 km von 4 entiernt.

8 Tin Schiff fahrt von Dover nach Calais in 2 Stunden. Auf der Riick-
fahrt hat es ungiinstigen Wind und legh infolgedessen um 1'[, Meilen pro
Stunde weniger zuriick. Auf der Halite der Fahrt dreht sich der Wind giinstig,
s0 dalB} es 1/, Meile mehr pmhrunrlv zuriicklegen kann und noch friiher ankommt.
Die Zeiten E|1I Fahrt verhalten sich wie 6:7. Welche Entfernung hat Dover von
Calais und wieviel legt das Schiff pro Stunde bei der Riickfahrt in der ersten
und zweiten Hilfte des Weges zuriick? i

Auflosung: TIst @ die gesuchte Entfernung, so ist o die stindliche Ge-
schwindigkeit wihrend der Hinfahrt. =

Dann ist in der ersten Hilfte der Riickfahrt die Geschwindigkeit

o ] & -

o 2 Aenie o

der zweiten Hilite - — _ Meilen, somit folgt
£ X
a 2 2

e 7:6

( 3 x—3 1 2

SR 2 2
21 ]
: e ) T7:6
z—d \z 5 r— 2
Qa(e—2):[z(x—2) 1 =(= -3 =i:b

9 (x—2): (22 —Db)=T:6
12— 24 —142z— 3D
a = 5'/, Meilen




=]

v, ol Rt .
Geschwindigkeit in der 1. Hilfte der Riickfahrt —,— = 1%/, Meilen
*r— 2
e = T — L

§ 2. Die geradlinige, gleichformig heschleunigte Bewegung.

Die Zunahme der Geschwindigkeit pro eine Sekunde, die Beschleunigung,
werde mit p bezeichnet. Ist die Geschwindigkeit zu Anfang der Bewegung e,
g0 ist sie nach der ersten Sekunde ¢ -\ p, nach der zweiten ¢ 2p, endlich
nach der #ten Sekunde

W= DT s s k)

Zur Ermittlung des Weges s fithrt folgende Uberlegung. Trigt man auf
der Achse OX gleiche Zeiten (Sekunden) und in den Endpunkten der letzteren
Senkrechte von der GréBe der
zugehbrigen Geschwindigkeit auf, y
so ist der geometrische Ort der |
Endpunkte dieser Senkrechten die '

¥

=

Geschwindigkeitslinie 4 B, Fig. 4. . g
Zur Zeit t' sei eine Ge- 4: it il E
schwindigkeit ¥ vorhanden. In ; el | N
der folgenden unendlich kleinen HE@ Y]
Zeit T kann man die Bewegung € ‘ N
gleichférmig erfolgend denken, 3
und es stellt daher die Fliche & P
' -7 den Weg in derselben vor. ol 27 37 —f-k}';,_ —i‘-,—--—/{’
Ist nun der Weg s in ¢ Sekun- Fig. 4.

den durch lauter in unendlich
kleinen Zeiten gleichférmig zuriickge li*ﬂrten Wegen zustande gekommen, so findet
sich somit seine GroBe als Mall der Fliche 04BC, d. h. mit

8§ == UEL b R |

,Die geradlinige, gleichférmig beschleunigte Bewegung kann somit ersetzt
werden durch eine geradlinige, gleichférmige, deren Geschwindigkeit das arith-
metische Mittel aus Anfangs- und Endgeschwindigkeit der ersteren ist.

Wird fiir » der Wert aus (b) in (6) substituiert, dann folgt

L P e -
\-;(f;-_}f [ij

Durch Elimination von ¢ aus s ergibt sich ein Zusammenhang zwischen

den GroBen s, v, ¢ und p. Aus Gleichung (5)

¢

llI'J




. h D¢ v—¢C
Demnach wird s=— . oder
2 P
P |
g __]F) ,,,.........--{5]

Ein frei fallender Korper macht eine gleichformig beschleumigte Bewegung;
seine Beschleunigung betrigt, wie schon in der Einleitung erwdhnt wurde,
g=9,81m. Die Anfangsgeschwindigkeit beim freien Fall ist c=o0. Somit
sind die Formeln fiir die Endgeschwindigkeit und fiir den Weg

f'_—.:!‘f-f e T SO e el e R ('—I}
und - ;‘f=gf3.. RO N = s, Se
Betriigt die Fallhohe 2, dann ist laut Gleichung (10)
h— ? {*, woraus

foh . :
t—= —\ sich ergibt.
q

Demnach ist die Geschwindigkeit, welche der Korper erlangt hat,

/2k
1} — :',f - —‘_f' l?‘lll“'['
©g

E=VE R o siate i i il

Beispiele.

9) Wie grofl war die Beschleunigung eines Punktes, dessen Geschwindig-
keit withrend einer Minute von 2 m auf 60 m gestiegen 1st?

Auflésung: p=c -1 pt

p=1m

10. Wie lange muB sich ein Punkt bewegen, um von einer Anfangs-
geschwindigkeit ¢=—2m auf eine Endgeschwindigkeit v==14m bei einer Be-
schleunigung p=— 0,1 m zu gelangen?

gung ¥ : .

Auflgsung: p=c - pt
R =
=" =t 120 8ek.
P 0,1 0,1

¢ = 2 Min.
11. Die Anfangsgeschwindigkeit eines Punktes betrigt ¢=—10 m, seine
Endgeschwindigkeit ist » =20 m. — Wie lange braucht er, um emen Weg
von 8=2250m zuriickzulegen?




)

-z,'_l—cf

Auflosung: 5 =
20410
2250 =— —-t=151¢
2250
s

t = 150 Sek. — 2/, Min.
12. Eine Lokomotive fihrt in 4 Minuten auf eine Geschwindigkeit von
24 1;1_,Sek_ an. Wie g_mI} ist ihre miftlere Beschleunigung?

Auflosung: v—=c¢- pt
] g —"0 24— 1)
J" — If — 2-“]
p=01m

13. Ein Korper wird 2,15 m hoch gehoben und dann frei fallen gelassen.
Mit welcher Geschwindigleit langt er in der Anfangslage an?
Auflosung: p=V2¢gh=—=1V2.9,81-2,15
v=>0,5m
14. Welche Hohe hat ein mit 15 m Geschwindigkeit ankommender Kérper
durchfallen?

Auflésung : D=1V2gh
2
,Ij' =
2y
15 225
= _—— -
2-9.8] 19.62

h=11,4>m
15. Wie verhalten sich die in einzelnen, gleichen Zeiten zuriickgelegten
Wege einer gleichformig beschleunigten Bewegung mit der Anfangsgeschwindig-
keit Null?

Auflosung: Die Wege nach 0, 1, 2, 3. ... Sekunden sind 0, 7 -1, 5 -4,
P : . : s - B3 b
- -9 .... daher die Wege In der 1., 2., 3..... Sekunde SR —
2 R
Demnach verhalten sich die in einzelnen, gleichen Zeiten zuriickgelegten
Wege wie e

i t—mie L oder wie
& ) 0

e R T |
wie die aufeinanderfolgenden ungeraden Zahlen.

16. Bei einer gleichférmig beschleunigten Bewegung mit der Anfangs-
geschwindigkeit Null ist der Weg in der fiinften Sekunde 18 m; wie grof ist
derselbe in der siebenten Sekunde? ;

Auflosung: 18:6=9:13

ax=—206m
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17. Zwer Korper bewegen sich von zwei d==205m entfernten Orten
gegenemmander. Der erstere hat die Anfangsgeschwindigkeit ¢ — 10m und
die Beschleunigung p, = 7m, der zweite die Anfangsgeschwindigkeit ¢, — 6m
und die Beschleunigung p, —3m. — Wann und wo treffen sie sich?
, B W | P20
Auflosung:: Clae i O s - d 5
10 T g 3 4o )
i o | 4 = ==
t At i = 209

16 L5 2= 205
t*4-32t—41=0
t=1,6-1 V2,56 41 —— 1,6 4 V43,66

t——1,6-16,6
Die brauchbare Losung ist #—5 Sek.

: : ) T
Der erste Korper ist dann von A entfernt um z— 10.5 -} ‘;--:_’-:_J, d: h;
I

x=137.5m
18. Ein Stein fallt in einen Schacht, Nach
man das Auffallen des Steines,
geschwindigkeit ¢—

t = 6,33 Sekunden hort
Wie tief ist der Schacht, wenn die Schall-
1/, kmsek. betragt?

Auflosung :
Die Zeit fiir den Weg des Schalles ist aus =z ¢+, o=
e 3
h e g : e ! e f2a
Die Zeit fiir den W eg des Steines ist aus z— el e -‘/
2" & g
; x /2 @
Demnach wird _}-1,f =
GES
izl A
\t——|
[ ¢/
% : 2
G e
g R
: A e
22— 2te.x — -1 =10
g
Werden die Liingen in km eingesetzt, so ergibt sich
1 2.1 - 6,332.1
ot — 2.683._ 2 e =0
3 9.0,00981 9
x*— 422 0— 9265 —+4,4521 =0

x=—13,4356-+1180,4992 — 4 4521 4
r=—13,435 +V176,0471
z = 13,435 + 13,268.
Bedeutung hat nur das Minuszeichen; daher
#=0,167 km oder

=167 m
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§ 3. Die geradlinige, gleichformig verzigerte Bewegung.

Die Beziehungen fiir die geradlinige, gleichitrmig verzigerte Bewegung
ergeben sich, wenn man in denen der geradlinigen, gleichférmig beschleunig-
ten Bewegung statt p ... (— p) setzt.

Demnach lauten sie fiir die Endgeschwindigkeit und fiir den Weg

e e e e e« (12)

Pyt ..
S = f-t:_-r‘!‘-—‘{:f"’ e e 88 ]

Fiir den vertikalen Wurf nach aufwiirts ergeben sich folgende Formeln
nach Substitution von g fiir p

W=0—gt smon b ok oo (14)
.~d=r_rf--——2'f"'............{15}

Die Hohe, welche ein Kérper, welcher mit der Anfangsgeschwindigkeit
e vertikal nach aufwiirts geworfen wird, erreicht, folgt aus der Erwigung,

dal v=o0 sein mufl. Dann wird aus (14)
5
lf.: .
g
Somit wird durch Einsetzen dieses Wertes der Steigzeit in (15) die
Steighthe B B Gt o R i
h—e— — = .=
g 2 v ] 2q
¢
h— ok v CEG)
29

Bei allen bisher besprochenen Bewegungen ist von den auftretenden
Bewegungshindernissen abgesehen worden.

Beispiele.
19. Die Anfangsgeschwindigkeit eines Korpers betragt 80 m und wird
jede Sekunde um 0,5 m wverzogert. Wie grof} ist die Geschwindigkeit v nach
2 Minuten und welche Weglinge hat der Korper in dieser Zeit durchlaufen?

Auflosung: v=¢— pt==H80—0,5.120
v=20m
T e 20 4 B0 _ s :
: T2 = = 190 — 50-120

s =06000 m

20. Wie groi mull die Verzogerung einer gleichformig verzigerten Be-
wegmng sein, damit die Anfangsgeschwindigkeit eines Koérpers in ¢ Sekunden
auf die Hilfte reduziert werde?

Auflosung: v=—c— pl
¢
5 — — ",nlf
[
‘r.l.". = 5
?) ]

2¢
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21. Eine Lokomotive mit 20 m Geschwindigkeit soll auf einer Strecke
von 600 m durch Bremsen zum Stillstand gebracht werden. Welche Verzdgerung

mull ithr erteilt werden?

A nﬂ{'h.:ung: v c—pt=10
= ?J(’:'_}“
v-l¢ & -
8= . = _f—600
2 2
el = 1200
208 = 1200
; 1200 0y
= ] §
20
20
P=="8o
pP= L 11
! Vi =y g :;

22. Eine Kugel wird mit einer Geschwindigkeit von 10 m eine schiefe

Ebene hinaufgestollen und erreicht nach 20 Sekunden ihre hochste Lage. Mit
welcher Verzogerung bewegte sich die Kugel, welchen Weg legte sie zuriick und
wann hatte sie die Geschwindigleit von 4 m?

Auflésung: a) v—¢—pt=0
c—pt
1[:]‘_:]},1-3”
p =05 m,
p-g 1 [fas=
| . el AD—=15.20
: 2 2

& = 500 m,

c) 4 =c—pl
4 =10—0,5+1,
0,6¢, =6
: B
1 0.5

t, =12 Sek.

23. Ein Projektil wird mit einer Geschwindigkeit von 600 m vertikal
emporgeschossen. Nach welcher Zeit hat es die halbe Geschwindigkeit?

Auflosung: 300 =600 — 9,81 .¢
9 81.¢= 300
300
Trigay

t ~ 30,5 Sek.
24. Zwei Punkte A4 und B sind wvertikal voneinander um % Meter ent-

fernt. Von A fillt ein Korper frei herab und von B wird gleichzeitig ein
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anderer mit der Geschwindigkeit c

vertikal nach aufwirts geworfen. Wann
treffen sich beide Kdrper?

Auflésung: 1 Lo :
3 S el ot—T—n
G 2
h
f:
¢
25. Bin Korper wird pro Sekunde um 5 m verzogert. Wenn er zur Ruhe

kommt, hat er einen Weg von 360 m gemacht. Ein zweiter Korper hat die
doppelte Anfangsgeschwindigkeit, erfihrt diesclbe Verzogerung und bewegt sich
8 Belkunden lang. Wie lange hat sich der erste Korper bewegt, welche An-
fangsgeschwindigkeiten hatten beide Korper und welchen Weg hat der zweite
Kérper zuriickgelegt?

Auflosung: Fir die erste Bewegung ist

L) {'I ;|,"l
¢, =—5t, und
T.T 3 a
360 =c¢c t, — =1
360 =51 ~— S b= = (3

t, =12 Sek.
¢, = 60 m

¢, — 120 m

120 :
=B —60+8
; =

L 480 m

26. Ein Kirper wurde vertikal emporgeschleudert und kam nach 40
Sekunden an die Ausgangstelle zuriick. Wie groB berechnet sich seine An-
fangsgeschwindigkeit, wenn auf Luftwiderstand keine Riicksicht zu nehmen ist?

Auflosung: Der Kirper steigt ebenso viele Sekunden als er hernach fillt.

e : / ol s P b
Demnach betrigt die Fallzeit 20 Sekunden. Die Steighthe ist > die Fall-
ol

e, et ; : : T i
hihe L —.90. — Beide Werte gleichgesetzt, ergibt sich
8 & g
ot 2
——.20 oder
2q 2
;
=90
g

el 196.2 m
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§ 4. Zusammensetzung und Zerlegung geradliniger Bewegungen.

In der Einleitung wurde schon gezeigt, dall ein Korper, welcher zwei
geradlinige Bewegungen gleichzeitig machen mull, nach Ablauf emer bestimmten
Zeit an den vierten Eckpunkt des aus den Seitenwegen konstruierten Parallelo-
grammes gelangt.

' Bs wird sich nun fragen, welche Linie der Kérper beschreibt, wenn die
A 7 5’ Art der Seitenbewegungen gegeben ist.

- ‘)l'

a) Beide Seitenbewegungen seien
gleichformige. Fig. b.

Die Bewegung in der Richtung 4 X
erfolge mit der Geschwindigkeit ¢, die
in der Richtung 4Y mit der Ge-
schwindigkeit y. — Nach Ablauf der
Zeit ¢ befinde sich der Korper in der
Richtung 4 X in B, in der Richtung 4 Y

i . % in . nach Ablauf der Zeit ¢ in der
Y Richtung 4 X in B’ in der Richtung
g 6. AY in O
Dann ergeben sich die Beziehungen
AB —c¢-t |
BB'— ¢t {
AB =c-t'| e e
A — .1
f I 3 frl(,rlr _-L.“"_{
__I{' G :I > II' I ) \
N : 4 . J Lot —
Hun tu]gt = Bl.r;. U, ‘) daraus
AC 00" =t : (' —1)
AB : BB'= AC : CC" oder

CD:ED' —AC : DE, d. h.
NACD ~ A DED', somit
mufl ADD'" eine gerade Linie sein. HEs ergibt sich also das Gesetz:
., Die resultierende Bewegung aus zwei gleichférmigen Seitenbewegungen
ist eine geradlinige.*
b) Beide Seitenbewegungen seien gleichférmig beschleunigte mit den An-
fangsgeschwindigkeiten Null.
Die Beschleunigungen in den Rich-

~ % tungen AX und AY seien p und 9.
Fig. 6.
Dann folgt analog wie frither
o s
A= —{? { .
o ] ‘“ lf|-._. oy
= o “] BB'= g (t'*—t%)
: A —2 4
E I i3
3 10 =gt* |E_,f,, Bl
N o Py )
s A0 ==} 2
Fig. 6. 3
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gomit AB: BBI— (% —i¢2) e
A . 00" — ¢2 : {,"2 s I,EJ J‘ aaraus
AB: BB'— AC : CC' oder
CD:ED"— AC : DE.
Demnach wieder ANACD ~ A DED'. 80 dal
ADD" auch hier eine gerade Linie wird. Das Gesetz lautet daher:
»Die resultierende Bewegung aus zwei gleichformig beschleunigten Seiten-
bewegungen mit den Anfangsgeschwindigkeiten Null ist eine geradlinige.
Die beiden letzten Sitze lassen sich in einen einzigen zusammenfassen,
namlich : '
,,Die resultierende Bewegung aus zwei gleichartigen Seitenbewegungen ist
eine geradlinige.
¢) Die Seitenbewegungen seien ungleichartige. Die Bewegung in der
Richtung A X sei eine gleichférmige mit der Geschwindigkeit e, die in der
Richtung AY eine gleichformig beschleunigte mit der Anfangsgeschwindigkeit
Null und mit der Hr—"“""h]"'”“if—'fln'f—"- 7, Fi;,?r, T

Dann wird ebenso wie friiher

AB =it - AQ=ct 8

I8 1 AC ==c: Ly
2 e
e da = i > 5 L,
1B 40" r-:fz" = =
o] i &
& “g

wird auch AB: AC™ AB': AC'
oder AB:BD >~ AB': B'D.

Dies ist der Fall, wenn 4 DD' eine Kurve ist. Es ergibt sich somit der Satz:

»Die resultierende Bewegung aus zwei ungleichartigen Seitenbewegungen
ist eine krummlinige und wendet ihre konvexe Seite der gleichformigen Seiten-
bewegung zu.*

Die Zerlegung einer geradlinigen, auch einer krummlinigen Bewegung, in
zwel Seitenbewegungen ist méglich, wenn entweder die Richtungen der letz-
teren oder Richtung und Art der einen Seitenbewegung gegeben sind.

§ 5. Die schwingende Bewegung als Komponente einer gleichformigen
Kreishewegung.
Das Bewegliche 4, Fig. 8, habe im Kreise die Geschwindigkeit ¢ und die
Umlauiszeit . — Daher gilt
¢ T'=2an und
2an
7

Die Kreisbewegung A M werde nun in Komponenten A M, and AM

C =
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zerlegt. Untersucht soll nun die
T erstere, in der Richtung A X er-
= folgende Bewegung werden.
N Die jeweilige Entfernung des
Beweglichen vom Mittelpunkte O
[0 [ ' \ des Kreises wurde mit s bezeich-
| Ty net. Dann ergibt sich fiir die
i | I-;'f S | Lage M,
__f?i T Y S T AP T 1= _,} 8§ =—a-C03 (.

| | A1 x 'I .
b e =t In einer Sekunde legt der

:
N i / Punkt 4 den Winkel .T—r zuriick,
\\ ; / mithin in ¢ Sekunden den Winkel
. . 9 . _ .

: \__ _.—/ o =- s t. — Daher wird die

—— ?1
Tig. 8. Formel fiir s
(& =\ o
g=a-e08| =] ... T aa{dd)
= T T 3. ;
Wird b0 = e i =3 r.=_1!_, ="
so wird §s=a, §=0, §=——a, §=0, s = -} a.

Die Entfernung des Beweglichen von O verindert sich also mmt f. —
@ heilt Schwingungsamplitude,

In einer unendlich kleinen Zeit ¢ kommt das Bewegliche im Kreise von
M nach N, in der Richtung A4X von M, nach N,. — Die Geschwindigkeit
in letzterer ist daher

M N, MO—N0O
i — f=—
T T
@ (27 ) [ S |
08 | —-f | — &4 008 | — (bt T}
T \ 1 ) T )
: Ly | m—y . ,
Da cos £ — cos yy = — 2sin —_—-sin ——— ist, wird
2a . (2nt . = T"-I : l-" T
PY———gin|— -+ —|-8n| — —]
7 T e TR
e S . S T"-l > I-"':r T "'-l
W= « 511 e LR R e
T L g T/

. b z T T
Nun kann wegen der Kleinheit von statt sin — der Bogen T selbat

e jl
; HTET 2t
gesetzt werden; aus eben demselben Grunde darf p o gegen o vernach-

lissigt werden, so dal
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2a . [Bxi\ =@z |
Y= =B\ ——— |+ — Oder
T Vel ;'I T
Setor L 2N
Y= g | —— | wird:
1 A
2am
0 daher
/) 4\
mitel 2nt) \
v=¢-sin |- | e CAN)
L
i ! s -
fiir t=uao, = —, = —, t—-—T i |
4 2 {
werden v =o, V== ¢ 0 V=—0, V=0

»Das Maximum der Geschwindigkeit der schwingenden Bewegung ist in 0,
die Minima sind in den Punkten 4 und B wvorhanden.®

S : e : . [2m 1))
In N, 18t die Geschwindigkeit v, = ¢.sin o —
1 1 T

Daher wird die Beschleunigung dort

[ (t

Zdan T A
Hir 6= T substituiert, wird auch
2 2amx 8 do®
[,l — T’ - j-:T # % ——] I'f = 5
Demnach ergibt sich die Beziehung
2 i (2 0 . . 2
&I famth ZTC 8 4n
bh— o8 | —— | = - — = TR 1
T L T’ uw Y )

»Die Beschleunigung bei einer schwingenden Bewegung ist der Entfernung
des Beweglichen von seiner Mittellage proportional.:

Fiir ¢t =0 t 4 sl e T
AT =1, 3 = -, — ) T
5 L 2 e
: 2rc Znc : i
wird b=— , =0, h— — == i
;!‘ 3 'J ;{1 3 |} ) IN
2

Blau, Mechanik.
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Beispiele.

27. Welchen Abstand vem Mittel hat ein in einer Horizontalen schwingender

Punkt nach ?

Auflosung:
& =

& =

-~

d. h. die Entfernung des
der Schwingungsamplitude.

98. Wie wverhilt sich die Geschwindigkeit eimes schwingenden

der ganzen Schwingungszeit?

o
= .+ C0B8 | — (I COB |

— @ -cos 459
- 0,707 ax.

schwingenden Punktes vom Mittel betragt 70,7

0/
g

Punktes

nach '/, der ganzen Schwingungszeit zu derjenigen im Kreise, aus welchem
die schwingende Bewegung abgeleitet ist?

29. Nach welch
wegung gleich der H

Bewerung abgeleitet ist?
L= = £

Auflisung:

d. h. nach ?/,

30. In welchem Ver

L e
P ==08ln — (0T ¢

o 1
= —_[_|_4”J ==
L j x

1 e
0,707 1,414
v:ie=1:1414

. |'. 27t ."| i
P==C:85 fE—
G+ BN \ T ,a' 9

: (2,-7;.\-., |
BN | —— -
¢ i Sl 2

) e f
sl et PR
{4 6
21 ]
P=ng
f .'ff
12

, der ganzen Schwingungszeit.

haltnis stehen mittle

er Zeit wird die Geschwindigkeit einer schwingenden Be-
‘e von derjenigen im Kreise, aus welchem die schwingende

und maximale Geschwindig-

leit einer schwingenden Bewegung, wenn das Bewegliche in der Minute
n Schwingungen mit der Schwingungsamplitude ¢ macht?

L=

= = ; : e (B L ek BN an o :
Auflosung: Die mittlere Geschwindigleit ist 0o 15" die maximale
i A 2amn asn 2 g
Geschwindigkeit ist e=——=
Gl a0
Daher an aman | a
15~ 30 5

Miitl. Geschw. zu max. Geschw., — 2 : 7.

T
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Eine schwingende Bewegung ist z. B. diejenige des Kolbens (oder Kreuz-
kopfs) einer Dampfmaschine. Wire die Schubstange -unendlich lang, dann
ergibe sich die Kolbenbewegung als Komponente der Bewegung des Kurbel-
zapfens und es liefie sich sagen:

,,Die mittlere Kolbengeschwindigkeit verhdlt sich zur Geschwindigkeit des

- Kurbelzapfens wie 2:7.

P

. 5

- § 6. Der Kurbeltrieb.

Zwischen den Kurbeldrehungswinkeln und den Kolben- oder Kreuzkopf-
wegen von Dampfmaschinen (Gasmotoren u. dgl.) existiert eine einfache Be-
zichung, welche im folgenden hergeleitet werden soll.

In Fig. 9 bedeutet a0 — R die Kurbellinge und da=— L(—4 5 R) die
Schubstangenlinge. Dreht sich nun die Kurbel aus ihrer Totlage um den

4,

|
i Al
”
{
Fig. 9.
Winkel @, dann kommt die Schubstange in die Lage Ce¢, so dall der Kreuz-
kopf und mit ihm der Kolben um 4C=— z aus seiner linken Totlage gezogen
worden ist. Schligt man nun aus € mit dem Halbmesser I den Bogen cd, so
ist ad = x, d. h. ebenfalls der Kolbenweg.
Beweis: Add= Ada -+ ad = L -+ ad oder
| Ad—dC - AC= L} z, folglich
L4 = L-4ad oder
|'H|'II =T

Im Riickgange ist fiir denselben Kurbeldrehungswinkel der zugehorige
Kolbenweg b'd’.

Wire die Schubstange unendlich lang, dann wire der Kolbenweg im

wr . » i =T = " - . -
{ Hingange af und im Riickgange bf". Diese Wege sind einander gleich, denn
A Oac~ A0b'e
so dall auch Aafe >~ Abe'f' ist, woraus sich
G ==bifl = e i s e 2
ergibt. Demnach folgt der Satz:

.Die Kolbenwege sind bei unendlich langen Schubstangen fiir gleiche
Kurbeldrehungswinkel im Hin- und Riickgange einander gleich.”

D
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Bei endlich langen Schubstangen ist der Kolbenweg im Hingange indes
um fd griBer, im Riickgange um f'd’ kleiner als derjenige bei unendlich
langen Schubstangen. Wegen ef —=¢'f" und Ce=C"c' ist

ACef~ AC'¢f', daher
Cf—=C"f', da auch
Cd=C"d" ist, folgt

Cd—Cft=0C"'d"—C'f', somit
ST o N SR S

D. h.: ,,Bei endlich langen Schubstangen sind die Kolbenwege fiir gleiche
Kurbeldrehungswinkel im Hingange grifer und im Riickgange um dasselbe
Stiick kleiner als die Kolbenwege bei unendlich langen Behubstangen.

Nun ist .« «n » - - 8f=0f"—R(1l —cos)
= R (1 —cosg) Tfd,

wobei das Pluszeichen fiir Hin-, das Minuszeichen fiir Riickgang zu nehmen ist.

Jrl'._l At
fd=Cd —Cf=L—VIL*—Esin’u L—L \ 1- T 2N~ o
- : i iR ] gl \
fd=L—L '.,‘l — 5 petinia— g sinfg—. . ... J-

[n der Klammer konnen die Glieder vom

dritten ab wegen ihrer Klein-
heit vernachlissigt werden.

Daher -wird : T e e
.Ir‘.!r: L _|r_r —~i— - ._.;l“'-t__._
2l
Die Formel fir den Kolbenweg ergibt sich dann mit
e -
=T |l —eosg T —— g | . . o - (B2
i D T | (

Der Hub S des Kolbens wird bei einer Umdrehung der Kurbel 2mal,
bei » Umdrehungen derselben, d.i. in einer Minute, 2nmal gemacht. Somit
st der Kolbenweg in der Minute 25:n, daher in einer Sekunde
28:n Sn

o s - 28
=0 - )

¢ heillt die mittlere Kolbengeschwindigkeit. Die Geschwindigkeit des
Kurbelzapfens ist

2Ban San
V= ——
60 6o
z e -ST'I T Jﬂ.”- 5
Es folgt demnach VI0 =y oder
: L 60 ~ 30
SR A o SR e L 5

Da die Kolbenbewegung aber eine ungleichférmige ist, ist die Kolben-
geschwindigkeit jeden Augenblick eine andere, vom jeweiligen Kurbeldrehungs-
winkel abhingige.
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Um sie abzuleiten, denke man sich die Kurbel um den unendlich kleinen
Winkel Ae weitergedreht. Dann nimmt der Kolbenweg um dg= Az zu.

Fiir den Kurbeldrehungswinkel (¢ - A«) ist der letztere
[ : AR T T
g4+ Ar=E-|1—ecos(¢Ae)T 5 L -sin® (e 4 Aar)

Zieht man von dieser Gleichung die Gleichung (22) ab, so wird
e e L :
5T + 8107 (e - A ) R -
L B
2L

Das Verhaltnis des kleinen Weges Aoz zur ebenso kleinen Zeit At in
welcher derselbe zuriickgelegt worden ist, ist die Kolbengeschwindig
Dieselbe wird also

Ax=— R[cosa — cos{e—e)] T sin® ¢ oder

A - [sin® (o - A ) — sin® ]

A

x = R[cose — cos (e Ae)]

1 i E

- 1 . a i - 1] ]
R :-"131-' o — CO8 |['Z b e * 4 [N y 18 - [Bm= (e == f:l Bl e
\ £
: { Mgt 1 !.’-'r__ i e e
h \ 2 .l it BT - [sin (o Aot )——sinoe] - [sin(ot=f= /o0 ) —sm S
Mot 1 -R? el A A it
—+ = —:2gin(o & | cog=——-2
\ 2 2 2 I X 2 J 2
== =
\ !

A,
s N e
Da der Winkel : sehr klein ist, kann statt dessen Sinus derselbe selbst

gesetzt werden, so dall sich ergibt

I & " A \ -
i X a : 1 R e [\I I.f A e e
2 Rsin| ¢ : T 2sm|'¢ jcos| o — 12. cos
\ 2 2 L 2/ % 2 2 2
¢
_J._‘.‘f
F S A 3 i A forE] A
ooy ey 1 A Ll ps e i Spiapy - JANT: AN AN
c=2Rsin|lg+——]+—- i sin | e jcos| ¢ —+— - COS . A
\ P e T 5 L Z \ & 2 AR
ist das Verhiltmis aus der Anderung des Kurbeldrehungswinkels und der
FAY <

Zeit, in welcher diese erfolgt, ist daher die Winkelgeschwindigkeit der
Kurbel e, somit bestimmt sich ¢ mif

3 ) ANy | RE e N { e AN
¢ Reo-sinl g = s8N | @ —— | oS | g = | - CDS
N 2/ L a2 7 N 2

Da @ am Radins 1 gemessen ist, wird B-w der Bogen am Radius R,
d. h. die Griofle der Geschwindigkeit v des Kurbelzapfens. Wegen der

» PN/ 4 (s NG
Kleinheit kann = gegen g \'L'I'Ilili.‘|]|l-]b.41§_r_T und cos z ~ 1 goesetzt “'l"l'lll‘ll__

so dafl endlich

C=V-8117y * o SIN g COS g
o 1
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wird. (Die Formeln fiir Winkelgeschwindigkeit @ und Bahngeschwindigkeit
v=—R-.w sind in der Dynamik nochmals angefithrt; s. § 53). — Die Formel
fiir die Kolbengeschwindigkeit ¢ lautet also
IR o v \
c=w(singt-——=sm2s| .........(2D)
\ '_3 !J 4
Ebenso laBt sich die Kolbenbeschleunigung herleiten. Sie ist zu bilden
als Verhiltnis aus der Anderung der Kolbengeschwindigkeit und der Zeit, m
welcher dieselbe stattfindet.
Die Kolbengeschwindigkeit zur Zeit (t - At), das ist dann, wenn sich
die Kurbel um den Winkel (¢ /\¢) gedreht hat, ist
: 1
. 1 x X b . g P
e+ Ae=w sin (e Ae) 57 sin 2 (¢ + Aa)
a - 4
Wird von dieser Gleichung die Gleichung (25) abgezogen, so ergibt sich
- = S e, !
R
A= v [sin (¢ Ae) —sineg] -+ Veoy [8in 2 (g - A gr) —sin 2]
i
Demnach wird die Kolbenbeschleunigung
: l-" T A e W v : e : ]
3 Zcos| ¢ - « 8N - Deos (B - Aup)sl ee)
e owle b e Losspdtalie e A naniay)
Vg — =
! AN 5
) III! Aa) 1 Nl L RN N
) — 3 s S ona . | » . = 1)+ 03 1200 —— ™) -
p=uw _..oh“re i AT Al 1 LHJ \& T LA ) Al »
kR :
P==W-CO8¢ -3 V- (0 » CO8 &0,
! L
Nun ist = -, so daBl sich endlich schreiben laBt
I
a g 5
Ii‘dll | .= ‘ l' -
p—=—leospgT—0co82a]| .. .. ... .. (26
2 R\ L / (=9)
Beispiele.
: o Tl . R = . : :
31. Wie grofl sind bei I=% die zu den Kurbeldrehungswinkeln ¢=—=45",
$ ¥ o 4
90° und 135° zugehirigen Kolbenwege?
Auflosung: a) z==R (1 — cos45” -} 0,1sin*45)
= B (1— 0,707 - 0,1.0,707%)
= R (1 — 0,707 - 0,05) = R(1,05 — 0,707) 2
L
a=0343 R —=0,17-2 ¥
b) z=R(1— c0s90% 4 0,1-8in*90% = R(1 — 0} 0,1)
ax=11KE—055-21
¢) ®=— R (1l —cosl36”—1-0,1.51n%135%)
— R (1 4 0,707 4 0,05) = R (1,05 -+ 0,707)
x—1.757T R—0878-2 K
-
P



a9
-t}
> g i e e , =
32. Wie grofl sind bei = die zu den Kurbeldrehungswinkeln ¢=—45%,

90° und 135° zugehorigen Kolbenwege?
Auflésung:  a) =R (1 — cos45 - 0,125-sin"45)
— R (1— 0,707 1+ 0,125.0,5)
— R (1,063 — 0,707)

=036 R=0]158-2 K

. e A
h) 2= R (1 — cos90° --_.-H-sm‘—sln]

— R (1 0,125)
r=1125R=0563-2 R
¢) z=—R(1 -} cosdd |- 0,125.5in%45)
- R (1,707 40,125 0,5)
r=1L1TTR=0885-2 R

33. Bei welchem Kurbeldrehungswinkel, bzw. nach welchem Kolbenweg,

ik,
1 ie Kolbenl i Null Sy ich ? b) gleich '/, ist?
wird die Kolbenbeschleunigung Null, wenn I a) gleich */;, b) gleich °f, 1st!
Auflésung: T 1 b

s — | cos @ —cos2g | =0
T\ i}

Heosg - costg —sin®g =10

Heose - 2eosg —1=10

o 5 I
cos” g —— — cosg— —=1
e 2

] Vi e |
Cos@=— —— T ‘ A

pe e 55,7446
COB @ = =
4 4
cos g =— (), 186
= T9° 20’
R(1—cos79%20" - 0,1sin279°20")= R (1—0,1861-0,1-0,983%)
=R (1—0,186 -} 0,097)= R (1,097 — 0,186)
x=0911 R —=0456-2
1

b) COS ¢ — N cos 2 ¢g=10

4cos g cos® @ —sin* ¢ =0

4 cos ¢z cos® @ — 1 - cos® =0
o L

cos” ¢+ 2 cos ¢ ) :

oo e— — 111,295 — 0,225

ae="17"




Lo

=]

L e s et
o=R(1—cosT7 - - i sin®77) = K (1 — 0,225 - 8 -0,9747)

r=—R{(1 0,225 - .l - (1,95)
z— R (1—0,225-1-0,12)
z= R (1,12 — 0,225) ¥
=089 R—0448.2 R

34. Nach welchem Kurbeldrehungswinkel, bzw. nach welchem Kolbenweg

=11
ist die l{u]!wni)r.tr:uh]t*llnigung 6 mal so klein wie die in der E{cpll}umf,z.]-,lgl_-:' i
T ] .
Auflosung: Bel g=20 ist p P[H-,:;H L~ .cos2a)
] i 5]
ol % : g -
| SR | G i
o )‘ll_:_-l — E
T )/ . R
i | S e !
|COS r —~t= = CO8 dgr) =— - oder
! ' B SR
il ]
CO8 ¢ —— — o8 20 — —
i 5
y o8 e 205 —1=—1
>} 1 :-}
COS™ ¢ —— - €08 & — | 0
0 LT b . q /4] 5 6.4031 d
CO8 (1 =— — —‘ - -1 —i -\ il !
4 16 4 16 | i i
1.4031 e |
Cos ¢ — i 0.3608
T = 69° 30
&= R (1—0,3508 4-0,1-0,937%) = R (1 — 0,3508 - 0,088)
R (1,088 — 0,351)
ax=0,737 R ~0368-2 R
" . : . - = R
35. Wann wird der numerische Wert der [‘L(Jll)m|\'c-]'y_iigm'u]1g bei I-_: -
: 3 i o)
sechsmal so klein wie derjenige der Kolbenbeschleunigung in der Kolbentotlage?
E v? 1 . 1 #°
Auflésung: ~(cos ¢+ — cos 2¢) —— -
b o e
1 ]
CORB (¢t — CO8 2 — — —
E: 3]
St L e v TR T
5 cos ¢ - cos 2 =10 >
boos ¢ - cos” ¢ 1 '— cos? g -+ 1=0
beosg -+ 2cos* =10
cos =20
o=90°
B—t—2 COB (f — 0
_ B :
Der andere Wert cosg— — - 18t unbrauchbar.
-



§ 7. Der schiefe Wurf.

FEin unter einem bestimmten Winkel mit einer gewissen Geschwindigkeit
geworfener Korper beschreibt unter Nichtberiicksichtigung des Luitwiderstandes
gine Kurve, deren konvexe Seite der Wurfrichtung und deren hohle Seite
der Horizontalen zugewendet ist. Im folgenden sollen die Gesetze dieser Be-
wegung untersucht werden. Fig. 10.

Wiirde der Korper anfangs von keiner Kraft beeinflubt sein, so wire
seine Bewegung eine geradlinige, gleichformige. Nun ist dies eben nicht der

(il ¢ = : e 2 ! R

Fig. 10.

Fall. Nach der ersten Sekunde ist der Kérper bereits durch die Schwerkraft
von seiner Richtung um das Stiick B4 nach abwirts gezogen worden; er
beschreibt den Weg OA.

Behufs Vereinfachung der Betrachtung werde nun die Wurfbahn nicht
mehr als Resultierende aus der gleichférmigen Bewegung in der Richtung OB
und der freien Fallbewegung in der Richtung OC (gleich B4), sondern als
Resultierende aus der gleichformigen Bewegung OF und der gleichiérmig ver-
zogerten KD angesehen.

Die Geschwindiglkeit der Bewegung OF ist ¢-cos ¢, die Anfangsgeschwindig-
keit der Bewegung ED ist c-sin .

Kommt nun der Kérper in tSekunden nach D, so sind seine Wege in
horizontaler und vertikaler Richtung

B OB e = e oox e e e B
|
und gy =¢-8ing-tF—5g® .. .......(28)

Die Wurfzeit ergibt sich aus der Erwigung, dal fiir sie y=—0 sein
mull. Es mul}l also sein

: L
csn gl =— = gi=, woraus
Do oatn
=8I ¢
§— IR AN SRR
"

wird. Wird dieser Wert in @ eingesetzt, so ergibt sich die Wurfweite




- 2¢sm g (th .
W—ec-cosa — — .2 8In - cos ¢ oder
q q

3

= ¢ , :
W=—«in2¢ ..........(30)
g .

Da sm 2 ¢ — sin [180 — 2] ist, folgt, dall die Wurfweiten bei den Wurf-
winkeln ¢ und (90 — &) gleich grofl werden.

Die Wurfhihe H folgt aus y, wenn man in dessen Gleichung fiir ¢ den
halben Wert aus (29) einsetzt.
¢ 8in ¢ I e¢*sin*g ¢ sin® ¢ 1 c*sin?e ]

—— it i . - = , BOIIT

H—gc¢smgeg-:
i 2 q- ] q

| £

Ll - &
¢ 8107 o
=" R e e e e () L1
=g
Die Beziehung zwischen den Groflen y und = heilit die Gleichung der
Wurfkurve. HEs waren
T=—C+CO8 -1
4 g j ;-
Yy=—csng:t— 5 gt=.
g A & T
Aus ersterer Gleichung ist { = .
3 C-COB o

Nach Substitution dieses Wertes in die Gleichung fiir y folgt dann

- 5, ] 2 g ° T
¥y—=—c-8INg- —_—— e — = Totge——— ——uxtoal l 5
ccosg. 2 CoC08 1 de” cos® ¢ Fpi
: ; 2 —simgoosg
( a1\ q
.-‘f—-:i‘-t;.{::[I— — |
: 5l i i
Nun W= -2sin@cose| . gin® g
q W 2q 1
— — — —tga
By s H (i ; iy
H—_—-sin"¢ - 2810 ¢ cO8 ¢
- 1]
: H
Demnach tge =4 —
W
- [ ) H T
Es wird also y @ tg t:[ [ ] — " ( f=— )
=y W ¥ 4!
Fj Diese Gleichung der Wurf-

kurve laflt deren Art nicht
erkennen. Die Kurve werde

deshalb auf die Achsen O, X'
(Symetrieachse) und O, ¥
(Scheiteltangente)  bezogen,
Dann ist zu setzen fir
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Es wird dann
oiw w
; ——
y—(H—uxz)=4 i ‘.',_'+"}E)' i ol
-y W
i H (W W \
4 H (We
4 H
H—z =H— T y,® oder
M II"_‘. foes
Y. 1[‘”.-<f’| o e e LI g Ll

Diese Gleichung gehort einer Parabel an; deren Parameter ist

¢* [
| } . (isme-: COS o

W= \ g .
= — s oder
=8 e .
8 SIN - &
=4
F-\ o
i = COB™ .
q
Beispiele.

36. Mit welcher Geschwindigkeit und mit welcher Elevation mufi ein
Projektil gegen die Spitze eines Turms, welcher 600m entfernt und 246,84 m
hoch ist, abgeschlossen werden, damit 5
es dieselbe in 85 Sekunden erreiche?
Fig. 12,

Auflosung:

IT—cCc-C08g-1

1 '.: ylf'_’

y=—o-sina-t—

600 =85 :¢cos g
246,84 1 0,5.9,81-85%°-—=85-c-sing

Durch Division beider Gleichungen wird

246841 05.9.81.8,5"

tl’l‘ E—
= 600
246,84 1 353,16
tga= : =
Bl
o =45"
ol T 600
Aus r=—805-¢-cosdbwirde= » also

8.5.0,707
¢~ 100 m
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37. Unter welcher Elevation mull ein Kérper geworfen werden, damit
a) die Wurfweite und Steighthe gleich werden,

P
ot

die Wurfweite viermal so groBl werde wie die Steighéhe?

e R T
Auflésung: W - -5 2 ¢

- - X o -
a) W—H ... .—sin8p s> g
/] 24
133 - I ’, 2
£ BII ¢ COS8 (1 - G 81N o
[';_I‘ f.':-l'
a— 6°
e e?sin?
7 Dith 1 7 sIn® g
by W=4H.. .—sin2g—4—
q 2q
28in o cos o= 2sin* ¢
B0 1
e a2

38. Unter welchem Winkel gegen den Horizont mufl ein GeschoB, welches
alme .'I'\]lfﬂ-l|g.‘-}f_;(‘,?i('.h\\'illt]ig]{(‘iI, [ -||;|i_ iLh;{{‘Ht_‘.]l(J:’iS[:l] x\"-j'qir-];. damit es die HJ'“.”.[!
eines Turmes, welcher d Meter entfernt und A Meter hoch ist. treffe?

Aufldsung: B=1r-co8 g i

. o
y=csma-t — —gt-

oy
&£
—
€ COS
: 1
Y =—cCSM g - =il 3
¢ CO8 g 2% ¢". cos® o

1 >
y—dtga— —q— = h

2 ¢7 « GOS8 o

ga-, :
"5 r.-:'tl T g «)

h=d  tge-

or (i

2 he? 2de®

— t
gd* fa=

2 ; 2 he®

— e o — —r
g SIS

tor o = ¢ | f
5S¢ gd ‘ ol T

2hc

ecrve(c—2gh) —g’d@

tg o=
! g
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39. Zwei Korper werden mit gleicher Geschwindigkeit schief geworfen.
Wie groB sind ihre Wurfwinkel, wenn die SteighGhe des ersten Korpers 4 mal
so groB ist als die des zweiten?

Auflésung: Die Wurfwinkel betragen zusammen 90°, also

: i
(12 e e, a0
= g
. B ey L
hierzu —sin“g — 4-—8In" ¢,
24 - 2 :

sin® ¢, = 4sin® (90 — ¢,)
sin ¢z, = 2 cos ¢,
erlivg
*g{” —
oy = 63° 30/

g — 26° 30’

40, Eine Kanone wird auf die Spitze eines Turmes gerichtet. Der Schul
trifft in ¢ Sekunden den Turm in der Horizontalebene durch die Kanone.
Ein zweiter Schul mit andrer Ladung und doppelter Elevation trifft die Spitze

des Turms in ¢, Sekunden. Wie weit ist der Turm entfernt? Fig. 13.

Auflésung: Es seien die unter ¢ und 2¢ gerichteten Geschwindigkeiten
v und w,.

Dann gelten die Gleichungen:

T =008 ¢ 1 ©, —, - Co8 o1,
y=wsing -t —_ gt ypy=v,8m2a-t, — 94"

Aus den beiden Gleichungen folgt

d=—1vcos - a’l af®
I o . Hr Yy —— J
= _r,r.l!-'=a'*-:~tmr:-.f| 2d
Aus den beiden andern ebenso:
d J'I cos8 2o« l‘l | ¥ 5 f,rlf.-i'
1 g -
g 3 E g gin= :
¥+ 5 04 =2 -ﬁl]l.f.:._‘-.fll 2 d
; 21¢g ¢ s i ¢
Da tg2e¢- ist und ferner y, =d-tga wird, folgt
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§ 8. Bewegung eines ehenen Gebildes in seiner Ebene.

Gelangt eine Gerade BC in die Lage B'C", so kann man sie in dieselbe
durch eine Drehung wm den Schnittpunkt der Mittelsenkrechten von BB’ und
CC" gebracht denken. Fig. 14. Sind auBer der beweglichen Geraden noch be-
stimmte Bahnlinien der Punkte B und C' gegeben,

z. B. irgend welche Kurven BB' und €C' und

i wiahlt man auf der Bahnlinie des Punktes B

einen sehr nahe bei B gelegenen Punkt B', =o

. B findet man den Punkt €' leicht durch Abtragen

/ :_'—__:_‘ der Linge B(C', =0 dal B'C'=— BC' ist. Kon-
struiert man nun in B eine Normale zur Kurve

1 el : BE', in C eine zolche zur Kurve CC', so schnei-
{ den sich beide in J. — Bei einer Drehung um
[udteer o () werden nun die von B und €' beschriebenen
0¥ i Kreise um so mehr mit den wahren Bahnlinien
Fig. 14, BB'" und CC" zusammenfallen, je kleiner BB’
gewihlt 1st. Denkt man sich BB' unendlich

klein und BC und B'C’ als zwei unendlich nahbenachbarte Lagen der beweg-
lichen Geraden, so kann man die unendlich Kleine Jewegnng der Geraden
BC als mit einer Drehung um O iibereinstimmend ansehen. Dieser Punkt O
heifit deshalb der augenblickliche Drehpunkt oder Momentanzentrum, auch
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Pol fiir die bewegliche Gerade in der Lage BC. Derselbe 1st also bestimmt
durch die augenblicklichen Bewegungsrichtungen zweier Punkte der Geraden.
Die Aufsuchung des Poles fiir die Bewegung einer ebenen Figur ge-
stattet, daB aus den Bewegungsrichtungen zweier Punkte und der Geschwin-
digkeit von einem derselben auch Bewegungsrichtungen und Geschwindigkeits-
grifien aller andern gefunden werden konnen. Sind z. B. die Bewegungs-
richtungen von B und D, Fig. 15, bekannt,
so liegt der Pol in 0. — Zunichst findet
man die Geschwindiglkeitsrichtung von €' nor-
mal zu OC. — Die Geschwindigkeiten der
einzelnen Punkte verhalten sich als momen- 2 ¢
tane Umfangsgeschwindigkeiten in Kreisen
wie ihre Achsabstinde vom Pole. —

Es 1st z. B.

gee 0D -08, ',
Sind die Richtungen von » und ¢ und Ty
die Griofie von ¢ gegeben, dann folgt :
0D ik 2
'k == .
OB Kig. 16.

Sind die Bahnen zweier Punkte des ebenen Gebildes einander parallel,
so liegt der Pol in unendlicher Ferne und die Bewegung des ebenen Gebildes
ist eine fortschreitende. —

Qucht man fiir einen 2., 3..... Lagenwechsel der Geraden BC die zu-
gehorigen Pole auf, so erhélt man als geometrischen Ort derselben em Poly-
gon, welches in emne Kurve iibergeht, falls die
benachbarten Lagen der Geraden BC unend-
lich nahe sind. Dieses Polygon heibit Polvieleck
hzw. Polbahn, wenn es eine Kurve ist, Fig. 16.

Die Drehung um den Pol O erfolgt um den
Winkel ¢,. — Um sie bequemer iibersehen zu
konnen, denke man sich eine Gerade PP, — 00,
fest mit der Geraden BC so verbunden, dafl sie
mit der letzteren den Winkel ¢, bildet. Dann
wird bei der Drehung der Geraden BC in die
Lage B,C, die Gerade PP, nach 00, kommen

und somit die Bewegung wvon BC gerade er-
gung g

setzen konnen.

Damit nun nach der Zurlicklegung eines

weiteren Drehungswinkels «, der Punkt P, aui ¥
0. falle, mull Fig. 16.
d B+ y=ua,, also

B —

= i
gemacht werden. Hiernach steht der Punkt P, fest.

Wenn nun die Punkte P der Reihe nach mit den Punkten O i der
beschriebenen Weise zusammenfallen, so fithrt das Vieleck PP, P, .. .. offen-
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bar eine Rollbewegung auf dem Vieleck 00,0, . ... aus. — Die Folge dieser
Rollbewegung ist dann, daB die bewegliche Figur BC der Reihe nach die
vorgeschriebenen Lagen B C,, B,(, . ... emmmmt.

Riicken die einzelnen Lagen der Geraden BC unendlich nahe, so ergibt,
wie schon angefithrt wurde, der geometrische Ort aller Pole die sogenannte
Polbahn. Dabei nidhern sich in den beiden Polvielecken die Eckpunkte, bis
sie nur mehr unendlich nahe von einander entfernt sind. Das zweite Pol-
vieleck wird auch eine Kurve. — Die gleich langen, unendlich kleinen Seiten
beider Polvielecke fallen nach unendlich kleinen Drehungen um ihre Eck-
punkte einen Augenblick zusammen, so daB das eine Polvieleck sich auf dem
andern abwilzt. Die erste Polbahn heilt feste Polbahn, die zweite heweg-
liche Polbahn,

,,Die Bewegung einer ebenen Figur in ihrer Ebene kann also aufgefalit
werden als eine Wilzungsbewegung einer mit ihr verbundenen Polbahn um
eine in ihrer Ebene festliegende Polbahn.®

Aus Fig. 16 ist ferner zu ersehen, dal das Dreieck BCP, mit dem
Dreieck B,C, 0, sich deckt, wenn der Pol P, mit dem Pol O, zusammenfillt.

Daher ergibt sich das Gesetz:

,,Das Dreieck, dessen Grundlinie die Endlage der bewegten Geraden und
dessen Spitze der Endpunkt der festen Polbahn ist, ist kongruent jenem
Dreiecke, welches als Grundlinie die Anfangslage der bewegten Geraden und
als Bpitze den Endpunkt der beweglichen Polbahn hat.*

Mit Hilfe dieses Gesetzes konnen aus den Lagen einer bewegten Gleraden
die Polbahnen konstruiert werden.

Beispiele.

4]1. Es ist der aungenblickliche Drehpunkt der Schubstange einer Dampi-
maschine aufzusuchen und hieranf mit Hilfe derselben die augenblickliche
Kolbengeschwindigkeit zu bestimmen. Fig. 17.

Auflésung: Beim Kurbeldrehungswinkel ¢ ist die Lage der Schubstange
CD, — Der Schnittpunkt der Normalen auf die Geschwindigkeitsrichtungen
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in ¢ und D ergibt den momentanen Drehpunkt der Schubstange E. — Daher
verhilt sich

c:o=UE:ED
oder wegen ACED ~ NODF

civ—0F:0D
Wird der Kurbelkreishalbmesser a0 = v gemacht, dann wird

ciov=0F:v
d. h. OF ist sofort die GroBe der Kolbengeschwindigkeit. Werden alle Kolben-
geschwindigleiten als Ordinaten in den
Endpunkten der zugehorigen Kolben- ...y
wage aufgetragen, dann erhilt man die

Kolbengeschwindigkeitskurve 4GB. L
42. Es ist jener Punkt der Stange BC B T
anzugeben, welcher bei einer unendlich Ly B P

kleinen Verriickung derselben sich horizontal

bewegt. Fig. 18. ' /’/
Auflésung. Der Pol fiir die skizzierten ;,

X Vel . G[

Lagen der Geraden AB und EC ist O. Fig. 18.

Es wird sich nun jener Punkt @ von BC
bei einer unendlich kleinen Verriickung dieser Stange horizontal bewegen,
dessen Polstrahl vertikal ist. Punkt @ ist demnach bestimmt.

43. Eine Gerade BC bewegt sich mit ihren Endpunkten in den Achsen
eines rechtwinkligen Koordinatensystems, Fig. 19. Welche Kurve beschreibt
irgend ein Punkt D der Geraden und was fiir Kurven sind die feste und die

bewegliche Polbahn?

g

Auflésung, ad a) Der Punkt D der
Gteraden habe wvon C den Abstand a und = —
von B den Abstand & — seine Koordi-
naten selen x und y. Ist in der gezeich-
neten Lage der Geraden deren Winkel mit
der X-Achse ¢, dann gilt

i )
: | oder
y=—bsme |
€I
Cos g
(2] u
somit
P I -
— Sin @ ol
b
2 a2
Ldnd =l 7 Fig. 19.

d. h. der Punkt beschreibt eine Ellipse, deren Mittelpunkt der Schnittpunkt
der X- und Y-Achse ist. Die Halbachsen der Ellipse sind a und b.

ad b) Fiir die Lage BC der Geraden liegt der Pol in O. Da er der
4. Eckpunkt eines Parallelogramms wird, ist sein Abstand vom Achsenschnitt-

punkt (vom Ursprung des Koordinatensystems) gleich (a—-6) — fiir jede
andere Lage der Geraden ist letzterer ebenfalls (a—-5), so dafl die feste
3

Blau, Mechanik,
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Polbahn sich als ein Kreis ergibt, dessen Mittelpunkt mit dem Achsen-
schnittpunkt zusammenfillt und dessen Radius (e - b) ist. Die Verbindungs-
linie von D mit dem Pole €, der Polstrahl DO, mul nun senkrecht zur
augenblicklichen Bewegungsrichtung von D' stehen, woraus folgt, dal die
Tangente an die Ellipse in D senkrecht zum Polstrahl O ist. Die Ellipse
kann demnach als eine die Senkrechte zu den Polstrahlen tangierende Kurve
konstruiert werden.

ad ¢) Fiir die Lage BC der bewegten Geraden liegt der feste Pol m O,
fiir die Lage B,C, in 0,. Um nun den zu dem Punkte O, der festen Pol-
bahn gehérigen Punkt P, der beweglichen zu finden, ist nur zu bedenken,
daB P, gegen BC so liegen mufl wie O, gegen B, C,. Man hat also nur
A BCP, ~ A B/C,0, zu machen, so dali P, bestimmt ist. Der Ort der
Rechtwinkelpunkte aller iiber der Hypotenuse BC gezeichneten rechtwinkligen

1

Dreiecke ist nun ein Kreis mit dem Durchmesser BC=—(a | b). Dieser
Kreis mull die bewegliche Polbahn sein. Die gegebene Beweoung also, bei
welcher der Stab BC mit den Punkten B und € den Achsen A X und A4Y

folgt, kann auch bewirkt werden durch

_g- g eine Kolbenbewegung des kleineren
b e SR s Kreises mit dem Durchmesser BC auf
el Bl 2 : = i
oW ' \\ 5 dem inneren Umfange des grofieren
v f { = S : = :
/i i pa \ \"-,_ Kreises mit dem Halbmesser BC.
I "l \ l\- ¥
(R d , t4. Welche Bewegung macht der
f |I I My M i Punkt B des Kreizes OBC, Fig. 20,
fi=ad e A | | wenn letzterer sich auf der Geraden
/ | PQ, die er in O beriithrt, abwilzt?

Auflosung. Der Bogen OB werde
in eine bestimmite Zahl gleicher Teile,
z.B. in 4 gleiche Teile geteilt. Kommt
1 des Kreises mit der Geraden in
Fig. 20. Berithrung, dann ist der sich bewe-

gende Punkt von 1 um 1B und vom
Mittelpunkt des Kreises M, um dessen Radius entfernt. So ist die Lage des
Punktes B, bestimmt. Ebenso findet man leicht alle anderen Lagen von B.
Die Kurve, welche B beschreibt, heifit gemeine Zykloide. Der Kreis 0BC
kann als eine hewegliche, die Gerade PQ als eine feste Polbahn aufgefalit
werden. Fiir die Lage B des bewegten Punktes ist O der Pol, daher OB
der Drehungshalbmesser, also auch die Normale der Zykloide in B. Folglich
mufl BC die Tangente der Zykloide in B sein. Die analytische Geometrie
beweist mit Hilfe der Rechnung, was hier dureh die einfache Betrachtung
sich so leicht ergeben hat.
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