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Dritter Abschnitt.
Dynamik.
§ 49. Bewegungsgrofie, Antrieb und Energie.
Wirkt auf einen Kérper mit der Masse M eine Kraft P ein, so erteilt
JfJ
sie ihm eine Beschleunigung P= 5
Die Geschwindigkeit des Korpers ist nach ¢ Sekunden laut § 2
! -
D= = -1
L
/8 Daher ergibt sich die Beziehung
MBS
»Das Produkt aus der Masse eines Kérpers und semer Geschwindigkeit
heiit die BewegungseriBe des Korpers, dagegen das Produkt aus be-
wegender Kraft und der Zeit, welche notig ist, um den Korper auf die Ge-
schwindigkeit zu bringen, Antrieb der Kraft.
,.Die Bewegungsgrifle einer mit der Geschwindigkeit v fortschreitenden
Masse M ist gleich dem Antriebe jener Kraft P, welche in ¢ Sekunden der
Masse M die Geschwindigkeit » zu erteilen vermag.*
In der Zeit ¢ bewegt die Kraft P nun die Masse M einen Weg
P
- = 2
D T A ol SR S R
LM = ! aUs p==1 110 16 — o — Brolot, Qlet
a p= ,; un AL pi sich m ? p o8 g
| R et M E
. e oder
M P
M- :
ra _.’,‘h': = 9 T {‘[h:;)

Durch die Wirkung der Kraft P auf dem Wege s ist der Masse eine
g : ) : T e
Arbeit 5 mitgeteilt worden, welche sie verrichten kann, wenn sie infolge

irgend welcher Widerstinde wieder in den Zustand der Ruhe zuriickkommst.

,,Das Vermigen einer bewegten Masse, eine bestimmte mechanische Arbeit

verrichten zu kinnen, heillt Arbeitsfihigkeit, Arbeitsvermigen, lebendige
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Kraft (schlechte, leider iiblich gebliebene Bezeichnung, welche von Poncelet
herriihrt) oder Energie.®”
Hat indes die Kraft P die Masse M von der Anfangsgeschwindigkeit ¢
in der Zeit ¢ Sekunden auf die Endgeschwindigkeit v gebracht, dann ist
Sy —:— _Jl_\: t?

und p= T ferner aus v=e—- Pt

; e (v—¢) -

f - ; o= p » demnach
(b—e)M 1 P (v—e)* M?

AT AT e ) T M

: |
Ps=M-clv—c)+ =~ M (v—e¢)*

Y

: - . | |'"_ 4 (.-.Ii ) ; w-L ¢ :
P.s=M. (!._.Jay,.l\f_|-__)_.-.i_f,z.un_n E 1. h.
Byt I N

..Die Arbeit, welche eine Kraft leistet, um eine Masse von der Geschwin-
digkeit ¢ auf die Geschwindiglkeit » zu bringen, ist gleich der Differenz der
lebendigen Krifte, welche die Masse zu Ende und zu Anfang der Bewegung
besitzt.*

Die Arheit, welche die Kraft geleistet hat, ist somit als Energie in der
bewegten Masse zum Vorschein gekommen.

.Man nennt daher dieses Gesetz das Gesetz von der Erhaltung der
Energie.*

Beispiele.

189, Wie groB ist der Reibungskoeffizient f, wenn ein Korper mit dem
Gewichte @ kg unter Einwirkung einer Kraft P kg in ¢ Sekunden vom Ruhe-
zustande aus s Meter auf horizontaler Bahn zuriicklegt?

Auflésung: Die treibende Kraft ist (P — fG); daher gilt

Moo= (P—f&)-1

1’!‘
V= (P—f )2
q ;
‘J"E ;) )
8 — b=t
:'3 0y
28
="
> 2s :
..r‘ _\—I:J.“_If'r}‘l':
g
G 2 !
b
g ¢
TN L AOR
=g P

s
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190. Bin Korper mit dem Gewichte ¢ kg soll durch eine Kraft, die mit
dem Horizonte den Winkel f bildet, fortgezogen werden. Wie groB ist die-
selbe, wenn der Reibungskoeffizient [ ist?

Auflosung: Der Normaldruck des Kérpers auf die Unterlage wird durch
die Vertikalkomponente von P, nimlich durch P.sin fi, verringert. Ks ist dann

N=@G—P-.sinf
W=f{G—{Psnp
P.ocosfi=fG—fPsmp

_ cos ffcosg ——sin fsin ¢ 81 ¢
7 Mt i iacciesd S et
COS cos @
Sin ¢
P pa sin q

cos (f— )

191. Welche Verzigerung erfihrt ein gleitender Korper mit dem Gewichte
G auf horizontaler Bahn? G
£y ae - - T ¢ ¢ v . . el T
Auflosung: Die verzogernde Kraft G ist gleich der Masse des Korpers
r o i
mal dessen Verzigerung b.
) (r
jG=h.
q
Die Verzogerung & wird daher
b=[fyg
192. Ein Bisenbahnzug mit 200000 kg Gewicht soll beim Anfahren in
einer Minute die Geschwindigkeit 15 m/sek erreichen. Wie gro muB die
Zugkraft der Lokomotive sein, wenn f=0,005 gesetzt werden darit

T {7
Auflosung: (P—f)t=—-v

q

p_ l”"l_(i'-i‘

g

200000 - 15
9,81- 60
P = 1000 4 5100
P — 6100 kg
193. Wie lange dauert es, bis ein auf horizontaler Strecke sich selbst
iiberlassener Eisenbahnwagen zur Ruhe kommt, wenn seine Anfangsgeschwindig-

P = 0.005 - 200 000 _:-

keit ¢=5 m betrigt? f==0,005. — Welche Strecke durchlauft er noch?
Auflésung: Die verzigernde Kraft ist fG. — Hs ist dann
fG-t=M-c
M:e (E ¢
e fe @ Tg
] 1000

St : — — 102 Sek.
0.005-981  9.81 "

f— 1 Min. 42 Sek.
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Mittels der Arbeitsgleichung lifit sich die Aufgabe ebenfalls recht einfach
16gen,

Die lebendige Kraft des Wagens wird durch die Reibung aufgezehrt

M.e* :
= F{l".“‘
9 !
ir.r"l’.".z -
'JH‘J"S
29
t\'_’
B=— —
2fg
G L]
D=
8= = e
2.0.005.9.81
s 3'1"1 |
v (&
o - 'lr |I
&) &)
2z 2¢?
= — o
e c-2fg
i
f— H
Iy

t — 1 Min. 42 Sek.
194, Ein Regulierungsschieber, welcher unter einem Drucke
steht, ist 75 mm breit und 450 mm lang.
dessen Verschieben, wenn f=10,25 ist?

Die gedriickte Fliche ist

von 3 Atm.
Wie groB ist der Widerstand gegen

Auflésung:

7,545 ~ 338 qem
Der Druck auf die Schieberfliche betrigt
P—=338-3 ~ 1014 kg
Somit ist der Widerstand gegen Verschieben des Schiebers
W—jf.P=025-1014
W~ 255 kp

§ 50. Die fortschreitende Bewegung auf der schiefen Ebene ohne Riick-
sicht auf Reibung.

Ein Kérper mit dem Gewichte & kg ist auf der schiefen Ebene in Be
\ wegung. Fig. 161,

) Die Komponente (7 sin ¢ er-

teilt dem Korper eine gleichformig

beschleunigte Bewegung. Die Be-

schleunigung findet sich laut Be-
schlennigungsgesetz mit

P = rr‘-hiﬂ o =
P=— a — g -8l ¢
i T
)

p=g¢g-sing . . (165)
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Wire z B. «=30° so wiirde p=20,5 g folgen.

Es werde nun gefragt, mit welcher Geschwindigkeit v der Kérper unten
von der schiefen Ebene anlangt. Angenommen, die Zeit fiir das Durchlaufen
des Weges /= Liinge der schiefen Ebene sei ¢, dann wird, da die Anfangs-
geschwindigkeit des Korpers oben auf der schiefen Kbene gleich Null ist,

: /]
1.:}].1_:;:{5]1]['5-1::!:;-E.f
. : [ 1 =l
Nun 1st = pt" =7 g =

B=VIGN. . <o - v s o G100

,.Die Endgeschwindigkeit, welche ein Kéorper beim Herabgleiten von einer
schiefen Ebene erlangt, ist so groff als die Geschwindigkeit, die er besitzt,
wenn er die Hohe der
achiefen Ebene frei herab-
gefallen wire.*

.. 0b die schiefe Ebene
hierbel nach einer Geraden
oder Kurve gebildet ist
ist gleichgiltig.*

Bewels: In A, Fig. 162,
lange der Kérper mit der

z

L]

=~

(teschwindigkeit 4C' =, an. Nun sind
AD= AC-sin f =
AB=—wv, cosf

Der Geschwindigkeitsverlust in 4 1st daher

0, — 1, €08 I.';' = U (1 -

Derselbe ist ein Minimum, wenn cos /3 ein solches
wird. Das ist fiir f=0 der Fall.

[st die schiefe Ebene aus lauter unendlich kleinen,
schiefen Ebenen zusammengesetzt, d. h. nach einer
stetio gekriimmten Kurve gebildet, dann trifft dies
zu. Der Gesamtverlust an Geschwindigkeit st 0,
daher wie frither

cos i)

p=V2gh.

Die Dauer der Bewegung rechnet sich aus

1— L ¢* mit, Fig. 163,

e ‘_n’ % ‘ 21".('{‘) : 1_..-’:2!-{'” ‘ 2:.0D 3;/' L

P g- A gl g Fig. 163.
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. : 7 g . e

Daher ergibt sich (,H:jfl. e N e Bk S (10T

,,Die Zeit, welche der Kdrper zum Herabfallen von der schiefen Ebene
braucht, ist gerade so grofl als wiirde er den Durchmesser eines Kreises frei
herunterfallen, von dem die schiefe Fbene eine Sehne ist.©

.Die Hiohe der schiefen Ebene und der Durchmesser des Kreises, von
Ta ]' o .5'1'\ I;‘} e olne q;l s 1 G171 l is -} ' 3 -vl,'l' v (Weoe i rr] -
dem die schiefe Kbene eine sehne 1st, sind 1s0¢hrong ege (ywege 1n giel
chen Zeiten).®

Beispiele.

195. Welche Neigung gegen den Horizont hat eine 12 m lange, schiefe
Ebene, wenn von ihr ein Kérper in 2 Sekunden heruntergleitet?

Auflosung: 12— __‘T =
12—-:".4
«)

p=06=¢-sine

. 6 o
an g — ——=—10.61
9,81 ;
P P

196. Welche Neigung gegen den Horizont mul eine schiefe Ebene mit
der Basis b haben, damit ein Kérper von ihr in kiirzester Zeit heruntergleite?
Auflosung: Die Linge der schiefen Ebene ist » — HEs gilt nun die
COS ¢
Weggleichung
b 1

— —gsing-L’
COS ¢ 2

." /25 1

' ‘ g sin g cos ¢

,_ 1/ q/ 1
e L q —\ sin 2 ¢

/4 b I
:=‘ T
g VsinZe

f wird ein Mimmimum, wenn der verinderlich grofie Nenner Vsin2 g ein Maxi-
mum wird,

Dies trifit zu fiir sin2 ¢ —1 oder 2 &= 90°.

Die gefragte Liosung lautet daher

o= 45°

o

5!
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§ 51. Die fortschreitende Bewegung auf der schiefen Ebene
mit Riicksicht auf Reibung.
Beispiele.
® 197. Wie groB ist die Beschleunigung eines von einer gegen den Horizont
unter Winkel ¢ geneigten Ebene heruntergleitenden Korpers, wenn der Rei-
bungskoeffizient f isb?
Auflésung: Die Beschleunigung ist der Quotient aus bewegender Kraft
und bewegter Masse.
(G sin ¢ — f (7 cos ¢
#= ;
{{
q
=g (sin ¢ — [ cos ¢)
Fie 51N G \
p=qlsing— Cos ¢ |
\ COS
sin ¢ cos o — sin ¢ cos ¢
P=q:
oS ¢
sin (¢ — o <
p=g- ("}(lf}‘i)
cos @
L}
Wire keine Reibung vorhanden, so wire f=0 und ¢ = 0. — Dann

wird p=— gsin ¢, welche Gleichung mit Gleichung (165) iibereinstimmt.

198. Mit welcher Endgeschwindigkeit langt ein eine unter dem Winkel
¢ gegen den Horizont geneigte Ebene mit der Héhe %2 heruntergleitender
Korper am Fufle derselben an, wenn der Reibungskoeffizient f ist?

sin (e o
: ( , )-!

b=

COs @

h 1 sin (e — @) 2
PR L2
sinig | 2 COS

sin (ee — ) 1 / 2h o8 @
¥ . ¢

COS @ g sin ¢ sin (e — @)

r=1f2 GreeREe) B L (gg)

sin ¢ cos @

Wire =0, dann folgt v=1V2g#k, s. (166).
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§ 52. Bewegung eines mathematischen Pendels.

Ein Pendel heifit im allgemeinen jeder um eine horizontale Achse schwin-
gender Korper. Unter einem mathematischen Pendel versteht man einen
an einem gewichtslos gedachten Faden aufgehingten, schwingenden, materiellen
Punkt, Fig. 164.

Schwingung heilt die Bewegung des materiellen (Punktes von der
dulersten Lage rechts iiber die Mittellage bis zur #uBersten Lage links. fDie

3!‘

Fig. 164.

=

Zeit, fiir eine Schwingung wird Schwingungsdauer genannt, Der jeweilige
Ausschlagswinkel des Pendels aus der Mittellage wird mit Elongation, der
grobte Ausschlagswinkel mit Amplitude bezeichnet. Die Zahl der Schwin-
gungen pro Zeiteinheit heillt Schwingungszahl.
1 Schwingung dauert ¢ Sek.
z Schwingungen dauern 1
Daher z:1=1:1 oder

1

J':=—r-.............(170)

»ochwingungszahl und Behwingungszeit sind reziproke Werte,

(5}



3?

177

Die Schwingungsintensitit, das Mafl der Schwingung, ist abhiingig von
der Grofle der jeweiligen Schwingungsgeschwindigkeit. Infolge der Schwere

wirken in B M
/X
{7 cos ¢ 7 sin ¢ {7 cosp Grsin g
spannend bewegend spannend bewegend
o : : i g G -
Die Beschleunigung in B ist —sineg, in M —sing; da nun ¢ < e ist,
o g 7
5 (& G, o
wird ST — Bl oo v ooowne woos (1RT)
q /)

.;Die Beschleunigung ist ein Maximum in den Amplituden, ein Minimum (0)
in der Mittellage.”* Die Geschwindigkeit, welche das Bewegliche in M erlangt,
st so groBl, als wire es die Hohe NM frei herabgefallen,

v="1V2q.NM NM—=0Q—0P=I(cosqp—cosa), d. h.

v=V2gl(cosp—ecosg) ........ (172
Fiir B ist ¢ =— 0, lolgt v=20
4, @: 0, .. v=V2gl(cose—cosa)
+F
¥ =, e ==1]

»In B und B’ sind die minimalen, in 4 ist die maximale Geschwindig-
keit vorhanden.

Vom Luftwiderstande ist in obigen Betrachtungen abgesehen worden,
Unter Nichtberiicksichtigung desselben werde im folgenden die Formel fiir die
Schwingungsdaner abgeleitet.

In M ist v="V24.PQ

Die Zeit fiir den unendlich kleinen Weg Mb ist

Mb
T=
Vag. PO
Da A Mbd ~ A MOQ, wird
Mb: bd=1: M@ oder
Mb:bd=1I:Ve(2l—¢)

e* kann wegen seiner Kleinheit gegen 2/¢ vernachlissigt werden. Dann

S, Mb bd -1 l 1Y/, B
ergibt sich 7= Y e Pty ==Y =
29-PQ V2le V29.PQ 27 g Ve.PQ
ok . 14/ bd
Nun ist ¢QQ =7V PQ .¢ daher 71— - ‘ = :
20 o)
ferner ist A cef ~ A ela, so dall

feicl=0o:p

fe=bd
bl = (e,

Blau, Mechanik. b
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Die Summe aller unendlich kleinen Zeitteilchen 7 ergibt die ganze
Schwingungszeit
ik .I_.-' I 524 1 Vi) | . o 1 #_.- i |
e e e e LA i SR i DR
— (1) = > ‘ S e \ t“.\}ﬂ —1 ‘ 207

R g e

Die Dauer der Schwingung von B bis B' ist daher

fhvzj.'\f A o e i

Aus letzter Formel lassen sich einige wertvolle Schlisse ziehen.

a) Die GroBe ¢ kommt in der Gleichung fiir¢ nicht vor. ,,Die Schwingungs-
dauer ist unabhiingig vom Elongationswinkel (allerdings solange derselbe
sehr klein ist)*. Pendel gleicher Lénge sind isochron.

b) Zwei Pendel mit den Liéngen [/, und /, haben an demselben Ort der
Erde die Schwingungszeiten

1 /L, e
e ‘; und &, =a 1 =
q i g

t° it” l,:1,)
und 0?2 =1,:1,]

Demnach folgt

Coe ey

d. h. ,,Die Lingen verhalten sich wie die Quadrate der Schwingungs-
zeiten oder verkehrt wie die Quadrate der Schwingungszahlen.®

¢) Fiir Pendel an wverschiedenen Orten der Erde miissen die Léngen
ungleich ausfallen, wenn die Schwingungszeiten gleich werden sollen.

5 ois - . q  OGSEE
In der nérdl. Breite 45° wird { = % ~ 1 m (0,99355), wenn das Pen-
at

del eine Schwingung in der Sekunde machen soll.

Beispiele.
199. Wie grofl ist die Fallbeschleunignng an einem Orte der Erde, an
dem ein 1 m langes Pendel genau 1 Schwingung in der Sekunde macht?
Auflésung: g == 98696 m

200. Welches Verhiltnis besteht zwischen der Schwingungszeit eines
[ Meter langen Pendels und der Fallzeit fiir die Héhe £?

Auflésung: = ‘
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§ 53. Bewegungsgesetze rotierender Kirper.

. Unter Winkelgeschwindigkeit o eines um eine feste Achse sich gleich-
formig drehenden Koérpers versteht man den Winkel, welchen jedes Teilchen
dieses Korpers pro Zeiteinheit zuriicklegt.” Siehe § 6.

Statt im WinkelmaB kann o auch im Bogenmafll (als Bogen mit dem
Radius 1) ausgedriiekt werden. Dann wird die Geschwindigkeit am Radius 7,
die Bahngeschwindigkeit, v —raw.

Unter dem Triigheitsmoment eines starren Korpers in bezug anf eine
bestimmte Drehachse versteht man die Summe der Produkte aus den Massen-
teilchen des Korpers und den Quadraten ihrer Abstinde wvon derselben.

Bei einer gleichférmig drehenden Bewegung eines starren Korpers
existiert zwischen Energie und Trigheitsmoment desselben eine bestimmte
Beziehung.

Die Massenteilechen m,, m,, #, . . . . haben die Bahngeschwindigkeiten
L’ 27 4 & o]
r] =1 i3]
vt,=—T,w

Die lebendigen Krifte der Massenteilchen sind dann

My Uy X m, r2o?
£ g 1

m |-'i:'. * ‘]“: ) 13
———— —— . W)
") 3 -

Demnach wird die totale lebendige Kraft des rotierenden Korpers

2
. I" i : > - il 5
=3 ;-3(”3) = . X (m7r?)
\ 2 2
X (mr®) ist das Trigheitemoment des Korpers, so dall der Ausdruck fiir seine
Energie lautet 2
L= i o msicen s s s s (110)

Bei der nngleichfirmig drehenden Bewegung #ndert sich die Winkel-
geschwindigkeit jeden Augenblick. Ein Teilchen m, eines sich ungleichférmig
drehenden Korpers hatte anfangs die Bahngeschwindigkeit », und nach der

Zeit 7 die Bahngeschwindigkeit »,". — Dann gilt
'J'L = '.i'l |‘J}j
o =y
e M |
Die Bahngeschwindigkeitsinderung ist dann
g 5 ' S r
v, — Y =1, (0, — o),
daher die Bahnbeschleunigung
) )
P, — i, —
P 1 puriin 5"] 1 1
T T

,,Das Verhiltnis aus der Winkelgeschwindigkeitsinderung (w, — @,’) und
der Zeit 7, in welcher diese erfolgt, heillt Winkelbeschleunigung &.*
Daher wird = B o w e e e e of CLARE)
12%
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Zwischen dem die gleichférmig beschleunigte Drehung veranlassenden
Drehmomente und dem Triigheitsmomente des rotierenden Kérpers liBt sich
eine wertvolle Beziehung ableiten. Es sind nimlich die Bahnbeschleunigungen
der Teilchen des Kérpers

1”| = i']

Po=—1"r,¢&

e auf die Teilchen wirkenden Drehkrifte

"i'iF.l :Ii‘.i‘] — .?HI T, &

1
My Po =M, T &

endlich die auf die Teilchen wirkenden Drehmomente
'IUF. =, i J‘J — J'{-!l .'r'l g
Dy=mypyr,=m,r, e
Daher wird das Gesamtdrehmoment

D=2 (mr*-g) = -2 (mr®) oder
D =pide i a2 i)

Aus Formel (175) ist erklirlich, warum groBe Massen, z B. Schwungrad-
krinze, infolge ihrer groflen Trigheitsmomente grofe Energien iibertragen
kénnen, Formel (177) zeigt, daB ein grolles Drehmoment an einem Kérper
eine grofie Winkelbeschleunigung hervorruft.

,Unter dem Zentrifugalmoment eines geometrischen Gebildes in bezug
auf zwei zueinander beliebig geneigte Achsen versteht man die Summe der
Produkte aus den GréBen der Teilchen des Gebildes und der Koordinaten
derselben.* S -

i L==Z(Ltey) - o il s e = (178)

»Ist das Gebilde ein symmetrisches, so ist dessen Zentrifugalmoment in

bezug auf seine Hauptachsen gleich Null.*

§ 54. Reduktion von Tragheitsmomenten.

Ist z. B, das Trigheitsmoment eines Korpers in bezug auf irgend eine
Achse bekannt, dann liBt sich leicht dasjenige in bezug auf eine andere, zu
ersterer bestimmt liegende finden.

»Die Aufsuchung des Triigheitsmomentes in bezug auf eine bestimmte
Achse aus einem in bezug auf eine andere Achse gegebenen Trigheitsmomente
nennt man Reduktion des letzteren.*

Es sei, Fig. 165, MN eine durch den Schwerpunkt des Korpers gehende,
mn eine zu dieser im Abstande a parallele Achse.

Das Trigheitsmoment eines Massenteilchens A des Korpers in bezug auf
die Achse MN ist

o
A e e
A ,f#_,rp! o,

i bezug auf die Achse mn dagegen

Ao —mr?
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Zieht man AC senkrecht zur Ebene E, welche durch die Achse MN
gelegt ist, dann wird

2 Tl e .
P =a"—Tp0"- 40008 o
Nun ist ¢ cos @ =*h, daher
r*=a*-} p*—2ah
Beide Seiten der Gleichung mit m multipliziert, folgt
R e sn ] o
mr®=ma* - mp* — Zahm
Demnach gilt fiir den ganzen Korper
2 (mr?) =2 (ma®) -- X (mp*) — 2 (2ahm) oder
J =Ma*-J —2a.3 (hm)
L 5
Der Ausdruck 2 (hm) ist das statische Moment des Kirpers in bezug
auf eine Schwerachse und daher gleich Null. HEs 1st also

=

Ty Tsile @™ ot e R

Fig. 1G5.

J, 18t immer kleiner als J , weil Ma® positiv ist. ,,Das Trigheitsmoment
eines Kirpers in bezug auf eine Schwerachse ist somit das kleinstmégliche.

Meist werden fiir Flichen die Trigheitsmomente in bezug auf deren
Symmetrieachse gesucht. Oft aber braucht man das Trigheitsmoment einer
symmetrischen Fliche in bezug auf eine beliebige Schwerachse. In Fig. 166
1st das Trigheitsmoment in bezug auf die Achse A '

- s Rl
T B e R

-Jr_| = I
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Nun ist 2, =mb—ab=y, cost— z sine
a o 2 3 % e Rt | e v
2, =y, cos* ¢ — 2z Y sSingcosq - ;"8I « oder
e R e O R R o : e, e
2z, =y,%cos® ¢ -} 2% sin" x Y, 5in 2 a; daher
Ja=m, (y,* cos® ¢ | z, %5 -sin2e-2,9,) -+

|
¢ Ty Yo) 1

sin 2 g+ & (mxy).

| R
— 1, (Y, COS™ @~ &

J=sin® ¢ Z (mz®) -} cos® ¢ 2 (my?)

Fig. 166.

X (may) =L ist das Zentrifugalmoment in bezug auf die Koordinaten-
achsen X und ¥; da diese letzteren hier Schwerachsen sind, ist L ==0.
Daher schreibt sich Ji=Jpcosa} Jysinte. . ... ... (180)

Fig. 167.

,,Alle bisher genannten Trigheitsmomente von Flichen heillen fiquatoriale.
Die Achsen, in bezug auf welche die Trigheitsmomente genommen sind, liegen
in den Flichen.*

., Polares Trigheitsmoment eines Querschnittes indes ist dasjenige,
welches in bezug aof eine zu diesem senkrecht stehende Achse genommen
wird. Der Schnittpunkt der Achse mit der Fliche heilit Pol.*
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Es soll nun das polare Triigheitsmoment der Flache F, Fig. 167, n
bezug auf den Pol S (Schwerpunkt) gefunden und durch die beiden dqua-
torialen Trigheitsmomente J, und J  ausgedriickt werden. Nun sind:

= A Pl [ - i
J_, o (R L A W

.,l’.f =i 2, =y ,e'-,:r" = B .
i e P ] 2) : s By 1 T
J = my (2" 4= y,7) -1 "y (@493 + . . . - oder
_— . e T Bl By
g =my (" ) =y (2% = 2,7) o

¥

Somit ist einerseits J = 2 (ma?) + = (my®) und
andererseits J — 32 (mu?) 4 X (mv*), also
Y d
f’j) == ';.:z _I_ ‘-’r.ij" = F"if f"j" b (Ih])

,,Das polare Trigheitsmoment eines Querschnittes ist gleich der Summe
zweier quatorialer, welche in bezug auf durch den Pol gehende, beliebige,
aber senkrecht aufeinander stehende Achsen genommen sind.*

. Ist der Querschnitt regular, so ist das polare Trigheitsmoment doppelt
so grol wie das dquatomale.*

_SchlieBlich sei noch angefiihrt, daB ein Triigheitsmoment von der Form
mr® (Masse mal Quadrat ihres Abstandes von der Achse) mechanisches
Triigheitsmoment, ein solches von der Form f-r* (Querschnitt mal Quadrat
seines Abstandes von der Achse) geometrisches Trigheitsmoment heifit.

.Aus dem mechanischen Trigheitsmoment wird also das geometrische
erhalten, wenn man in demselben statt der Masse die Fliche einfithrt. Selbst-
verstindlich kann nur von geometrischen Trigheitsmomenten von Quer-
schnitten gesprochen werden.*

§ 55. Tréagheitsmomente von materiellen Linien.
901, Das Triigheitsmoment einer Geraden in bezug auf eine in ihrem
Endpunkte zu ihr senkrechte Achse. Fig. 168.
Auflosung: Die Gerade OA sei gleichmiBig mit Masse belegt gedacht
unid zwar pro Lingeneinheit mit der Masse . Dann ist die Masse des

Fig. 168.

: i ; ; . "
n-ten Teils der Geraden —-9. Die Abstinde der einzelnen, aufeinander fol-

n
genden Teilchen von der Achse 0 smd (n=o0)
{ I { l
e L e s
n on i 1

Demnach wird das Trigheitsmoment der Geraden in bezug auf die Achse O

{ fI\® ¢ o BN { s L
Jg=—+19 | o o e e S s s e T |
i s kn 7 b " ; l\ 1 ,J'I - “m d '-.‘i n)
/ e
Jo=—+0:(—) (B4 224 . ..... +0)
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. -~ 1 = 2= 7"
In Aufgabe 112 wurde (1°-2*- . . . . . . 4 n%) = gefunden. Da-
> i o J
her wird
7 N2 3
Jg “0)+ | = oder
i e S Ly

1
Jo=— (I-6)-I

Da {-d=m, die Masse der Geraden ist, folat

1 :
ff{} ;Hl'll"l]\\..{}

»Das Trigheitsmoment einer Geraden in bezug auf eine in ihrem End-
punkte auf ihr senkrechte Achse ist ebenso grof}, als wenn der dritte Teil
ihrcr;}l'u;em: am freien Ende konzentriert wiire.

202. Das Trigheitsmoment einer Geraden in bezug auf eine in ihrem
Mittelpunkte auf ihr senkrechte Achse.
Auflosung: Dasselbe heift J — Laut Reduktionsformel (179) wird

mi* mil® mi®

oJrY — .f” — ==

4 3 B
#ril* 1 3
Jo=—gg=Jo ... ... (183)

,,Das Trigheitsmoment ist '/, des vorigen.*

203. Wie lautet die Formel fiir das Trigheitsmoment eines Kreishogens
in bezug auf die in seinem Mittelpunkte auf seine Mittellinie senkrecht stehende
Achse? Fig. 169.

g
2
_E 5 - da B
\ {
4,
\ a
= It o I | ’ I
| % ! |
‘ = | | / , ‘
o a .f-: [
177 |
| o fA.;
1 b e S .
%

Fig. 169.

Auflosung: Der Kreishogen BC habe den Radius r. — Winkel BOC sei
gleich 2¢. Ein unendheh kleiner Teil von BC, ndmlich ae, hat das Triig-
heitsmoment

{‘i-rl‘r'-!.’ﬁrﬁ.
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wenn & die Masse pro Lingeneinheit des Bogens bedeutet. Das Trigheits-
moment des ganzen Bogens wird dann

J=2(d-ac-ad?)
Da A abe~ A Oad, folgt

ac:be=0a:ad

be-Oa be-r
e — —
ad ad

I
3 . be-r
Demnach wird J=2'|4d:
N g

Nun stellt ad-be die Fliche acdf vor, da man letztere ihrer Kleinheit

cadd ) —r§ (ad-be)

wegen als ein Rechteck betrachten kann. 3’ (ad -be) ist dann gleich Fliche 4 BCD.

& : BC¥ . .1 = ir e 4
2 (ad-be)= 9 _-_J-_J-:'-mul,}“ ~ )

—_=— =L — 78008 ¢

=g 5 T €08 ¢-2r-8in g

- , Bllg-cosg
=7 g1 -
\ o
SIIL ¢¢ COS ¢
o

sin ¢ €08 o

o
=27y 0

M '

Porg «f) = =% somit

sing cos g

. %)

-

204, Das Trigheitsmoment eines Kreisbogens in bezug auf seine Symmetrie-
achse. Fig. 169.

o

Auflosung: Das polare Trigheitsmoment des Kreisbogens ist .J"JI:.UF"',
daher wird

Mref SN ¢ COS g )

J, = Mr*— (14 : |

a \ I .

2\ o /
M= sin ¢ oS ¢

ekt | t ¢ =
i ———lil— [ Sene e we (k)

= LY ol !
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§ 56. Triagheitsmomente von ebenen Flachen.

905. Das Trigheitsmoment eines Rechteckes in bezug auf die Grund-
linie als Achse. Fig. 170.

Auflésung: Man denke sich das Rechteck in unendlich viele Streifen,
welche senkrecht zur Grundlinie stehen, zer-
legt. Ein solcher kann dann als materielle
Linie aufgefaBt werden. Ist die Masse des-
selben m, so hat letztere in bezug aui die
Grundlinie des Rechteckes das Trigheitsmo-

mh> . A 1
ment — — Demnach ist dasjenige des
3]

Al J  ganzen Rechteckes
. « (m B BE e
J:,u — ln\ 3 ._.' =3 -2 (m), d. h.
M. .
Jy= 5 hE .. . (186)

b

?
t.J Qetzt man statt M die Fliche des Recht-

L g’ eckes bk ein, so ergibt sich das geometri-
flﬁ___ s sche Trigheitsmoment
. bR
3

206. Das Trigheitsmoment des Rechteckes in bezug auf die zur Grund-

linie parallele Schwerachse. Fig. 170.

s (IR

Fig. 170. J,=

Auflésung: Laut Reduktionsformel (179) wird

i .1 '1.
J =J —M - = Ifa'*— Ifa'*‘. d. h.
7 J 4 3 1
i) o
Jo=Toh? oo (188)

Wird statt M die Fliche des Rechteckes b-h eingesetzt, so ergibt sich
das geometrische Trigheitsmoment
: bh?
Ly
207. Polares Trigheitsmoment eines Rechteckes in bezug auf seinen
Schwerpunkt als Pol. Fig. 170,

cew s (189)

Auflésung: Laut (181) ist

: i i i
J =dJ L Jy= ] he = & b2, somit
P Ay 12 ol
M

(PR e RO

"P =

12

Das geometrische, polare Trigheitsmoment wird

[5G penes e
Tp=15 (Bh4BRY). . ... .. (A9)
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208, Das Trigheitsmoment eines Dreieckes in bezug auf die zur Grund-
linie parallele Schwerachse. Fig. 171.

Auflssung: Da die Dreiecksiliche 4 BC gleich ist der halben Fliche des
Parallelogrammes 4 BCD, welches mit ihm gleiche Basis und gleiche Héhe

£ & 7
e L],
B e
| | f ;,
¥ A | | F.."
ot !
!lr “1{ | f."l ']"t
y b i
s
4\
¥ : = jj
(q (r4__ PR B =
1 2
||‘__ AL }F RS R T = _)—|
- == = Ef._ — SR =

Fig. 171

hat, so ist das Trigheitsmoment des Dreieckes in bezug auf eine zur Basis

parallele, die Hohe halbierende Achse

1 2M B!
—_— . }g.l'" e I
m— 91D 12

}'!‘E

Demnach in bezug auf die zur Grundlinie parallele Schwerachse

. fh\* M i
J=dJd —M| | = . k- 1 h*
£ 8/ 12 36
M
ot g = ‘z....-.r-n... 1"-2
! 'IHh (192)
Das geometrische Trigheitsmoment wird
bh’
J,= e Sl = ey (il
36 L

209. Das Triigheitsmoment eines Dreieckes in bezug auf die Grundlinie
als Achse. Fig. 171

. . (RN M e B 6 2 :
Auflésung: J =J, 4+ M | {, =kt B =— -)‘ ME2, somit
g A \3/ 18 9 36
|/
-;( = {' R e e e e e R e e (19-‘-)
i
Das geometrische Trigheitsmoment st
bh’ 5
J!,_—-]i..............[1!]5})

210. Das Trigheitsmoment eines Dreieckes in bezug auf eine durch die
Spitze parallel zur Grundlinie gelegte Achse. Fig. 171.
Auflosung:

M for N& M +
J —— b= M-(Sh) =Rk = MA® somit
sp 18 i 8 =0
1/

Tp="ght .. .o (106)
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Das geometrische Trigheitsmoment ist

i b’ ¥
'!_e_;a' 4 oo (]!]I)
211. Das polare Triigheitsmoment eines Dreieckes in bezug auf den
Schwerpunkt als Pol. — Fig. 171. — Gegeben nur die Seiten a, b und e.
Auflosung : Es st J =J - Jy
: p .
Bedeuten A, und A, die Massen der Dreiecke ACG und BCG, dann
lafit sich schreiben
A rof B2
Y R R Lt a | = 2y
J*.J - ! m:—— —= n>— M ]
6 LLEh i 2/
Da A, A,= A ACG: BOG
und A ACG: A BOG=m:n, folgt
f" -
FAS b
Nun (A, (m—-n):n
und (A, 4 A,): Ay=m-4n):n
. m "
Daraus A, — Mund A, = — .M
e el 7 /) = Tt
Demnach ergibt sich durch Substitution von A, und A,
L3 5 5 W M W
. m E [ i a - 8 oy i ; 3
of == — M- M ——(2n—b) =—=(m*—mn+n%)— —(n—m)®
6 (m +mn) 6 (m—n) 9 6 9
L 3 A .
J =—h — (m*—mn - n*) — (n* — mn - m>)
P 18 6 4 2
Mo S .
— (B - m* - n® - m-n)
18 ° !
- *1I 3 3 TP ¥ ; 3 ¥y =
= 36 [(A% - m®) 4 (h* 4 n?) - (m® -+ m n - n?)]

.[,,:jlf; (@®+0*+¢¥)..........(198)

Das geometrische, polare Triagheitsmoment in bezug auf den Schwerpunkt
als Pol 1st dann

J,,:_f;__ (@b ley . .. .. . (199)

£ S 212. Geometrisches Trig-
heitsmoment des Trapezes in

| R # Fiih i1 bezug auf die zur Grund-
N 2 4 |z linie parallele Schwerachse.
- o R L
N w7 Fig. 172
, et T Auflésung: Das Trigheits-
\ K3 E i J:J! moment des Trapezes in be-
L ot " . = .
4, . . . zug auf die Achse J ist so
It =5 ' B Syt 0
| 15 0 | groB wie dasjenige des flichen-
. gro g
r  gleichen Rechteckes, also
1A H = A ; i
CESE e e it 5l a—b k'
4L JJ.:.- — .

Fig. 172. 2 12
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Dasselbe soll nun auf die Schwerachse reduziert werden. Zunichst ist

lerzu & notig. ) | o
hierz g IEJ;!.;LJ_E{JIE‘_J% __ a5 b'h-&'
R AT 2 :
. h a-+2b
& CIE 1 b
i -k kR al-25 R .r‘} 2(a--2b)| h a—b
6_‘_’-_:22_1 - b LT T 6 a--b
= a i b .’t: @ —I}— b FI|-\-"_.?a @ — i; 2
2 12 2 e e % -
J — 4] hﬂ — f:: , (@ = b)* _ [
e 24 2 a-}b
T fﬂ : 3(a-=b)— (a—Db)*"
) 12 i
B 3a-LBabt30°—a®+2ab— 07
J =—" . :
F [ = b =
7 i3 a2 -1 8ab-l-2b%) ,.;_-_T = L
RS T:.’H:--E-Ix]-q—“ s tot od ] %

Sl : Fig. 173.
, n a*4+4ab-+b° :
Jy=5z" ' ' s e Yl Lo ek iRtk (200D
36 -0
213. Geometrisches Trigheitsmoment eines gleichschenkligen Trapezes in
bezug auf die die Mittelpunkte der Parallelseiten verbindende Achse. Fig. 173.

Auflosung: [ [a- =
e hib? Lalg (RS a3 :Ir_ a— b If{ Wi b\-:l'rl
JEA 36 ) = b )
o= hb? Ao h [ h(a flh]": i f.?; e _:”u- —:— 2 {J"'::g '
TR L 8:36 ] N 6 /
he*  2h(a—b) by e
= o) = =3 [l_rf—hj--i--‘.*-{a-i—-:.‘b)‘]
hb®  2h(e—1 :
e FI 1 =1 J-l:” 26 ) (a* —2ab-+b*4-2a* -1 Bab-| 857
= - ab
kbt o hla—1 -
" 20E—0) s T iean 1 99%)
L= 8- 36 - : :
At . 2h(e—B) ., | . e
J = e 8.1 (a® -4 2ab - 3b%)
= j; (4% a® —a*b - 2a°b —2ab*4-3 abt—35%)
e el I 5 i
o — 18 (a® 4 a*b |- ab® - b%)

i
J l: [ (a - b) 52 (a - B)]

Jorigmas 2o | !
J == (@0 (a+b) ..... 000 (201)
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914. Polares Trigheitsmoment eines reguliren Polygons in bezug auf
dessen Schwerpunkt als Pol. Fig. 174.
Auflosung: Das regulire Polygon habe n Seiten und die Masse M. —
: _ M ; , 4
Ein Dreieck S4B hat die Masse . — Das Trigheitsmoment dieses Drei-
(i B
eckes in bezug auf die Achse SF ist

S M ey
D% "om 6\2/  24nm

@
g®

In bezug auf die zu SF senkrechte
Achze ist dasselbe

Daher ist das polare Trigheitsmo-
ment dieses Dreieckes in bezug anf die
Spitze als Pol

Mo ear o M B2
- v g*  J2e - —
P 2n Zn n \24 2
} M 35
Fig. 174. Ady=p i\ B T 15

Alle Dreiecke haben nun in bezug auf S dasselbe polare Trigheitsmoment,
daher gilt fiir das ganze Polygon

M8
Jp=- .I\h--- 13) (202)
Das geometrische, polare Trigheitsmoment des Polygons wird
‘-F.-r Il,-' - .“,-_‘\.I
e 2.1 ] |
o= [ 2 . (203)
: 2 ‘
Fiir den Kreis wird s =0 und A=, daher
=, M (d* N )
Od,= B == UJ, somit
M .
O p= < O gt il & ol o e B e 1 '
T . Ay 1 7T B =3 N | .
Wird statt M die Fliche 3 1 gesetzt, so ergibt sich das geometrische,
polare Trigheitsmoment des Krelses mit
T =
:.:‘;r‘f‘” = :;\-J fr‘l N T R R R e PR PR (2'].})

Fiir den Kreisring, Fig. 175, werden, wenn M die Masse des duleren
und m diejenige des inneren Kreises 1st:
i

M. .
mech JJ,—"- = D — = d® oder

1

mich O =— 1 (M D*—md? .......(2006)




I fo Freh )
geom | = Dt — — d*| oder
C R 8 \4 Bl

goom J},'——:;E(D"—{I"} e el {2”:)

915. Das iquatoriale Trigheitsmoment eines reguliren Polygons in bezug
auf eine Schwerachse. Fig. 175.

Auflosung: Das Tragheitsmoment des Po-
lygons in bezug auf die Achse Sd 1st ebhenso
groB wie in bezug auf die Achse SF, weil die-
selbe ebenfalls durch den Schwerpunkt und einen
Eckpunkt des Polygons hindurchgeht. Ist nun
SA4 gegen die Achse SF unter dem Winkel «
geneigt und heifit das Trigheitsmoment des Po-
lygons in bezug auf sie J,, so ist J =l

Somit wird laut Formel (180)

g, = J’.-{'trh"llr-_‘--_ J ssin®e=J_ oder

o eo(l= cos ) = J;I_-.-aiuf{c. d. 1.1.
'Jr” = J.J.' =J 1y

Das Triigheitsmoment des Polygons in bezug auf jede durch Schwerpunkt
und Eekpunkt gehende Achse wire demnach konstant.

Fig. 175.

Fiir eine unter dem Winkel ¢ gegen die Achse SF geneigte Achse er-
pibt sich
J,=dJ_cos?p | J” sin®
I)ﬂ J_.': r;{“ iﬁl‘-_. 1‘!)1%.{_‘.-
J,— {enste -+ sinp) =4J_, d. h.

Temdy =, . - s st (308)

., Das Triigheitsmoment eines reguliren Polygons ist fiir jede Schwerachse
gleich.*

Da die Summe zweier iquatorialen Triigheitsmomente in bezug auf zwel
aufeinander senkrecht stehende Achsen das polare Trigheitsmoment des Quer-
schnittes in bezug auf den Schnittpunkt dieser Achsen als Pol ist, folgt

M et
- (A2 = | J +J =2 J., daher
g N Tl mesl W
: | B R A ’
0 Y 1 |I\ft-'—|— 12 | (209)

e

Das weometrische, #dquatoriale Trigheitsmoment des Polygons 1st dann
- . | : i

) _Il'." Lol .,-2\
a}m:rfy = '_I_L*'_;“' .;_]J L RIVE NG S L, P, B S, IO (2[{}}

4\
Fiir den kreisformigen Querschnitt ist das mechanische, dquatoriale Trig-
) d
heitsmoment wegen s =0 und A= _
M

o i o uiadpme gy, met A1

o
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und das geometrische, dquatoriale
B
S ey R R e S s e R g )
G4 A=ty

Fiur den ringformigen Querschnitt ergibt sich das mechanische, dquatoriale
Trigheifsmoment mit
M D 1
e = —_ i
16 16

und das geometrische, dquatoriale mit

7 R R

| 5 T 2 %
J=—D*— _d? oder mit

64 b
oy RO, RN e B[
64

216, Die geometrischen Triagheitsmomente einer Ellipse in bezug auf

= ihre Achsen zu suchen. Fig. 176.
> | Auflosung: In bezug auf die
kleine Achse ist das Tragheitsmoment
des Fliachenstreifens ABGH

s B ADd=AB-§. 2
= P w—— ; .
{ - Wegen BO:C0=F§:CS oder
/-,a Xi \'l BO:CO=0b:a ist
| | .~ b
L 3 R o AB=2.08B— .00

MBS el a
! ;} ¥ ] 3
Fig. 176. AdJ=—.00.8-2°

. a

Das Trigheitsmoment der Ellipse in bezug aunf die kleine Achse ist
demnach

b .\
J=2.2|—.C0-§-2" |
\a J
b :
J=—-2Z(2:.00.9:z>)
@

2.00-8 izt der Inhalt des dem Kreise angehorenden Flichenstreifens
DCJEK. — Daher wird

b Lkt
J -2 (DCJK - z7)

il

y b
.-;r:: -J-JO—' J-_rt'i

¢ A a 4
J':..z—'n‘-"'b_________,......{2153)

Ebenso findet man in bezug auf die grofie Achse

B eV s s (E0)




§ 57. Graphische Ermittelung der Trigheitsmomente von ebenen Fldachen

nach dem Verfahren von Mohr. ,
Die wegebene Fliche wird parallel zur Achse MN, in bezug auf welche
das Trigheitsmoment gesucht werden soll, in eine grolle Zahl von Streifen
zerlegt, Fig. 177.
Hierauf werden die Inhalte der Streifen 01, 12, ..., die als Krifte be-
trachtet werden konnen, auf einer zur Trigheitsachse parallelen Geraden auf-

; it

: A / i &

// 2 l:'l;_f 177.
/ / getragen. Zu dem Kriftezug 01, 12, ... wird
k 7 nun das Kriiftepolygon so verzeichnet, dal die
dubersten Strahlen des letsteren mit der
Symmetrieachse der gegebenen Fliche je einen
417 Winkel von 45" bilden. Nach Konstruktion
A des Seilpolygons I1I.... X AT findet man
N mit A B die Schwerachse der gegebenen Fliche.

F
Y, von 0,10, d. h. — —

Die Poldistanz ist laut Konstruktion gleich

Werden die einzelnen Seilpolygonseiten bis zur Achse MN verlingert,
so entstehen ein neuer Kriftezug und ein Kriftepolygon mit dem Pole A und
der Poldistanz e.

Blaun, Mechanik. 13
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Das Trigheitsmoment des ersten Flichenstreifens f, in bezug auf MN
. ; o p
I8 1 ¥

F . ey .
Da A 01O~ abl, folgt y,: S =ab:f, so dafl sich ergibt

f,y,=ab. % und

f oy ?=ab 2 i
-L-!] = 5y <1

ab - y, ist die doppelte Fliche abl. Demnach wird
fiy,*=F - jlabl
Desgleichen . . . . . . f,y,>=F  flbell

f10 -':)'m-j = F-flHX
Somit ist das gesuchte Tragheitsmoment in bezug auf die Achse TN
J=Z () =F f(dlF . .. . Xl
Fiir die Schwerachse 4B wird
J—=J—F.¢
Da das Dreieck a Al gleichschenklig ist, folgt

al =2¢ und

¢ . e a
flAal—2¢- 5 =€

Dann wird J, =J — Fe*=F -fl(al I . . . Xla)— F - fl (Aal)
A i RO R e 1 0
wenn die von den Seilpolygonseiten und den Verlingerungen der #dullersten
Seilpolygonseiten eingeschlossene Fliche F | genannt wird.

, § 58. Trégheitsmomente von Korpern.
(]

217. Das Trigheitsmoment eines Kreiszylinders in bezug auf seine Lings-
achse. Fig. 178,

Auflosung: Der Zylinder werde in unendlich diinne, konzentrische Schich-
ten zerlegt. Das Triagheitsmoment einer solchen n
der Entfernung ¢ von der Achse ist dann

Fal o — i [_? TO- o Q] § e ] G'_’
: g

Somit ist das Gesamttrigheitsmoment

J=2nl’.Z(o®  Ap)
g '

Der Ausdruck 2 (o*- A o) 18t leicht und folgender-

" maflen zu ermitteln. Eine quadratische Pyramide mit

der Seite r werde im Abstande o von der Spitze
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parallel zur Basis geschnitten, Fig. 179. FEin gleicher Schnitt werde in der
Héhe A o iiber letzterem gefithrt. Dann entsteht ein Kérperchen mit quadrati-
scher Basis, deren Seite o ist, die Hohe desselben ist A\ p.

Die Summe der statischen Momente aller solchen
unendlich kleinen Kérperchen in bezug auf eine
durch die Spitze der Pyramide parallel zur Basis
liegenden Achse ist dann gleich dem statischen
Momente der Pyramide selbst in bezug auf diese
Achse, also

]
> {u i f}] =% L T
[(e* Ao el=rt o
A
i
SoP A p)=
TN t
Do Foas ek ol
- . i i) T Jar-i
Somit wird . .. J= Lo da M= 4
g 4 q
die Masse des Zylinders ist, wird das gesuchte Trigheitsmoment
J = : M * (218
e—_).o‘,.,.~.._..,...|_}
218. Triagheitsmoment eines Zylinders in bezug |
auf eine 1m Mittelpunkte der Hohe liegende und [
auf derselben senkrecht stehende Achse. Fig. 180, |
Auflosung: Wird jede Zylinderhélfte durch | ot
unendlich viele, zur Basis parallele Schnitte geteilt, \
*
e f are.f ! N
so entstehen diinne Scheitben vom Inhalte . M h
Jede derselben kann als Kreis mit dem Trigheits- {
momente 3 |
= &
i m. by r* ‘
. ’o , r |
16 1 n-g 4 P —_—

betrachtet werden [laut (211)]. Fie. 180
ig. i

Demnach wird

e ffarily r*] M Eaa l:’lf \*, mrily . = i ' mrily . I,--":;’e"-lg S
£ ]_ iEl 4] " L gn S ' gh PR N/
T '.rl:f:f" r* | = i = r.:E:J l'f 1 ?I'. 7 r*l 7 }qu}
= K . e LR « I ¥ - $
Y gn g YL ogn \"n/) gn 4 ‘
mrily [ 3 52 ; j
J =2 ~ M (12 4-224- ... - nf]
o L R e e )
2 ¥ 3 3 n o - !
129232 L ~+n?= —(s. § 27, Beisp. 112)
n=x
Dar iy o r® 12 nh
J > — .
' qn 4 n'  Jy




n
|
196
3 mr-20.9
Nun M —"" £, daher
g
JUE e
J=—:i|n ]
2 i SR
[ 73
J,=— M| —- S e e [
Sy -l: 3 ( :'
219. Trigheitsmoment eines Hohlzylinders in bezug auf seine Hohe als
Achse. Fig. 181.
Auflésung: Wird der Hohlzylinder durch unendlich viele, zur Basis
parallele Schnittebenen in Kreisringe zerlegt, so ist laut (206) das Trigheits-
moment eines solchen
. ] ; a s, an
= 3 (1, 1z —'.r.ri'__,fz e
wenn m, und m, die Massen der ganzen und
- der inneren Kreisfliche bedeuten. Ist die
— \ =—— Masse pro Flicheneinheit 4, so wird
= B | ) |7, ] T !
e DD — . 5.4
I g4 4 /
Ly ! :
. . . B :
== ' =05 (D4 — dh)
| (S B J ;
5 | ] Jr T2 ] Pt ] 2
EAR R J = (D2 —a@* 6-(D?-LdY
{ Selescies fff:urﬁa;{.; _qprrz';'&r{__ | s
| i T 73 ya | @
| M, - MWeaxsse r_(g-.sﬁr::—ﬁr':'pg-,fﬁ"ﬁf 1= Q I n [\l”‘ S ffl"} 0.4 {}1"—[— i"}
: o, = F - n dd
| e # l g q gy ok 3 @
| ].‘E_E 181. f_:_)[_;ll?-l;-Jl- (.U-_{f-)rs

= = AT . : e 5 : : i
Nun ist D2 —d*«d=m, die Masse des Kreisringes. HEs wird das Trag-
4 /s i-\ L]

heitsmoment des Hohlzylinders dann

1 = i :
J=2()=_-(R*4-77)-2 I (D —d?) -6 | = i (R? %) - 2 (m)

Ist M die Masse des Hohlzylinders, so
ist endlich

J = M(B 17 . (220)

-

220. Trigheitsmoment eines Kreiskegels
in bezug auf die Héhe als Achse. Fig. 182.
Auflisung: Der Kegel werde durch un-
endlich viele, zur Basis parallele Schnitte n
Scheiben zerlegt. Jede solche kann als ein
Kreis betrachtet werden. Die Inhalte der
einzelnen Scheiben sind
fr\E B (2¢N B [3¢\° R (nr\® &
| | 5t |

B =gy =) v . T b

N1 ;AL ), " T 1 \ 1/ T
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Die Trigheitsmomente derselben sind

(¥t & 9 1 e\ e TR SO (R O e
| .| 4y 3 - . |I | NS | | T o ey al| |
v/ noq 2 \n/ o W e )

W

Demmnach wird das Tricheitsmoment des ganzen Kegels
g g 2

arthy o
Sl B G o - nt)

“ 2nt.g
Die Summe in der Klammer kann erst bestimmt werden, wenn 1° -

4 . . . -+n¥ gefunden ist.
Es gilt (n-L-1)=n* | 49’ L 6n*

4 n
13—0 LD iy '_'1_ 0

g =0

|
........ -1
g N it 94 — 14 TR L P =6 =y
T 34— 2 L 4.28 Wi RS kg

)P4 6(n—1)2-am—1) 1
W o e (nd-1)* =nt L 4n? L 6n’ 40 41
14 ...t et ) =14 L4 (13- 40t - 6(12 ... -n%)

1 d@F.tn)+ m1)

("--5'1)"--“-4E1”-i----—i—”:’}-i n:: (nt1)(2n - I};I-LZ (n41)4(n—+1)

W...m—1) . ... ¢l=nm—1)"14(n

3 a8 |3 (n+1)* i i ' L, \ =1
] '_} —I— ey e e I.L o i {.ié- =i I]I'\_}h—i— l:l — 9 ('J'J.—I— JJ_ r

n _:'_ I a By A P i >
(n®4-3n*4-3n+1—20°—n—2n—1)

L 1 (P ) w2 (n - 1)°
e ; |

184 2 e _'n.(u—:—l},';-:
9

Nun ebenso
(n-1)P=n" - 5n? L 10n" L 10n? L 5n —+1
n=0,...... 1°=0 =) L0 L0 40 +1
I T | SRR T L M Al |
== i 3B=0° LT 1023 1.10.922 e sy

o (Vs s P — (1=1)P0 B{n— 1)1~ 10 (1 —1)%-- 10 (n—1)24-5 (s —1) -1
N .. (n=1)P=n? —-5mt L 10n® —10n* 150 1
1P+ 1P =1 0B (1 ... -0!) 10 (1P ... -07)
H10(12 4 0% 45 (Lo m) - (1 1)
- ¢ 1 !"}
1) =5042... a8 ]”u (n ) “:']”ﬂ. e

b—(n—+1)-+ (n+1)
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| fn——1)° :_:HI‘! T ! 12
U ARt S _} N {4_ ) _":{” L) @r—-1) —
n n— 1
e 1) - 5

%~ 1 Ny : L
S 160k 1) — 150 (n = 1) — 10m (20 - 1) — 150 — 6] |
e e A A R e S o e T AT 5 _ ;
= 4 (6n'124n? 136"+ 24n| 6—150"—16n"—20n"—10n—15n—6)
30 ! E
% 1 (Bt e il 6n® 1-9nt 10— n® 1 6nt-L 9n*-l n?—n
30 30
Lea i I | H_‘:H'I :.!"” -i."’_ it
! 5 Al s 30
Daher wird
i rthy l." n® nt . ond %\
i 3 2nt.g \ B Sl 30/
R - T % BT e ,Tg_;r 1 | 1 1 \II
| * 7 2qg \bH 2n ' 3n? 30/
- X __
A
| J;! »
J — ~  fiir n %0
L0g
| Tr=hy o 3
JJF —— L b = _i".',
i /] M 10
| 3 .
— T 0%
Fig. 183. o — 10 P s ARRE)

221. Das Trigheitsmoment einer Kugel in bezug auf eine Schwerachse
zu finden. Fig. 183,

Auflésung: Jede Halbkugel werde durch unendlich viele, parallele Schnitt-
ebenen senkrecht zur Trigheitsachse in Kreisscheiben zerlegt. Das polare
Trigheitemoment einer solchen ist dann

e b : ry 1 :
AJ=p%m—: e 9'3:{'}'3__.‘3;'3).;1. fi (J.‘:__r-_'}
S 2 ng 2

! Das Triagheitsmoment der Halbkugel wird daher

s ST R foanate’ F fa.5272 r \ 272
J:f_”fi[ r““’—r/} e 2 Y (SrME J“‘!—Il’H-r, |
Ing Ll i/ ; \ n \ J \'n/ 1)
X fah2 4
zwry [ 7 {rh
J—=_—"\nrt—2¢% ) . (124 +n?)4-(—] (1L —+ nh
Zng | \ \I |
ary 4y | |1 Gl L n '\ QT (n--1) (2nr-1
o = ) g i oy e — : n —— L0
2ng L T e VT ] 30 et ol
oo 51 .'r'i Ty ek ‘!r"’;'.l gaid _’|
el A S 5 S
8 ar’y 4 grly
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Fiir die ganze Kugel ist daher

il
15 ¢
-.1{:1.._{?'3;'
Sl
8
J 15: 2
TR T R
3
9
I = M1 (222)

§ 59. Beispiele iiber die gleichformig rotierende Bewegung starrer
Kérper um eine feste Achse.

999, Auf einer Welle mit dem Radius r sitzt eine Scheibe mit dem

Radius RB. Wie viele Touren macht diese Scheibe, bis die Bewegung durch

den Reibungswiderstand in den Lagern der Welle aufgehoben ist, wenn im

Momente der Betrachtung die Umfangsgeschwindigkeit der letzteren ¢ betrigt

und der Reibungskoeifizient ¢ ist? Die Wellenmasse ist nicht zu beriicksichtigen.
a

i o NS el s ; :
Auflésung: Die lebendige Kraft der Scheibe ist — .J, die Arbeit des

Reibungswiderstandes an den beiden Zapfen bis zum Eintreten des Ruhe-
zustandes @G-z, wenn bis dahin ein Punkt des Zapfenumfanges den Weg z

beschreibt. BEs mufl demnach sein
I"IJ‘!
-_; = r}- (r-a
r\_ f;I -3 Ll
. RR=upnktz
re 2q f
W 5
G .
1 . -R‘)-—'r; Gz
2 q
c:' _‘:-:

= 2ram,

e 5
dpgr”
wenn n die verlangte Tourenzahl ist
e®. R?
p—te—
dgpgrt-2ra
. - R*
f!"_ ; =
"“." g ar = P
993, Ein starrer Korper dreht sich mmal in der Mmute um eine feste
Achse. Wie grofi ist seine Winkelgeschwindigkeit?
2-1:mm
Auflosung: P :
< 60

b A (]

w0 == B e e 1=
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224, Auf einer Welle sitzt eine Schnurrolle und ein Arm. Am Ende

des letzteren befindet sich eine Bleikugel mit einem Halbmesser r = 0,482 m.
Welche Winkelgeschwindigkeit, Tourenzahl und Umlaufzeit hat die Kugel
wenn die Schnur mit einer Kraft won

b 20 kg . .. 5 m abgezogen wird? Das spe-
“\\ zifische Gewicht des Blei betrigt 11.3 kg/cdm.
\ Fig. 134,
\ L
£ | | Auflosung: Der Kugel wird durch das
| Ziehen an der Schnur ein Arbeitsvermogen

L =—20.5 =100 kgm

/"’ . . =
~ . mitgeteilt. Daher gilt
e ;’ e #1 FI‘J-_I
J e—— bl
100 5 J
2 4 ¥
J— . 8. g. .42
o & i
8 11300 :
J = —qC -(0,482°
15 9,81
o~ 50
a
() =
=1 w-=4
2
=2
N 30 60
0= —— e — =
30 iy e
1n—19.1
1)+ | — 2 oy
2o o
f. === R h[‘]{_
e

Umlaufzeit = = Sek.

225. Ein Eisenanker, Fig. 185, hat 80 mm Durchmesser und ist 5,5 kg
schwer. Die Wicklung um ihn ist 10 mm stark und 2 kg schwer. Im Mo-

i : - m mente der Stromabstel-
. | I (Il
y | I, lung hat der Anker =
g ) Derensoni 1500 Touren. Wie
L = lange rotiert er noch,

| ;. | r .
‘—‘—“I T wenn der Zapfendurch-
- I | | . 2] L i
| - i messer d =15 mm und

el
! . der  Zapfenreibungsko-
S e o e N
| Kapfergen: 24, I.H}th]'ll- ¢ =10,03 sind!
i TITTII T T “ (Die Biirsten sind abge-
£ BT TR T T T I ri= 7500 hoben )

Fig. 185. ;
' Auflgsung: Die leben-
dige Kraft des Ankers und der Wicklung, welche als Hohlzylinder anzusehen
ist, wird durch die Widerstinde an dem Zapfen vernichtet. Es gilt dann

a a3y
w: m w= M
et o P L e e
9 5] 7 I ] ) I:L I ! }_:ﬂl I".r &

Pl - & &
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B )
LR ) - -

" M=—_—_—und z der Weg, welchen
9.81 9,81
¢in Punkt eines Zapfenumfangs beschreibt, bis Ruhe eintritt.

In dieser Gleichung sind =

Es folgt dann weiter

1 [an\® 5,5 9 o ol s
.| m: | = 0,042 - (0,052 1 0,04%) | =0,03.7,5-2
T R ' 12.9.8] i

i) 1 ot
7% 16002, | - 00,0016 4 ——- 0,0041
2.9.81 9,81 |

o 2.900-0,03-7,5
72 kann gegen 9,81 gekiirzt werden, so dal} sich ergibt
1500%.[5,5:0,0016 - 2.0,0041]
: 4.900.0,03-7,5

292 500-0.017

i

© 36.0,03-7.5
Tz ~~4T m

47 m ist der Weg einer gleichformig verzigerten Bewegung

0 el ¢
47 = 5 iy — 5t
_ 0,015+ z- 1500 =
l? T “__'.) . fri— “,-'_IE.'J!

60
f ~ 80 Sek. ~ 1 Min. 20 Sek.

§ 60. Beispiele iiber die beschleunigt rotierende Bewegung starrer Korper.
226. Ein horizontal und zentrisch gelagerter, voller, homogener Zylinder
mit r = 40 em Durchmesser und G — 2000 kg Gewicht wird durch eine Um-
fangskraft P =50 kg angetricben. Wie lange dauert es, bis er n = 120 Touren
macht? g~ 10 m.
¢) Ohne Ricksicht auf die Zapfenreibung.

B) Mit Riicksicht auf dieselbe. — Zapfenreibungskoeffizient ¢ —0,1. —
Zapfendurchmesser d = 60 mm.
Auflssung ad a): D—g¢-J
50.-0.2 1)
£ = : — D
2006 .
004
10.2

Die Bahnbeschleunigung ist p—r-¢=0,2.25 =05

i 2ran 04 azn 047120
Dapn p=—— = =
60 60 G0
% 2.0 m
9,5 — p-
2,8
b——
i}::)
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ad b): v D=250.0,2 — ¢-2000-0,03 =4
4 4 [
C 2000 T¢
0,04
2.1 :
}n’:i E= (]‘,3-122”_.2
2rmon C
P = : ~ 2.5 m
(310
20 =np-t
iy
el
0,2

t~ 125 Sek.

227. Um einen Kreiszylinder vom Halbmesser », der sich um eine hori-
zontale Achse reibungsfrei drehen kann, ist ein Faden geschlungen, der an
seinem freien Ende ein Gewicht = mg trigt.
Welche Fadenspannung, Winkelbeschleunigung
entstehen, welche Endgeschwindigkeit hat das Ge-
wicht, wenn es die Hohe % gefallen ist, und
welche Zeit 1st hierzu notig? Der Zylinder habe
das Trigheitsmoment J. — Fig. 186.

Auflosung: Das Gewicht ¢ ruft im Faden
die Spannung S hervor. Letztere bewirkt, da
sie konstant ist, eine gleichformig beschleunigte,
rotierende Bewegung des Zylinders. Die Winkel-
beschleunigung desselben & wird daher aus

. S-re—g-J
(_{r-- .n.--e-f oy
Fig. 186. e
Die Kraft (G -— 8) beschleunigt die Masse m, so dall deren Beschleunigung
Q=8
!l = — e
i
wird. Somit ist
G — -\“ J\}I T
'I.-I —_ -
mr o

(G —8)-J=m8-r*

G —S-J=m8-r®

S(mri-J)=0G-J
g
T omrrtJ
S-r oS r
= i g ‘5 d. h:
G

£ = o
mar:4-J
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Laut Satz von der Energie in § 49 ist weiter

w® | my?
e PRy i
AdA=G h=J 5 T35
{ 2 e
Gh=dJ_ 1+ m—
o 2
> R 3 -
G-h=—— (J -+ mr?)
2 ¢t !

’ 2 (_;r‘ I/
1 — i 1, -
J -+ mr*

T r (‘J" . .?'I: 1 {
Pp=r-E=—1i- : -— o gagLe v=="1mp"
: mrr—-J J+mr ;
/) 2G-h
re N/ a
h ‘ o - mr®
e — — -1
If:l {r.r-
J - mr®

2 reV2G-h i_.Jr — N J"-’J'l

VT Gt

.f V2Gh (Jf 1 mr?)

K Ger

: #..-"‘.'E'Ih (J -+ m r?) .

ot ‘-’ G-r Fig. 187.
228, Wie groB miiBte G sein, damit die Fallbeschleunigung p— é werde?
\uils G-r® G- q S
Auflésung: = - = R
: : ; J 4 mr? G 9
l}r —_— e
q
(£5

2G-1*=J.g1—1ryg
f
g

Gri=Jdg
J-g

5
T
229. Um einen Zylinder ist ein Faden mehrmals gewickelt und dessen

freies Ende aufgehiingt. Mit welcher Beschleunigung fillt der Zylinder und
wie grofi ist die Spannung im Faden? Fig. 187.
Auflosung: Die Energie des Zylinders nach Fallen um die Héhe & ist

G=

A=
s s s omers Nl 8
1 I".f.lll — S = - B b
: 2 2 Th g ity
b 4
el m
magh=—muv?
4
o\
= "2 :;rjh
\3 9
9
e B)Ed
}_).__-_-(;,,,__..,.......(_’_4}
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d. h. der Zylinder fillt mit einer Beschleunigung, welche gleich ®/, der Erd-

heschleunigung ist. Ursache dafiir ist der Drehungszwang des Zylinders.

: 2 ¢ M S.r
Nun ist ¢ —if — et

¥ J
2 g mr?
woraus H—-—- 2
S
(.l'
e O 14
f’—'-;‘-------------{.5...4)

d. h. die Fadenspannung ist gleich dem dritten Teil des Zylindergewichtes.

230. Um die horizontale Achse eines Zylinders mit dem Gewichte G kg
ist ein Faden mehrmals gewickelt und dessen freies Ende aufgehiingt. Mit
welcher Beschleunigung p {fillt der Zylinder und welche Fadenspannung ent-
steht, wenn der Radius der Achse p und der des Zylinders r ist? Die Masse

der Achse ist nicht zu beriicksichtigen. — Fig, 188,
Auflésung: Ist der Zylinder die Hohe % gefallen, so lautet die Arbeits-
gleichung
: :
. 0w o= W
{z- Jr = - -J
5 | 5
:'fg_g -_ -
G o =gt -
- h — o —— s — g
le' _J .f n= '_:'r,l
1 ] e 5 il 1 e
== g h Ik — S —p* - :
i ' 2 4 o’ 2.0 & g
. !
7 2 0°
; 0"
E 1 J'J i ,I.l
| V= ‘ o -
. P 2 o7
i 2 [
el =0 \
3 V= 1 2| ——s<gh
. \g*2 - EL’:J"
- Die Beschleunigung, mit welcher der Zylinder fillt, wird also
20° Pl
| ) : R L L A Ry (e AR £ b |
| P=iir g2l (==t
I = *
| = : 207 X = 2
Wire z. B. r=4p, so wiirde folgen p = H- 30 =5 ¢; der Zvlinder
a0 I i >

wiirde dann neunmal so langsam fallen, als wenn er frei fiele.

Die Winkelbeschleunigung des Zylinders wird dann

¢ o
o 20° D
= —= 2 =
0 ré-i- 2o * J
| 2 p* S0
o q g
i ::
r-1—-2p° m e
2
o mirt-n
.5 e = rJf
T L 3 g )
) I & [
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Da mg=—G ist, wird somit
3o
: g o
.‘»=(;-rg [ 92 : s o b e A22Y)
e —
N . nj 8 i oy - -
Fiir r—4 p wird 8= 5 @, d. h, groBer als im vorigen Falle.

231. Um einen Zylinder ist

ein Faden gewickelt und dessen ablaufendes

Ende am hochsten Punkte einer k Meter hohen und
Winkel ¢ bildenden schiefen Ebene befestigt. Mit

mit dem Horizonte den
welcher Beschleunigung

rollt der Zylinder die schiefe Ebene her-
unter und wie groll ist die entstehende
Fadenspannung? Fig. 189.

Auflésung: Man denke sich im Zy-
lindermittel zwel entgegengesetzt gleiche

Krifte S -;L1|;_r1=bj':lr_'hf. Die mnach ab- X
wirts wirkende gibt mit der Faden-
spannung S das den Zylinder nach ab- e e i gt e 2
wirts rollende Kriftepaar, die nach Fig. 189.
aufwirts wirkende verringert die Wir-
kung von & sin ¢. — Laut Beschleunigungsgesetz gilt dann
B o
Geing —OH——TEg,
]
hierzu S.r=—z¢-J
Aus letzterer Gleichung ergibt sich
B
o
=
Wird dieser Wert in die obere Gleichung substituiert, so erhilt man
ey 5 -
(r 81n ¢z =—1¢E
! q
~ = d
GeElg—¢|—7
\g ’
s iflr g e R
Genp—c¢-G|-—- ]
\g r 2 g
: [t
BIN i — B e |
\g 29/
" 3
PN =801
S g
Fig= S gsing
2 .
;;:;;—{;sirtf:. e e v )
g e s
q gl e
T 2 g
i =
-
SRS Lo .
S= = sing (229)
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232. Wie lauten die Bedingungen dafiir, dafl ein Zylinder von einer unter
dem Winkel ¢ gegen den Horizont geneigten Ebene a) herunterrolle, b) her-
untergleite, wenn der Koeffizient der gleitenden Reibung f ist?

Auflosungen: Ada) Genau so wie in der vorhergehenden Aufgabe die
Fadenspannung S die drehende Be swegung  des _/~.ln,[5pr-.. zustande gebracht
hat, wird hier das Rollen desselben ciunh die Reibung zwischen ihm und
der schiefen Ebene bewirkt, wenn die Beziehung hav.-,.reln.

s £
fGeose = 3 SIN ¢

Bedingung fiir das Rollen f'> —_.]:—1,{.-._7._-. BT S G SN

Ad b) Soll der Zylinder gleiten, so muB die Beziehung lauten
G cos ¢ < G'sin ¢
Bedingung fiir das Gleiten f<tge ............. (230a)
233) Wie groB mufl der Koeffizient der t*]enenrlvn Reibung mindestens
sein, damit der in Fig. 190 gezeichnete f*.tnutlr mit seinen beiden Endzapfen
auf 2 unter Winkel ¢ gegen den Horizont geneigten Ebenen herabrolle?
Auflésung: Man denke sich um
_—| die Zapfen je einen Faden ge-
e wickelt und deren freie Enden be-
festigt. Die in beiden letzteren
3 entstehenden Spannungen seien zu-
S e sammen S. — Dann gelten wieder

: e die Gleichungen
| T B

| { ! — -1_'_—_ - i - [‘_r‘
i Fiw. 190 G-sin g — S = ‘D E

und S.p=¢-J
Es handelt sich um die Bestimmung von S.

Sp
S er
- ~ ||’_:I'I Jv i
G-sing—8S=—=——.p-
(il
! x % . [
| r8llpg— S —— -+
i ( =
. :'_
2y
g " . 25" Ty
{7 81N ¢ - '-.‘):—;':‘- 5= I-;- =
e s
T
i T = 4P
Gsing—2.. g i
2
| in
| " 81N g
D= (5
r- 2 g*
| Die Bedingung fiir das Rollen ist nun
r‘"'siu o
B G=f-Geose
=13 52
<=4 o -
f == | 3 l\‘-.il 44
=T 1 5 3
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934. Mit welcher Beschleunigung rollt eine Kugel unter dem Einflull der
Reibung von einer unter dem Winkel o gegen den Horizont geneigten Hbene
herunter und unter welcher Bedingung findet dies statt?

Auflosung: Die Reibung kann wieder ersetzt werden durch die Faden-
spannung S, so dab sich die Gleichungen schreiben lassen,

e ACH (L
Geing—»H=——:T&
q
S.r=—g-J
s Tohol
[ p——
o
A gof {7
G sin o — =—irE
¥ q
2 e (e
Gang——+»—+— "= —"rE§&
¥y q
= o 14 i
gelnpg=——_—TE-—-TE= fe=——T7TE
g 5] : 10 b
- ot
Bt e=— B e e e - (281)
q

Die Fadenspannung muB ebenfalls gesucht werden, da ihre Gribe zur
Beantwortung der andern Frage notig ist.

IO R T L
8= e e o =
¥ £ 7 5 g
o
S—=_—@Gsing . . - - o s v p0 - - [2::}2)
i

Die Bedingung dafiir, dall ein Rollen der Kugel stattfinde, ist daher
7]

" Geing={ Geose,

)
woraus sich ergibt ViE ~ R e e {2.}‘}}
{

Auf Grund der in diesem § gezeigten Beispiele konnen nun schwierigere
Aufgaben iiber gleichzeitig erfolgende gleitende und rollende Bewegung ein-

facher und zusammengesetzter Korper leicht durchgefithrt werden.

§ 61. Bewegung eines physischen Pendels.
Jeder um eine feste Achse schwingender Korper heifit ein physisches
oder zusammengesetztes Pendel, Fig. 191.
Das Moment des Pendelgewichtes Mg in bezug auf seinen Drehpunkt O ist
Mg - 5 - sin 9,
wenn s die Entfernung des Schwerpunktes vom Aufhiingepunkte und & die
jeweilige Elongation bedeuten.
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Die Winkelbeschleunigung eines rotierenden Kérpers ist nun laut (177
das Verhdltnis aus Drehmoment und dessen Trigheitsmoment, also hier beim
physischen Pendel Mgs-sind

g = J

Ein mathematisches Pendel mit der Lidnge OK —1 schwinge ebenfalls

um O; seine Winkelbeschleunigung ist
mg - - gin &

L mi>
Soll nun das physische Pendel genau so schwingen wie das mathematische,
dann mull sein g, =—¢&, oder
Mg-s-sind mgl-sind
— — d:h,
'j.. il
7 J, Triigheitsmoment (234)
~ Ms Statisches Moment ~ ~ =~ 7

,Jene Linge eines physischen Pendels, bei welcher dasselbe dieselbe
Schwingungsdauer besitzt wie ein mathematisches, heiit reduzierte Liinge
des physischen Pendels.*

Hier ist also / die reduzierte Linge.

,Jener Punkt eines physischen Pendels, welcher um die reduzierte Pendel-

S 7 W e
= y, 1
,.;*‘PQ
|
| : .
L‘.I-_.M-«c_J \- l F
| A
Fig, 191. Fig. 192,

linge von der Schwingungsachse absteht, heilt der Schwingungsmittelpunkt
des physischen Pendels.®

Somit wird die Schwingungsdauer eines physischen Pendels
" ‘ g, ‘ /Reduzierte Linge
=T i I /
Mgs q

Mittels letzterer Gleichung kann man das Tragheitsmoment von Kérpern
experimentell wie folgt ermitteln.

e (2aa)

Man bringe die Schwingungsachse O an, Fig. 192, und befestige in irgend
einem Punkte 4 des Kiorpers einen Faden. Der letztere wird nun iiber eine



209

Rolle gefiihrt und an seinem irelen Ende eine Wagschale angehingt. Wird
in diese ein Gewicht P gelegt, so stellt sich die Achse des Korpers unter
Winkel ¢ gegen die Vertikale ein, und es folgt

F.-g.sing=~F-a |
- P.a W B
Gig=. 14
sin ¢ AT AT
Das statische Moment des Korpers ist also be- I |
stimmt. Selbstredend muB die Lage des Schwerpunktes | L] |
des letzteren gegeben sein. [ 4 | I
3 gt B = : el sl
Da fc=—mn"- ”" ist, wird . ‘
Mgs o =] _
qs L s O« ¥ E
. pe | i§ 5 4
J = - Mgs oder i
oE
) 2 P:q R , i :
n;n = it - T CTRE et (2';[', | ! |
e Bllg | | | |
{
In Fig. 193 ist ein physisches Pendel mit dem i :
Authdngepunkt €' und dem Schwingungsmittelpunkt K V—E'E Y 1
dargestellt. Dann gilt | ‘—;—
e Ja =] Js=Ms? o Jg e Fig. 193.
M- M-s M-s

Wird nun das Pendel in K aufgehingt, so werden KS= (l—s) und
das statische Moment M (I — s). Die reduzierte Pendellinge ergibt sich jetzt mit

J i Jg-+-M({l—zs)? Jg _
i : .h e : \ ! = 5 {l’—\:l
! M (I —s) M (I —s) M (I —s) a
Aus obiger Beziehung fiir { folgt B Sl
s '
Il —s=—"", daher wird
M.s ;
i (L
e [t
F el M= ; |
W -3/ Jg 11 ¢
jaes vl d. h T
1 T M-s c
M. 7
i - {
b=l e o (237) F
Die reduzierte Pendellinge ist dieselbe wie {frither, also I
schwingt das Pendel in beiden Fillen gleich. &
= : ; . . I
_Ein Pendel, bei welchem man Schwingungsmittelpunkt und :
Aufhiingepunkt vertanschen kann, ohmne daf} sich die Bchwingungs-
dauner #ndert, heiit ein Reversionspendel.”
Ly
A
Beispiele.
eispie Pig. 194

935. Wo ist die Schwingungsachse eines 0,3 m langen, homo-
genen, prismatischen Stabes mit dem Querschnitte ¥ anzubringen, damit seine
Schwingungszeit eine halbe Sekunde betrage? Fig. 194,
14

Blan, Mechanik.
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s : ; 4 ; |
Auflésung: Die Schwingungsachse sei €' und der Stab hat dann in bezug |
auf €' das Trigheitsmoment
| 1 1 ‘ .
a i . g T Ay B 7 as & _1 3
ME: = 3 (_Ie’.“-j-fl T (FLy)lF= 5 F, U’l fﬁ )

k bedeutet die Entfernung des Schwerpunktes des Btabes von C; die Massen
kl,y und Fl,y sind in 4 und B konzentriert gedacht, so dall ihre Trigheits-

. S s 5 L 2
momente in bezug aunf € . .. z F-l,y-1.* und 3 F.l,y-1,> werden.

Das statische Moment des Stabes 1st
{ { 1

Py st—Folyy 2=5 Fp(—1?)

Demnach wird die reduzierte Pendellinge

Die Differenz I, — {, se1 gleich d.

'{|'f ""I:-'"T'F
l,—l,=—d
Il a
I —d
IF.'_' ._--:u 5
(I-+d\2 BP—d?  (I—d\®
. o e T e ) ) PPlold 1 g pPldely—2id-Ld®
e d e 4d

3 4d
? 3d?
== Gd
l L
e T‘ q
| ot
—
1 g
L g ;
ri= =248 m
& o
2L 32
(. 248 -
6

0,09 - 3d°
6d
d*— 04964 -|- 0,03 =0
d—=0,248 -1 0,248% — 0,03

d=0248 -+ 0,177

0,248 — 1,488d =— 0,09 - 34>
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Das Pluszeichen hat keinen Sinn, denn es wiirde d >/ sein; daher brauch-

bare Losung d=0.071 m
e Ky 0.03 40,071 0.371 iy
= LA e L Ak [ — 0188 m
O 2 2 4
b= 0,03 — 0,071 0,229
f_'l = 5 — 5 : = 9 ) d. ]1. f__, = [}-I].‘L 1

936. An einer /—0,4 m langen und G@=0,05 kg schweren Stange ist
eine Kugel mit dem Radius », —0,04 m und einem Gewichte K =2 kg be-
festigt. Wie groBl ist die Schwingungsdauer dieses Pendels, wenn
es um das freie Ende der Stange schwingt? Fig. 195. Aﬁ

Auflésung:
L i oy - ;
s e |
= I
l'-'] {-'Ij | ;\' [’ :- J"ll:l lli
I e S
-.{-H_H.’L-U_iﬁ a2 [1_.1.1'3..:.__H_,m;]r sl
 — ; l > 2
=+0,05-0,04 | 20,44 '
r—104394 m

,.f'; r
=1 l
q

t = 1,003-V10,4394
t = 0,665 Sek. Fig. 195,

237. Wie grof ist die Schwingungsdauer einer rechteckigen Scheibe

a'b'e'd mit der Hohe a'd’ und Breite a'c’, ferner der Masse m, wenn der
Drehpunkt im Mittel der Seite a’¢' liegt? Fig. 196.

Auflsung: W m
- -Jr — .'r}.‘, t.lr_‘ —_ ;{:
i 12 = 12
T 3 ' b !
J, - d? a i %
; fR\E Tmo, {h\2
J=dJd +m|-| =—d*+}+m|] N /
Pt 12 a0 : \

Trigheitsmoment
FE—— -

Statisches Moment

m , h* el

—d?lm g ; A
e 12 TS it d*> - 3mh* X /
¥ h =y Gmh t‘ , | ..\‘\
. 9 : \\\
ey \'.‘_
i ;
- 6 h b 4 & ! —d
fa* -3 1° |
4 'r-‘ : 5 J*
Ggh Fig. 196.

1 5
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238. Durch eine Kugel mit dem Radins p ist in der Entfernung d vom
Mittelpunkt eine Achse gesteckt. Wie groll ist die Schwingungsdauer dieser
Kugel?

Auflsung: 14 ? g
— mp* —— md>
t— -
g
| 3
I.I'II > —i— == 0t
t ' s
T
gd

§ 62. Zentrifugalkraft.

Wird ein Korper gezwungen, eine gleichférmige Bewegung im Kreise aus-
zufithren, so ist dieselbe die Wirkung einer Kraft, der sogenannten Zentri-
petalkraft.

Das Bewegliche M hat das Bestreben, sich im Momente der Betrachtung

infolge seiner Trigheit mit der Geschwindigkeit v in der Richtung M E fort-
zubewegen, Fig. 197, wird aber dureh die Kraft ' nach innen gezogen.
- »Die Bewegung M A im
Kreise kann also als Resul-
tierende der Seitenbewegungen
ME und MB aufgefaBt wer-
den.*

»50ll aber Gleichgewicht
bestehen, so mul der nach
innen gerichteten Kraft C' eine
entgegengesetzt gleichgrofe
nach aullen  entgegenwirken.
Letztere heillt Flieh- oder
Zentrifugalkraft.

,»Die Zentripetalkraft bringt
die Ablenkung des Beweglichen
von der Geraden, die Zentrifu-
galkraft den Gleichgewichtszu-
stand des Beweglichen hervor.*
Noch deutlicher wird die Erklirung, wenn man das Bewegliche an das

Fig. 197.

Ende eines Fadens von der Linge r anbringt und dasselbe um dessen anderes
Ende rotieren laft.

Das Bewegliche bewegt sich nun zwangsweise im Kreise, méchte sich
stets tangential von demselben entfernen und bringt die Fadenspannung her-
vor. Die Zentripetalkrait ist also eine Aktion. Die Zentrifugalkraft, welche
der letzteren das Gleichgewicht hiilt, ist eine Reaktion, denn sie verschwindet
mit der Aktion. Wird der Faden irgendwo durchschnitten, so horen Altion
und Reaktion auf, denn M bewegt sich vermoge der Trigheit in der Tan-
gente an dem Kreis weiter.

Die Beschleunigung, welche €' dem Beweglichen erteilt, wird p, Zentri-
petalbeschleunigung, genannt. '
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[n der unendlich kleinen Zeit T wird der Weg von M nach innen

; P _a
” B = a9 T

Der Weg M E in der Zeit 7 ist
ME=—nuv-1

Statt des Bogens M A4 kann die Sehne M 4 gesetzt werden, und man erhalt
MA*— M B®4 BA®

Mar—(L ) 4o

rechtwinkligen Dreieckes MA D, so daBl folgt

MA2—M B-MD, somit

M A izt die Seite des

(222) 4 (w-1)?=MB-MD
|_\:3 1)
B :r"; y '_T'_' = P r_" Dy
4 2

o
Da 7 unendlich klein ist, kann das Glied 1 -7 vernachldssigt werden

und ergibt sich

p* -1 =p-7*.r oder
'..'2 5
‘u:r,............~{2555}

,Die GroBe der Zentrifugalbeschleunigung ist also das Verhiltnis aus
dem Ouadrate der Geschwindigkeit im Kreise und dem Radius desselben.
L =

Die Zentripetal-, bzw. Zentrifugalkraft, selbst wird
I g ;
muv?
7 D) .
[ - e R R 2D )
Da v =r ist, laBt sich auch schreiben
C=mrw? ... ... (239D)
.Die GroBe der Fliehkraft ist direkt proportional dem Quadrate der
Geschwindigkeit im Kreise und direkt proportional der Entfernung des Be-
weglichen vom Zentrum.*
Wird die Umlaufszeit T' eingefithrt, so ist wegen
v —=2rm

o
2va
v— —— und
1

4 r3 "
e e
‘|'.
i oder
v
4= m-r
== ek ddees llp e il B 3
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Beispiele.
239. Welche Geschwindigkeit muBl ein 6 kg schwerer Kirper besitzen,
damit er von einer ihn anziehenden Kraft P— 30 kg den Abstand r=2m
behalt?

; ne |"r l,.'_'
Auflosung: P—e—Mi———.
! 5 g 1
/30-9.81-2
i —7198,1
6

v =991 m
240. Wie groB muf laut Fig. 198 der Achsabstand z sein, damit die
_Jg,i{‘; Drehungsachse nicht beansprucht werde?
# Auflosung: Die Resultierende der Zen-
trifugalkrifte der Kugeln im Achsabstande [
muli gleich sein der Zentrifugalkraft im
Achsabstande z.

i AR 2
‘ (=lw?* | = k len? | = 00"
\g g g
3 % {r 3 :.'“’JI a
ez Rorstantd. Len? V2 — A
g g
V2 =2z
/
= i)
Fig. 198. TS B

241. Wie groll mufl die Neigung eines Reiters in einer kreisférmigen
Reitbahn von 10 m Durchmesser bei einer Geschwindigkeit von v==4 m sein?

Auflosung: Die Resultierende aus dem Gewichte des Reiters und aus
der Fliehkraft muBl in die Achsrichtung des Reiters fallen. Heiflt der Winkel,
den Reitergewicht und Resultierende bilden, ¢, dann ergibt sich

3
1=

M- - .
&) ¥ M v*
to == :
l'; I'.:l ¢ 4.1.]’ g
P*
1ga=—
7 gr
: 16 e
e b o — 9815 —.3206
Fig. 199. ' o~ 18¢

242, Um wieviel muB in der Kriimmung mit dem Radius # die #ubBere
Schiene eines Geleises iiber die innere erhéht werden, wenn an dieser Stelle
hochstens mit der Geschwindigkeit v m/sek. gefahren werden darf und auf
kemerlet Widerstinde Riicksicht genommen wird? Fig. 199.

Auflésung: Das Gewicht des Wagens und die nach auflen gerichtete
Fliehkraft setzen sich zu einer Resultierenden R zusammen, welche senkrecht
zur Tangentialebene an die Schienenképfe liegen muB. Aus der Ahnlichkeit
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=

der schraffierten Dreiecke ergibt sich, da statt der Spurweite AD annahernd
deren Horizontalprojektion A B gesetzt werden kann,

his=0C:0G

G o
his=—-—1:0G
.
p2. 8
hi—=—
qgr

9243, TUm wievielmal miilite sich die Erde schneller drehen, damit ihre
Anziehungskraft am Aquator durch die Fliehkraft aufgehoben werde? Erd-
radius # — 6370000 m, Umlaufszeit der Erde 231 56 47 = 861564".

Auflésung: Die gesuchte Geschwindigkeit heife v,. — Dann gilt
mv,*
= (7
P
v, =gr
v, = Vagr

Die Umfangsgeschwindigkeit am Aquator ist
2¢m
P
86 154

: ?‘ iqr 86154 3. /¢
Demnach wird TR L . ‘; g
b 2y 2 r
86 154
1/9 /9,81 / =
fr== = /0000 001 54
‘ s "' & 370 000 Vo,
P 826 104
9 B0 10% 00124
)] phy

v, ~ 17 v,

d. h. die Erde miifite sich 17mal schneller drehen.

244, Wie grof sind Umfangsgeschwindigkeit o und Umlaufszeit ¢ des in

Fig. 200 gezeichneten Kegel- oder Zentrifugalpendels mit der Linge ! (I be-

schreibt einen Kegelmantel), wenn seine Tlongation Y,
¢ ist? Wie grob 1st ferner die Tourenzahl des /]
Kegelpendels? Vi <]
;
Auflésung: Das Gewicht & zerlegt sich in |
9 Komponenten; die eine SB spannt den Faden, die /f A
andere 84 — G-tge halt der Fliehkraft C das /;
Heichgewicht. Die Bedingung fiir letzteres lautet 7
daher ¢ oA 2 Vi
G g
G (7 v= o/ v |
Fetga=——"—
& gz Ly !
_ 3 €
v=Vgr-tge . .. (240) Fig. 200.
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r kann ausgedriickt werden durch /-sine

ira Vgrtge-t
2rm da-Vr
e‘—..l : .
greig o v
: .i ”--\ h
W -
e g R e o DAL
Vg

h=1Icos¢ heift Pendelhhe. Wird dieselbe 4mal so aroll, so dauert
ein Umlauf des Kegelpendels 2mal so lange.

3 r iy
1= = r,l'.i"T,‘—' e .
: : Fi {IE
30 (
) '.; - (242)
T i

§ 63. Beschleunigungsdruck.

Um die hin und her gehenden Teile einer Dampfmaschine (Kolben,
Kolbenstange, Kreuzkopf usw.) in Bewegung zu setzen, bzw. zu beschlennigen,
ist eine gewisse Kraft notig, welche dem totalen Dampfdruck entnommen
wird, so daBl nur jener Druck arbeitsleistend ins Gestinge geleitet wird, der
nach Abzug dieses sogenannten Beschleunigungsdruckes vom Dampfdruck
ibrigbleibt. Da in der zweiten Hilfte des Kolbenhubes der Zwang der
Kurbelbewegung die Massen verzigert, werden letztere jene Arbeit, die sie
frither ansammelten, jetzt an die Kurbel abgeben, und zum bestehenden Dampi-
drucke addiert sich noch der Druck der verzogerten Massen.

So wird bei jedem Kolbenhube wohl die ganze Arbeit des Dampfes auf
die Kurbel iibertragen, indes nicht im MaBe der Wirkung auf den Kolben,
sondern nach einem durch die bewegten Massen beeinflufiten Gesetze.

a) Die Schubstange sei unendlich lang.
Man denke sich alle hin und her gehenden Teile einer Dampfmaschine
im Kurbelzapfen vereinigt und mit der
Rl = 1{111%0.1 1‘_tl1‘liur'{'m1l, Fig. 201. — Diese ideale
‘ \x.',w.r\ Masse wiirde infolge der Trigheit sich
@—:; m jedem Augenblicke in der Tangente vom
SR \ Kreise entfernen wollen, wenn sie nicht durch
_T}“ | oilnr-.u 1'a~.+:lii¢11 e-—inwﬁrh ,m}:-iu-}ltci'm) Widerstand,
7l F i - die Zentripetalkraft F, daran gehindert werden
/| wiirde. In der Zeit, wilrend die Kurbel von
2 /| der Totlage aus den Winkel ¢ durchliuft,
= gelangt die Masse von A mnach B; sie hat
dann im Sinne der Horizontalen den Weg
T 8 R(l—cosa) Kll]‘[il,'kgulL'gi', [hre Ge-
Fig. 201. schwindigkeit in tangentialer Richtung ist o,

in horizontaler ¢ = v-sin ¢.
Nun ist in Wirklichkeit die Masse nicht im Kurbelzapfen angehiuit,
sondern in Kolben, Kolbenstange, Kreuzkopf usw. verteilt. Da diese Massen
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nun nicht vom Kurbelzapfen mitgeschleppt werden, sondern im Gegenteil
einen Druck auf ihn iibertragen sollen, mufl ein Teil des Dampidruckes, der
auf der arbeitenden Kolbenseite wirkt, zur Beschleunigung der hin und her
gehenden Massen verwendet werden, vermoge welcher er die Kurbel treibend
folgt; d. h. withrend der Zeit, in der die Kurbel den Winkel a durcheilt, hat
der Kolben den Weg s=— R(1—cos a) durch den Dampidruck gefithrt zu werden
und muB bis dahin die Geschwindigkeit c y.sina erlangt haben.

Wenn aber zwei Massen durch zwei Krifte in gleichen Zeiten, von gleichen
4‘&1:1':11:{_;5;;0:«{311wim]igl\'citen O aus, nach gleichen Gesetzen bewegt werden, so
sind die bewegenden Krifte selbst einander gleich. s ist somit der Be-

schleunigungsdruck Q—F-cosa
2
Ist — die Masse der hin und her gehenden Teile, so isb
)
- P »2 P [2Ran\® 1 P [8n\* =* P .=
§ L - | - e = — « |- | 0=+ -
g R g el T g 530 R q 28
. == P ¢
F —_-
TS
3 T G
und somit Q sl P s OB Oder
i o2 S
Q= P-—5C080 .-+ > (243a)
2 S
dagegen pro Flacheneinheit des Kolbens
1 :,r-,! j) {,_E
e BT
o N
1 e =t
Q= =5 ='C08c. . > (243b)

R g
wenn der Querschnitt des Kolbens fqgem betragt.
Hiermit ist die Abhiingigkeit des Druckes g von « gezelgt.
Es soll nun der Zusammenhang zwischen g und dem zugehorigen Kolben-
weg gesucht werden.
Allgemein ist s=R (1 — cos &), d. h.

R—s &
A -1 — 7’ also
et (i (244)
'!_"f'\ _”:...,........._

Werden die Grofien von s als Abszissen und die von g als Ordinaten
und zwar wegen spiterer
i - . JI\J/
Kombination des Be-
schleunigungsdruck - Dia-
grammes mif dem Indi-
katordiagramm die posi-
tiven nach abwirts und

A

die negativen nach auf- ;
wiirts aufgetragen, so 1st

|

|
die Kurve der Beschleu- il
nigungsdriicke eine Ge- ‘
rade, Fig. 202. _




F E oY 4
i =0 ....9—==—(1—— | =1
i q | ) 7
S
8 F 2
ur § — - R
fiir 8 — PR 7 7 1 -
o i ol e F
ur & hmE i S -‘f = JI‘ [ — 5 J — { [ — ) — Jf
)

Die Fliche, welche zwischen Beschleunigungsdruckkurve und der Achse
OX liegt, stellt die Arbeit des Beschleunigungsdruckes dar.

b) Die Schubstange sei endlich lang.

Bei endlich langer Schubstange ist die Kolbenbeschleunigung laut (26)

g2 R ; \.'I
i — | CO8 ¢ I~ —C08 Z ¢
f ” b3 l:.-' r’l
Daher wird der Beschleunigungsdruck
- n= .I.. 1 )rl: 1
Q=M COS o T — €08 2 @ |,
3 IE
f RN 4 /
'
wenn M = die Masse aller hin und her gehenden Teile bedeutet. Nun ist
iy
M p ; ..T'J P o2 I C._'Z , : :
=F — F war aber gleich -~ ..~ —.P.—. Somit wird der Be-
R Z2oq8 2 (s ]
schleunigungsdruck pro 1 gem Kolbenfliche
o R L S TR ” X
g=——=lecos+—cos2y|—=—-"o." [cosa+"" cos 2! (245)
f\ I AR T L J
!J

& das auf 1 qem entfallende Gewicht der hin und her gehenden Teile
emer Dampfmaschine, wird nach Radinger

bei §=Z07m . .. 0,28 kg*
Im Hochdruckzyl. { ll : g ,'””'i s “'4 ]L )
MlLo>=Wim . .. W 8L

: o bei S=09m ... 02 ke
I Im Niederdruckzyvl. { i S,
-+ nel

bei Stabilmasch,

8$=09m . . . 0,22 kg

bei Lokomotiven | ”h.]w ,jl{u]j]m“tmw”l o A {J::.i:j kg
| mit Kuppelstangen . . . . .. .. 0450055 kg
lIm Hochdruckzylinder . . . ... . ... 045 kg
bei Schiffsmasch. Im Mitteldruckzylinder. . . . . . .. .. 0,20 kg
! Im Niederdruckzylinder . ... .. ... 015kg

*) Bei Einzylinder-Kondensations-Maschinen 0.33.
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Beispiel.
945. Die Konstruktion der Beschleunigungsdruckkurve bei Vorhandensein
: ; ) . R I A
einer endlich langen Schubstange und bel e anzugeben. Spezielle Durch-
¥ 4]

eine Maschine, deren Zvlinder 450 mm Durchmesser und 600 mm

fithrung fiir
- 200 ist. Fig. 203.

Hub besitzt, und deren Tourenzahl 7

Auflosung: Fiir ¢¢=0 wird
A, phaad iy 1)
== 08 0" —— 08 0 — =
L e s D B T
6 F
ot s W IS B Lo S B MR EE S
o (246)

.Der Beschleunigungsdruck am Anfange des Kolbenhinganges ist bei

endlich langer Schubstange desjenigen bei unendlich langer.*
Jic ;
werde gleich m gesetzt.
e}

Die Konstruktion des Punktes I ist aus Fig. 203 ersichtlich. Speziell wird

nS  200.0,6

- 4m
30 30
S S =t L
T -0,28. 0.6 —(),93.4 — 3,72 kg/qem
6 F
g, — —+—=—446 kg/qem
Fiir « — 180°—x ergibt sich
r | vhedl c: X F I-’ 1 - ]|
== — | COSTT —ems2m)|=—=|— L=
fa=: 0o i\ S T & Y 5/
4 F .
(,,-'—;—-—...........,2-1:(
7, 57 (247)
_Zu Beginn des Kolbenriickganges ist der Beschleunigungsdruck bei end-
, 4 i : ; :
lich langer Schubstange _ desjenigen bei unendlich langer.*
5]
Behufs Konstruktion des Punktes II siehe Fig. 203.
e g
Speziell 1st g, =——— 3,12
e )
q, — — 2,97kg/qem
Fiir =459 wird bei unendlich langer Schubstange
r r 'I‘l‘ =
q o = =gy =  CO8 459
3 [
und bei endlich langer
F ]
§a—d450= 0" ; {cos 45° - — eos 90%) oder
# E S B
Jﬂ =
q. =f_m}.~‘-tﬂ“: S G e R e s (245)
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Kurbeldrehungswinkel ¢ — 45" sind

d. h. ,,Die Beschleunigungsdriicke beim 0
fiir unendlich grofe und endlich groBe Schubstange einander gleich.*

Wird ¢ = 135", dann gilt fiir unendlich lange Schubstange
|

q sro=—0g," — —c0os 135" — — . cos 45"

a = 135 7, ;008 1. 008 %

und bei endlich langer
—(cos 135% |- —
s =)

cos 270"

o =135 =4,

q,: !r ~cos 45’ —gq, (249)

35 sind ebentfalls die Beschleunigungs-

d. h. ,,.Beim Kurbeldrehungswinkel 135
driicke fiir unendlich grofie und endlich grofie Schubstange einander gleich.*

),

Fig. 203.

Speziell ergeben sich fiir ¢, und ¢,
g, — 3,72 - cos 45"
. 2.64 kg/qem
q, — 3,72 cos 45"
q, - 2,64 kg/qem

Die Konstruktionen fiir die Punkte III und IV sind aus Fig. 203 zu

ersehen.
Es werde weiter gefragt, wann der Beschleunigungsdruck Null wird.

F = ; : e

q 7 (cose -~ —cos2g) wird Null, wenn
J

der Klammerausdruek Null ist.

laut Beispiel 33

Der hierzu entsprechende Wert von ¢ ist

a— T9% 20

0 (250)

o= =—
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In Fie. 208 ist die Konstruktion des Punktes V ezelgh.
g g g

: 1 F it
Der Beschlennigungsdruck kann auch m— _ - i werden. Hierfiir lautet
: 5
die Bedingung
F I : | F
A (cos ¢ - — - cos 2) T
' i 4 3} B
1 1
cosp— —-co82a=—
5 5
Heose - cos2 =1
Heosae -+ 2c08t¢— 1=1
2 5}
CO8™ ¢t = 5 COB & — 1=u

e 692 30/

0 « = 69° 50° m;-yj_;u..”....@m)
2 [
Die Ordinate des Punktes VI, Fig. 203, ist g,.
Ein weiterer charakteristischer Punkt der Beschleunigungsdruckkurve,
néimlich VII, Fig. 203, wird erhalten, wenn man ¢ fiir ¢ =290° als Ordinate

auftrigt. Fiir diesen Wert von « wird

F{ 90 - 180) Flo L\"I
a0 = 800~ . cos W) —— — COS L& = —_——
{ | P f l\ 5/
1 F =
o —0-——7%" =2 i L T
[ D j )
fir ¢ Qo 459 69°230' | 79" 20’ 9o 1350 1800
ist s 0 0,15 8 - - 056 8 | 085 B =
L =10
LR Y 0178 | 0378 | 0468 | 0558 | 08788 | B
L=70R

§ 64. Schwungradberechnung.
ten auf den Kolben wirkenden Dampfdruck und ¢ den Be-

Bedeutet p «
so wird der Differenzdruck (p—q) Arbeit am Kurbel-

schleunigungsdruck,
zapfen leisten.

a) Bei unendlich langer Schubstange.

Die arbeitsleistende Komponente von (p — ¢) ist ¢
der Kurbeldrehungswinkel, der diesem Drucke entspricht, ist.

(p— q) sin ¢, Fig. 204,
wenn ¢
Nun ist A MNE ~ A MmO, so dali sich ergibt
(p—q):t=R:Mm
(p—gq):t=R: 00
(p—q):t A0 -0
Wird 4D = (p—¢) gemacht and in D eine Senkrechte auf A0 errichtet,
s0 st T e RGN R £
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| ]
[ ]

t heilt der Tangentialdruck am Kurbelzapfen.
b) Bei endlich langer Schubstange.
In Fig. 205 ist gezeigt, wie sich der arbeitsleistende Druck am Kreuzkopf

m emne in die Schubstange fallende Komponente und in die senkrecht

COE 0
-..\\
1 \
. \\
7 \
: A
- \I
I. e . \
o = ! —
A L 17 s =
: i =g

Fig. 204.

zur Fiithrungsbahn des Kreuzkopfes gerichtete K zerlegt, ferner wie '“)_q am
oS
Kurbelzapfen in eine radiale Komponente und in den Tangentialdruck ¢ zer-
legt wird.
Verlingert man OM und trigt man MS
Riedler) der Tangentialdruck, Diese
zerlegungen am Kreunzkopf und am

-(p—q) auf, so ist ST (nach
Konstruktion ist einfach, da keine Krifte-
Kurbelzapien ihr vorhergehen miissen.

Fig. 204.
Nun soll die Richtigkeit dieser Konstruktion bewiesen werden.
Aus dem Dreiecke M N R folgt die Beziehung
— ] o
P4 — in90°: sin (e -+ w)
COS ’
P—1 CO3 (0
f sin (¢ - )
Aus dem Dreiecke M ST ergibt sich
P—q sin (90 — @)
i ~sin (g - o)
P—q CO8 @

= e e T e e
i€ Si]] l:{: T ) E}J

oder
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Durch Vergleichung von (a) und (b) erhilt man
.]"':r AR T {251)-

was zZu ]J("‘-':{"‘I.‘-'[.‘)'l war.
Radinger hat die
maBen durchgefiihrt.

Konstruktion des Beschleunigungsdruckes folgender-

//.-—""'___'___"—-._,_
o
£ < ¥
:‘/ P, (I
l:l‘ll’ —
_'{?‘_;{'_E_:“d 7 q};"
[ \
II 3 I\.
|'l //" z |
= L S ek .
% e 8 e e Tk
\ (p-q) | III
i . 4
| 5
/
I /
|
‘\ﬁ_____.!_ o’ ___,/
|
¥
Fig. 206.
Die Schubstangenrichtung wird, Fig. 206, bis € wverlingert, dann
AC gezogen, 4D = (p—q) auigetragen und in D eine Sen
errichtet. D F ist dann gleich &

wird

krechte auf 40
Beweis: Aus Dreieck M N R folgt

i sin (e @)
p—gq  sm90°
COS ()

t

sin (e~ )
P—y
Aus Dreleck MOC wird

Cos

0C : R = sin (o - ) : sin (90 — @)
0C : R =zsin (¢ - w) : cos @

0C sin (g1 ¢
Daher == (e |+ w)

- & pP—4q
: ac 00
Da i

ist, folgt
R AO

i oc

= , also
p—gq AU

= DK .. 255)
Trigt man den Kurbelkreisumfang auf einer Geraden ab und in den
einzelnen Punkten desselben die zugehorigen, wechselnd groBen Tangential-
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driicke, Fig. 207, so ergibt der geometrische Ort der lefzteren die Linie der
Tangentialdriicke. Diese Darstellung heiit das Tangentialdruckdiagramm.

Nach dem Kurbelzapfenwege s sei der Tangentialdruck {. — Wihrend
der in der folgenden, unendlich kleinen Zeit z und wahrend des ihr ent-
sprechenden Weges ¢ dndert sich ¢ nicht. Die Arbeit am Kurbelzapfen ist
dann ¢-0. — Da nun die zwischen den unendlich nahe verzeichneten Driicken

Fig. 207.

schraffierte Fliche auch {.o0 ist, folgt, daB sie die Arbeit des Tangential-
druckes ¢ wihrend des Weges o darstellf.

Denkt man sich nun die ganze Fliche des Tangentialdruckdiagrammes
durch Addition lauter solcher unendlich kleiner Flichen ¢-o zustande gekommen,
so lallt sich sagen:

. Die Fliche des Tangentialdruckdiagrammes gibt die von den Tangential-
driicken am Kurbelzapfen geleistete Arbeit an.®

Verwandelt man die Fliche des Tangentialdruckdiagrammes in emn m-
haltsgleiches Rechteck mit derselben Basis, dann stellt die Hohe desselben den
mittleren Tangentialdruck am Kurbelzapfen dar.

Die groBeren Driicke ¢ leisten eine grofiere als die mittlere notige Arbeit.
Solange dies geschieht, nimmt der Schwungradkranz mehr Arbeit auf und seine
Umfangsgeschwindigkeit V wichst. Wird der Tangentialdruck dagegen kleiner
als der miftlere nétige, dann wird die Umfangsgeschwindigkeit V' des Schwung-
radkranzes abnehmen.

Das Schwungrad macht also keine genau gleichformige Bewegung.

Bei unendlich langer Schubstange folgen sich vollstindig gleiche Mehr-
und Minderarbeitsbetrige, d. h. die die mittlere Tangentialdrucklinie iber-
schneidenden und unterschneidenden Flichen sind einander gleich. Bei endlich
langer Schubstange verschiebt sich aber diese Gleichheit und muli eine volle
Kurbelumdrehung in Betracht gezogen werden, da dann die iiberschneidenden
Flichen zusammen der Summe der unterschneidenden gleich sind.

Die grofite der iiber- oder unterschneidenden Flachen [.% werde folgender
Hvi-r-n(-.‘nrtnﬂg zugrunde gelegt.

Meter, kg gkem gellt die iiber die niétige mittlere Arbeit am Kurbel-
zapfen geleistete Mehrarbeit pro 1 qem Kolbenfliche vor. Demmnach ist die
totale Mehrarbeit

A=fia=h.l-qa
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Wiihrend der Aufnahme dieser Arbeit hat sich die Energie des Schwung-
radkranzes um RIS T e A 3
A VO P—=—(V2—VF.)

Tt gp't g ;

vergrofert. Nun ist auch

4
fo BV aVe Ty
q 2 J

_.Das Verhiltnis aus der Differenz aus grofter und kleinster Umfangs-
geschwindigkeit des Schwungrades und der mittleren heilit der Ungleich-
formigkeitsgrad 6.

Ist z. B. ¥, =—20,1m/sek., V,=19,9 m/sek. und ¥ = 20 m/sek., so wird
20,1 — 19,9
= o~ 0.01
20
V.-V, ¥ ) ;
Da —— ==V ist, ergibt sich
= e EPS
A= —-§.7?* und daraus
o
{
e e I
g 7=
Da auch die Schwungradarme arbeitsiibertragend wirken, geniigt es zu
nehmen g En
G—=094 — ... - .. (256)
a.- F*

§ 65. StoB fester Korper.

StoB heillt das Aufeinandertreffen und die Wechselwirkung zweler Korper.
StoBlinie oder StoBrichtung ist die Normale zur gemeinschaftlichen Tangential-
ebene im Berithrungspunkte beider Korper. Fig. 208,

Man unterscheidet:
a) nach Lage der Stofilinie:
@) zentrischen (zentralen) StoB, wenn diese durch den Schwerpunkt
beider Kérper hindurchgeht (1),
f#) exzentrischen StoB, wenn dies nicht der Fall ist (II1);

Blau, Mechanik, I5
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b) nach Lage von Stof- und Bewegungsrichtung:
a) gerader StoB, wenn beide Richtungen zusammenfallen (1),
) schiefer StoB (II), wenn dies nicht zutrifft;

¢) nach der Dauer der Stoliperioden.

In der ersten StoBperiode werden die Korper an den Berithrungs-
stellen eingedriickt, in der zweiten dehnen sie sich wieder aus und
zwar ganz, tellwelse oder gar nicht.

a) Ist die zweite Periode das vollkommene Spiegelbild der ersten,
so ist der Stoll vollkommen elastisch.

f) Wenn die Kiorper die Deformationen durch den Stof teilweise
beibehalten, so heillt der Stoll unvellkommen elastisch.

») Behalten die Korper die Deformationen durch den Stoli ganz, so
heilit derselbe vollkommen unelastisch.

1. Der Satz von der Erhaltung der Bewegungsgrife.

Zweil Kugeln, Fig. 209, bewegen sich nach derselben Richtung und zwar
mit ungleich grofien Geschwindigkeiten. Ist diejenige der ersten Kugel grofler
e als die der zweiten, so holt jene diese ein,
' —4 und es findet Stoll statt. Die erste Kugel
driickt auf die zweite, die einen ebenso
e Tl gml&cn Gegendruck erzeugt. Druck und
B Gegendruck wachsen vom Anfange an.
Der Druck der ersten Kugel beschleunigt
Fig. 209. die zweite Kugel, und umgekehrt verzogert
= der Gegendruck der zweiten Kugel die Be-
wegung der ersten. Die Geschwindigkeiten nach dem Stofle seien », und wv,.
Um die Kriiftewirkung wihrend der ersten Stofiperiode zu untersuchen,
zerlege man dieselbe in umnendlich viele Zeitteilchen, innerhalb welcher Driicke
und Gegendriicke je von konstanter Grofle gedacht werden diirfen.
Die Anderung der Bewegungsgrofie einer Masse M bei Vergrofierung ihrer
Geschwindigkeit von ¢ auf v in der Zeit ¢ ist
Pit=M(v—2q¢
[n einem unendlich kleinen Zeitteilchen r sei der Druck auf die Masse
M, der zweiten Kugel P, wodurch deren Geschwindigkeit von ¢” auf +" ge-
steigert wird. Es gilt dann

P.T M, (¢ — ")

In demselben Zeitteilchen bewirkt der Gegendruck (— P) der zweiten
Kugel, daB die Geschwindigkeit ¢ der ersten Kugel auf die Grofle v ver-
ringert wird, so dall sich ergibt

—P.r—=M (

Da (P-7) und (— P.7) numerisch gleich, nur entgegengesetzt bezeichnet
sind, so ist festgestellt, daB in jedem Zeitteilchen des Stofies der eine Korper
so viel an Bewegungsgrode gewinnt als der andere an solcher verliert. Was
aber wvon einem Zeitteilchen gilt, gilt auch fiir alle anderen, so dall ins-
gesamt wird

Gewinn [M, (v, —¢,)] = Verlust [—M (v, —e¢,)] oder
M v, +Me,—M c+Me, ......(237)

')



227

Die Summe der Bewegungsgrofien vor dem Stofie ist gleich der Summe

derselben nach diesem, gleichgiltig, ob die Kérper vollkommen oder unvoll-
kommen elastisch oder vollkommen unelastisch sind.*

2. Der vollkommen unelastische StoB.
Sind beide Korper vollkommen unelastisch, so spielt sich der Stob-
vorgang nur in der ersten Periode ab, denn hierauf findet keine Wiederaus-
dehnung mehr statt. Beide Korper verhalten sich nach dem Stofe wie ein
einziger Korper, welcher gich mit der Geschwindigkeit v, =09, =% welter-
bewegt. Aus o (M, - M) =Mc, | M, folgt
M.c, - Mc;
- M 7 T

| PR

2 (258)

3. Verlust an Arbeitsvermogen beim vollkommen unelastisechen StoB.

Das Arbeitsvermégen beider Kugeln vor dem BtoBe ist
g g

Me® , Mye,*
2 Dedisl
dagegen nach dem Stolie ok
(M, M)~
Somit ist der Verlust an Arbeitsvermdgen
L=M T LM
I M, s :'.UI{‘] .1.F,__,r._,":i'J : ;U,_,. lf,'lf]:r] ”-"ﬂ-"\‘:—ﬂ_."'
7 S e 7 2 W T o] e T L TR :
" M, M+ 2M Mc’ M, 22— M0 —2M My c,— M c,*
2 (M, + M,)*
M, MZ2c®+t2M M, .lf___”:':f—-JF{-’c:__,'-‘ —9M, M.c,* M,%e,"
9 (M, + M,)®
e, 2 (M, M,* _11_3_11?1'3‘;-—Er'-lr-__,{.i!]*.U_j--f M, M) e, (M2 M, =M M,
3 2(M, + M,)*?
oot M, M, (M, M) —3o0, M, M, (M, M) o> M, M, (M, M)
2(M, + M,)*
e
TR oM, 4 M)
p MM, (6 ) (259)
M, - M, 2
M M, s=
T 172 dgs Produkt durch die Summe der zusammenstolenden Massen
o 1

heilt das harmonische Mittel der Masse
_Der Verlust an Energie 1st also

11

deich der Energie, welche das har-
g 5%

mionische Mittel der Massen besitzen wiirde, wenn es sich mit der Differenz

der Anfangsgeschwindigkeiten der zum
wiirde. "

Stolle kommenden Massen bewegen

15*
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Fiihrt man statt der Massen deren Gewichte ein, so lautet die Formel
fiir den Energieverlust G e ey

al—

L : .« « (209a)
G, 1+ G, 2qg

4. Yollkommen elastischer StoB.

Die Energie der Massen ist hier vor und nach dem StoBe gleich. Dem-

nach wird L ART T T [ S
P BE v Senie L R BTN
Hierzu M +Me,=—M v | Mo,

Aus den beiden Gleichungen lassen sich », und v, finden.

Aus erster (]'lt:l't'inlug. folgt r
M (e,>*—v,%) M, (v, —¢,%)
Aus der zweiten M, (c;—v)=M,(v,—¢c,)
somit G = e s (200)

Yo =—6yT % — 6
Dieser Wert in die Gleichung M. e, -+ M, ¢, — M, v, -} M, v, eingefiihrt, ergibt
Me +Me,—Mov,+Mec Moy —Me,
v, (M, +M,)=M e +2M,c,— M,ec,
o (M, + M) =¢, (M, + M)} 2M,e,— 2M,¢,
M, (¢, — ¢, s
y=0c,—2 1}( ’! .”-) e e e 1 Y

[ ']’1 (f,i" ('\_')
R, | I | e

1 2
Haben die zum BStoBe kommenden Kugeln gleiche Massen, d. h. ist

M. —=M,—M, dann wird

ebenso v, C

Rr ErCBLE)

v [ 2 i G—a) b
1 1 = 9 M 1 o I it ]
=
d. h. die erste Kugel nimmt die Geschwindigkeit der zweiten an.
*.'] T8 f f 9 v
Ebenso folgh - £ M, —ec,) ‘
B, - e oM Gy FI C,
g, ==,

d. h. die zweite Kugel hat nach dem StoBe die Geschwindigkeit der ersten.
»otoflen gleich grofe, vollkommen elastische Massen zusammen, so
tauschen sie ihre Geschwindigleit aus.
Ist die erste Masse eine feste, elastische Wand, so kann man sie (M)
als oo ansehen. Ihre Geschwindigkeit ¢, ist Null. Daher wird die Ge-
schwindigkeit

£ C, c
v, =04 212 —0,—2¢,
2 2 | M, 3 ¥
M,
B, = —0,,

d. h. ,die auf eine elastische Wand treffende Kugel wird mit der Ge-
schwindigkeit zuriickgehen, mit welcher sie auf die Wand auftrifft.
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5. Unvollkommen elastischer Stob. A

Es gibt keinen Korper, der entweder vollkommen elastisch oder voll- |
kommen unelastisch ist. Jeder Korper ist mehr oder weniger elastisch. |

Die folgenden Untersuchungen ergeben daher allgemein giltige Resultate, il
in denen die vorangegangenen als spezielle enthalten sind. i
Es war beim vollkommen unelastischen Stoli

Moo M, it

- M, -+ M, [

Demnach betrigt die Geschwindigkeitsinderung i .

M., + M,c, Mo, + M0, — M oc,— M. ¢, | :

i - ] C; : 8 = - - - - I ]

: - M, W, M, M, i

M, (c, —¢c,) I
e = —= 8 |

! M, + M, I

1 @ : ‘Ulcl '”-.‘ Gy M, ¢, 'U-_'{‘-_' T '”l Ca = 'H-: Cy il
1A U—0, - "U'I T ”.\ —-!'__I ]jJ LII !
: Ja’] (¢, C,) '1
K T T S T ;

Dagegen war beim vollkommen elastischen StoB

) 2 v prsonle ey ”.’ l:'f"l I'p'ﬂ::l _ & ']f'-’ {":1 . r'!'—']
il Bt M, +M, "M, -+ M,
5 . . M, (6, —6) . _3.,1'1'! (e, —¢,)
2 3 M, - M, 2 M, - M,

..Die Geschwindigkeitsinderungen beim vollkommen elastischen Stofl sind
doppelt so grofl als beim vollkommen unelastischen.*

Die Geschwindigkeitsinderungen beim unvollkommen elastischen Stoll wer-
den daher etwas weniger als zweimal so grob sein als die beim vollkommen
anelastischen StoB, etwa (1 --2)mal, wenn <1 ist.

Es ergeben sich dann
M, (o, c,)

¢, —n,—{1-1#%)

Nosza M, M,
M. (e, —e,

e (1 -1 z) 1. (fll -r.,}

& " : 'lL i ‘U-_'

M. (c,—e,)
M, -+ M,
M, (¢, —¢,)

i, =0 —— {5} . (262a)

1 o (1 -—+= 2621
U e 7 e ()
Ein interessantes Resultat ergibt sich, wenn man die Differenz (v, — v,)
bildet. U, (¢ ¢,) M (e :
M 5 L. —a)
v — v, =6, —6,— (1) — L 2 (14») =
1 5 1 i ”|1 =1 ..”-__. 1!1 F A”._,
e (M, - M, —c, (M, - LM,
— 0, — O — ('| s ;_:} L= ..- 2 1.5
. : M, 4 M,
v — 0, — (e, —€C). o o oo (263)

» heiBt StoBkoeffizient und kann empirisch ermittelt werden.

M e
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6. Ermittlung des StoBkoeffizienten.
#

Wenn man alle Geschwindigkeiten kennt, ist x bestimmt.

Man 1iBt eine Kugel die Hohe H frel gegen eine horizontale Wand aus
< = F 5
gleichem Material fallen. Die Kugel wird von der letzteren dann die Hohe A
nach aufwirts geschleudert.

Hierbei sind .”_: X3, 0 L V2gH, v, —V2gh, ¥y 0]

» V2gh \ f
Va2gH H
h
5 OTc]
% ‘_”..............(_hir)

Auf Grund von nach dieser Methode gemachten Versuchen wurde gefunden
fiir Stahl, Kork und Wolle . . . 2=—0,b6
Elfenbein:. in s b iy 5 0,89
2 0,94

I s e T i A B

Mit der Hohe H darf aber iiber eine gewisse Grenze nicht hinausgegangen
werden. da sonst entstehende Deformationen durch den Stofi nicht verschwinden.

7. Arbeitsverlust beim unvolliommen elastischen StoB.

e M, e* . Me® -] M, i M, . -'1'.
T i 3 =)
M, | T .
2 {(’] = 1:]]' {(] P;:I = .}- “-'_’ ¥ r'..'] 4 [r..’. T P‘..’,}
Nun gilt fir alle Arten des Stoles M e — M,c, — M v, - M v,
L Mo .
somit —= (¢, — v,) = ¢,), daher wird
M : it U ; . .
L= :,I (6, 1+ vy} (&g —%,) + ._,l (¥, ¢) (¢ 4+ 1,) ,
M, M,
= (C1 et = i ) = 9 (e, —,) (e G0 %)
: M. (6. —oc.)
e ay o Bo= e i [ X571 b i s
Ferner war . (5 (1 = #) M, LI, , d. h
] M (e, —e,)
] ! =y 2 1 2
e e e
und o, — v, — — x (¢, —¢,), folglich
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M M, (6. — e,
L Lo (1-2) - }-}kll - ) (6, —¢; v, — v;)

s iz

M M, : s
2(M, -U' } ! %) 16 ¢, — % (¢ ¢,)] (e %)
(M, + M,

M, M, T A
2 (M, 4 M) 1—-x)- #)e (e, —Cs)

1—=* M .M, :
R e, s

—.(e,— &) .. ... (205D)

L7 (R (265 a)

I [ S
== TR A AR AT
Spezialisierung:
a) fiir den vollkommen elastischen Stol 18t x =1,
daher L—0;

by fiir den vollkommen unelastischen Stofl 18t =0,

1 M. M, ;
daher L . L2 . lc, —€,)%
e T Oy &
L wird um so groBer, je grober (c — C5) und je kleiner x 1st.

8. Der schiefe ZentralstoB.

Die vertikalen Komponenten der Geschwindigkeiten ¢, und ¢, werden
durch den StoB nicht beeinfluit, wohl aber die horizontalen, Fig. 210. Man

/ﬁ’_ =

Fig. 210.

erhilt die Geschwindigkeiten nach dem Stofe. indem man die geiinderten
Horizontalgeschwindigkeiten mit den Vertikalgeschwindigkeiten zusammensetzt.
Vor dem Stofle sind die ersteren

C,d4,=c,-cose, und
0. A.—¢,cos o,
nach dem Stolie g - >
(L) M,
" b, DOEST M, + .U_,_ (¢, co8 ¢ty — €= COB )
Wi e (1 —-2) M, (o, coB e, — 0, COBty)
(R ) =60 :H.'l --_11'___ A a ©O5 0]

¢, sing, und C, B, = ¢ +8in g, sind, folgt

w, =V, +(c-sing)?. ... -o - (266a)

=V {f‘__,-_:-'in A B B (266 Db)
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Die Winkel, unter welchen w, und

w, zur Achse XX geneigt sind, be-
stimmen sich aus

¢, - 8in ¢,

g5, - e L e
C,-sin g, e
tg 3, i r'...........(‘.’h';l)}
2 s
|
Beispiele.

246. Ein Korper trifft mit der Geschwindigkeit ¢ in geradem, unvoll-
kommen elastischem Stofe einen ruhenden von gleicher Masse. Wie grol} sind
die Geschwindigkeiten nach dem StoBe, wenn der StoBkoeffizient 3 ist?

Auflosung: e ot i 7
e
v, C— (1 —2)
Fi s c '
.lI i 5 — -}r’ _; — 9 #
v, =5 (1—2)
Me
F._. { IL] ) " n”p

1*'_‘, 3 f} (] B H]

247. Eine Stahlkugel fiillt auf eine Stahlplatte aus einer Héhe von 0.5 m.

Wie hoch springt sie zuriick, wenn der StoBkoefiizient - & 1st?

s h
Auflosung: \ 05
: )
== IJI';
0.5
12,5
(LD 8.1 Meter

It ~ 154.5 mm

248. Unter welchen Umstinden wird die StoBwirkung beim Schmieden
des Eisens eine grofie?
Auflisung: Der Verlust beim Stofe
150 G _
L 2 (5 —i,)%,
s 911 9 ;
welcher zur Deformation des Eisens nitig ist, wird um so kleiner, je kleiner e,
und je kleiner « sind, ferner, da auch geschrieben werden kann

] ?'J (r
I, sa ! s e
9 el (e, —¢,)
I Al
(r,

je grofler G, wird, Man erreicht dies
(Chabotte) aulerordentlich groll macht

dadurch, daB man die Unterlage
(sie auf emem groflen Fundament



befestigt, mit welchem sie zusammen als unendlich groll gegeniiber G, ange-
sehen werden kann), dall man ihr ferner die Geschwindigkeit ¢,=—0 gibt und

endlich dadurch, daB man Bir und Chabotte aus Stahl herstellt.

249. Welche Geschwindigkeit mufl ein 2 kg schwerer Korper haben, um

im unelastischen StoBe einem 5 kg schweren, 8 m/ sek. Geschwindigkeit be- Kl
sitzenden Korper eine GeschwindigkeitsvergroBerung von 3 m zu erteilen? 1
Auflosung: M, c M. e, 2¢, 5.8 i

. 5 el T 1 I

”I 1 ”. | { l

20, =TT — 40 =37 :

¢, =18 m '

250. Eine 3 kg schwere Kugel stoft schief mit 3 m Geschwindigkeit auf
eine 12 kg schwere, ruhende Kugel. Der Winkel der Stofirichtung der ersten
Kugel mit der Zentrale ist 60°. Mit welchen Geschwindigkeiten w, und w,
und unter welchen Winkeln f, und f, zur Zentrale pehen die beiden Kugeln
nach dem StoBe weiter, wenn derselbe als vollkommen unelastisch ange-
sehen wird?

Auflosung: ¢, sin ¢ 3.g8in 60" =0,866.3 = 2,698 m
G, COS ¢t 3008 600 — ]Jl) Il
¢, BN gz — 0

¢, co8 oy — U
M .c -cosg, —M,-0 315
L ’ CE 0,3 m

n"._L i"I (h
w, = V0,09 |- 2,598 =1V/0,09 4 6,7 = V6,79
w, ~ 2,615 m
w, - V0,09 40
'M*; -3 m

sing, 2,598 0.848
te 7, [0 : , 800
g M 1"y, 0,3
B, =88°25'
¢, 81N ¢, 1]
to .-j'_) = = 0
Lol i _r‘-l ]_.l‘
||;__, = {]

§ 66. Das technische und das absolute Mafisystem.
Geometrische, mechanische, magnetische und elektrische Einzelheiten
werden bezogen
a) im technischen MaBsystem auf Meter (M), auf die Kilogrammmasse
(K) und auf die Sekunde (Sek),
b) im absoluten MaBsystem auf Zentimeter (em), auf die Grammmasse
() und auf die Sekunde (sek).

e
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Das technische Mallsystem heilit auch M. K- Selk-System, das absolute
auch em - ¢ -sel-System. Letzteres ist nach den Vorschligen von Gaull und
Weber am 21. September 1881 auf dem Pariser Kongrell festgelegt worden.

Mittels der Einheiten eines Malisystems lalit sich leicht die Homogenitit
von Formeln iiberpriifen.

1. Geschwindigkeif. Sie ist das Verhilltnis aus einer Linge (Weg) und
einer Zeit. Daher ist die
[ im M. K.Sek-System. . M.Sek—"

Einheit der Geschw. af (268)

lim em g sek-System . . em-sek

la. Winkelgeschwindigkeit ist der Quotient aus einer Bahngeschwindig-
keit und dem Radius (Lange), an welchem sie vorhanden ist. Somit wird die

Einheit der [ im M. K. Sel-System . . . .. Selk—1)] (269)

¥o - 1 ) - I'
Winkelgeschw, | im em - -sel-System . . . . . Sek—! f
2. Besehleunigung ist Geschwindigkeit durch Zeit. Es ist somit die

[ im M. K-Selk-System . . . M- Sek :}_{27”)

2a. Winkelbeschleunigung ist die Beschleunigung am Bogen vom
Radius 1, daher gleich der letzteren dividiert durch eine Lidnge. Somit ist die
Einheit der [ im M- K-Sek-System . . . . . Selk
Winkelbeschl. | im e -sele-System . . . .. sel

Einheit der Beschl. : g
| im e -sel-System . . cin-sele—

gl PP

% J-(_’.:l)
3. Kraft ist das Produkt aus Masse und Beschleunigung. Daher

3 ) s im M- K-Sek-System . M- K.-Selk—32] __

Einheit der Kraft { = i : ..l(‘LQ
im ene-g-sek-System . em-g-sek- 2 f

Einheit im cm-g-sek-System ist also jene Kraft, die der g-Masse die
Beschleunigung von 1 om-sek—2 erteilt.
lene-g-sek—*heiBt 1Dyn . . . . ... (272a)
Wie viele Dyn. hat nun 1 kg Kraft?
| kg (Kraft) — 1000-g (Massen) mal 9,81 M . Sek—2 (Beschl.)
— 1000 g- 981 cm - sek—* —9.81. 107 .cm - g - sekb—=
1 kg (Kraft) — 9.81-10° Dyn. ~ 1000000 Dyn . . (272h)
4. Druck ist das Verhiltnis aus einer Kraft (Gewicht) und der Fliche,
welche beansprucht wird. Es wird demnach die
Einheit des [ im M. K.Sek-System . .. M. K.Selk—?) 973
Druckes | im em-g-sek-System . . . cm—1-g-sek—2 | 1£4)
5. Arbeit 1st Kraft mal Weg. Es folgt also die
Einheit der [ im M- K.Sek-System . . . . M® K.Sek—*) 974
Arbeit | im cm-g-sele-System . . . . em?®-g-sek—? | =8
lem®-g-sek—2=(lom-g-sek—2).(lem)=1Dyn-1em, also die Arbeit
von 1Dyn auf dem Wege von 1em
lem®-g-seke—2 heiBt 1 Erg . . . ... (274a)
10" Er g heiBen 1Joule . . . . . . (274h)



Wie viele Erg, bzw. Joule hat 1 mkg?
| mhkg =1 kg-1 m=9,81-10° Dyn- 102 em, d. h.
1 mkg— 981107 Erg = 9,81 Joule . . . . . (274 ¢)
Wie viele Erg entsprechen 1 Grammkalorie, wenn letztere 0,425 mkg
:'ll|ui\':1]¢'-lll igt?
1 Grammkalorie — 0,425-9,81.107 Erg, d. h.
1 Grammkalorie — 41,7-10° Erg ... . . . . (274d)
6. Leistung ist Arbeit pro Zeiteinheit. Demnach ist die
(im M. K-Sek-System ... M* K- Sel—3 |

Einheit der Leistung 275
®lim em-g-sek-System ... cem*- g-se e f{ )

"5 M2 K-Sek—*=1PS........ (275a)

1 em?-g-sel—3 heiBt ein Sekundenerg. . . . (275h)
107 Sekundenerg heiBen 1 Watt. . . . . . (275¢)
1000 Watt heiBen 1 Kilowatt. . . . . .. (275d)

1 PS — 736 Watt — 0,736 Kilowatt . . . . . (275 e)

1 Kilowatt 186 P8 . L or e o e k2iht)

Fiir die magnetischen und elektrischen Mafe soll blofl das ahsolute Mafi-
systen herangezogen werden,
7 Polstiirke. Sind zwel magnetische Pole M ...rcm entfernt, so ziehen
(stofien) sie sich mit MR
P Dyn

!
an (ab). Daher findet man M r VP
also M als ein Produkt aus einer Linge und der Wurzel aus einer Kraft.
Die Einheit von M ist somit . . . em-Vem-q-sek—2 oder
Einheit der Polstirke . .. em’ o gfie.gele—t . . . . (276)
7a. Intensitiit des magnetischen Feldes oder magnetische Feldstirke.
Ein magnetisches Feld hat die Intensitit 1. wenn es einen Einheitspol
mit 1 Dyn anzieht. Wird ein Pol mit der Stirke M -in ein Feld von der
Intensitat H gebracht, so ist die Anziehung
P—M.H

rl

Die Einheit von H ist daher - d. h.
: M

em-q-sek—2
- oder

em'le e sek

Einheit der magn. Feldstirke . .. em—'k.g's sele—*. . . (276a)

8. Stromstiivke. Nach dem Biot-Savartschen Yesetze ist die Anziehung
zwischen einem Teil eines stromdurchflossenen Ieiters und einem magnetischen
Pole gleich Liinge des Teiterteiles mal Polstirke mal Stromstirke mal Sinus
des Winkels ¢, welchen der Qtrahl vom Pol zum Leiterteil mit diesem bildet,
dividiert durch das Quadrat der Lénge des genannben Strahles, also

A b M- 3-5in
I — - J[_. WOTaus

i - folet.
Adl«M-sing
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2 e s i AS= W ] z P em - - sek—2
Somit ist die Einheit von i . . . cm - (T — - oder
M om e e gek—1
Einheit der Stromstirke . . . em':-g':.sek—=1. . . . .. (277)

Prakt. Einheit—=1 Ampére =10—1.em - g . sek—1. . (277a)

9. Elektromotorische Kraft oder Spannung.

Zwischen 2 Magnetpolen liegt ein magnetisches Feld. Gehen durch 1 qem

H Kraftlinien, so hat das Feld die Stirke /. Wird nun ein Leiter von
der Linge / mit der Geschwindigkeit » senkrecht zur Richtung der Kraftlinien
bewegt, so schneidet er in 1 Sek,

(f - v - H) Krattlinien

und wird infolge der Reaktionswirkung gegen die Bewegung des Leiters in
diesem die elektromotorische Kraft !

D={.v.H
erzeugb. — D ist also Produkt aus einer Liinge, einer Geschwindigkeit und
einer magnetischen Feldstirke. Die Einheit von D ist daher
{em) - (em - sek—1) - (e — "2 . g 'ls - sek—1)
Einheit der elektromot. Kraft—ecm ™ - g':. sek—2 . . . . (278)

Sie tritt anf, wenn ein Leiter von 1 cm Linge in der Sek. eine Kraftlinie
senkrecht schneidet.
Prakt. Einheit der elektromot. Kraft
1Volt=10°-cm - g'e-gek—2 . . .. .. (278a)
10. Widerstand. Laut Ohmschem Gesetz ist
e T
g
i
Die Einheit des Widerstandes wird daher
em ity glzsef— 2
= = - t‘.-f]l"!'
em'l. gl sefe— !
Einheit des Widerstandes — cmn-sele—1 . . . . (279)
Der Widerstand hat dieselbe Benennung wie die Geschwindigkeit.
Prakt. Einheit des Widerstandes — 1 Ohm — 10?: ¢annsele—1 . (279 a)
11. Elektrische Arbeit. Nach dem Jouleschen Gesetz leistet ein Strom mit
der Stirke ¢ bei einem Widerstande w in der Zeit ¢ die Arbeit
A 120t
Daher ist die Einheit von A ... (cm'e-g'e.sek—2)2. cmsek—1. sek.
Einheit der elektr. Avheit —em®.g-sek—>—1Erg . . (280)
12. Elektrischer Effekt ist die elektrische Arbeit in der Zeiteinheit: also wird
Einheit des elektr. Effekts — can®- g -selk—" — 1 Sekundenerg . (280a)
Der elektrische Effekt 1 Watt wird von einem Strom mit 1 Ampére Stiirke
und 1 Volt Spannung geleistet, denn

3

I Volt- 1 Ampére —10%-em’: - g''=- sek—2. 10— 1. em’le- g'le « sek—1 — 107. e g - sek—?
1 Volt-1 Ampére — 1 Voltampére —1 Watt . . . (250b)
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