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Abschnitt IX.

Die Trigheits- und Centrifugal-Momente der
wichtigsten Korper.

A. Allgemeines.

334) Wiihrend der vorige Abschnitt die polaren, die axialen
und die Plan-Momente erster Ordnung behandelte, sollen hier
die entsprechenden Momente zweiter Ordnung abgeleitet werden.
Die fiir die Mechanik wichtigsten sind, wie sich zeigen wird, die
axialen, wihrend die Plan-
momente zur Berechnung
der ersteren verwendet
werden koénnen,

335) Begriff des
Planmomentes zweiter
Ordnung.

Ist m ein kleines Kérper-
teilchen (in der Mechanik
ein Massenteilchen), wel-
ches von den Koordinaten
ebenen die Abstiinde «, g, #
hat, so nennt man ma?,
my® mz® die Planmomente
zweiter Ordnung des Massenteilechens in Bezug auf die entsprechenden
Koordinatenebenen, die als die Ebene Y%, ZX und XY bezeichnet
werden mégen. Handelt es sich um einen Korper, so ist sein Trig-
heitsmoment eine Summe solcher Ausdriicke, also

Ly 22”?-"'31 Y =Z-m-y*, Loy =2m.—:”_

Dabe1 beziehen sich die Marken der 7' auf die Ebenen. Die 7T sind
die Planmomente zweiter Ordnung oder die Trigheitsmomente in Bezug
auf die drei Grundebenen des Koordinatensystems.
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336) Begriff des Axialmomentes zweiter Ordnung
Ist » der Abstand eines Korperteilehens m von der X-Achse, so 1st
mr? das Axialmoment zweiter Ordnung oder das axiale Triigheitsmoment

des Teilchens in Bezug auf diese Achse. Fiir den ganzen Korper ist

JT N | =}
.-’_, = T

das axiale 'i";-Eig}u_-ifsmmnnn{ oder das Axialmoment zweiter Ordnung

fitr diese Achse.

Da »? = o + 22 ist, so folgt m#® = my" + mz%, also auch
\ a2 1 SET i \ o
mrs = muy: - me-,
S. 2 Yot o

oder
ebenso 1st

,'""\lh'ﬂ:

Jedes axiale Triigheitsmoment ist gleich der Summe
sweier Planmomente zweiter Ordnung in Bezug auf Ebenen,
lie sich in der Achse des ersten Momentes rechtwinklig
schneiden.

337) Begriff des Polarmomentes zweiter Ordnung.

[st @ der Abstand des Korperteilchens m vom Nullpunlkte des
Koordinatensystems, so ist me® sein Polarmoment zweiter Ordnung
in Bezug auf diesen Punkt. Fiir den ganzen Korper ist

’ B 3
Lo = > mo-

das polare Triigheitsmoment oder das Polarmoment zweiter Ordnung
in Bezug auf jenen Punkt.
Nun ist aber o = a* -+ y* -+ &% folglich auch

b4 X3 ARE A s Ny pd
mo® = ML - my" - me,

E mne* :21 mat —|r2-m-;ﬁ —}—Zm:'",

ehenso

also

Folglich:

Jedes Polarmoment zweiter Ordnung ist die Summe von drei
Planmomenten, deren Ebenen durch den Pol des ersten Momentes gehen
und dabei anf einander senkreeht stehen.

Natiirlich ist auch

P L = e =T, -+ T,

r .
was auch leicht in Worte zu kleiden 1st.

AT
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358) Verschiebungssatz fiir das Planmoment zweiter
Ordnung.

Handelt es sich um das Planmoment T, = E ma®, wobel die
Ebene Y2 durch den Schwerpunkt des Kérpers gehen soll, und ver

schiebt man die Ebene parallel zu sich selbst um + ¢, so geht der
Abstand z iiber in 2 - ¢, also wird das neue Trigheitsmoment

rrr ! — Y __T L -T g =
SpE= E m (x 4 ) = Z max® - 2 me” - > 2mex,

oder in
iral _-_T bt 3 - -“1:
== > ma 4 e -—1: m - 2e z .
] I

Hier ist 2 ma* das urspriingliche Trigheitsmoment A o E m ="t
das Produkt aus dem Kérperinhalte und dem Quadrate der Ver-
schiebungstrecke, E ma; das statische Moment des Korpers in Bezug

auf die durch den Schwerpunkt gehende YZ-Ebene, also gleich Null,
so dals man hat
T, =T, 4+ éJ.
er datz: Verschiebt man die Ebene des Trigheits-
momentes aus der Schwerpunktslage um -+ ¢, so wichgt es um
e*J, d. h. um das Produkt

Folglich gilt ¢

Hig. -250 aus dem Korperinhalte
/Z - und dem Quadrate der
/// . J Vf‘!'::i('-]li{-%}lllllgﬂﬂtl'f!{']\'t-‘.
- e e e

Wy

= i

39) Verschiebungs

SRR 3 _\ | satz flir das axiale Trig
g i . .

e e ] heitsmoment.
‘ - \J_Ja; 2 . Ny Ist 7, das axiale Trig-
o e heitsmoment eines Korpers
[ .-_;J’”-:‘/'; in Bezug auf eine durch den
i i Schwerpunkt gehende Achse,

z. B. die X-Achse in Fig. 250
und verschiebt man die Achse um 4 ¢, so verwandeln sich die Koordi-
naten y und 2 in (y — y,) und (2 — 2,), und

14k 22.»;;?;” —{—Zw:z” =T..+ 1,,

T = E'm- v — )+ Er m (2 — z,)°
oder in
y Vit ol Nl i T ¥ o
T = E m iy 2 my: — E 2myy, + E’nu - 2 mes— E.»Zm.,:zi.

geht iiber in
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Wie im vorigen Abschnitte wird E 2myy, = 0 und Z 2mze, =0,

dagegen

E'm;ﬁ = 43 E m =y*J und Ef-m,.::'[' =2 Em = #7d.

Man erhilt also

e ST G TR AT T i e
' T . +yid J_‘_J_‘H—|—.;])T (L 7_',.”| FJ (425 =1T 4 Je
Folglich gilt der Satz: Verschiebt man die Achse eines Triigheits
momentes aus der Schwerpunktslage nm e, so wichst das

Trigheitsmoment um das Produkt aus dem Inhalte und dem
Quadrate der Verschiebungsstrecke.

340) Der Satz T, =1, ¢ J gilt auch vom Polarmomente
zweiter Ordnung. I}vr Hm'.mn ergiebt sich ebenso, wie vorher aus

J =2m. (x — 2, + E m (y — uy,)® —|—2-m. (z — 2,)°,

was sich auf 7T, -+ e*J reduziert,

B. Die einfachsten Formen, besonders von der Ordnung Null.

341) Aufgabe. Die wichtigsten Trigheitsmomente des
Rechteckskorpers
zu berechnen.

Auflésung. Sind s P oa 5
a, b und ¢ die drei /,/": s e e e |
Kanten, so hat in Fig. g waslone 2 L [ R | -
251 jeder Horizontal ' | s 5 |
schnitt die Fliche ab ol ' | !
und in Bezug auf die ! '/“|
Grundfliche, wenn y o e e
der Abstand ist, das o e Lo B i & ‘
Trigheitsmoment aby®. ' _ :
Dies giebt, wenn man bmol, g

| ) :

die Schichtenformel an- | B 7 e e e

wendet, fiir den ganzen el e Bl | S0 LA
Korper dd,'- th— / s L,_./Ff o
7 k:

moment hn Uder J— —

Fiir 111(1 parallele Hehwm'pnn]ftﬁe.he':.ne wird nach Nr. 338

{a- -'rlrri_'::
(2} 12

.T.; = e)"
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(G

In Bezug auf die durch den Sehwerpunkt gehenden Koordinaten-
ebenen ist also

Die Axialmomente fiir die durch S gehenden Koordinatenachsen werden
Ty= T,z + Toy = H;::: p ”f—jl:i 35 ”1{: (6* + ¢*) = 1{: (0* 4 ¢*),
Tg, s 1". -+ ‘?I_-_r: = rr:J:i I 1’,—:‘-:!5 4] rji{.‘_;{ (¢ 4+ a®) = IJ’_] (* L-af),

Lo kgish dours h :;f "' =} : ";i’:i 5 t(Jlilf_:{'! (a® + b*) = ]{}: (@4 b%).

Das Polarmoment fiir den Schwerpunkt wird

m T T r fI"IFJ{J e 5 G "Jf )
T =T, 4 T >ds T 5— - 4 b* 4 %) = = gt

wo o die Hauptdiagonale ist.

524) Aufgabe. Die wichtigsten Trigheitsmomente fiir
den Kreiscylinder zu berechnen,
[n Fig. 2562 ist jeder Horizontalschnitt

Fig. 202 gleich »*x, sein Tridgheitsmoment beim
e Tt Abstande y von der Grundfliche ist in Bezug
__~1 | —1 auf diese gleich »*=zy*. Nach der Schichten
| | | ; : { riaght Jht o
I ! | formel ergiebt sich RS als Trig-
| | | : ’

heitsmoment des ganzen Kérpers in Bezug
auf die Grundfliche.
I'iir die horizontale Schwerpunktsebene
wird nach Nr. 338
riahd R 2 hd JhE

Ty == (r¥zh) (a ) =

3

TRy e
Das Polarmoment der Grundfliche ist in

-
Bezug auf ihren Mittelpunkt gleich Ji—f

folglich das Trigheitsmoment des ganzen
= " sy i rixh g A
Korpers in Bezug auf die z-Achse gleich — = — = T.

Fiir jede der beiden durch die z-Achse gelegten Koordinaten-
ebenen ist das Trigheitsmoment des Korpers halb so grofs, also

e Jr? Fe Jrd
-".‘:.l'= P -"!_r.r::'__i_'

Fiir die durch S gehende 2-Achse ist

! 1 -l{?'t lIr}in? o a . a o
To=Tos+ Top= e 4 e —+ k¥,
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fiir die y-Achse durch S ist ebenso

¥ e Jh i ‘;-F! o ey 9 A
D=ttt Insg g —pof #1

Das Polarmoment zweiter Ordnung fiir S ist

Iy = Toyt Ty T =2 20 T I TP 2 (8 67)

Mechanische Aufgaben iiber den C \Imfiw siehe unter Nr. 84, 86, 8Y,
93. 94. 96 bis 106, wo es sich um Siulen, Achsen und [llt'iﬂ'- E_‘HPH

um schwingende Pendel u. del. handelt.

fom )

343) Das wichtigste Axialmoment des Hohleylinders

mit den Radien r und 7. 5
P - . s v T e . rdor i‘_r'
Fiir den Kreisring ist das polare Trigheitsmoment — — -

=5 (r*— (" + r]: =5 + ), das entsprechende Axialmoment
g 2
des Cylinders ist also > = (g (" 4r}). In der Mechanik 1st

statt J die Masse m = i: einzusetzen, wo p in Kilogrammen, g = 9,51

in Metern gegeben werden kann. (Besser ist es, mit Tonnen und
Metern zu rechnen.)

Hierzu vergleiche man die Aufgaben unter 86, 88, 90 iiber
hohle Achsen, llﬂhl"\l.]l]lll Schleif- oder Mithlsteine and Schwungringe.

344) Das Gegebene reicht auch Fig. 253.
hin, in die Theorie der Atwoodsehen e T
Fallmaschine einzufithren.®) Ist ” 'I_ & \\
nimlich m die Masse des treibenden I | iy \\L‘ \"-\\
Ubergewichtes, 2{“_;“\} = m, die der [ [ L] "!l "'.l
beiden Schleppgewichte, my; die des l L P B = /|
Ringes, m, die jedes durchgehenden
Radarmes, wobel der schraffierte Korper L e ,_,ff i
doppelt genommen ist, wofiir die «_ ]
Achse weggelassen ist, so hat man I
als gesamtes Trigheitsmoment myl Ji_m
; I m, (" - #5) e e
(ntm) A giset g W x L gl ]

denn die aufgehiingten Gewichte bewegen sich mit derselben Ge
schwindigkeit, als ob sie am Rande des Kreises angebracht wiiren, so

#) Dieses und die folgenden Beispiele aus der Dynamik kinnen auch an
Nr. 48 angeschlossen werden.

o
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dals der Widerstand durch (m - m,) r® dargestellt ist. Fiir obiges
kann man schreiben

g ;
£). g el = - e
& ”J-I 'f'l. My |7 | ¥ 1.

T=(m+m)r + —— 5 .

denn die Flichendiagonale d, des Rechtecks ist gleich 2». Das
statische Moment der Triebkraft ist p = mg. Die Beschleunigung
am Radius 1 wird nach der Mechanik

stat. Moment der Triebkraft
LI B - s o —— R E = =
" gesamtes Trigheitsmoment g 2 2T
| g ] o))

(m - m) r* -} — 3

Die Beschleunigung am Radius » ist #-mal so
treibende Ubergewicht die Beschleunigung

&
mi®
=49 = 5
2m, T3 )
i “ X -
(- my) = 5 - =

Die Fallbewegung des Ubergewichtes geschieht nach den Formeln
1 ¥ =2 o B 5

v=gt, h =g, v="V,2gh. Die Fadenspannung des rechts
0 : i my\ s o N

hiingenden Fadens ist (m + 57) (9 — g,), die des links hiingenden

”_i' (9 + g,), die Reibung hat die Differenz beider Spannungen zu iiber
winden, wenn kein Gleiten stattfinden soll.
Einige Beispiele werden zeigen, wie leicht sich jetat
mit Hiilfe des Satzes von der Erhaltung der Arbeit ge
asserl.

Fig. 254

A wisse Bewegungsprobleme ansetzen
345) Aufgabe. KEin Cylinder, um den ein bei
A befestigter Faden gewickelt ist, falle senkrecht
herab, werde aber durch den Faden zur Um

drehung gezwungen. Welches sind die Bewegungs

formeln?

Auflésung,.
um k, so ist die Arbeit der Schwerkraft ph.

sprechende Fallgeschwindigkeit v, so ist die Drehungsgeschwindigkeit

[st sein Gewicht p, und senkt er sich
Ist die ent-

die Arbeitswucht (Energie) also

ey
mri\r i

mv* ir® m? 3 g
A =— —'_ T-)_' =iy —I_ & b el muy-

2

* . 1
an der Peripherie § = ;

Ebenso grols muls die geleistete Arbeit ph oder mgh sein. Aus

V; gh= V2 (j _f,-‘) I, wihrend die ent-

& I
mgh = —mv* folgt v =
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sprechende Formel beim freiem Falle lautet V' 2gh. An Stelle von g
tritt also hier %,¢, die drei Fallformeln sind demnach hier

o L B g e T oo ool

v=5gt, h= 5359t T i{‘(h' -q)ﬁ'

Durch den Drehungszwang wird also die Fallge-
sechwindigkeit fiir jeden Zeitpunkt auf % der freien Fall-
geschwindigkeit herabgesetzst.

Wie grofs ist die Fadenspannung bei diesem Beispiele? Es

i @ i i o {] ] -
st g — gy =9 — 9= ',_:, die Spannung also m - = ‘:_; - Oder wenn

man den Vorgang eingehender analysieren will: Die Fadenspannung
ist die Kraft, welche die Drehung hervorruft. Die Beschlenmigung

! a : 24 i1 Fire
der letzteren ist am Rande © g, am Radius 1 also y = -,;"I- Gleichzeitig
o L B L ‘;
ist aber )

Moment der Kraft o 2p
Fe Trigheitsmoment — mr?  mr?
2
: . i TR 2 1 29 ¢ n
wo p, die drehende Kraft ist. Es folgt —=1 = o=, dhp=-2=%

Die Fadenspannung betrigt also nur den dritten Teil
des Cylindergewichtes. Dieses Resultat soll spiiter

sur Aufkliirung iiber gewisse Reibungsverhiiltnisse be ST

nutzt werden. Statt den Faden bei A4 zu befestigen, f’,‘},-.!
kann man ihn dort iiber eine leicht bewegliche Rolle [""’i

4 " J
legen und durch das Gewicht f;:m_\']ulnm:-n. Der am

Faden herabrollende Cylinder p hiilt dann dem Gewichte ‘: 20l

das Gleichgewicht, wie leicht experimentell bestitigt
werden kann.

Gewohnlich wird die behandelte Aufgabe anders angegrifien.
Man betrachtet B als angenblicklichen Drehungspunkt des Cylinders,

v 1 e . mr 9 .
so dals das Trigheitsmoment —- um pmr® zu vermehren und gleich
S ma? zu setzen ist. Das Moment der Triebkraft in Bezug auf B ist pr,
: : e ] i 2maqr 2 ¢

also ist die Winkelbeschleunigung ¢ = L = - m.:l" = '_j‘ Der
o g o e o T

mirs

Punkt M befindet sich am Radius », bewegt sich also mit der Ge-
2y

e -~ ¢g. Das Resultat ist dasselbe wie oben.
a1 il

schwindigkeit g,
346) Noch stirker lifst sich der Fall verlangsamen, wenn der Faden

nicht um die Scheibe oder den Cylinder, sondern um eine Achse

mit dem kleineren Radius ¢ gewunden wird. (Vgl Nr. 95.)

r——

—
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Ist die Fallgeschwindigkeit », so ist jetzt die Winkelgeschwindigkeit
v - ¥ . 4 . .
& — —-  Vernachlissiot man das Gewicht der Achse, welches ein-
o = b,
zurechnen iibrigens keine Schwierigkeiten macht, so wird die Arbeits
wucht

v

P\ 2
ma i mu® mirs ( o ) mu: r*-- 2’
4"1 —_— . + —— _'_ . — . ~
2 2 2 2 2 2 Zp°
Setzt man dies gleich der Arbeit ph der Schwerkraft, d.h. = mgl,

80 flul;-,;'l.

= "l/jl’ (f;' = j—@.‘:y \J .

An Stelle von g in der Freifallformel v = J/2¢h tritt also

e

20
G

Uy —= _,.é_|_ EZ.(J“

was alg Beschleunigung in die drei Bewegungsformeln einzufithren ist.

2ip* ( .

0 g‘zc..,l- 20 f:rl ST

Fallgeschwindigkeit wird also der 51. Teil der Freifallgeschwindigkeit.

(Entsprechende Versuche iiber Unterrichtszwecke lassen sich mit dem

Rade der Atwoodsehen Fallmaschine machen, um deren Achse man
Faden gewickelt hat.)

Die Fadenspannung wird hier grifser als bei der vorigen Aufgabe,

2o gr°

denn es ist g — g, =9 — ¢ - —|—‘::éuﬂ e aa also die Spannung

Macht man z B. r =109, so wird g, =g

wmgrs e : : g :
R e b L Oder, wenn man die obige Betrachtung wieder-
r® -4 2p° re 4 2p° : '

: ' 2p° ; - .
holen will: Aus g, =gy oo folgt als Winkelbeschleunigung
- . i, Dy Lo A x
(am Radius 1) y = i - _l_"-f T Dieselbe Winkelbeschleunigung
L 1 TR

wird durch die Fadenspannung p, hervorgerufen, so dals auch

Kraftmoment 70

s Trigheitsmoment ~  mor®

s

ist.  Aus der Gleichsetzung der rechten Seiten ergiebt sich die

Fadenspannung

mgr- pr-
Py s R
20 ro=- 2
% 5 { . . .
Ist z.B. » = 10 g, so folgt p, = ;; p, wo p das Cylindergewicht ist.

Man bemerkt, dafs bei der Herabsetzung der Freifallbeschleunigung
v 1 i 1 ; ; .
von g auf ;g die Fadenspannung nm - des Gewichtes vermindert wird.

Dies bestitigt die obige Bemerkung tiber den Ausdruek m (g — g,).
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Der Grund, weshalb wir auf die Fadenspannung iiberhaupt ein
gingen, wird sich aus der folgenden Anfgabe ergeben.

347) Der Cylinder ist wiederum mit einem Faden um
wickelt. Das Ende desselben sei aber bei 4 an der schiefen
Ebene mit Neigung e« befestigt,
auf welcher der Cylinder herab-
rollen soll. Beschleunigung und
Fadenspannung sollen berechnet
werden, ohne dals die Reibung
beriicksichtigt wird.

Beim senkrechten Fall ergab sich

.3 Tl
unter Drehungszwang » — ]/;’1: - ."!’) h.

Man braueht nur [ sin « fiir b zu setzen,

um hier v = [;/'-_3‘- ( y)f sin ¢ zu finden, so dals an Stelle von g, = — g jetat
¢y = ;g sine als Beschleunigung ftritt. Man kann aber auch so,
wie vorher, die Gleichung der Erhaltung der Arbeit benutzen, oder
auch B als Drehungspunkt betrachten. Das statische Moment der
Schwerkraft in Bezug auf B ist dann pr sin @, das Trigheitsmoment

mir® 3 2 S op . re : .
aher ——= s we mre. s folgt die Winkelbeschleunigung

prsin o g gsino
Ay — == —
d 3 3 g r 7
— mr?
also fiir M, d. h. fiir den Radius », das »-fache oder g, = ¢ sin «.

Die Drehung wird, wenn keine Reibung vorhanden ist, durch die

- ; , : ;& 2
Fadenspannung p, hervorgerufen, so dals auch ist: y = til me i

mrs mi
(tleichsetzung beider Ausdriicke fiir p giebt 2
g 8in e pin
1, == — - T
' 3 3

348) Diese Fadenspannung giebt uns an, wie grofs die
Reibung mindestens sein mufs, um das Herabgleiten zu ver
hindern und die Cylinderbewegung zu einer rein rollenden
zu machen.

Ist also der Reibungskoeffizient fiir Gleitung w, die Reibung selbst

: S . ) : ) sin e
also hier wp cos ¢, so ist im vorliegenden Falle up cos ¢ = *——, d. h.
b

— ! tano
u = - tang «.

en Korpern ist bekanntlich der Koeffizient

Bei den gleitenc
u = tang o; man hat also fiir den rollenden Cylinder das

']
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bemerkenswerte Resultat, dals sein Gleiten schon durch den
dritten Teil derjenigen Reibung verhindert wird, die einen
nicht rollenden Kidrper vom Gleiten abhilt. Mit anderen
Worten: Bei nicht rollenden Kérpern findet das Gleiten
bereits statt bei tang ¢ < g, bei dem rollenden Cylinder erst
bei tang ¢ > 3 u. Die Steigung der schiefen Ebene darf also
hier die dreifache sein, ohne dals Gleitung stattfindet.®)
Ist z B. der Reibungskoeffizient y = 0,2, so folgt aus tang ¢ = 0,2
der sog. Reibungswinkel 11° 18" 40”. Sobald die Neigung grifser ist,
beginnen ebenflichige Ko&rper zu gleiten. Der rollende Cylinder aber
gleitet erst bei tang @« = 2u = 0,6, d. h. bei ¢ = 30° 57" 50”. Sobald
der Winkel kleiner ist, findet lediglich ein Rollen statt, und ab-
gesehen von der geringfiigigen rollenden Reibung gelten die oben
entwickelten Bewegungsformeln. Ist dagegen die Neigung grifser, so
findet Rollen und Gleiten .zugleich

Pig. 257. statt. Dies ist ein ganz anderer Fall

4 /‘\ mit besonderen .I%v'c'.-'r}.g11n;__rsgleiIeiumgen.

=3 \ Spiter soll auf diesen schwierigen Fall
\\“\?:f. \ noch eingegangen werden,

. 2

/ : : 1 i

1 \\.( 349) Das obige Resultat i#indert

o 2 sich sofort, wenn der Cylinder unter

Auflagerung auf eine Achse aunf

. der schiefen Ebene herabrollt.

Zunichst werde hier wiederum die

Reibung weggedacht, dafiir aber ein Faden, der bei A befestight ist,

um die Achse gewunden. Nach Art der obigen Entwicklung erhilt
man als Beschleunigung des Punktes M
')-.(3

. =
G =g sme& 51—,

Y

als Winkelbeschleunigung (am Radius 1) also

g 2g sineo
?} = 1 e = ;j— 5
e 4 2¢

Die Fadenspannung p, am Radius

den Wert

o giebt aber fiir dasselbe y

0.0 2. 0

}. _— Jr_l.‘.‘o e ‘lr]“( .
mr- miuyr=
s

*) In mehreren Lehrbiichern und Abhandlungen finden sich in dieser Be-
ziehung irrtiimliche Ableitungen, die aunf detr falschen Annahme fulsen, dals der
Reibungswinkel derselbe bliebe.
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Aus der Gleichsetzung beider Werte ergiebt sich als Faden

spannung
Mg s SN g p sin er®
',lr ] 0 a p— -y — -
Py r® - 2p® p2 -2 p®
L . . ol 3 3 .
[st z. B. » =109, so wird p, =psm e - HKbenso grols muls

die gleitende Reibung sein, wenn das Gleiten verhindert werden und
blofses Rollen stattfinden soll. * Der Koeffizient berechnet sich fiir
den Grenziall aus

P 8in e r®

wp Cos & = —3 o as
' ! —Il-- 2 ]

also
Illl-
= e ang o,
J |_ 'A.g- 3
. s * . ol ! ~ . 5
im gewithlten Beispiele also ¢ = ; tang &, so dals der Grenzwinkel
L ol -
aus tang ¢ = _, w #zu berechnen ist.
[st 7z B. wieder @ =02, so wird der Grenzwinkel, wie aus
0l - . g = . tes .
tang ¢ = 5 - 0,2 folgt, « = 11° 31" 50", withrend er fiir nur gleitende

Kiorper war: 11°18°40”. Der Unterschied ist also jetzt ein
weit weniger auffallender als bei dem einfach aufliegenden
Oylinder, wo der eine Winkel fast dreimal so grols war als der

andere.

Ein entsprechender Versuch kann wieder gemacht werden, indem
man das Rad der Atwoodschen Fallmaschine mit der Achse auf
zwei parallel gestellte Lineale legt und so anf schiefer Ebene herab
rollen lifst. Angenommen, der Reibungskoeffizient wiire 0,2, so wiirde
bei & grdfser als 11931 50" fast nur ein Herabgleiten, kaum ein
Rollen bemerkbar sein, withrend ein Cylinder noch bei nahe 30° 58’
einfach herabrollen wiirde. Fiir o = 0, d. h. fiir unendlich diinne
Achsen, hort der Unterschied ganz auf.

Versuche dieser Art sind mit so einfachen Hiilfsmitteln durch
zufithren und werfen so {iberraschendes Licht auf die entsprechenden
Punkte der Bewegungslehre und der Reibungstheorie, dals ihre Nicht
beriicksichtigung in den Lehrbiichern eine erhebliche Liticke bedeutet.

350) Nur noch ein Beispiel fiir die schiefe Ebene sei angegeben:
das der herabrollenden Kugel unter dem Einflusse der Reibung
egten Fadens. Das Triigheits

oder des um den grifsten Kreis ge
or Kugel war schon in Nr. 174 abgeleitet worden. Die

moment
Arbeitsgleichung wiirde hier lauten

5]

W ae e

. s f 2 N e np: .2 ™ T/ e
T e ot AP LT o e b T AR S TV .
A=plsing =" f\__‘ e Lt e
Holzmiiller, Ingenieur-Mathematik. 1 ]
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-

Aus der Gleichung folgt als Geschwindigkeit des Mittelpunktes

R e
U = |r":.’{;y Hmrc)f?

als Beschleunigung desselben also g

, = - ¢ sing, sodafs die Winke
beschleunigung ist :
D g =N e

p =L

-r
Die Fadenspannung p, giebt aber die Winkelbeschleunigung

nor mr _bp
R T 2w

Gleichsetzung beider Werte bestimmt die Fadenspannung als

=1 b2

Py = = p sin ¢.

Ersetzt man fiir den Grenzfall p, wieder durch die Reibung, so
folgt

wp cose = —p sin e, |

i

2 7 .

d. h. u=— - tange und tange = ;. |

Daraus ergeben sich wiederum entsprechende Folgernngen. Beim

Reibungskoeffizienten g = 0,2 wiirde tang ¢ = 0,2 = 0,7 den Grenz
winkel « = 34°39"30” (statt 11°18’ 40”) fiir das blofse Rollen er-

geben.

351) Da die Lehrbiicher elementaren Charakters auf die ent-
wickelten Unterschiede keine Riicksicht nehmen, kommen bisweilen
gelegentlich der Reibung unmogliche Beispiele vor, durch welche die
bestehenden Unklarheiten noch unterstiitzt werden. IFast nirgends wird

man z. B. folgende naheliegende

Fig. 28, Aufgabe gestellt oder berticksichtigt
et finden:

p werde dureh eine an seiner

( M ap o5 Ein Cylinder vom Gewichte

4 o
T T Achse angreifende Horizontal-
kraft p, auf horizontaler Bahn
bewegt. Wie grols muls die gleitende Reibung mindestens
sein, damit nieht Gleitung, sondern nur Rollen entstehe?
Zunichst werde wieder von der Reibung abgesehen und das

Rollen durch einen Faden, der bei A befestigt und um den Cylinder
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geschlungen ist, erzwungen. Legt nun der Angriffspunkt den Weg /
zuriick, so ist die Arbeitsgleichung

R .
I = _|lr — J”ll.! { ”'r'l.-. h I tJ‘ 5]
A=ph="1C+ =T D =L

Daraus folgt die Geschwindigkeit

o s Ij (32) &,

fiir den Punkt M also die Beschleunigung g, = ﬁ,‘?' und demnach
2 v 3o
die Winkelbesehleunigung p = - :;I,--' Wie frither ist zugleich die
s _ pir__ 2p* (8 e
Fadenspannung p,: y = S und durch die Gleichsetzung
2 " ¢
5
R 2 Py 2p
ergiebt sich =22 — ZPr oder p, — 2
e mr o E 3

Wie grols also auch das Gewicht und der Radius des
Cylinders seien, die Fadenspannung ist in allen Fillen der
dritte Teil der Zugkraft.

Soll demnach auch ohne Faden nur Rollung ohne jedes
Gtleiten stattfinden, so muls die Reibung mindestens der
dritte Teil der Zugkraft sein. Sie ist aber in diesem Falle up,

also ist der Minimalwert fiir g zu berechnen aus pp = S dh. er
18b @ = L.
! ap

Sobald u < _‘;-1 oder p, > B up ist, findet Gleitung und Rollung
[ 5 p 1 f , . .

zugleich statt, und ganz neue Bewegungsgleichungen sind zu bilden.
Ist z. B. w = 0,2, so muls p, unterhalb 0,6 p bleiben, damit nur
Rollung stattfinde.

Unter dieser Bedingung bewegt sich dann M, abgesehen von der
geringfiigigen rollenden Reibung, nach den Formeln

) 2] f £}
a L =% 9 foy =y
SR e
dm = dm Sm
die Drehung aber gehorcht den Formeln
20 1 2P o : __#_) 2 Py
=3 8 ﬂ, 0 = 5 o I!‘-_.I = '.-’ & .
3mr -’ 23 mr amr

r., wenn jene Be-

=

352) Wie aber erfolgt die Bewegun
dingung nicht stattfindet, d. h. wenn p, >3 up 1st?
e Lt']:-ilul}_l' (_‘I“'Hi{‘hl'. sich durch foloende !|1']|1':-'~:|_||1'}_f;iha‘_ die auch

:
an sich nicht ohne Interesse ist.
l-":i':'-

g S T 5

oy r—
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Ein Faden sei um einen Cylinder vom Gewichte p ge
schlungen; er werde durch eine Kraft ¢ bei 4 senkrecht
nach oben gezogen. Wie bewegen sich die

Fig. 259 Punkte M und 4, und wie dreht sich der Cy-
r linder?
Auflésung. Man zerlege p in ¢ und p — ¢q. Die

Kraft ¢ und die nach oben gerichtete (— ¢) bilden das
Kriiftepaar, welches den Cylinder in Drehung versetzt,
die Kraft p — ¢ zieht ihn nach unten. Die Drehung

A

S e
erfolgt also mit der Beschleunigung y — e e
{ z'}
i
also am Rande mit der Beschleunigung g, — -m‘l- Die

Senkung des Punktes M geschieht mit der Be-

. -l .
schleunigung ¢, —* = 1. Der Punkt B senkt sich
i /]

erstens mit der Beschleunigung ¢, , steigt aber zweitens
mit der Beschleunigung g,, seine wirkliche Beschleu-
nmgung, ebenso die von A, ist demnach

i i 24q p—3dyg
o i :

/113 m m

(Ist p = 84, so steht A4 still, was mit dem frither behandelten Falle
tiberemmstimmt.)

s ist nicht iiberfliissig, auch hier den Satz von der Erhaltung
der Arbeit zu priifen. Die Arbeitswucht der bewegten Masse ist

mo* e : ! g . o

—+ 1 Ist & die Senkung von M, so ist v = )2g,h, also
muy? . 3

— =, = (p — q)h. Ist ferner @ der Drehungsweg fiir den
Radius 1, so ist die Winkelgeschwindigkeit & = )2 yw@, also

y i mr? eyt Sl ;

T = & yo= = ;:[.w = ¢rw. Nun ist aber o:h = yp:q,
2 2 2 il -
2q p—¢ 2 0h - ; : A 2q*h

St = "r_ also © = — Lig |*n1ght:h st 4 == L
mr e A L Iil‘_r e ITI b e — fll'

g 3 Bl = : 5 2 a2h

Die Summe der Arbeitsfihigkeiten ist also (p — ¢) b 4 =2

o : " p—aq
h S S : : f e

= |[p + 3¢* — 2pg|. Ist dies eben so grols wie die geleisteten

p—q - L4 z 1

Arbeiten? Die Kraft p hat den Weg h nach unten, die Kraft ¢ den
Weg hy nach oben zuriickgelegt; die Leistungen sind also zusammen

¥ st —'8 i = q i p — 5 0]
ph—qhy. Esistaber hy:ih=g;:9, =" m o om Blsd fereds p—q
) — 8 A A e . el LR

und ¢h, = qh? 1. Die Arbeitsleistung ist also ph— gh? — =1
1 P— ; i b
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h a0 o8 : : : : >
— [p? + 3¢ — 2pqg]. Dies stimmt mit dem obigen Resultate
p—4q . ; !

iiberein, die Giltigkeit des Satzes ist also nachgewiesen.

353) Die Anwendung auf das Reibungsproblem ist nun sehr einfach.
Das Gewicht des Cylinders sel wiederum
p, die ziehende Kraft p,, die gleitende

Fig. 260,

Reibung ¢ = wp und p; > 3 g, wie voraus- PraeE
cesetzt werden musste, um Rollung und SR S P
. i g . = | [ ’
Gleitung zugleich zu erhalten. Die rollende \ A
: B/

Reibung bleibe unberiicksichtigt. Die —ragssrrrymrry
Besehleunigung der Drehung erfolgt

LR & I # i
durch das Kriftepaar + ¢ am Radius », ist also p =
£ mae
( g, )

2upr 2 1L o L . > i 7
— "o — 250 An der Peripherie ist die Beschleunigung g, = 2 uyg
mr? r : g 4 g
Der Kraftiiberschuls p, — ¢ = p, — wp bringt die davon unabhiingige
2 . . . J L -y "
Beschleunigung von M hervor, und diese wird g, = L= e - Die

m

Sehleifung des Punktes B hat die Beschleunigung
¥, — P ly ==
o=y — gy =2t 249 =B —"EL
(Das Schleifen ist Null, sobald p, = 3 up ist. Es findet statt, sobald
. . ’ P = 3 i, soh
p, > Bup ist, es findet nicht statt, sobald p, <3 up st Die
Anfangsgeschwindigkeit war als Null vorausgesetzt.) Der von M
suriickgelegte Weg [ verhiilt sich zaum Reibungswege [, wie g, zu g,
Die Arbeitsgleichung wiirde sein
wvt T
2 = @ + I".I"'FI )
wo der letzte Posten die Reibungsarbeit ist. Dals aber
mv? T
5= Ti=n
ist, war schon bei dem Hiilfsbeispiele nachgewiesen worden.
Die Bewegungsgleichungen fiir M sind

Ay =

Pyt — gl =

i By — M J?'II{ i _[’ by — BP I,rj! i -l’__r’fz Pp— BR -

by
m 4 = m e

die Gleichungen fiir die Drehung sind

—
2Ly 1 200 1 /e 2w
g="ty o=3Mpg g=1]2" e
3 TR . :
Das Schleifen geschieht nach den Formeln
) — dup 1Py — P 0 oy — Bup
t‘-] —— J?l l IF. I'F] = = Py G f_. -f.'l = I .?}l'l-—— ! I|l|.'
m . = m % T

3T i

— e
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) : . . :
'r_l', so wirkt sie trotzdem stets nur in der

Ist die Reibung up > *
T 1 ~y 9 . ‘ . ey -
Stirke wp ="'- Setzt man dies ein, so wird das Schleifen Null,
und die Formeln werden die fritheren.

Die Richtigkeit des Ganzen kann man erproben, indem man
untersucht, ob der Satz von der Erhaltung der Arbeit gewahrt bleibt.
Man legt dabei bequem das Ende der ersten Sekunde zu orunde.

g ! _ ‘
An einem allgemeineren Beispie

e soll dies durchgefithrt werden;
der Abwechselung halber werde dabei die Behandlung geiindert.

354) Ein beliebig gestalteter Kérper rolle unter Achsen
lagerung von schiefer Ebene herab. Die Achse habe den
Radius g, und ihre Mittellinie
gehe durch den Schwerpunkt des
Korpers. Wie erfolgt die Be-
wegung?

Zuniichst sei die Reibung Null und
das Drehen durch den bei 4 befestigten

und um den Cylinder geschlungenen

—~. Faden erzwungen. Die Bewegung ist

Drehung um M und gleichzeitige Ver
er auch Drehung um den jedesmaligen Berithrungspunkt
B allein. Das Moment der Schwerkratt in bezug auf diesen ist
psine, die Winkelbeschleunigung also

schiehung o

Po BN o mp 81N «

i --|- :JEL};E = o —' ur!‘J\':

'})ﬁ

Ebenso grofs ist die Winkelbeschleunigung der Dre
Die geradlinige Beschleunigung von M ist

ng um M,

po? sin o mp® sin e

{ — Y0 = = - = (] fo————
L0 ry T L mp? /) FIEE(Z mg?

Die Fadenspannung ist
- ; ad 1
P, == g SN o — MG, = Mg SN« ) = M BN e -
Py g P s g = (l I+ JH(J') g T 4 nig*

Soll die Reibung den Faden ersetzen, so muss sein

e
WP COS ¢ = 1 Sin ¢ — =t
wi = 1 {..-' - mp*?
der Koeffizient also
> tang e
e : I'4+ me*

Der Reibungswinkel fiir gegebenes w folgt schlielslich aus

T 4 me?

tang e = u - 7
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Ist tang « kleiner, so findet die Bewegung nach den soeben
herechneten Beschleunigungen ¢, und y statt. Ist tang e« grolser, so
findet Gleiting und Rollung zugleich statt. Die Drehung entsteht
durch das Kriftepaar -+ up cos ¢ mit dem Hebelarme g, hat also die

-

Winkelbeschleunigung

1 .IiJ COB kg Wi o COs
e T = T
der Kraftiiberschuss p sine — up cosa giebt die fortschreitende Be-

schleunigung fiir M, nimlich

posin ¢ — pp COS o ; .
(), = R = g (8SIn & — W COS &),
ol m v ¥ i !

An der Peripherie ist die Drehbesehleunigung

L)) COS ro® Wi Cos e p”
G — P10 = s = g
S & ] g T

die Beschleunigung des Schleifens ist also

3 _%_ ”Fl:j""
g5 =g — gy =9 (sine — peose—7—)
5 3 5 AET = T -+ me*® . oo
(Das Schleifen ist Null, sobald g < tanga——7—— ist, die Probe

stimmt also. Ist die Reibung gréfser, so wirkt sie trotzdem nur wie
P A I g T 4 mp* «
die Fadenspannung, niimlich nach dem Gesetze y = tange ——7z— )

o )

350) Eine weitere Probe werde gemacht, um zu zeigen, wie es
sich bei Reibungsproblemen mit dem Satze von der Erhaltung der
Arbeit gestaltet.

[st zuniichst 7, der von M zuriickgelegte Weg, so ergiebt sich
der Gleitungsweg aus der Proportion I,:l, = gy:¢, als
T 1 mo*

—

8in o — W COS ¢
|!I —_ ||r 'r)l"i -
3 Lyg, 1 8in o« — . CO8 ¢

Man setze nun folgende Arbeitsgleichung an:

Arbeit der Kraft = Energie der Massenbewegung - Reibungsarbeit,
oder
Arbeit der Kraft — Reibungsarbeit = Energie der Massenbewegung,
also
¥ T+ mp*®
21N o I COR- 0 ————s g .9
e vl : i mys Td"
DS el o L 81T ¢ i COR e L D o)
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[st diese Gleichung richtig? Als Zeitpunkt wihle man z B. das
Ende der ersten Sekunde. Dann ist
Lf i

! i y _. o e COs g
= S (sine — peose), ©=g (sine—ucose), #=y= Pt

Durch Einsetzung dieser Werte formt sich die linke Seite um zu

i

&

g [ing ; : N g I - mo*y
= sin*e — 2 u sine cos e 4 u? cos?e = -
2 | ) ; 1 |

Die rechte Seite fiihrt auf denselben Wert. Die Probe mit dem
datze von der Erhaltung der Arbeit stimmt also gleichfalls.

Dem Leser bleibe es iiberlassen, eine
ganze Schar hierher gehoriger Aufgaben,

e S 7. B. solche, bei denen es sich um das
T~ — . i ; h : T
s = SRS Hinaufrollen handelt, selbst anzusetzen. Um
PR jedoch zu zeigen, wie man die Schwierig
= | keiten des Ansatzes in mannigfacher Weise
e 5

e = | iiberwinden kann, behandeln wir noch ein

verwandtes Beispie

[_ 506) Kin Faden seiiiber eine leicht-

bewegliche Rolle gelegt, deren Masse
Null sei. An dem Ende A4 sei ein Gewicht befestigt, das
andere Ende sei um einen Cylinder vom Radius » und vom
Gewichte p, geschlungen, der infolge
der Fadenspannung und Schwerkraft

}l\ abrollen wird Wie erfolgen die ein-

Fig. 263,

zelnen Bewegungen?
\\_/ Auflosung., Sinkt 4 mit der Beschlen
_ nigung g, statt g, so bleibt die Fadenspannung
[ S=(g—g,) my. Da die Masse der oberen
. Rolle als Null angenommen ist, so herrscht
y ; auf der andern Seite dieselbe Fadenspannung.
il | Damit 18t die Aufgabe auf eine friihere
AR zuriickgefithrt, bei der es sich um die
Fadenspannung ¢ statt S handelte, nur ist
noch die Unbekannte g, darin. Dort erfolote
die Drehung mit der Winkelbeschleunigung
o H_:Ih;,.' __’nr-_a';ij:l-;__.‘fv . an der Peripherie also mit g, — :“ = 21 :i”

Iy S g —my g —{fs)
.rHI i .'.r-'I ‘
Die beiden Bewegungen von B sind entgegengesetzt, die wirkliche
Bewegung also

M dagegen sank mit der Beschleunigung g, =

—

=
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L (g — ) — g (g —gs) By (g —ga) — Mg
[ = e _ :
Hn’l J”]

und dies ist zugleich die Beschleunigung ¢, von A, sodass

m. € S gy — My (
gy — Ny Hig s 19
v3 Ty
Daraus folgt
S, — m 31, 3
gy =2t A go—g f1 L.
S ¥ i?‘f:: i _rHI o ¥ ]H__, 1 l”l

Dies in die Gleichungen fiir # und g, eingesetzt, giebt die Winkel-
beschleunigung
dim, g 49, g
"} —_ ——

r[8my & ] r[8p. + n]’?

fiiv M aber die Beschleunigung

- | i, |
My - g L
et T U=l
Wy T 3 ity Py T 2P
Setzt man z B. p, = 3p,, so wird, wie in einem friiheren Bei-
spiele, g,=0, g, = = ¢g. Setzt man p, — oo, so wird g, = g, womit
. i e, 1 ' . v - % ; [i

A die grifste mogliche Geschwindigkeit erhilt. Dabei wird g, = S
. d ! 37

was die geringste Senkungsbeschleunigung fiir M giebt. (Ein Steigen
von M wiirde nur moglich sein, wenn man das Gewicht p, durch eine
Kraft ersetzte, die nicht an die Maximalbeschleunigung ¢ gebunden ist.)

Beriicksichtigt man die Masse «
Losung nicht viel schwieriger, nur ist natiirlich die Fadenspannung
rechts eine andere, als links. Ist niimlich die Spannung links wieder

er oberen Rolle, so wird die

S —m, (g — ¢,), so wiirde, da die Rolle am Rande die Beschleunigung g,

e = . s i my - s !
erhiilt und ihre auf den Rand reduzierte Masse —* ist, fiir die Spannung
T ; 4 M, , %
rechts nur iibrig bleiben S — =t g, oder S = m, (g — g) == s

m _-- . . . v
= My J — s (-m__. + = j Von jetzt ab ist die Aufgabe zu behandeln
\ W,

wie vorher.

357) Auch die Schwungradtheorie lilst sich mit den bisherigen
Hiilfsmitteln behandeln. Man kann bei gegebener Schwungmasse die
Grofse der Schwankungen in der Geschwindigkeit und umgekehrt aus
der zuliissicen Schwankung die Schwungmasse berechnen, Uber
dieses Kapitel vergleiche man den Anhang.

Zu entsprechenden Beispielen konnen noch herangezogen werden
der Drehungskérper mit symmetrischem Schnitt in Nr. 125, besonders
der ringformige Wulst in Nr. 126, die Kugelbetrachtungen in Nr. 174
und 175, besonders die Stofs- und Pendeltheorie, die Energiezunahme
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der sich zusammenziehenden Erde in Nr. 177, die Drehungsparaboloide
verschiedener Ordnung in der Tabelle des Abschnittes 18R
Man erkennt, welch reichen Ubungsstoff man schon an diese ein-

fachsten Korperformen anschliefsen kann, und wie viele wichtige Kapitel
der Mechanik nur mit Hiilfe der Trigheitsmomente erschlossen werden
kiinnen.

358) In idhnlicher Weise wie der Kreiscylinder und der Rechtecks
korper kionnen andere senkreehte Cylinder und Prismen beziiglich
der Triigheitsmomente behandelt werden, da jede der frither besprochenen
ebenen Flichen als Grundfliche genommen werden kann.

Man beginnt mit 7,. Ist F' der horizontale Querschnitt, so folgt
I'y* als sein Triigheitsmoment, also wird 7', = fr;d, und fiir den
Rt dh?

12 12
axiale Trigheitsmoment der Grundfliche, so ist .4 das des Korpers fiir
den entsprechenden senkrechten Schnitt, d. h. es ist T,. = ,h. Ist {,
das andere Axialmoment der Grundfliche, so wird 7,. = ¢, k. Fiir die
senkrechte Sehwerpunktsachse wird nun 7. = 7, .+ T, ., fiir die durch
den Schwerpunkt des Korpers gelegte X-Achse wird 7, =7, + 7.,
fiir die Y-Achse 7, = T., + 7,,. Endlich wird das Polarmoment
fiir den Schwerpunkt des Korpers 1, = T, + T1,. + T...

(Auch fiir schriige Prismen und Cylinder lassen sich gewisse
Momente leicht berechnen, andere aber erfordern Kenntnisse des
nichsten Abschnittes. So lilst sich z B. das schiefe Parallelflach oft
in ein senkrechtes Prisma und zwei Dachkoérper zerlegen, welche
letzteren aber der Ordnung 1 angehéren.) '

Schwerpunktssehnitt wird 7, = Ist ferner £, das eine

Fig. 264.

I tr // - &h* _,-/ % &h* ,;.}
i e e Rl e T I ! e BRI /
| | /::/ N _,/
| | 7 T '
L | | rd ,/ \-. i
i e ¥
%
i | / Vi W o
! | / \ fl
l'l'- |'I IIJ
/ /
| | VRS, =51 e b
) .n'
A A i
“ e e
..—-"(/‘L = i et oo
s -

359) Im Anschlufs an Fig. 130 lassen sich auch die Triigheits-
momente der Koérper von der Ordnung Null stereometrisch ver-
anschaulichen. Wegen der Querschnittsformel g, = T'y* handelt
es sich um eine Darstellung durch Kérper von der Ordnung 2. Seo
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ist z. B. das Trigheitsmoment des ersten Korpers in Fig. 264 gleich dem
Inhalte des zweiten parabolischen und auch des dritben Karpers, sobald
nur die letzteren statt der Grundfliche G die Grundfliche G'A® erhalten.

Das Axialmoment des ersten in Bezug auf die senkrechte Achse
kann man durch ein Prisma oder einen Cylinder von derselben Hohe
darstellen, dessen Grundfliche gleich dem polaren Trigheitsmomente
der Grundfliche des ersten Kirpers ist. Ist letztere z B. ein Quadrat
von der Seite b, so hat man fiir die ”I”Il[':i]-;;.‘:l'}".‘l' die Grundfliiche III:,1

)

711 nehmen.

Da hier und spiter fiir die Linien o 4
mehrfach Ausdriicke htherer Dimension auf f :
treten, so sei an folgendes erinnert. i

360) Um Ausdriicke wie a? a’, a, ... als \ ot
gerade Linien darstellen zu konnen, muls o //:'- =
man neben der Linge a noch die Linge e_-' S
der Einheit kennen. Man bildet nun aus 1 St g |
und @ ein beliebiges Dreieck OA,A4,, setzt /{r; f"
auf OA, ein ihnliches, auf 04, wiederum Ly H;,-"" [
ein ihnliches und fihrt so fort, dann erhilt e B ____,'f_;
man O A4, als a®, 04, alsa’, 04, als a® u.s. w. /I _,/.»"::;_:_;'a{—--‘-"’ 5 '_,»F :
Dies folgt aus Proportionen wie l:a =a:z o057 4
oder a:a°=@a":2 u.8 W

Schaltet man als Winkelhalbierende die mittleren Proportionalen
zweier aufeinanderfolgenden Strahlen ein, so erhilt man auch die

| 3 5
Lingen fiir a?, a®, a® u. s. w. Fihrt man nach unten fort, so
: " 1 1 1 : Ny
erhilt man zuniichst , =5, —5 W 8 W, oder, was dasselbe 1st,
' ed [ e " 5 4 A

= a it

a—', a? a % u s.w. Die so entstehenden Hekpunkte liegen auf

einer logarithmischen Spirale. Hat man diese korrekt gezeichnet und

lifst man die Winkeltheilung mit Hiilfe des probewsisen Zirkel-

abstechens auf einem Kreisbogen zu, so kann man alle Potenzen von

@ mit rationalem ']ﬂxpnuentm{ im Prinzip konstruieren. Dreiteillung

des Winkels ¢ giebt dann bis zur Spirale reichende Strahlen von der
. ]

Linge @® und a®

¢. Korper von der Ordnung 1.

361) Der symmetrische Dreieckskdrper mit rechteckiger
Grundfliche.
Ist G = ab der Oberschnitt, so ist der Horizontalschnitt in der
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Hihe g gleich r'ir';;_, also sein Triigheitsmoment in Bezug auf die

yTas £ ; 3 I J
untere Fliche 7 & 80 dals nach der Schichtenformel fiir den ganzen
: :

Kérper wird

31

Fig. 266,

G ht = &h e h*

Tu = S o= 2

Verlegung nach dem durch
S gelegten Horizontal
schnitte giebt

L

3 |3

o 2 h

e = — oder auch <
18 S e

(Oder: Der durch z ge-
legte senkrechte Dreiecks-

- e s hhd ; .
schnitt hat in Bezug auf die X-Achse das Moment s demnach ist fiir
3 hh3 (rh3
den ganzen Korper das Pl oment 7. =-"""g— J
g orper das Planmoment 7, oo -

Der durch z celegte senkrechte Dreiecksschnitt hat nach Nr. 52

=] B

o
==

; T . P s . . hb : ; :
im Bezug auf die senkrechte Mittellinie das Moment !L* , folglich is

fiir den ganzen Korper

=t hbd JhE
T e
In Bezug auf den durch # gelegten senkrechten Dreieckssehnitt hat der
s } o =
S L : s ot
Kérper nach der Prismenformel T, = e
Fig. 267
ot abh® ._.,-//( e ne‘th: 3 ,\
e e o R e R
[ . o e 7
[Sa g \ 7
b \ i
A Novahy i
’/’ | Vi l\. ! r..r
/ 4
! ..-"rf i e s Tean oo oo e S e Y II.'r (et iR o ngad =
il e { -
Al 2
A .
-~ /.r/

Fitr die durch den Kérperschwerpunkt gelegten Koordinaten-
achsen erhilt man also
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" JIF g e 135 : : Jb?
L sl ) el H a2 2 S ] ] oo
T. = 18 | 12 38 2ZW + 347, T, = 24 2 15

ol Ja? JbLE d e iy -
I, — — T |__._frf' + he).

. & o 3 o
AT R

Das Polarmoment fiir S wird

T Tk By Al s = (B 0% e 803 o )

72

= e L :

Nach der Querschnittsformel I kann das Trigheitsmoment
T, dargestellt werden durch die in Fig. 267 gezeichneten parabolischen
Cylinder dritter Ordnung oder durch das Drehungsneiloid, dessen Profil
durch semikubische Parabeln gegeben wird.

Auch fiir die anderen Triigheitsmomente lassen sich Darstellungen

finden, die als Ubungsbeispiele dienen mdogen.

362) Das Drehungsparaboloid

Der Sehnitt in Hohe # ist & =, sein Tricheitsmoment in Bezug auf
h? o -

Gl L i & : :
die Grundfliche W& also wird wie vorher Fig, 208
e TR SR e S At
Wl A A T 36 T AR
!z (. el =2
Der Radius in Héhe 2z ist r—l W dag”— f— /|
Polarmoment des zugehdrigen Kreises ist \ -
SR Y o2 \ |
Tz o Gr? o 3 e j
L2 22 also ist nach der Schichten = ; =%
2k LIl TR | | /
formel fiir den ganzen Kborper in Bezug \\ | 7
auf die z-Achse A e
s Griht i:_.fi' p M _!i 5 ’,’d' :}\_1_'_;“’/ 2
AT L T T T " ______________r.f"
Halb so grofs sind die Momente Te.=1T,.

g1 : fiss 4 - :
— “". In Bezug auf die durch S gelegten Koordinatenachsen & und y

hat man also

Tp=Toy + Tos =1 (T Thi 7 (1 4 8r9).

i 18

patd

Ebenso grols ist 7,. Endlich ist
i =, e = h? re 7 J G e
Iy = Loy + Lys+ Lea =1 {IS' TET GJ ) el

P

363) Bemerkung iiber die Korper von der Ordnung L
Bei allen diesen K&rpern, also auch beim elliptischen Paraboloid und
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bei den umgekehrt aufgestellten parabolischen Gewdlben von heliebiger
Grundfliche, findet man zuniichst 7, = J:ii (Dies gilt aunch von
den entsprechenden Schriigkdrpern, die aber vorlinfig ausgeschlossen
bleiben sollen.) 7). und 7%.. ergeben sich mit Hiilfe der beiden Axial-
momente des Horizontalschnittes, 7" mit Hiilfe des Polarmomentes, wo-
bei man die Summenprobe machen kann. 7, und 7, sind leicht zu
bilden, ebenso 7',.

Auch die Stumpfe dieser Kérper sind leicht zu berechnen,
da nur der Ausdruck fiir s, vom Ausdrucke ftiir h, abzuziehen und
dann auf den Schwerpunkt zu reduzieren ist.

D. Korper von der Ordnung 2.

364) Der senkrechte Kreiskegel
Der Schnitt in der Hohe 2z ist, wenn G die Grundfliche bedeutet

5

;;.f:"’, das Trigheitsmoment in Bezug auf die Ebene, aut die der I\’{*;;'vl-
mit der Spitze gestellt ist, wird aus ’12:;: #* nach der Schichten-
;r fij = ”;ﬁ abgeleitet. In Bezug auf den Horizontal
schnitt durch den Schwerpunkt wird

GRS

formel als T, =

h

1 I.r_'_.l =

(8 2\ 3 13
- (_I .f:) = = Jh".
I'iir die senkrechte Achse hat der Querschnitt in Hohe 2z das Trigheits-

moment

Die Schichtenformel giebt fiir den . ganzen Korper

= a2 Rt (rv*h

Gh 8¢ 3 Jre
" 201 5 10 T 10 i

Iiir jeden vertikalen Hauptschnitt wird das Trigheitsmoment halb so

grofs, also ist

5 B T 3 "F =
-"f_.l:- == j;_r e )'_(,':'; i
Daraus folgt
o e . 8Jr? 3.Jh® 30 o 2
Iy — Tt Ty =20 L 2T 3 g0y 1y).

libenso grols ist 7,. Das Polarmoment in Bezug auf den Schwer-
punkt wird

I LR ey e e

: ? ; 80 ° 4 10 40

(167* + A).




Die Triigheits- und Centrifngalmomente der wichtigsten Korper. 2R

365) Paraboliseher Cylinder. Der in Fig. 269 dargestellte
parabolische Cylinder zweiter Ordnung, der symmetrisch von zwel
parabolischen Flichen begrenzt ist, hat in Hohe 2 den Quer

T : ;
schnitt 738", 80 dals wie

Fig. 265

vorher
ok (+ h® G I®
,lI gy B = =
(%l )
Gh3h? 3 Jh?
7T R R

wird. Fiir den Schwerpunkts-
schnitt wird

oy JJht /8 2
Ty = % J | 1 J
AT
T
a b e

wobel J = ist.

3
Der Oberschnitt habe in Bezug auf seine Mittellinien die Triigheits
momente
ba® alh®

Il r
T = nnd T = :

1 12 2 12

dann sind fiir den in Hohe z liegenden Horizontalschnitt die Momente

b fa g\8 ba® . [ l\._” J"r"'.llll_.: - ab® o
sln?) —npd TR e D L

Fiir den ganzen Korper also wird

o ba® k7 a®bh abh a® Ja*

Loy = opsy = 8L . 88k 98
und

s ab® h? ah®h abh b? g6

L = fomig— 96, & 13 33
Das letzte Resultat konnte direkt nach der Prismenformel hingeschrieben
werden. Folglich ist

; 3 Jb* J s

¢ | A s . J0  J gz2 1 90pe

Ty Loy + Tow = 55 I° + T3 = 5O 1 - 2000,
3. Ja? o 3 :

i b= L P L e 2 = : =) 2 1.9 4

T,= 1w+ 1= %5 h= -4 e i (21 h= 4 20 a%),

P o o Jb# Ja® S g9 58

I =T.4+ T, = - ;r.“ - (Th* 4 Sa*).

12 28 84

Das Polarmoment fiir den Schwerpunkt wird
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e Jb3?
Pryincs o LT 7 2 : v 1y
JF].. — .ff,-_,r —l_ f:,l,:_.l - T.. = 560 (21 k -+ 20 a*) 4 =
"'r 53] 5] 1 L) & o
= —— (63 h* 4 60 a® 4 1408%).
1680~

366) In derselben Weise sind alle Arten von senkrechten Korpern
zweiter Ordnung zu behandeln, z. B. simtliche senkrechten Pyramiden
und Kegel, wobei die letzteren beliebige, z. B. auch elliptische Grund-
fliche haben konnen.

Die Trigheitsmomente dieser Korper konnen ebenfalls veran-
schaulicht werden, z. B. 7, durch den von der Parabel vierter Ordnung

P , i 1 Gh® GBS
W fp-.-.:” begrenzten parabolischen Cylinder, dessen Inhalt PE T

G - ! s | ]
ist.  Fiir ithn kann auch ein Drehungskérper eintreten, der von
Parabeln zweiter Ordnung begrenzt ist. Sein Schnitt in der Hohe ¢ ist

2 G . 5 L - <l
a'mw = ;52 , so dals die Gleichung der begrenzenden Kurve ist
CEas
b= z5— 8
h_ﬂ'.

Die Stumpfe der Kérper zweiter Ordnung sind nach der Subtraktions-
methode zu behandeln, indem man vom Kérper von der Hohe %, den
von der Hohe £, abzieht.

E. Korper gemischter Ordnung bis zur zweiten Potenz.
367) Die Kugel. Dieser Kérper ist bereits in Nr. 174 behandelt,
und zwar ist fiir ihn

i e Al 4 E 1 9 m F gt 2 9
.",e-H= f:.,_. = 1’3_r = T = — J-.l‘“_ also f — j = 7T == .;r'r‘

LH - i} b

das Polarmoment in Bezug auf den Mittelpunkt aber gleich = J»>.

Demnach ist derjenige Radius, dessen Quadrat fiir alle Kugelpunkte

i o
a gl E ) B 8 o 5
das mittlere ist, zu bestimmen aus g — 7 =1, so dals
o, =) - ist. Dagegen ist der axiale Trigheitsradius ¢ — r}/ =,
der anf den Hauptschnitt bezogene Trigheitsrading der Halbkugel
gl
l = _}..'
9r=-3‘]/,_-'-, wie aus ¢% = ——— folgt. Fiir den Horizontalschnitt der

”Jl“rkngt’l in der Hohe z ist nach 174
g, =rme —md.

Demnach kann das Trigheitsmoment der Halbkugel veranschaulicht
werden durch den parabolischen Cylinder, der von der Parabel ge-
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mischter Ordnung @« = r*zz? — wz* begrenzt wird, oder durch den
Drehungskérper, dessen Schnitt in der Héhe y ist

2 o o A
LI =T & ns ,

woraus sich die Gleichung der begrenzenden Kurve als

).

ergie

368) Das Drehungsellipsoid mit den Halbachsen @ nnd b.

GGeschieht die ]h'e-]mng der K |]'=1.=11- um die Achse b, so trtt an

Stelle des Kreisschnittes 6%z der Schnitt a’m, an Stelle seines Polar-
btz s Ee :
momentes — tritt = das letztere

") Fig. 270
entsteht also auns dem ersteren dureh ’
e e s sy G R e
Multiplikation mit ;5. Dasselbe gilt 0 e f i
: : : — S e
von jedem Horizontalschnitte. Dem- / I \
nach . wird das Axialmoment des HJI—F——f———F——IB

Ellipsoids ( ¥-Achse als senkrecht £y /

IL"-\ I\\. | ."I
betrachtet) \\_# //:/

a*

e ' (,_l:li h:"ﬂ") Pyi— :_r atbm,
- - - o & .-n'"! { o .
oder, da der Inhalt des Ellipsoids gleich — b%x - 3= @bm ist,
’} s - E -.1. "-fﬂ-li.l;-[.) “r-_a e -: l_"!”!.

Fiir jeden senkrechten Hauptschnitt ist das Moment halb so grols,
:ll'.‘”.?

FFT 1 o 8| L A

Toy=+Ja* = a'bax = T),.

Das Moment 7., ergiebt sich aus dem Kugelmomente, indem man

- . . . 7L . aa
jeden Horizontalschnitt mit 5 multipliziert, was
; X ] ]
"r_ . |-1_ ;,J'-i:['. . :lr: — I-l' h_‘.gj):':f'[: o ! _fh'i

giebt. Demnach wird
To—= Loy -+ Too— = Ja®  ; Jb* =< J (a® + 1)

4 9 e A (s £ O R
= a*bmw (@* 4 b*) = T..

Endlich folgt als Polarmoment
.a‘rj.. — .-’_,._,., - J".,J_.,l 4 e — 5 Ja” - 2 Jb* (b= =2t

| 9 79 o
———3 = { = 2=
- bx (b -+ 2a”).

Holzmiiller, Ingonienr - Mathamatik, I 19
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Der Radius, dessen Quadrat unter den Radienguadraten aller Ellipsoid-
punkte das mittlere ist, ergiebt sich ans

: i h* - 2a
QF‘ = J. ol 5
;-ll:-:
/0% 4+ 2a®
Q.-" = l 7]

Der axiale Trigheitsradius ist fiir die Y-Achse o, =0 V=, fir die
; z AR e 3 A
X-Achse und Z-Achse o, =Va'+ b*. In Bezug auf die Haupt

schnitte des Halbellipsoids erhilt man fiir dieses

/1 /1
9.:--.-; =Ty Qs.r; = % ]f Bl Ir‘t":.r T II"‘ lf 5
Dieselben Resultate ergeben sich anf Grund der Gleichung

e p;! - 5 e
5 Jr =1 oder z°=na* TR
T b el

woraus sich die Trigheitsmomente der Querschnitte als

b | A

S 2 4" g
)

! d P

il 4 Sy i )
- —_— i — 1
2 o[ i e )

3 % 3 a¥ o . '
LY =T ‘ L I.'J-.'ﬂ-: |
ergeben, auf deren jedes die Schichtenformel anzuwenden ist.
Entsteht das Drehungsellipsoid durech Drehung um die Achse «,
g0 sind in allen Formeln @ und & 2zu vertauschen.

369) Das dreiachsige KEllipsoid. Die Achsen seien der
Gréfse nach @, b und ¢, den Koordinatenachsen des vorigen Beispiels
entsprechend. Das neue Ellipsoid entsteht aus dem vorigen durch
konstante Verkiirzung aller horizontal nach hinten gehenden Achsen
mittels des Faktors — . Jeder Horizontalschnitt wird in demselben

[/
Verhiiltnis verkleinert, folglich wird
5

e ! 278 4 o
== g . —_— ”,’",r'_.
"' g 15 Sl b i 15 2CT

4 4 = 72
oder, da - abex der Inhalt des Korpers ist,

Der horizontale Hauptschnitt hat in Besng auf die 2-Achse das
3

e . et atzw EX B L
[riigheitsmoment ==, welches aus — — (dem des Kreises) durch
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i . s =g At A : ¢ 3 .
Multiplikation mit —; entsteht. So 1st es m jedem Horizontalsechnitt,
f

folglich wird

A 3 1 :
— — bt = = Jct
" 15

]

T,, = (& atbx)

Y

. g £ e ca'mx

Jeder solche Schnitt hat in Bezug auf die z-Achse das Moment — —,
- alx v .

welches aus dem des Kreises, d. h aus ——, durch Verkleinerung

. = i - 5
mittels des Falktors : entsteht. Demnach wird

- 4 (5 4 g 2 i
T,.=—=abrg. — = 1_, atheaq = L Tad
we 15 i) 15 o
Jetzt folgt
J‘frll : Jr"_ : ?.." y = .-II ,J | IIrJ-"J —I— r"ﬂ 1 I_g".l___: = :‘If! _ll 'JFIlJ_. = I r;;‘ | f': —|— ”Z |17

."!’: =W -I.'-': _!!'- "; e _l J (a* —'— R
indlich 1st das Polarmoment

rpr 1 a9 8 o
et ek e
! i | |

Dividiert man jedes Moment durch .J, so erhilt man das Quadrat des
entsprechenden Triigheitsradius, So ist z. B. der Radius, dessen Qua-
drat unter allen Radienquadraten das mittlere ist,

- __.-"”: + bt p2
Q == 1_1 = e

5
Dieselben Resultate ergeben sich aus der Untersuchung der Schnitte
in der Hohe y, nur treten dabei irrationale Ausdriicke auf.
370) Kugelabsehnitt. Nach Nr. 313 ist der Horizontalschnitt
gy = 2*m = 2rmy — wY,
also das Triigheitsmoment in Bezug auf die Grundebene der Fig. 228
Qrmy® — wy.

Fiir den Korper von Hohe 5 wird also
T, =2vrx— —m—-

Der Schwerpunkt erfordert mach Nr. 313 Verschiebung um
h  8r — 3h
a p— -
Ys 4 8r—h?

Cl

so dals fiir die Horizontalebene durch S

i

s o

e s s
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A It mh® he /By — 88 axh . i
— 1!' - e ,! — 2ra - ) {are !’-’-Lj|
1 ¥ ! 4 5 16 ( By =10 Bl
ist, was sich noch vereinfachen lifst. Hier ist es aber vorzuziehen,
mit den Hiilfswerten i, und J zu rechnen.
Das Polarmoment des Schnittes in Héhe y ist
4 i 1 T o & by 4 o .o o »
q,=— =5 Q@ry — 9y’ =5 (4r’y — 4ry® 4+ ).

Demnach wird fiir den Korper in Bezug auf die senkrechte y-Achse

! 3 i g iy
A5 0 T i ‘h; — 47 j.l 3 j: ) = nf U:; rh - ff:_).

Fiir jeden senkrechten Hauptschnitt wird das Moment halb so grols,
also

: ah® (4r?

o I (5 —?'h—[—f{-“)z i

Die durch den Schwerpunkt gelegten Koordinatenachsen geben neben

dem obigen 7, noch
.11,:- = -'I'”.r'_-s _'{" -inl': = ?-”.'_-
ebenso

rf; _:'_ ?rz- + jf‘_u: + -T:.r:;

was ziemlich komplizierte Formeln giebt, aber keine Schwierigkeiten
macht.

371) Kugelschicht. Sind », & und h, gegeben, so ist mit
den Formeln in Nr. 314a zu arbeiten. Sind a, b und & gegeben, so
ist die Formel

L= (g* W — 2hs) +2(z4 h) y Yy’

T § . . i R, .t
aus Nr. 314b anzuwenden, aus der sich die Momente 2%y, ° e
leicht ableiten lassen. Die Resultate werden mit Hiilfe der Schichten-

formel auf den ganzen Korper ausgedehnt.

372) Ellipsoidschichten. Sind die Schichten durch parallele
Schnitte zu den Hauptebenen begrenzt, so sind die Formeln aus denen
filr die Schicht einer ebenso hohen Kugel abzuleiten. Am ein
fachsten geht man von den Hauptschmitten aus.

Die Kugel vom Radius & hat in der Hohe y den Schmitt

r’w = blax — y'n.
Der des Ellipsoids wird daraus abgeleitet, indem man zunichst mit

(4 .
— . dann mit

- multipliziert, was

%
b
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QCT iy =
q = =5 (G — )

2

=

giebt. Man erhilt fiir die Schicht von O bis y den Inhalt

ACTE (79 U y
J = 4':3 E._h— i 3 }

7. B. von O bis b den Inhalt des Halbellipsoids ® aber.

Fig. 971
A s b/t 0 Tt
"(r i o \\ ff | X e
fé— ':'.'_“f_,l__-_r_-----.f l \ L'II_/ i Vi 'l_i!___ e 2R \
IL e I-| .||; //'IL— i s —_._Illl

Multipliziert man den Schnitt mit 4 so erhiill man in Bezug
auf die Grundfliiche sein Triigheitsmoment

[

llu
b2 i

(OPy* — o

Fiir die Schicht von O bis y ergiebt sich also

'_'{'.r__ L eI {h‘_’ ’F' 0 ?If- ]

= i

Fiir das Halbellipsoid wird z. B.
0 W CT (bt (i o 5

I R e } = i ab’em.

3

Tyt .| - - g v e . ar 4
Die Grundfliche hat in Bezug auf x das Triigheitsmoment —7—, "Wwas

S b o { R vl X
aus dem der Kreisfliche, — durch Multiplikation mit —5- (erst mit

5

{1 1’ Pl b },..-.-.. : ‘o
j;» dann mit h==',]' jervorgegangen 1st.
also auch mit der ganzen Schicht von 0 bis .

entsprechenden Triigheitsmomente der Kugelschicht, welehes mit Hiilfe

,1'1:‘{ b T 14 9 9 |
1 : = 1t — 2b%* + y*) berechnet wird und

von R e —

So ist es mit jedem Schnitte,

Es folgt aus dem

sich als ;
T (14 o ¥ ¥
ol o T 5)

4

e -




204 Abgehnitt IX,

ergiebt,

T, = "’i {.l]'ﬂ y — 2b? “_ i ,;1; ,! :.-; _
Fiir die Schicht von 0 his b z B. ergiebt sich
In Bezug auf z hat die Grundfliche das Triigheitsmoment F:-r:fﬂf_ was

ff:" & . -
-+ hervorgeht. Aus dem Momente
: .

der Kreisschicht von 0 bis y, d. h. aus

ity -2+ 5,

aus -I_:E durch Multiplikation mit

ergiebt sich also

mo T (1 ops ¥’ ;i;"') wte
o < (\.EJ y — 28 - + = —

ad

Der Sehwerpunkt der Ellipsoidschicht liegt in derselben Héhe, wie
der der Kreisschicht. Fiir letztere ist

, 8 y* y?

i 7

) - g T4 By, obv— gt
e ;,s,,-‘lf_ - ﬂ,f{:" T

Die Reduktion auf den Schwerpunkt und die Berechnung von 7, i
und 7, fiir sein Koordinatensystem sei dem Leser iiberlassen, da es
sich um ganz einfache lu(.chmmge'n handelt.

Damit ist auch die Angelegenheit der Ellipsoidsegmente und der
beliebigen Horizontalschichten erledigt, denn dabei sind nur Subtrak-
tionen oder Additionen auszufiihren.

373) Das Drehun :mh\pm holoid.
Man benutze Figur und Grundformeln des Abschnittes 316, wo sich

4 3 -
L) e e

ergeben hatte, wihrend die Schwerpunktshihe war

3 h ’h- -L k2
-'|‘l — —_—
.f‘ _1 EL = h,.
Die Trigheitsmomente der in ]If’i'lu_- y liegenden Horizontalschicht
i 4
. g g ET &t : il - 3 :
sind 2*zy®, - und =, was mit Hiilfe von 1) leicht auszurechnen
ist. Die Formeln mu:lsn denen des Drehungsellipsoids analog.
Der Ubergang zum dreiachs sigen Hyperboloid erfolgt (lmn-n

wie der vom IJuhlumﬂ-olhpsmtl zum dreiachsigen Ellipsoid.
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374) Fiir das zweimantelige Dreh ungsh \'lwr-huLuiJ sind
die Formeln des Abschnittes 317 zu Grunde zu legen, mit t denen ebenso
leicht zu rechnen ist. Auch dort bietet der Ube rgang zur dreiachsigen
Form keine Schwierigkeiten.

Die Prismatoide sind auf Grund des Abschnittes 318 zu behandeln
und haben geringeres technisches Interesse, ohne auf Schwierigkeiten

zu fithren.

F. Einige Kérper hoherer Ordnung.
375) Ganz analog sind die Kérper hoherer Ordnung zu behandeln,

bei denen Formeln wie

2= a -+ by + ¢y + dy’
oder

22 = a -+ by + cy® + dy* +
malsgebend sind. Namentlich die mit diesen Formeln zusammen-
hiingenden Drehungskorper bieten interessante und einfache Ubungs

beispiele.
Sind die t’lltH!IHEhLi!tiL'I! Reihen unendliche, so hat man sich im

Konvergenzbereiche zu halten.
Hitte man dag dreiachsige Ellipsoid direkt berechnet, so hitten

. o . - 5 . " il & a3
sich als Horizontalschichten Ellipsen mit den 1l:‘11hm-h.~uzn.r;_,,:-jr Vo —y?

und ¢, = 3V ¢2 — y* ergeben, was aul ['viigheitsmomente von den
Formen

= o ey 2 ] 5]

c,my® oder -—1 (b® y?) (¢ Y,
3 B
ma,c, ®a,e, WAC
S = Y ol IJn
1 4 1

gefithrt haben wiirde. die siimtlich irrational sind. Die Irrationahtiiten
konnen mit Reihe nentwickelung mittels des binomischen Lehrsatzes
behandelt werden, was langwierig ist und zu den ansc ‘hanungsmilsig
abgeleiteten Resultaten guriickfithren muls.

376) Begiiglich der entsprechenden Drehungskdrper lassen
sich einige Resultate des Abschnittes IV benutzen. Hierher gehort
die Formel

Centrifugalmoment

h, =

statisches Moment
-m Abschnitte 116 und der dazu gehorige Symmetriefall, die Formel

T=J(e + 30;)

i
|
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des Abschnittes 125 iiber den dort behandelten Symmetriefall und
das Beispiel des Ringkérpers mit Kreisquerschnitt, fiir den in Nr. 126

Ty=2¢r*a*(o* 4 + »*) berechnet

Fig. 272 :
1st, so dals T,, und 7., halb so
B orols sind.
! K Schwerer ist 7., zu be-
/*’_‘*—3\'\""“ R A rechnen. Der Schnitt in der Héhe
{ \ ,-/ " N\ y iiber dem horizontalen Haupt
'. || k———Y | schnitte hat die Radien
I'"\ / E \ | /
*, i ra
e e |_ fL e, =0 + Vr* —u°,
| fiane s
{ 1 € =09 Vre —y

! Die Schnittfliche wird also

o, =74 —a)==(e+a) o, —0) =22 217 —p

= dox |/r* — y~

[hr Trigheitsmoment in Bezug auf den horizontalen Hauptsehnitt
1t also

3 o [ ] Tl

1) quy* = domy*Vr* — o~

Der variable Ausdruck ¢*1/#® — 4 ist aber weiter nichts, als das
Triigheitsmoment der Querlinie des Viertelkreises

Fig. 273 i . 0 =5
- in Bezug auf den horizontalen Durchmesser. Die

o Anwendung der Schichtenformel auf diesen Aus-
o e druck giebt also fiir die Schichten von O bis » das
| Triigheitsmoment des Viertelkreises, d. h. rll{:-r-
== Demnach giebt 4 y*)/»2—? fiir dieselben Schichten
M ———u

r4op Y . 557 o
den Ausdruck o Fiir die obere Hilfte des

Korpers wird demnach
e prrim
! —_— - -
4 ?
fiir den ganzen Ko&rper entsteht

e r o
2 L =—=26x% % =

wo f, das Triigheitsmoment des Kreisschnittes fiir die 2-Achse be
deutet. Aus 7. und den iibrigen Triigheitsmomenten folgt nun leicht

T:=T,= prix (p"' - | .1"’) = J f;; -+ H r'-’) und T, = J (o4 ).

il

377) Satz fiir Guldinsche Kérper, deren erzeu gende Fliche

symmetrisch gegen eine Parallele zur Drehungsachse ist.
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Hat der Korper die nebenstehende Gestalt und hat der i der
Héhe y liegende Horizontalschnitt die Radien ¢, und ¢, so ist die
Fliche des Schnittes gleich

g S Fig. 274,
T (r,-l r) und  sein  Trig-
hs?its;.m_mwn'r in Bezug auf die
Ebene xz {rJ = ] y*
1 _3 b e,
> | 2 ;J
98 T % f, , Vos2 :
= 2 (f,l --—{.2);1')'. Da- e sksanrumlioyr L WY 2
///\ ! \
bei 1sb ‘+ * die Entfernung / \ B
ler S trielini | [ \ [ - :!f'u"
ey Symmetrie ¥ 3 o | [ | '
o der Symmetrielinie von der [ S S e )
Achse, (¢, — ¢,) y* ist das Triig 0 (D

heitsmoment des Flachenquer-
schnittes in Bezug auf die
X-Achse, welches ¢, sei. Folg-
lich ist nach der Schichtenformel fiir den ganzen Korper

?Tﬁ;.‘ o .—?Q-’-'I:!Ilt

Nun war in Nr. 125 fiir solche Korper gezeigt, dals T, =/ (9_' - -‘39]’)
o [l T 1 4 - ' .- 7]
war, so dals T,. =T,, = 5 J (g i ) t., demnach 1st filr den

vorliegenden Symmetriefall

"!r.' T J;‘r".' g "’I_r:'_,l _=_ Jir“; = I_ '1'{ {:"J "'_ -J.g } —|— ‘) :rf

und

2

T, = J (o" + 3¢}) + 2¢mt. = 2¢x [ F (o’

+ 3¢1) + t)
Hier bedeutet g, den Trigheitsradius der Fliche in Bezug auf die
Symmetrieachse.

Daraus folgt, dals eine grofse Zahl von Drehungskorpern, von
denen die mut Hiilfe von

2 —=a+by+of+dy' + -

erzeugten nur spezielle Fille sind (es handelt sich um den Sonderfall
o = 0) beziiglich ihrer Hauptsehnitte vollstindig behandelt werden
konnen. Die fiir Riider, Kreisscheiben, Kugeln, Hohleylinder u. dgl.
oelosten Aufgaben iiber die Energie drehend und fortschreitend
hewegter Korper, iiber excentrischen Stols und Pendelbewegungen,
iiber Fadenspannung und Rollen und Gleiten auf schiefer und hori
zontaler Ebene lassen sich also, soweit es sich um die Hauptschnitte
und Hauptachsen handelt, auch fiir die hier besprochenen Drehungs-
kirper lmmt

e

==

==

B —
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G. Der Drehungssatz fiir die Trigheitsachsen.

Finige Hiilfsaufeaben der Raumgeometrie werden vorausgeschiekt.

31T7) Aufgabe. FKEine Gerade OA bilde mit der X -Achse und
Y-Achse die Winkel «

Sl und . Welchen Winkel
p bildet sie mit der
Z-Achse?

i Auflésung. Sind

i Ty, Yy, 2 die Koordi

! A naten von 4, so ist
[ ™, Ty = r COS e,
7 hiats
b ey Y, =7 cosf,
’ r.J \‘ ~ — AR ] -]
X _E.J__l__ St #, =17 CO8 Y,
N aus
B i o B o ol T BRI
o B
tolot also
r*cos® e 4+ ¥ cos® f -+ r¥cos’y =1r" oder cos*a - cos® B 4 cos®y = 1.

Demnach bestimmt sich ¢ aus

cosy = Y1 — cos*a — cos® B.

379) Aufgabe. Die Punkte 4, und 4, mit den Koordinaten
g 1 2

&y, Yy, & und @, ¥y, 7, seien gegeben. Wie grofls ist ihre

gegenseltige Entfernung?

Fig. 276

| 5 |
| o =
| L.~ .
-
| - sy
| A s
| T-p
ol |
| ! l
|
O — RIS EStere o s o
.F'/ j): ]
¢ sl fe L) |
Yo e b ey .
Gl T e T Wil T ) —==ip
’/"){ R X i

Auflssung. P, und P, seien die Projektionen der Punkte A,
und A, auf die Grundebene, @, und ¢, die von P, und P, auf die
Y-Achse, ferner sei P, R | @,¢,, 4, B | P, P,, dann ist
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2 N A i s e e \2 o 558 I8
j;\ - {1 r-|-— |_\.-C-'._: Rl ';'L;! = I".';: —— '}.'l'-' ==l 4’,"_, — ?f‘[/.:l _Jl_ [-‘._:_‘ e _,_]j : |
|
also :
I|r —_— -l-'"’:..'j":! .f'l -I: —E— { ?J’.,: "Fh.'l‘z + { 'G.'_) T ;?-1-|._I. |' i

380) Aufgabe. Eine Ge- Fig. 877

rade 04, bilde mit den |z
Koordinatenachsen die . 13
Winkel ¢, §; und y, eine o j !
andere Gerade 04, die // (Tl
Winkel e, f; und ¢,. Der i
Sehnittwinkel g der beiden e it |
Geraden soll berechnet (i 4. |
werden. . ﬁ;_ T : '

Auflésung. Der Cosinus- = ' |
satz giebt = ! |J|

i

3 2 S e
P=r) 4 13— 21,75 CO8 @,
so dals

2ryryc08p =1} 4 1] — B = (2i + oi + &) + (& + 02 + %)

— [, — %)% + (4, — 9.)° — (& — 2)*] = 22,35 + 29,9 + 2212, r
I I - '
Folglich ist e E
e e Sy g rr |
COS @ — = == et : i R b A
P e U ) ' P
oder
/ |
COS @ = COS ¢y COS |
. e ~ eyl T / e '
~-cos f; cos f3; - cos ; cOs p;. r/ A 'i .
."r b e —
Oleh b ) AL ".;I 1“\ ,f")._ I
381) Aufgabe. Wie / 7
i e . . i SRt
grofs ist die Entfernung N _—
» i s 4 -
¢ eines Punktes 2z, y, 2 (/ff . i e _
von einer Geraden OA, Pre !

die mit den Koordinaten-
achsen die Winkel e, 8, » ¥
bildet?
Auflésung. P sei der gegebene Punkt, ¢ seine Projektion auf die

Gerade, OP = » bilde mit den Achsen die Winkel &, n, &, dann ist

=yt — 0@ = (" + 9"+ &%) — (r cos@)*
— 2% + y® + 2 — »? (cos & cos E + cos ff cosn + cos y cos §)®,

LT - P
also, da r cosf =z, r cosy =y, r cos§ = z 1st,
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1) &=+ y I 2 (#* cos® o« -+ y* cos® f -+ 2° cos®yp)
2xy cos e cos B 29z cos 3 cosy 2 gz co8 y CcOS @

oder

e' = z* (1 — cos*a) 4+ y* (1 — cos® B) 4 #* (1 — cos?y)

2zycosecosf — 2yz cos B cosy — 232 cos y cos &,

Hl:“”?
7 B = Rt o e o P,
2) ¢ = x° sin" @ < y* sin* B 4 2" sy

— 2 &Y COB ¢ COSs ||"]‘ — 2 Yz cos Irf cos ¢ 2 2% cos 9 COS .

Die Ausziehung der Quadratwurzel giebt e.

Im Folgenden soll jedoch eine andere Formel angewendet werden,
die dadurch entsteht, dafs man in Formel 1) die Klammer mit
cos® @ 4 cos® B 4 cos®py = 1 multipliziert, wodurch nichts geindert
wird. Dabel erhilf man nach leichter Umformung

3) e? = (y* 2%) cos?a <+ (27 x%) cos® B 4 (x* 4 y*) cos?y
1 i / e A

— 22y cos o cosf 249z cosfeosy — 223 COS Y COS .
! ] f 7 v

382) Aufgabe. Die axialen Triigheits- und Centrifugal-
momente eines Korpers in Bezug auf ein Koordinatensystem
seien bekannt. Wie grols ist sein Trigheitsmoment in Bezug
auf eine Achse 04, die mit den Koordinatenachsen die
Winkel &, g und p bildet?

Auflésung. Nach Gleichung 3) des vorigen Abschnittes handelt
es sich um

I i 9 f 1 o _1 2 P R T | [ I g

E me® = cos® « E my® -+ 2 mz®) + cos® B ( > me= -+ E m,.-r')

+ cos®y | E ma* my?) — 2 M,, cos ¢ cos 8
2M,, cosf3 cosy — 2 M., cosy cose,

h ) ] | 1 F &l T T = 5
oder, da 2 my* —+ ?. me*=T,, 4 T,.,= T, 1st und entsprechend die
anderen Klammern sich umformen,

1) = T,cos?e 4+ T,cos*f + T, cos®y
— 2.M,, cosecos— 2 M, cosfcosy — 2 M,, cos y cos .
Das gesuchte Triigheitsmoment kann also mit Hiilfe der Axial

momente und der Centrifugalmomente leicht bestimmt werden.
fon ]

383) Bedeutung der Centrifugalmomente. Ein Korper
drehe sich um die Z-Achse, und P sei die momentane Lage eines
Kérperteilchens, dessen Entfernung von der Drehungsachse gleich ¢



Die Triigheits- und Centrifugalmomente der wichtigsten Korper. 301

sein mijge. Ist & die Winkelgeschwindigkeit, so entsteht die Centri

fugalkraft p = med*, die in den Richtungen der Koordinaten-
achsen die Komponenten

Py = med* cos £ und Fig. 279

p, =med* cosy hat, wo- ¥

fiir man sehreiben kann

Pe=mad>, p,=myd". B

Die statischen Momente
dieser Komponenten in

—

Bezug auf die Grund

ebene sind

|
g N ] (9] PO 7
) max L et 5

und Yo

a4 > myz. T
<

[st & = 1, so hat man
T ] . "]
M, = \:Im.:a:,e: und M,. = : Mz,
wobei z und 2, ebenso y und z ihre Rolle vertauschen kdnnen. Also:
3‘111?;{!;2 — M., ist zu deunten als das Moment der X-Kom-
ponente der Centrifugalkraft fiir einen sich um die z-Achse
drehenden Korper in Bezug auf die Ebene XY, oder es he
deutet das Moment der ZKomponente der Centrifugalkraft fiir einen
sich um die X-Achse drehenden Korper in Bezug auf die Ebene Y 7.
In beiden Fillen ist jedoch die Winkelgeschwindigkeit # =1 zn
- . ] .
setzen. Entsprechend sind > may g und Z mex zu deuten.
" . _I l . i
Beispiele fiir Berechnung der Centrifugalmomente sollen unten

cegeben werden.

384) Das Trigheitsellipsoid.

Man fithre in Gleichung 1) des Abschnittes 382 die Radien der
Trigheitsmomente im fritheren Sinne ein, und zwar mittels der

Gleichungen
o =T, g2J=1., o;J =1y, o.d =T,
dividiert man dann beiderseits durch J, so erhilt man
o — o cose - o cos B+ ¢ cos

2 M,, cos cosf3 2 M, cosffecosy — 2 M. .. cos y cos «.

. . : 1
Man berechne hieraus ¢ und trage den reciproken Wert — von 0

s

aus auf der Achse OA4 ab. Bezeichnet man die Koordinaten des
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3 ; e i : 1
Endpunktes mit z, y, 2z, so dafs = cos ¢ — z, = cosf=y, —cosy =2z
x : o e

ist, so kann man fiir simtliche Cosinus ihre Werte cose — zg,
08 § = yg, cosy = zg einsetzen, worauf sich beiderseits g* weghebt.
Die Gleichung geht iiber in

i. =] Q.L_.L "Jl—' Q.”lf’-‘ '-I— Q;:.- — "]{_,-_,.,--'*f)‘ — ‘_? ;h"_,:lﬂ'.; — J J[_'_m.a.n'a.

Fithrt man auch hier fiir die ¢ die reciproken Werte ein, also ¢, = =
1 1 R N :

b, = — ¢ — = so lautet die Gleichune

1 o 1 0. B

i y? 2 3 _
ST R T A w2y — 2.M, . y2 — 2 M, .50 — 1.
() hi i ¢ -

- - : P, o : A e

Der geometrische Ort der Endpunkte aller - ist also eine Fliche
i

zweiten Grades. Nun besteht aber ein Trigheitsmoment E-m-'ﬁ aus

lauter positiven Gliedern, kann also im allgemeinen nie Null sein.

- . . R .

Kann aber ¢ nicht Null werden, so kann nicht unendlich werden,

" (1]

d. h. die Fliche besitzt keine unendlich fernen Punkte, sie ist also

ein Ellipsoid, aber nicht ein Paraboloid oder Hyperboloid. Sie

heilst das Trigheitsellipsoid des Korpers fiir den Punkt O.

Ist O der Schwerpunkt, so heilst die Fliche das Centralellipsoid

des Korpers,

385) [Dasselbe Resultat hiitte Gleichung 1) des Abschnittes 381
gegeben. Man hiitte erhalten

) “ ] g -G 9 i+ g ) 9 i
—12 me” = >, ma” sm* e -J,~21.'-.#;r sin® 8 + \:. me" sin®y

— 2M,, cos ¢ cos 8 2M,, cosf cosy 2M,, cosy cos e

oder
1) T'=T,.sin"ae~+ T,,sin®g -+ T,,sinyp
— 2 M,, cose cos 2M,, cosfeosy — 2 M., cos Y €OS &,

so dals man das Axialmoment 7' auch mit Hiilfe der Planmomente
berechnen kann. Fithrt man die Triigheitsradien ein, so ergiebt sich

0" =g,  sine + o sin*pB 0,5y —2M cosecosf
i ey et 9 7 s
2M cospeosy —2M cosycose.
Berechnet man hieraus o fiir jede Achse und triigt man den reciproken

: 1 : e e : :
Wert — ein, so mufs man dieselbe Fliche erhalten, wie vorher, Hier
¢ 4
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- | - , = !
giebt aber =~ sin« nicht eme Koordinate z. sondern den Abstand von
n 4

der X-Achse, dessen Quadrat gleich ¢* 4 2* ist. Kbenso ist es mit
den andern Grofsen. Nach beiderseiticer Division dureh g erhilt

ATl
B !f"l _: 52 | .:7'! :_ .":? m2 - _ff'—' 9 7 o 7 v (9] A i)
] = 2 o I 3 + 5 — 2 M,,ry — 2 M, .yz—2 M, .22,
(s b3 fi s bt e
oder
y 1 2 1
A (mta) te (et £ 7 (o)
i cs s s fty b

— 2 M, zy — 2 M,.yz - O M..z2x,

WO dy, by, ¢, die reciproken Werte fiir die Radien der oegebenen Plan-
1

: —- il e ; 1 1
momente bedeuten. Da aber 7., -+ T,.=— T, ist, so 18t — 4+ - = -,
' ' j AR D L D

cbenso ist es mit der andern Summe, also stimmt die neune Ellipsoid
oleichung mit der fritheren iiberein.]

386) Jedes Ellipsoid hat aber drei Hauptachsen a, b, ¢, fiir die
seine (fleichung lautet

Hier fehlen die Teile — 2 M, zy — 2 M,.yz o M..zx, also
miissen fiir die Hauptachsen als Koordinatenachsen die
(entrifugalmomente gleich Null sein. Dies gilt von den Haupt
achsen fiir jedes Trigheitsellipsoid eines Korpers.

Gieht man also von den Hauptachsen eines solchen aus, so ver-
einfacht sich die Bestimmungsgleichung fiir ein Trigheitsmoment zn
folgender Gestalt:

T— T,ecose + T, cos®p - T cos®p.

387) Aufgabe. Gegeben seien drei Trigheitsmomente T
in Bezug auf drei beliebige Achsen durch O, die mit den
Hauptachsen die Winkel a, B, 71, @, s %2, %) By, v bilden.
Die Momente fiir die Hauptachsen sollen bestimmt werden.

Auflosung. Man stelle folgende Gleichungen aut:

T, cos® e, + T, eos® B, 4 T. cos®py = 1,
T. cos® e, + Ty cos? By 4 T eosly, = T,
T, cog? o Sk r,-usgﬁn + T cos® p, = /A
Sie sind in Besug auf die gesuchten 7' vom ersten Grade, lassen sich

also leiecht auflésen,




304 Abzehmtt IX.

388) Bemerkung iiber die Dynamik.

Der Umstand, dals die Centrifugalmomente fiir die Hauptachsen
jedes Trigheitsellipsoides verschwinden, ist fiir die Dynamik von be-
sonderer Bedeutung.

Aus Abschnitt 4 ist bekannt (ebenso durch die Deutung in
Nr. 383), dals bei der Drehung eines Korpers um eine feste Achse an
dieser ein umstiirzendes, d. h. auf Anderung der Achsenrichtung
wirkendes Kriiftepaar zur Geltung kommt. Dieses Kriiftepaar
wird aber nach obigem Null, wenn der Kérper sich um eine
der Hauptachsen des ihm zugehorigen Trigheitsellipsoides
dreht. Dann also bleibt nur eine auf Parallelverschiebung der Achse
hinarbeitende Centrifugalkraft iibrig.  Geht aber die Drehungsachse
durch den Schwerpunkt des Korpers, oder handelt es sich um das
Centralellipsoid, so ist auch die letztere Kraft gleich Null, so dals
weder Kraft noch Kriftepaar wirken. Daraus folgt im letzteren
Falle:

Dreht sich ein Kérper um eine Hauptachse des Central-
ellipsoides seiner rr]';if_{'llllit-‘il[ln'l]]i‘llL{‘} so wird die Achse dureh
die Drehung in keiner Weise beeinflulst, d. h, sie fibernimmt
die Rolle einer freien Achse.

Angenommen z. B. der Erdkérper oder vielmehr das an seine
Stelle zu  setzende ideale Geoid sei ein homogenes dreiachsiges
Ellipsoid, dessen Hauptachsen, wie sich zeigen wird, mit denen seines
Triigheitsellipsoides zusammenfallen, angenommen ferner, die Drehung
finde um eine der |'l{lu|1t'rtt‘]'|:'-u:rl statt, so wilrde diese |}!‘i,",|.'|1lng_l"a-;:].rJ_l?-'u'_‘l,
vorausgesetzt dals keine #Hulfseren Kriifte stirend einwirken, ihre
Richtung im Raume konstant beibehalten.

Wiirde jedoeh durch irgend welche iufsere Einwirkung, z B. dureh
hinreichend wuchtigen Anprall eines Meteorsteins oder eines Welt-
korpers eine andere Achse zur Drehungsachse gemacht, die nicht
Hauptachse ist, so wiirde deren Richtung nicht konstant bleiben.
sondern nither zu untersuchenden Schwankungen unterworfen sein.

Wird emn homogener Rechteckskérper emporgeschleudert, so be-
wegt sich sein Schwerpunkt in einer Parabel und aufserdem findet
Drehung um eine Schwerpunktsachse statt. Ist zufillie eine der
Mittellinien die Drehungsachse, so behiilt sie withrend des Wurfes ihre
Lage bei, sonst aber ist dies nicht der Fall Hierbei ist selbst-
verstindlich vom Luftwiderstande abgesehen.

:'.}Hfﬂ'j Fille besonderer Einfachheit. In vielen Fillen 15t die
oben angegebene Berechnung der Hauptachsen nicht nétig, da man
direkt aus der (restalt des Korpers aunf ihre Lage schliefsen kann.
Ist 2z B. die ZY-Ebene eine Symmetrichene des Korpers, so gehirt
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s jedem Elemente mxy des Centrifugalmomentes ein symmetrisches
m (— z)y — — may, so dals je zwei emander aufheben. In diesem
) b < = : ; :
Falle ist also :'JH.-;I."J;" = () und > maz = 0 und jedes auf der Sym-
f 4 : j v u .
metricebene errichtete Lot ist Hauptachse fiir das Trigheitsellipsoid,
welches zu seinem Fulspunkte gehort. Wiihlt man den Schwerpunkt,
so hat man die eine Hauptachsenrichtung fiir das Centralellipsoid.
Sind zwei Symmetrieebenen vorhanden, z. B. die Ebene ZY und
- , 1 ) :
X Z, so ist wegen der ersteren may — 0 und Sinzs = 0, wegen

. N ] ! L
der zweiten z.m;s,'.: = () (und EI'JJJ.;.?,'.'x'zl'I. Weil fiir jeden Punkt

ihrer Schnittlinie alle drei Momente verschwinden, hat man in jedem
sofort in den Loten und den Schnittlinien die drei Hauptachsen ¢
Triigheitsellipsoides. Wiihlt man den Sehwerpunkt, so hat man die

(]

des Centralellipsoides.

Sind drei Symmetrieebenen vorhanden, die nicht durch ein und
dieselbe Gerade gehen, so hat man in ihren Schnittlinien die Haupt-
achsen des Centralellipsoides.

Gehen hingegen die drei Symmetrieebenen durch eme Grerade,
so ist fiir jeden Punkt der Schnitthne das Trigheitsellipsoid ein
Drehungsellipsoid mit der Geraden als Achse. Wihlt man den
Schwerpunkt, so hat man das eentrale Drehungsellipsoid.

Werden die letztgenannten drei Symmetrieebenen durch eine
vierte (rechtwinklig) geschnitten, so handelt es sich um das centrale
Drehungsellipsoid. Dies ist z B. der Fall bei jedem regelmilsigen
Prisma. Bei einer gewissen Liinge desselben ist das centrale Drehungs-
ellipsoid eine Kugel, in anderen Fillen ist die Drehungsachse die
es. Beim Rechtecks-

kleinere oder die grifsere des Drehungsellipsoic
kérper hat man den Fall der Kugel, wenn er ein Wiirfel ist. Man
versuche den Fall der Kugel bei dem dreiseitigen, sechsseitigen u. s. w.

regelmiifsigen Prisma aufzufinden. Beispiele folgen in Nr. 398 und 400.
Bei jedem regelmiifsigen Korper 1st das Centralellipsoid eine Kugel.

300) Folgerungen aus der Existenz des Trigheits
ellipsoides.
a) Weil jeder Halbmesser den umgekehrten Wert des thm zu-

gehrigen axialen Trigheitsmomentes angiebt, so braucht man nur
die drei Haupttriigheitsmomente zu kennen, um geometrisch oder
rochnerisch simtliche fiir das durch O gehende Strahlenbiindel zu
finden.

b) Sind @, b, ¢ die nach der Grdlse ceordneten Hauptachsen, so
entspricht die lingste a dem kleinsten Triigheitsmoment, die kiirzeste ¢
dem grofsten fiir das vorliegende Strahlenbiindel.

Holzmiiller, Ingenieur - Mathematik, 1 20

=
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¢) Es war fiir beliebig gerichtete Koordinaten durch einen be-

liebigen Punkt fiir den gegebenen Kérper
e L il ol P o L £ X i
1{,»_-; _|r' JF_-.:: -— Jr-:'.' 3 f‘.u_r: = = ,f__._r, e J'_. : "r:w A ..; Y| j
7 | N il w1
Tev~+ Tys = Tow —-Ty,

f'u|g'[|'{'.Fl 18t

x /!

I+ 7,4+ 7I.=2(T.,.+T,.+ T,,) =2 i
ndd

"f"” ~—— ’!I::.' _i' IT:.J' === ?‘: —|r_ ?‘.r_-_.l =rva ?‘_' + ?‘:'_1';'

Diese Gleichungen lassen sich auch schreiben als folgende

2 ] ey o 2 & . = 2 . =
.m0 o o, —0, 0.0, —0p,
O [PPSR R R 2 R S S R B
| T « (@ T 05 T 0] 29,,3
Aran i e L e a 9
=T 0L = RN w—T e o

Die polaren, axialen und planen Trigheitsmomente hiingen also einfach
zusammen, und die verschiedenen Arten von Triigheitsradien lassen
sich durch Pythagoreische Addition oder Subtraktion aus einander
ableiten.

d) Aufgabe. Die Trigheitsradien ¢ , ¢ , 0. seien bekannt, wie
findet man alle iibrigen mit diesen Achsen zusammenhingenden
Trigheitsradien ?

- ) 2 2 T a2 2
Auflésung. o = Vo Vo + 0, 403 @y — Vo> — 0%
O =Vol— 0% 0..=10¢’ o;
e) Aus o2 4 o -} o2- 207 folgt der Satz: Die Summe der

Trigheitsmomente fiir je drei auf einander senkrechte
Achsen 1st eine konstante Grolse, nimlich gleich dem
doppelten Quadrate des polaren Triigheitsmomentes.

Daraus folgt der geometrische Satz:

Die Summe der Quadrate der reciproken Werte je
dreier auf einander senkrechter Halbmesser des Ellipsoides
- 3 S . 1 1 1
1st eine konstante Gréolse, und zwar gleich A W

; B pt A

f) Ist ferner der Satz bekannt, dals die Summe der Quadrate
je dreier konjugierter Halbmesser des Ellipsoides konstant ist, so
kann man fiir die entsprechenden axialen Triigheitsmomente folgern,
dals die Summe ihrer reciproken Werte konstant sei, nimlich

; 1 1 1
gleich — 4 — -+ -
: i s 2 ]k T

it
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391) Satz. Legt man durch einen Punkt einer der Haupt-
achsen des Centralellipsoides Parallele zu den beiden andern
Hauptachsen, so hat man fiir den Punkt die Richtungen der
drei Hauptae 1]‘-.( n des zugehorigen T 1.1<rht=|t-£‘i||}r-u1{|v:~.

Beweis. Wird der Punkt # — a auf der X-Achse zur Unter
snchung genommen, so handelt es sich in Bezug auf diesen um die

neuen Koordinaten &= (x —a), y =1y, {=2 Die Centrifugal-

momente fiir das neue Koordinatensystem sind also 1) N mEny

- . = : _
— Sl (x — a)s=— 5 MY — Z.'““'."" = _1:. maxy — ady = 0, denn

'may war im alten Systeme gleich Null, da es sich um die Haupt-
achse des Centralellipsoides handelte, und der Schwerpunktsabstand y
ist gleich Null, denn er ]ie:z;:l‘- im Mittelpunkte des Centralellipsoides.

e
2) E mng = \ miyz = (0 aus entsprechendem Grunde.

o 2 ! 2_‘- 21
3) E mEE — 2 me (v — a) = mrs — Mg = MLz

— a2z =0, dhnlich wie vorher.

392) Verschiebungssatz fiir das Centrifugalmoment.
Verschiebt man den Nullpunkt des Koordinatensystems
num — @, b, —e¢ vom Schwerpunkte weg, so werden die

Centrifugalmomente M,,, M,., M., in M,, 4 abd, M,. + bed,
M,. + ecad verwandelt.

- -T . - e
Bewelis. Z‘I may geht iiber m}jm (x 4+ a) (y 4 b) =2m Y

-+ rf,Z my 52-».1.1: - H.hz? M.

S T, , 45

Dabei ist 2-3;;-;; = (0 und E mz = 0, weil es sich um den
Schwerpunkt als Nullpunkt des Koordinatensystems handelt. Hs
bleibt iibrig

M, , = M, + abd.

Ebenso ist es bei den beiden andern Momenten.

: 393) Ist in M,, 4 abJ eine der beiden Koordinaten a, b gleich
Null, so ist der Zusatz Null. Folglich:

Verschiebt man das Centr |1mr,;lmu}mm1t aufeiner Schwer-
punktsachse, so bleibt es ungeiindert.

[st die Schwerpunktsachse nun Hauptachse des Centralellipsoides,
so bleibt der Wert des Centrifugalmomentes gleich Null, wenn man
es auf dieser verschiebt.

394) Anwendung. Fiir den Schwerpunkt der Kugel sind in
Bezug auf beliebig gerichtete Koordinatenachsen z, y, 2 die Centri
20%
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fugalmomente gleich Null, weil siimtliche Achsen Hauptachsen sind.

Verschiebt man nach — a, b, — ¢, so erhilt man

- i i gy
":],""IIZ'"I s ”;'j ] .f"JTE_, ‘-t"lr:'a'.:. = 'Ir”: 3 jnl.:l'r:- .1!’.—.\24' = (0 y gt A

b i b

Kbenso ist es bei allen Korpern mit drei Symmetrieebenen,
weleche die drei Hauptachsen des Centralellipsoides geben. Man kann
also tiir behebige E].‘H'H“(‘I[‘ Koordinatenebenen sofort die “sini'.|'iﬁ|g’:1]—
momente hinschreiben.

395) Bisweilen lassen sich die Centrifugalmomente leicht fiir
andere Koordinatenachsen berechnen, bei Sektoren von Drehungs-
korpern z B. in Bezug auf die Drehungsachse # und die zugehérigen
Achsen # und y. Dann hat man die Verschiecbung nach dem
Schwerpunkte hin vorzunehmen, wobei der Ausdruck abd bezw.
bed, cadJ abzuziehen ist. Hinige Beispiele sollen spiiter gegeben
werden.

396) Aufgabe. In Bezug auf die Hauptebene eines
Trigheitsellipsoides seien bekannt 7,,, T,., T... Wie grols
15t das Trigheitsmoment 7 in Bezug auf eine durech den
Koordinatennullpunkt gelegte Ebene, die mit den Haupt-
ebenen yz, 2o, ay die Winkel ¢, f (und p) bildet?

Auflésung. Zuniichst bestimmt sich p aus der Gleichung
cosy = Y1 — cos? o — cos®f.

Aus Gleichung 1) des Abschnittes 385 folgt fiir das Lot I auf der
It_l't-lt_ﬂ_'ln:nvn Iﬂl"l”“: welches mit den Achsen dieselben Winlkel ¢, D
und p bildet,

T)=Ty.sin*e¢ 4+ T.,sin*g + T, siny,

denn die Centrifugalmomente fallen weg. Folglich ist fiir die
gegebene Ebene im Anschluls an 390c¢

I'=171,—1,=1T,.4+T..+ T,,— (Ty.sin’a 4+ T.,sin*g + T,, sin*y)

I'=T1T,.co8*e¢ + T,, cos* + T, cos®yp.

Die Formel fiir Planmomente ist also ganz analog der Formel
fiir die Axialmomente.

397) Méglichkeit von Fixpunkten. Frither wurde gezeigt,
dals fiir jede ebene Fliche zwei Fixpunkte existieren, in Bezug auf
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welche die Triigheitsellipse ein Kreis ist. Hs fragt sich, ob solche
auch fiir jeden Korper in dem Sinne vorhanden sind, dals das Triigheits-
ellipsoid in Bezug auf sie eine Kugel ist, so dals auch hier Erleichte-
rungen eintreten wiirden. Hs wird sich zeigen, dals dies im allgemeinen
nicht, sondern nur unter gewissen Bedingungen der Fall ist.

Man gehe von dem Koordinatensysteme der Hauptachsen des
Centralellipsoides mit dem Schwerpunkte als Nullpunkt aus. Soll ein
Punkt mit den Koordinaten a, b, ¢ ein Fixpunkt sein, so miissen die
durch ihn gelegten Parallelen zu den Koordinatenachsen Hauptachsen
sein, denn jede Gerade durch den Mittelpunkt ist fiir die Kugel
Hauptachse. Fiir diese Parallelen miilsten also die Centrifugalmomente
verschwinden, d. h. es miilste sein

1) E' m(y—>b)(z—c¢) =0, 2) E m(zg —¢) (@ —a)=2~0,
;5__| ? miln —a) (z— = 0.

il

Zundchst soll die erste dieser Gleichungen untersucht werden. Sie

lautet
E' myz — b E me —¢ E my + be E m = ().

Weil die Koordinaten Hauptachsen waren, ist E myz = 0 als
zugehtriges Centrifugalmoment. Ferner ist b Some —=bJe,, wo J

der Inhalt

ist Null, denn es war vom Centralellipsoid ausgegangen, also 1st

b E mz = 0. HEbenso ist ¢ > my = 0. Die Gleichung beschriinkt

‘qi(ah :11]1" f}(_': ; m = I,lf_',. -— ',_ ]);l -)'r El!h I‘\:l"‘l['l“'l.ijlhl‘:lh Vo1 Nll]] ver-
e

ot

des Korpers, ¢, sein Schwerpunktsabstand ist. Dieser aber

schieden ist, mufs das Produkt be = 0 sem.
Ebenso giebt die zweite Gleichung die Bedingung ca =0, die
dritte. die Bedingung ab = 0.

Frste Bedingung dafiir, dals der Punkt ein Fixpunkt sei, ist also,
dafs zwei der Koordinaten @, b, ¢ gleich Null sind, d. h. der Punkt muls
auf einer der Koordinatenachsen liegen, d. h. auf einer Hauptachse.
Angenommen nun, der Punkt habe die Koordinaten a, b = 0, ¢ =0,

er liege also auf der durch den Schwerpunkt gehenden X-Achse, so
sind. wenn T,, T,, T. die Triigheitsmomente Bezug auf die Haupt

achsen bedeuten, die in Bezug auf die durch den Punkt gelegten
Parallelen genommenen 7., 7, 4 o°J, 1. + a®J (Verschiehungssatz).
Da sie aber gleich grols sein sollen, so folgt zuniichst aus T, 4 a*

— T. + a?J, dals T, = T, sein muls, d. h. das urspriingliche Centra
ellipsoid muls ein Drehungsellipsoid mit der X-Achse als Drehungs-

achse sein. Ferner folgt aus T, = T, + a*J, dals T, > T, und
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ebenso T, > T, sein muls, d. h. die X-Achse ist die kleinere Achse
der Ellipse, durch deren Umdrehung das Centralellipsoid entstanden

ist. Ist dies der Fall, so findet man « reell aus der Gleichung
T,= 1T, 4 a?J als

i .-"r-rlT.r' T
s 7

o

Folghich: Soll es Punkte geben, fiir die das Triigheitsellipsoid
eine Kugel ist, so mufls das Centralellipsoid ein durech
Drehung um die kleinere Achse entstandenes Drehungs
ellipsoid sein. Je nachdem diese Drehungsachse die X-Achse,
Y-Achse oder Z-Achse ist, hat man auf ihr die Punkte zu
suchen in der Entfernung

/T, — T 1/T, — T, r,—1T,
= —|—_ it J.—'} oder b = _-|: .-/ S =2 &= —{:1/—df =

Dafs diese Bedingung nicht nur notwendig, sondern auch hin-
reichend ist, ergiebt sich ‘aus der Probe fiir @. Ist niimlich das
Centralellipsoid durch Drehung wm die X-Achse entstanden, so ist

zuniichst 7, = T., und wenn die X-Achse die kleinere Achse war,
T.> 1T, Folglich giebt es auf der X-Achse Punkte

7
7 —Y oder T, — T+ a*d
und da 7, = T, ist, T, = T. 4 a*J. Weil die drei Momente gleich

sind, ist das Triigheitsellipsoid fiir die beiden Punkte eine Kugel.

In Bezug auf jeden der beiden Punkte ist —=

398) Beispiel. Das quadratische Prisma mit den Kanten
@, @&, h.

Die Mittellinien sind Hauptachsen des Centralellipsoids, und zwar
soll i der Achsenrichtung # entsprechen. Die Haupttrigheitsmomente
sind dann
- of | riy i e R g ; s g 9 J 5
)= @&+ #¥), T,= s W+ o), T.== (a* + a°) = = a7,
also ist T, = T, so dals es sich um ein centrales Drehungsellipsoid
Fr . T
T — 1

handelt. Ist nun & < a, so giebt ¢ = + l‘ - J—f-' zwel reelle Werte,
S /a®* a4+ B® 1 /a® — h? : 3
nimlich ¢ = -+ |/ : : o il l/ 5 - Diese Punkte sind

die Fixpunkte, wie auch die Probe ergiebt.
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=} ] )

Ist @ =h, so fallen die Punkte -+ ¢ in den Schwerpunkt,
and es handelt sich um den Wiirfel, dessen Centralellipsoid eine

Kugel ist.

399) Bemerkung. Fiir jedes regelmiilsige Prisma und fir jedes
Prisma oder jeden Cylinder mit mehr als zwei durch die Achse gehenden
Symmetrieebenen ist das Centralellipsoid ein Drehungsellipsoid, z. B. mit
der z-Achse als Drehungsachse. Es lilst sich also stets eine Hohe
so bestimmen, dafs das Centralellipsoid eine Kugel wird. Diese Hohe
ist der Grenzwert fiir die Existenz von Fixpunkten.

400) Beispiel des regelmilsigen dreiseitigen Prismas,

B2h5) 3 b*h) B ; bihY 8

|
48

?1. — == == ?,_ - ?‘; =

s 45 k 96

1

Setzt man 7, — T, so folgt h =10 ]/_ .

Fiir diese Hohe ist das Centralellipsoid eine Kugel, bei geringerer
Héhe aber sind zwei leicht zu berechnende Fixpunkte vorhanden,
nimlich in der Entfernung

/"’lrl'l.lrf I,x o L Irﬂl'r.lr#;i I,F'- 3
; 96 96 /e
P —d ! ALt / _— - / .
€ g f F = bt i = 94
1 V3 h

401) Entsprechendes gilt von den Planmomenten. Handelt es
sich wieder um # = a, ist also 7, = T.., so bleiben diese beiden

Momente fiir @ unveriindert, nur 7,. verwandelt sich in T}, + a°J.

Soll nun 7., + a*J = 1., sein, so0 folgt a = j.—“___ Was
o -"r !-r' —_— y T . . s . = 5
mit @ = ] : 7 identisch ist. Ebenso ist im Falle b
e iy /T, —T,,
b=+ I ————, 1m [Falle ¢ dagegen ¢ = ] N

Bedeutung und Anwendbarkeit der Fixpunkte sind also fiir Korper
weit geringer, als fiir ebene Flichen, weil nur der Drehungsfall ins

Auge zu fassen ist.

402) Die Aufgabe, mit Hiilfe der Fixpunkte die Momente
fiir beliebige Ebenen und Achsen zu finden, ist genau nach
Fig. 122 zu l6sen, denn man kann das Koordinatensystem so legen,

.—_—-.—-—‘__

T
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Absehnitt X,

dals die Schnittlinie der durch S gelegten Schriigebene mit der ¥Y-Achse

zusammenfillt.
Die Gleichung fiir Flichen

e
b

oder die fiir Achsen geltende

e 3
- = Q.l'

vereinfacht sich dann dadurch, dals g = 90° und » = 90°

also

cos® & + @7

cos® e 4 o° cos®

(In der Figur ist dann p statt « zu schreiben.)

, C0s* f§ + @2 cOs”y

-+ o? cos*y

e wird,

2 2 aims 2 opn?
Q" =g, sy - o7 COs*yp,

bezw.

=]
| §
|
=)
Tt
o

Da nun

¥

2 sin®p 4 o? cos®p.

L I ST T
1 /7. — 1 o SR
SO e e R T e S Bl e
¢ l ok = |. 5 . if Q‘:.U Q.]Z‘h' o | - l 9 T gr
wird, so ergiebt sich dieselbe Berechnungsmethode, wie bei Fig. 122,
und es wird
o, ZR0, a o ;
5 0" =g¢,, + 10,
| D hezw.
A e S T
B | 0" =10, + P2,
i ! i
, | 403) Einige Beispiele von
h ' Centrifugalmomenten.
| | Quadrant des Kreiseylinders.
[~y . F . s 4
. | In der Lage der Figur ist die Schicht
i - w ’ A &
v\ o =i der Hohe y gleich , ihr Schwer-
0 C : e . g L
punktsabstand von der Ebene Y7 ist
4 r -
it D 5 5, das entsprechende Moment also
B rim 4y g
i i = - o) 1a 13 e - o
| e e das Centrifugalmoment
by B s rd
= R in Bezug auf die Grundebene also — .
_/-f,-/ Fiir den Kérper von Hohe h erhilt
et ST man also

i =1
Fbenso grofs ist > my 2.
iri—
. .
Die Schicht im

zu berechnen.

’ 2R3 rih*
; ¥ "F;’ = — > — & .
= L ¥

A 7 . :
Dagegen ist S mzx folgendermalsen
B il

Abstande = ist gleich
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AB+C D=1 '1!"-.-1’ e ﬁ.‘_:

der Schwerpunktsabstand von der Hbene XY ist 3)/r* —a’, das
entsprechende Moment also " (r* — «?). Dies mit dem Abstande ¥

T azen . Tl oy b .z iz :
multipliziert giebt -’z — 5 a°. Fir den ganzen Korper von 0 bis r
e [T hort fr? s {
entsteht 3 %2 e Die Verlegung nach dem Schwerpunkte

des Korpers hin bietet keine Schwierigkeit.

i, Schwer-

: : L ; 5 : f
404) Dreieckskorper. Schicht in Hohe y 1st a T

- e b . :
punktsabstand von Ebene Y27 ist : ;- y, das entsprechende Moment
y
abt o " » o :
also ey das Centrifugalmoment fiir die . 381
Y ! .
< PhE 2 N
Grundebene also -t)'h! y*. Fir den ganzen — s 5]
(e |/
Kérper von O bis / entsteht also | /e
. _, | /i
S‘, ab® hi ab®h* | ’;’
MEY = 5557 — =" [T
| . Sht 4 8 [
a— 1
bl //}/
: 3 [ = | !
Die Schicht « IE y hat von der Kbene ":,r/ f
- ~ it [.r
XY den Schwerpunktsabstand - und das Y/

s gt g ol i Tohe ey
statische Moment ‘: j: y, dies mit y multiph 0

ziert. oiebt fiir die Grundebene des Centrifugal- | | 4
jioh] \ 0 =
a~i g e . | |
moment - 4. Fiir den ganzen Kérper wird ! ;
£ : | :
R a*b h* a*bh® HI i |
: mie = = - ;
ik ah 3 i
Im Abstande z hat man die Schicht | 5 |
= b —x it | 7 B
AB - CD =a-h — = ah — 7 & |
2 - - ot L (7 .
[hr Abstand von der Ebene XY ist -, also das statische Moment

5 o
a? a2 h 5 ! = L : :
z I 55 % Dies ist mit # zu multiplizieren und giebt das Centri-
: i a*h e
fugalmoment — hx & Fiir den ganzen Korper wird
= & 0

1 aih b* ah b ash=h
SI'JHEC-L — — '.3_ 55 3 = — -“_J—--
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Die Verlegung nach dem Schwerpunkte hin macht keine Schwierig-
keiten.

In fhnlicher Weise lassen sich parabolische Cylinder pte* Ordnung
und entsprechende Sektoren von Drehungsparaboloiden behandeln

auch kann man zu Drehungskorpern iibergehen, deren Profilkurven

Parabeln gemischter Ordnung an-

Fig. 233

gehoren, =z B.:

405) Quadrant eines para-
bolischen Drehungskirpers.

In Héhe y ist & = :: y*, die
Viertelkreisschicht ist also

ata byl

: A A
sein  Schwerpunktsabstand von
i el Y, - = el y 4 1 i h .l’.f_‘l
X der Ebene YZ ist =
3L Smh®
also das Moment

X
-'-II "r"l"".;":lj "1' ‘rtrj'." ;-r::”l:l
>.in.;.-;-———-‘_. e Y T
) 4ht Brht 3k
Dies mit y multipliziert giebt
b3y7 i
;}‘i,; als das Centrifugalmoment
der Schicht in Bezug auf die
Grundebene. Fiir den ganzen
Koérper wird
. h® he I,IJ:;‘,-! &
L4 MYy = . — .
_> MY =3 ie 24

Der Schwerpunkt des Kérpers liegt nach der parabolischen Tabelle
I 1 { I

(Seite 143) in der Héhe y = —h, wie der des vollstiindigen Korpers.

5 (]
Zur Berechnung des andern Abstandes kann die Methode der
konzentrischen Kreise benutzt werden. In Fig. 282 ist einer der Teil-

cylinder angedeutet. Ist 2 sein Radius, so ist die Grundlinie —,

e

die Hohe h — y = h — X Vax , also die Mantelfliiche

I,-’ b
&L B R /i xh ,
li = —
2 2 Vb 2 2y b

- , T 1T,
Sein Schwerpunktsabstand von der Ebene Y27 ist , also das

statische Moment in Bezug auf diese
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o
Pl

T

2o Qe wh &
e ——x? = hat —
7T 2 ey I L h

I" Jl.-' ;
Liafst man die Radien von 0 his b wachsen, so erhilt man das statische
Gesamtmoment des Korpers als

h:: Jri |"J'I 1 o g 1 o
h e (:; '.') hb? = = hb®.
Hriet
e . = . 1 Gz ) hEh v
Dividiert man dies durch den Kérperinhalt 4 - "z, = —5, so folgt
: ; 20 1 & : ! :
als Schwerpunktsabstand 2 = _JI_:_- Verleot man endlich das Centri-

: bR 3 . .
fugalmoment —+ nach dem Schwerpunkte, so ist abzuziehen

: an b 5h bl 3 F
g = — - i e i e
Bl =5 e S T
’ .Ir”-ﬂ.:
so dals man hat —-

406) Das zweite Centralellipsoid.
Bildet man ein Centralellipsoid, dessen Hauptachsen nicht die

o o
ig. 253

A
|

O

AR

i b

/ -

'\.,\

LR <

/ .

,” \\
) H‘\
{ D 3
:'}-_ -
0 |-~= AT ____- > = Y
e e
f = e ——
. e
“ B
_-/‘
X

reciproken Werte der Radien a, b, ¢, sondern diese selbst sind, so
ist seine Gleichung

Die Tangentialebene A BC in Figur 283, die sich in einem Punkte
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x, Y, 2 der Fliiche an diese legen Ilifst, hat, wie leicht zu zeigen ist,
die Gleichung

ot

AU
P ! he I ol 1
i . T J L s ¢ &l
wetzt man y und 2 gleich Null, so folgt fiir A der Abstand 04 — x — =
. g ; § z,
Ist OD das Lot vom Nullpunkte auf die Fliche, so wird fiir dessen
o : - .lf dr: : = 7 :'r.l
Winkel mit der X-Achse = ”f.-.' =cos . Ebenso cos f = J'{,] 3
S i . p & 7
Iz ;
cos p = —g+ Daraus kann man hilden
\ 7 2
a® cos® & ++ b® cos® B - ¢ cosPy = F( :) ==
Go/

denn weil der gegebene Punkt auf der Fliche des Ellipsoides liegt, ist
die letzte Klammer gleich 1. Nach Abschnitt 385 ist aber der
Ausdruck links, wenn man wie hier von den Hauptachsen des
Centralellipsoides ausgegangen ist, gleich dem Werte des Trigheits
radius fiir die Achse mit den Winkeln «, g, y.

Das von Clebseh eingefiihrte und von Culmann vielfach be-
nutzte zweite Gentralellipsoid hat also die Eigenschatt, dals die
Lote vom Nullpunkte auf die Tangentialebenen den Lingen
der Trigheitsradien fiir die betreffenden Achsen entsprechen.

Will man demnach zu einer durch O gehenden Geraden das zu-
gehdrige axiale Triigheitsmoment eines Korpers finden, so lege man
senkrecht gegen die Gerade eine Tangentialebene des Centralellipsoides,
diese schneidet von der Geraden die Liinge ¢ des gesuchten Triigheits
radius ab.

Denkt man sich also im Schwerpunkte eines Kérpers heliebig
viele Achsen gezogen, jede von der Liinge des Triigheitsradius. und
in den Endpunkten Normalebenen errichtet, so umbhiillen diese das
zweite Centralellipsoid.

Wie die zweite Centralellipse, so ist auch das zweite Central
ellipsoid von besonderer Verwendbarkeit. Dabei sind jedoch Kennt
nisse itber die konfokalen Flichen zweiten Grades nitig, deren drei
Gruppen, die der Ellipsoide, der ein- und zweimanteligen Hyperboloide
sich rechtwinklig durchsetzen. So hat z B. Binet (Journ. de I'école
polyt. XVI, Seite 41) folgendes bewiesen: Kennt man das zweite
Centralellipsoid eines Ko6rpers und sucht man die Richtung der Haupt
achsen fiir einen beliebigen Raumpunkt, so braucht man nur fiir die
drei zum Centralellipsoid konfokalen Flichen, die durch den Punkt
gelegt werden kinnen, in diesem die Normalen zu errichten, wodurch
man die gesuchten Achsenrichtungen hat. Auch die Liingen lassen
sich leicht berechnen.
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Die Triigheits- und Centrifugalmomente der wichtigsten Korper. 3

Man vergleiche hierzu die in den Vorbemerkungen besprochene
Abhandlung von Clebsch und den betreffenden Abschnitt in den Lehr-
biichern der analytischen Mechanik, z. B. bei Schell, ebenso in der
Graphischen Statik von Culmann. .

Hier ist das zweite Ellipsoid nur der Vollstindigkeit wegen
genannt.

407) Bemerkungen zur Methode von Reye. Reye hat in
Schlomilchs Zeitschrift, Band X, Seite 432 u. s. f. gezeigh, wie man
fiir die Zwecke der Mechanik einen Korper durch einen Massenpunkt
ersetzen kann, dhnlich wie in Abschnitt VII F die ebene Fliche durch
drei Punkte ersetzt wurde. Auch auf diese ziemlich viel Vorkenntnisse
beanspruchenden Dinge soll hier nur hingewiesen werden, da sie iber
den elementaren Zweck dieses Buches hinausgehen.

408) Anwendbarkeit der Lehre von den korperlichen
Triagheits- und Centrifugalmomenten.

a) Berechnung der Energie von Kirpern, die sich um eine feste
Schwerpunktsachse drehen. Wueht von Schwungriidern, Miihl
and Schleifsteinen. Einflufs der Schwungmassen auf plotzlich fest
geklemmte Wellen oder Achsen. Arbeitsleistung, Uberwindung von
Reibungswiderstinden in Folge der Wucht. Beschleunigte Drehung
umi solehe Achsen. Atwoodsche Fallmaschine ohne und mit Beriick:
Schwungrad als Fgalisator der Maschinen bei einer oder mehreren
Kurbeln. Stols geg
elastischer. Stampfwerke. Centrifugen.

b) Drehung von Kérpern um eine beliebige feste Achse.

sichticung der Reibung. Probleme der Fadenspannung. — Das

pgen einen sich drehenden Kdrper, nnelastischer und

¢
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Einwirkung der Centrifuogalkriifte und Centrifugalmomente auf die
Achse. Energie. Pendelnde Bewegung um eine feste Achse. Lehre vom
Schwingungspunkte und von der reduzierten Pendellinge. Anwendung
n unter dem Einflusse einer

auf horizontal schwingende Magnetnade
richtenden Kraft (Intensitiitsmessungen). Das Reversionspendel und
die Bestimmung der Schwerebeschleunigung. Unelastischer und
elastischer Stofs wegen so schwingende Korper. Stofspunkt und
Stofsmittelpunkt. Anwendung auf schwingende Himmer. Ballistisches
Pendel.

¢) Berechnung der Energie von Korpern, die sich fortschreitend
und drehend bewegen. Herabrollen auf schiefer Ebene unter Be
riicksichtigung des Widerstandes gegen das Drehen. Beschleunigtes
Rollen auf horizontaler Ebene. Verlangsamtes Fallen beim Abwickeln
umgeschlungener Fiden von der Achse. Anwendungen der Faden-
spannung auf die Reibungstheorie.  Grenzwinkel fiir das allemige
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Rollen auf schiefer Ebene. Rollen und Gleiten zugleich, sowohl auf
schiefer als auch auf horizontaler Ebene. Fiille

des Hinaufrollens auf
schiefer Ebene, sowohl bei geradliniger, als auch bei parabolischer
Bahn. Bewegung auf krummer Fliche.

d) Bewegung eines I'-.urp!-ra um einen festen Punkt. Sphiirische
“‘\ti]\\JHUIHJHUrI des um einen festen Punkt schwingenden physischen
Pendels. Gewisse Fille des Foueaultschen i':-nr[v]‘w Theorie des
Fesselschen Apparates und des Kreisels. Anwendungen auf Priicession
md  Nutation. Unelastischer und elastischer Stols gegen solche
Kérper.

e) Drehungsbewegung freier Kérper. Freie - Drehungsachsen
(Hauptachsen des Triigheitsellipsoides). Drehung um eanz beliebige
Achsen. Unelastischer und elastischer Stofs gegen solche Korper.
Freiwillige Drehungsachse fiir den ersten Augenblick. Parabolischer
Wurf bei gleichzeitigem Drehen. Bewegung und Drehung der Himmels
l{i'n'pv' Bewegung und Drehung im widerstehenden Mittel, Ballistik
der Geschosse.

f) Allgemeine Pendelbewegungen beliebig gestalteter Korper
auf der Ebene. Her:

solcher Kérper auf der schiefen Ebene
oder auf krummen Flichen. Allgemeine Pendelbewegungen schwim-
mender Korper, z B. Schwankungen der Schiffe.
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