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Abschnitt IX.
Die Trägheits - und Centrifugal - Momente der

wichtigsten Körper .

A. Allgemeines .
334) Während der vorige Abschnitt die polaren , die axialen

und die Plan - Momente erster Ordnung behandelte , sollen hier
die entsprechenden Momente zweiter Ordnung abgeleitet werden.
Die für die Mechanik wichtigsten sind , wie sich zeigen wird , die

axialen, während die Plan¬
momente zur Berechnung
der ersteren verwendet
werden können .

335) Begriff des
Planmomentes zweiter
Ordnung .

Ist m ein kleines Körper¬
teilchen (in der Mechanik
ein Massenteilchen), wel¬
ches von den Koordinaten¬
ebenen die Abstände x, y, z
hat , so nennt man mx 2,
my 2

, mg2 die Planmomente
zweiter Ordnung des Massenteilchens in Bezug auf die entsprechenden
Koordinatenebenen , die als die Ebene YZ , ZX und XY bezeichnet
werden mögen . Handelt es sich um einen Körper , so ist sein Träg¬heitsmoment eine Summe solcher Ausdrücke , also

Tyi mx2
, Tsx my2

, Txy mg2.
Dabei beziehen sich die Marken der T auf die Ebenen . Die T sind
die Planmomente zweiter Ordnung oder die Trägheitsmomente in Bezugauf die drei Grundebenen des Koordinatensystems .

mg 219.

z
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336) Begriff des Axialmomentes zweiter Ordnung .
Ist r der Abstand eines Körperteilcbens m von der X -Achse, so ist

mr 2 das Axialmoment zweiter Ordnung oder das axiale Trägheitsmoment
des Teilchens in Bezug auf diese Achse. Für den ganzen Körper ist

Tx = mr 2

das axiale Trägheitsmoment oder das Axialmoment zweiter Ordnung
für diese Achse.

Da r2 — y2 -|- s2 ist , so folgt mr 2 = my2 ~j- ms2
, also auch

mr 2 = my2 - j- ^ ms 2,
oder

Tx = T. x + Txy ,
ebenso ist

Ty = Txy + Ty „ T, = Tyz + T„ .
Also :

Jedes axiale Trägheitsmoment ist gleich der Summe
zweier Planmomente zweiter Ordnung in Bezug auf Ebenen ,
die sich in der Achse des ersten Momentes rechtwinklig
schneiden .

337) Begriff des Polarmomentes zweiter Ordnung .
Ist p der Abstand des Körperteilchens m vom Nullpunkte des

Koordinatensystems , so ist mg2 sein Polarmoment zweiter Ordnung
in Bezug auf diesen Punkt . Für den ganzen Körper ist

Tp = 2

das polare Trägheitsmoment oder das Polarmoment zweiter Ordnung
in Bezug auf jenen Punkt .

Nun ist aber p2 = x2 + y2 + s2
, folglich auch

mg 2 = mx 2 -f- my2 + ms 2,
ebenso

^ mg2 = ^ mx 2 m y
'i ~f~

"
51 mg2,

also
Tp = Ty , -j- T, x -j- Txy .

Folglich :
Jedes Polarmoment zweiter Ordnung ist die Summe von drei

Planmomenten , deren Ebenen durch den Pol des ersten Momentes gehen
und dabei auf einander senkrecht stehen.

Natürlich ist auch
Tp = Tyz + Tx = Ttx + Ty = Tx , + T ,

was auch leicht in Worte zu kleiden ist .
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338) Verschiebungssatz für das Planmoment zweiter
Ordnung .

Handelt es sieb um das Planmoment Ts = mx %
, wobei die

Ebene YZ durch den Schwerpunkt des Körpers geben soll, und ver¬schiebt man die Ebene parallel zu sich selbst um + e , so gebt der
Abstand x über in x 4 ^ e , also wird das neue Trägheitsmoment

oder in
= m (x - j- e) 2 = y mx 2 - j- ^ me 2 - j- ^ 2mex ,

T-l = ^ mx 2 - |~ e2 ^ m 2e ^

Fig . 250 .

Hier ist ^ mx 1 das ursprüngliche Trägheitsmoment Ts , e2 = e2J
das Produkt aus dem Körperinhalte und dem Quadrate der Ver¬
schiebungstrecke , ^ mx das statische Moment des Körpers in Bezug
auf die durch den Schwerpunkt gehende YX-Ebene , also gleich Null,so dafs man hat

T\ = Ts + eM.
Folglich gilt der Satz : Verschiebt man die Ebene des Trägheits¬momentes aus der Schwerpunktslage um + e, so wächst es um

e2 J , d. h . um das Produkt
aus dem Körperinhalte
und dem Quadrate der
Y erschiebungsstrecke .

339) Verschiebungs¬
satz für das axiale Träg¬
heitsmoment .

Ist Ts das axiale Träg¬
heitsmoment eines Körpers
in Bezug auf eine durch den
Schwerpunkt gehende Achse,
z . B . die X - Achse in Fig . 250und verschiebt man die Achse um -f - e, so verwandeln sich die Koordi¬naten y und 0 in (y — yt) und (0 — ^ ) , und

- V ,—^ my 2 + ^ = T, x -f l xy

= ^ m . fii - ( iS

geht über in

oder in
Ti ^ *i)2

2myy 1
-\- ^ mz\ — m00y
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0 und
'
^ 2mgg 1 = 0 ,Wie im vorigen Abschnitte wird 2myy 1

dagegen
"
^ my* = y\ = y\ J und = gf ^ m —- g* J .

Man erhält also
= ?„ + £ * + T* y + *¥ - ^ + J {y\ + *f) = w -

Folglich gilt der Satz : Verschiebt man die Achse eines Trägheits¬
momentes aus der Schwerpunktslage um e , so wächst das
Trägheitsmoment um das Produkt aus dem Inhalte und dem
Quadrate der Verschiebungsstrecke .

340) Der Satz T1 — l s -\- e^ J gilt auch vom Polarmomente
zweiter Ordnung . Der Beweis ergiebt sich ebenso, wie vorher aus

=]£m (x — (y — ViT (> — %)2,
was sich auf Ts -f- e2 J reduziert .

B . Die einfachsten Formen , besonders von der Ordnung Null .

341 ) Aufgabe . Die wichtigsten Trägheitsmomente des
Rechteckskörpers
zu berechnen .

Auflösung . Sind
a , b und c die drei
Kanten , so hat in Fig .
251 jeder Horizontal¬
schnitt die Fläche ab
und in Bezug auf die
Grundfläche , wenn y
der Abstand ist , das
Trägheitsmoment aby 2.
Dies giebt , wenn man
die Schichtenformel an¬
wendet, für den ganzen
Körper das Plan -

c8 c2
moment ba — oder J — •

ö O

Fig . 251 .

/ !

z

) J _4y.- -X -

IA ' '

Für die parallele Schwerpunktsebene wird nach Nr . 338

abc s
12
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In Bezug auf die durch den Schwerpunkt gehenden Koordinaten¬
ebenen ist also

rp _ abc 3 „ _ bca 3 „ _ cab 3
lx 'J = “

BT ’ lyz =
12

~
’ lzx == ~

ÜT
'

Die Axialmomente für die durch S gehenden Koordinatenachsen werden

(V + e2) = {V + <*) ,

(c* + o*) = ~ (cs + a *) ,

Lv * T - -L * x — -
fi

- T _
1K + &2) =

li + &2) •

Das Polarmoment für den Schwerpunkt wird

Tzx Txy — cab 3 , abc 3 abc
12

- + 12
~ TF

abc 3
12 • '

bca 3 abc
12

~ HT
bca 3 . cab 3 abc
H1T + 12 T¥

abcTxy ■+ Tyz -f- Tzx = (a2 -j- ?>2 -j- c2) 12
wo d die Hauptdiagonale ist .

leitsmomente für

Fig . 252.

324) Aufgabe . Die wichtigsten Trä
den Kreiscylinder zu berechnen .

In Fig . 252 ist jeder Horizontalschnitt
gleich r %it , sein Trägheitsmoment beim
Abstande y von der Grundfläche ist in Bezug
auf diese gleich r 2 ny s

. Nach der Schichten¬
formel ergiebt sich — als Träg¬
heitsmoment des ganzen Körpers in Bezug
auf die Grundfläche.

Für die horizontale Schwerpunktsebene
wird nach Nr . 338

r 3nh 3 , , /h *\ r 3nh 3 JV
nr

^ - - /

_ __ —

Z

- “ "
y V

-

/

(r ^ h) (| ) =T _±xy 3 ^. 7 \ 2 / 12

Das Polarmoment der Grundfläche ist in

Bezug auf ihren Mittelpunkt gleich — ,
folglich das Trägheitsmoment des ganzen

Körpers in Bezug auf die g-Achse gleich ~ = Tz -
Für jede der beiden durch die g -Achse gelegten Koordinaten¬

ebenen ist das Trägheitsmoment des Körpers halb so grofs , also
Jr *

T = Jr 3

4
T = ■•Lex -

4 ? -‘- yz
Für die durch S gehende x-Achse ist

Jr *
, Jh *
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für* die «/-Achse durch S ist ebenso
„ _ JV Jr 2

■Lxy ~T -Lyz — I 12 (3 r 2 + Ä2) .

Das Polarmoment zweiter Ordnung für 8 ist

Tp = Txy + T,JZ -f Tzx = ^ + -J- + yf = -J2 + T " — 12 + 6r2) '

MechanischeAufgaben über den Cylinder siehe unter Nr . 84, 86 , 89,
93 , 94, 96 bis 106 , wo es sich um Säulen, Achsen und Triebwellen,
um schwingende Pendel u . dg’l . handelt .

! Jr 2 Jh8 . Jr s-
' 1"

A 1 9 U

343) Das wichtigste Axialmoment des Hohlcylinders
mit den Radien r und rv .

Für den Kreisring ist das polare Trägheitsmoment —- —

— - (r2 — r*( (r2 - (- r*) — — (r2 -f- fi ) , das entsprechende Axialmoment

des Cylinders ist also ^ (r 2 - f- rf) = ^
(y2 -+- rf ) . In der Mechanik ist

statt J die Masse m — — einzusetzen, wo p in Kilogrammen , g = 9,81
9

in Metern gegeben werden kann . (Besser ist es , mit Tonnen und
Metern zu rechnen .)

Hierzu vergleiche man die Aufgaben unter 86 , 88 , 90 über
hohle Achsen, Hohlsäulen , Schleif- oder Mühlsteine und Schwungringe.

344) Das Gegebene reicht auch
hin , in die Theorie der Atwoodseben
Fallmaschine einzuführen . *) Ist
nämlich m die Masse des treibenden

Übergewichtes , 2 = mi die der

beiden Schleppgewichte , md die des
Ringes , m i: die jedes durchgehenden
Radarmes , wobei der sehraffierteKörper
doppelt genommen ist , wofür die
Achse weggelassen ist , so hat man
als gesamtes Trägheitsmoment

m . äi m„ {r * T rt )

Kg . 253 .

denn die aufgehängten Gewichte bewegen sich mit derselben Ge¬
schwindigkeit , als ob sie am Rande des Kreises angebracht wären, so

*) Dieses und die folgenden Beispiele aus der Dynamik können auch an
Nr . 43 angeschlossen werden .
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dal's der Widerstand durch (m -f- mx) r 2 dargestellt ist . Für obiges
kann man .schreiben

2 m . r? m„ (r2 -f- ri )T = (m + mjr 2 + + 2
1

,

denn die Flächendiagonale dx des Rechtecks ist gleich 2 rv Das
statische Moment der Triebkraft ist p = mg . Die Beschleunigung
am Radius 1 wird nach der Mechanik

stat . Moment der Triebkraft
^ gesamtes Trägheitsmoment

= 9
2 m,r\ ms (r2 -f- r2)

(m + mx ) r2 + —±1 + -1— -

Die Beschleunigung am Radius r ist r - mal so grofs , also hat das
treibende Übergewicht die Beschleunigung

9i = 9 -
2 m4 rx ms (r -j- rf)

(m + mi ) r» + +

Die Fallbewegung des Übergewichtes geschieht nach den Formeln
v = gx h = v = ~

}/ 2 gx h . Die Fadenspannung des rechts

hängenden Fadens ist (m + y ) — &i) > ^es hängenden

(ß _(_ die Reibung hat die Differenz beider Spannungen zu über¬

winden , wenn kein Gleiten stattfinden soll.
Einige Beispiele werden zeigen, wie leicht sich jetzt

Mg. 254 . my. jjftlfe des Satzes von der Erhaltung der Arbeit ge-
A{> wisse Bewegungsprobleme ansetzen lassen.

345) Aufgabe . Ein Cylinder , um den ein bei
A befestigter Faden gewickelt ist , falle senkrecht
herab , werde aber durch den Faden zur Um¬
drehung gezwungen . Welches sind dieBewegungs -
formeln ?

Auflösung . Ist sein Gewicht p } und senkt er sich
um h, so ist die Arbeit der Schwerkraft ph . Ist die ent¬

sprechende Fallgeschwindigkeit v, so ist die Drehungsgeschwindigkeit
an der Peripherie & = ~ , die Arbeitswucht (Energie ) also

(- Y
+ + _ | w .

a £u ü & u *

Ebenso grofs mufs die geleistete Arbeit ph oder mgh sein. Aus

mgh =̂ = ~ mv2 folgt v = gh = ]/2 ^ g
^
j 7? , während die ent-
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sprechende Formel beim freiem Falle lautet j/2e/Ä . An Stelle von g
tritt also hier 2/3 p , die drei Fallformeln sind demnach hier

v ^ ^ gt , Ä = = v = VHfg ) h-

Durch den Drehungszwang wird also die Fallge¬
schwindigkeit für jeden Zeitpunkt auf 2/3 der freien Fall¬
geschwindigkeit herabgesetzt .

Wie grofs ist die Fadenspannung bei diesem Beispiele? Es

ist g — g± = g — \ g = | r , die Spannung also m \ = \ ' Oder wenn

man den Vorgang eingehender analysieren will : Die Fadenspannung
ist die Kraft , welche die Drehung hervorruft . Die Beschleunigung
der letzteren ist am Rande | g, am Radius 1 also 7 — Gleichzeitig
ist aber

Moment der Kraft p \ r 2p 1
y Trägheitsmoment mr 2 mr ’

mg P
wo p-, die drehende Kraft ist . Es folgt —- = — , d . h . jp1 — —ö vn.v Sf ‘ 3 3

%Pi =
mr 3 r ’

Die Fadenspannung beträgt also nur den dritten Teil
des Cylindergewichtes . Dieses Resultat soll später
zur Aufklärung über gewisse Reibungsverhältnisse be¬
nutzt werden . Statt den Faden bei A zu befestigen,
kann man ihn dort über eine leicht bewegliche Rolle

legen und durch das Gewicht ^ anspannen . Der am

Mg . 255 .

Faden herabrollende Cylinder p hält dann dem Gewichte ~

das Gleichgewicht , wie leicht experimentell bestätigt
werden kann .

Gewöhnlich wird die behandelte Aufgabe anders angegriffen.
Man betrachtet B als augenblicklichen Drehungspunkt des Cylinders,
so dafs das Trägheitsmoment um mr 2 zu vermehren und gleich

~mr 2 zu setzen ist . Das Moment der Triebkraft in Bezug auf B ist pr ,

also ist die Winkelbeschleunigung y = : = ^ = wjr • Der
_ tyyi Ö uv I O I

Punkt M befindet sich am Radius r , bewegt sich also mit der Ge¬

schwindigkeit gt = ^ r — g. Das Resultat ist dasselbe wie oben.

346) Noch stärker läfst sich der Fall verlangsamen, wenn der Faden
nicht um die Scheibe oder den Cylinder , sondern um eine Achse
mit dem kleineren Radius q gewunden wird . (Vgl . Nr . 93 .)



270 Abschnitt IX.

Ist die Fallgeschwindigkeit v, so ist jetzt die Winkelgeschwindigkeit
■9’ = — • Vernachlässigt man das Gewicht der Achse , welches ein-

Q
~ 7

zurechnen übrigens keine Schwierigkeiten macht , so wird die Arbeits¬
wucht

A mv~
2
~ + T& 2 mv

VT + mv *
~

2
~ r 2 + 2 p 2

2 2 1 2 2 2 2 p 2

Setzt man dies gleich der Arbeit ph der Schwerkraft , d . h . = mgh ,
so folgt

c ! + 2 e !

An Stelle von g in der Freifallformel v = ]/2 _yÄ tritt also

.
2 <?

2
9i 9 2 2 q 2 >

was als Beschleunigung in die drei Bewegungsformeln einzuführen ist .
2 e2 9_

51
DieMacht man z . B . r = 10 p , so wird q, = » . „ ,s ? u ioo e 2 -(- 2 e 2

Fallgeschwindigkeit wird also der 51 . Teil der Freifallgeschwindigkeit .
(Entsprechende Versuche über Unterrichtszwecke lassen sich mit dem
Rade der Atwoodschen Fallmaschine machen, um deren Achse man
Fäden gewickelt hat .)

Die Fadenspannung wird hier gröfser als bei der vorigen Aufgabe,
denn es ist ^ — 9i = 9 — 9

2 e 2 gi
j , also die Spannung

mgr 2 pr ‘
r 2 + 2 g 2 ' + 2p 2

r 2 + 2p 2 r s -f- 2p s

Oder, wenn man die obige Betrachtung wieder¬

holen will : Aus 9i — g

(am Radius 1 ) y = — =

2 g 2
r 2 -f - 2 g 2

2 gr

folgt als Winkelbeschleunigung

Dieselbe Winkelbeschleunigung
g r 2 -f- 2 g

wird durch die Fadenspannung p x hervorgerufen , so dafs auch
Kraftmoment

V Trägheitsmoment
PiQ
mr !
~Y~

ist . Aus der Gleichsetzung der rechten Seiten ergiebt sich die
Fadenspannung

mgr 2 pr 2
^

r 2 + 2p 2 = r 2 + 2 g 2 '

Ist z . B . r = 10 p, so folgt p 1 = wo p das Cylindergewicht ist .
Man bemerkt , dafs bei der Herabsetzung der Freifallbeschleunigung

von g auf die Fadenspannung um ^ des Gewichtes vermindert wird.
Dies bestätigt die obige Bemerkung über den Ausdruck m (g — gx) .
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Der Grund , weshalb wir auf die Fadenspannung überhaupt ein¬
gingen , wird sich aus der folgenden Aufgabe ergeben.

347 ) Der Cylinder ist wiederum mit einem Faden um¬
wickelt . Das Ende desselben sei aber bei A an der schiefen
Ebene mit Neigung cc befestigt ,
auf welcher der Cylinder herab¬
rollen soll . Beschleunigung und
Fadenspannung sollen berechnet
werden , ohne dafs die Reibung
berücksichtigt wird .

Beim senkrechten Fall ergab sich

unter Drehungszwang v = h .
Man braucht nur l sin k für h zu setzen,
um hier v = ~

\/2 (̂ g}
l sin a zu finden, so dafs an Stelle von g1 = jetzt

g1 = J - g sin a als Beschleunigung tritt . Man kann aber auch so,
wie vorher , die Gleichung der Erhaltung der Arbeit benutzen , oder
auch B als Drehungspunkt betrachten . Das statische Moment der
Schwerkraft in Bezug auf B ist dann pr sin « , das Trägheitsmoment
aber ^ — f- mr 2 = mr !

. Es folgt die Winkelbeschleunigung
pr sin a 2 o sin a

also für M , d . h . für den Radius r , das r -fache oder gx
— \ g sin a.

Die Drehung wird, wenn keine Reibung vorhanden ist, durch die
V) T 2 f)

Fadenspannung p 1 hervorgerufen , so dafs auch ist :

Gleichsetzung beider Ausdrücke für y giebt 2

mg sin ce p sin a
px =

3
— 3

348) Diese Fadenspannung giebt uns an , wie grofs die
Reibung mindestens sein mufs , um das Herabgleiten zu ver¬
hindern und die Cylinderbewegung zu einer rein rollenden
zu machen .

Ist also der Reibungskoeffizient für Gleitung g, die Reibung selbst

also hier gp cos «, so ist im vorliegenden Falle gp cos a = ü . h.

P = j tang «•

Bei den gleitenden Körpern ist bekanntlich der Koeffizient

g = tang a ; man hat also für den rollenden Cylinder das

Fig . 256 .
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bemerkenswerte Resultat , dafs sein Gleiten schon durch den
dritten Teil derjenigen Reibung verhindert wird , die einen
nicht rollenden Körper vom Gleiten abhält . Mit anderen
Worten : Bei nicht rollenden Körpern findet das Gleiten
bereits statt bei tang bei dem rollenden Cylinder erst
bei tang cc > 3 p.. Die Steigung der schiefen Ebene darf also
hier die dreifache sein , ohne dafs Gleitung stattfindet . *)

Ist z . B . der Reibungskoeffizient fi = 0,2, so folgt aus tang a = 0,2
der sog. Reibungswinkel 11° 18' 40"

. Sobald die Neigung gröfser ist,
beginnen ebenflächige Körper zu gleiten . Der rollende Cylinder aber
gleitet erst bei tang cc = = 0,6, d . h . bei a — 30° 57 ' 50"

. Sobald
der Winkel kleiner ist , findet lediglich ein Rollen statt , und ab¬
gesehen von der geringfügigen rollenden Reibung gelten die oben
entwickelten Bewegungsformeln . Ist dagegen die Neigung gröfser, so

findet Rollen und Gleiten .zugleich
statt . Dies ist ein ganz anderer Fall
mit besonderen Bewegungsgleichungen .
Später soll auf diesen schwierigen Fall
noch eingegangen werden.

Mg . 257 .

349) Das obige Resultat ändert
sich sofort, wenn der Cylinder unter
Auflagerung auf eine Achse auf
der schiefen Ebene herabrollt .

Zunächst werde hier wiederum die
Reibung weggedacht , dafür aber ein Faden , der bei A befestigt ist,
um die Achse gewunden. Nach Art der obigen Entwicklung erhält
man als Beschleunigung des Punktes M

2 D2

9i = 9 sm ^ -
rp

-
^ i ,

als Winkelbeschleunigung (am Radius 1 ) also

9i 2 ff sin
' q r 1 -|~ 2 9 2

Die Fadenspannung am Radius p giebt aber für dasselbe y
den Wert

mr 2 mr~
¥

~

*) In mehreren Lehrbüchern und Abhandlungen finden sich in dieser Be¬
ziehung irrtümliche Ableitungen , die auf der falschen Annahme fufsen , dafs der
Beibungswinkel derselbe bliebe .
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Aus der Gleichsetzung beider Werte ergiebt _sich als Faden¬
spannung

_ mgr 2 sm oc p sm er
Pl r 2 -j- 2 g 2 »•* -f- 2 p 2

Ist z . B . r = 10 p , so wird = psin cc ~ - Ebenso grofs mufs
die gleitende Reibung sein , wenn das Gleiten verhindert werden und
blolses Bollen stattfinden soll.

' Der Koeffizient berechnet sich fin¬
den Grenzfall aus

p sm er '
u,p cos a = , ■ 8 ,

also
P ■r 2 g ^ 2 tang cc ,

im gewählten Beispiele also a = ~ tang cc, so dafs der Grenzwinkel
aus tang a — “ [i zu berechnen ist .

Ist z . B . wieder (i — 0,2 , so wird der Grenzwinkel, wie aus

tang « = 51 ■ 0,2 folgt, cc = 11° 31 ' 50"
, während er für nur gleitende

Körper war : 11° 18 ' 40"
. Der Unterschied ist also jetzt ein

weit weniger auffallender als bei dem einfach aufliegenden
Cvlinder , wo der eine Winkel fast dreimal so grofs war als der
andere.

Ein entsprechender Versuch kann wieder gemacht werden, indem
man das Rad der Atwoodschen Fallmaschine mit der Achse auf
zwei parallel gestellte Lineale legt und so auf schiefer Ebene herab¬
rollen läfst . Angenommen, der Reibungskoeffizient wäre 0,2 , so würde
bei cc gröfser als 11° 31' 50" fast nur ein Herabgleiten , kaum ein
Rollen bemerkbar sein , während ein Cylinder noch bei nahe 30° 58 '

einfach herabrollen würde . Für q — 0 , d . h . für unendlich dünne
Achsen , hört der Unterschied ganz auf.

Versuche dieser Art sind mit so einfachen Hülfsmitteln durch¬
zuführen und werfen so überraschendes Licht auf die entsprechenden
Punkte der Bewegungslehre und der Reibungstheorie , dafs ihre Nicht¬
berücksichtigung in den Lehrbüchern eine erhebliche Lücke bedeutet .

350) Nur noch ein Beispiel für die schiefe Ebene sei angegeben :
das der herabrollenden Kugel unter dem Einflüsse der Reibung
oder des um den gröfsten Kreis gelegten Fadens . Das Trägheits¬
moment der Kugel war schon in Nr . 174 abgeleitet worden . Die
Arbeitsgleichung würde hier lauten

A 7 . mv 2 . / 2 9\ ■fr 2 mv 2 . / 2 «\
pl sm cc = — + (-

5 mr ) y = ~if - + (t mr )
5)
'

7 mv z

T ir
Holzmüller , Ingenieur - Mathematik . I . 18
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Aus der Gleichung folgt als Geschwindigkeit des Mittelpunktes

g sm a

als Beschleunigung desselben also g1 = ~ g $Yncc , sodafs die Winkel -
beschleunigung ist

5 g sin a
7 r

Die Fadenspannung p t giebt aber die Winkelbeschleunigung

= PlT = &Pl
V T l mr s 2mr

5

Gleichsetzung beider Werte bestimmt die Fadenspannung als
2

px = yP sm k.

Ersetzt man für den Grenzfall px wieder durch die Reibung , so
folgt

2
pp cos a = yP Sln a >

p = ~ fang u und tang a = y p.d . h.

Daraus ergeben sich wiederum entsprechende Folgerungen . Beim
Reibungskoeffizienten p = 0,2 würde tang a = y0,2 = 0,7 den Grenz¬
winkel cc = 34° 39 ' 30"

(statt 11° 18 ' 40"
) für das blofse Rollen er¬

geben.

351 ) Da die Lehrbücher elementaren Charakters auf die ent¬
wickelten Unterschiede keine Rücksicht nehmen , kommen bisweilen
gelegentlich der Reibung unmögliche Beispiele vor, durch welche die
bestehenden Unklarheiten noch unterstützt werden . Fast nirgends wird

man z . B . folgende naheliegendeO O

Aufgabe gestellt oder berücksichtigt
finden:

Fig . 258 .

Ein Cylinder vom Gewichte
p werde durch eine an seiner

. Achse angreifende Horizontal¬
kraft p1 auf horizontaler Bahn

bewegt . Wie grofs mufs die gleitende Reibung mindestens
sein , damit nicht Gleitung , sondern nur Rollen entstehe ?

Zunächst werde wieder yon der Reibung abgesehen und das
Rollen durch einen Faden , der bei A befestigt und um den Cylinder
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geschlungen ist, erzwungen . Legt nun der Angriffspunkt den Weg h
zurück , so ist die Arbeitsgleichung

A = pji >V' / 3 o= — mv z.2 4=

Daraus folgt die Geschwindigkeit

für den Punkt M also die Beschleunigung g1 = -| l )i unü demnach
2 7)die Winkelbeschleunigung y = • Wie früher ist zugleich die

T 2 7) ^

Fadenspannung p2 : y = = — , und durch die GleichsetzungYYb7* 77t7*Fadenspannung p2 : y = und durch die Gleichsetzung
2

ergiebt sich oder p2 = ~ ■° mr 3 mr 3
Wie grofs also auch das Gewicht und der Radius des

Cylinders seien , die Fadenspannung ist in allen Fällen der
dritte Teil der Zugkraft .

Soll demnach auch ohne Faden nur Rollung ohne jedes
Gleiten stattfinden , so mufs die Reibung mindestens der
dritte Teil der Zugkraft sein . Sie ist aber in diesem Falle gp ,
also ist der Minimalwert für (i zu berechnen aus pp = - 1

, d . h . er

Pi_ ,
3 p

ist p
Sobald p < ” oder p x > 3 pp ist , findet Gleitung und Rollung

zugleich statt , und ganz neue Bewegungsgleichungen sind zu bilden.
Ist z . B . p = 0,2 , so mufs p± unterhalb 0,6 p bleiben , damit nur
Rollung stattfinde .

Unter dieser Bedingung bewegt sich dann _M, abgesehen von der
geringfügigen rollenden Reibung , nach den Formeln

2 3 m v ’3m >

die Drehung aber gehorcht den Formeln

2 3 mr

352) Wie aber erfolgt die Bewegung , wenn jene Be¬
dingung nicht stattfindet , d . h . wenn p t > 3 pp ist ?

Die Lösung ergiebt sich durch folgende Hülfsaufgabe , die auch
an sich nicht ohne Interesse ist.

18 *
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Ein Faden sei um einen Cylinder vom Gewichte p ge¬
schlungen ; er werde durch eine Kraft q bei A senkrecht

nach oben gezogen . Wie bewegen sich die
mg . 259 . Punkte M und A , und wie dreht sich der Cy¬

linder ?
Auflösung . Man zerlege p in q und p — q . Die

Kraft q und die nach oben gerichtete (— q) bilden das
Kräftepaar , welches den Cylinder in Drehung versetzt ,
die Kraft p — q zieht ihn nach unten . Die Drehung
erfolgt also mit der Beschleunigung y ■— — 2 2

A ~ '

/mr J\
\ 2 /

2 q Diealso am Rande mit der Beschleunigung gx =

Senkung des Punktes M geschieht mit der Be -
Der Punkt B senkt sichschleunigung g2 = ^ g •

erstens mit der Beschleunigung g2 , steigt aber zweitens
mit der Beschleunigung gx , seine wirkliche Beschleu¬

nigung , ebenso die von A , ist demnach

9a ~ 9i : P — g
m

2g
m

p — Sq

(Ist p = 3 so steht A still , was mit dem früher behandelten Falle
übereinstimmt .)

Es ist nicht überflüssig , auch hier den Satz von der Erhaltung
der Arbeit zu prüfen . Die Arbeitswucht der bewegten Masse ist
7YbV^ ^ , .- Ty Ist h die Senkung von M , so ist v = y2g 2 h , also

= mg2 h — (p — q) h. Ist ferner co
Radius 1 , so ist die Winkelgeschwindigkeit ■fl = ]/2 yco ,

W 2

der Drehungsweg für den
also

mr ‘
2

• r m =

2 q _ p — q
mr '

mr z
AT

also

2 q
mr

2 ph

co = qr co . Nun ist aber co : h = y : g2

Folglich ist = qrco = 2 2 Ä
m ' r (p — q) 2 * ' " p — q

2 Q^llDie Summe der Arbeitsfähigkeiten ist also (p — q) h - |- 1—-
P 2h= — [p -f - 3q 2 — 2jpq] . Ist dies eben so grofs wie die geleisteten

Arbeiten ? Die Kraft p hat den Weg h nach unten , die Kraft q den
Weg ht nach oben zurückgelegt ; die Leistungen sind also zusammen

ph — qhv Es ist aber hx : h = gs : g2
-- h — 3 q h — q

, also \ = h

und qhx = qh P ~ 3 g
p — q

Die Arbeitsleistung ist also ph — qh

P ~ 3g
p — q

LP — 3 q
q — p
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= — [p2 -j- 3 g2 — Dies stimmt mit dem obigen Resultate
P Q

überein , die Giltigkeit des Satzes ist also nachgewiesen.

353) Die Anwendung auf das Reibungsproblem ist nun sehr einfach.
Das Gewicht des Cylinders sei wiederum
p , die ziehende Kraft p 1 } die gleitende
Reibung q = pp und pL > 3 q, wie voraus-

Fig . 260 .

wmmmm.
gesetzt werden musste , um Rollung und ( M \

^
Pt

Gleitung zugleich zu erhalten . Die rollende V
^s y

^

Reibung bleibe unberücksichtigt . Die
Beschleunigung der Drehung erfolgt
durch das Kräftepaar + 2 am Radius r , ist also y =

\ 2 7

An der Peripherie ist die Beschleunigung gt = 2 pg
Der Kraftüberschufs p { ■— q = p x

— pp bringt die davon unabhängige

Beschleunigung von M hervor , und diese wird g2 = —- — • Die

Schleifung des Punktes B hat die Beschleunigung

(Das Schleifen ist Null , sobald p t = 3 pp ist . Es findet statt , sobald
p t > 3 pp ist , es findet nicht statt , sobald p 1 <C3pp ist . Die
Anfangsgeschwindigkeit war als Null vorausgesetzt .) Der von M
zurückgelegte Weg l verhält sich zum Reibungswege ^ wie g2 zu gs

Die Arbeitsgleichung würde sein

A = pJ

wo der letzte Posten die Reibungsarbeit ist . Dafs aber

Pil — ql,
ist , war schon bei dem Hülfsbeispiele nachgewiesen worden.

Die Bewegungsgleichungen für M sind

die Gleichungen für die Drehung sind

t\ &

Das Schleifen geschieht nach den Formeln
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Ist die Reibung gp > , so wirkt sie trotzdem stets nur in der

Stärke gp = ~~ ■ Setzt man dies ein , so wird das Schleifen Null ,
und die Formeln werden die früheren .

Die Richtigkeit des Ganzen kann man erproben , indem man
untersucht , ob der Satz von der Erhaltung der Arbeit gewahrt bleibt .
Man legt dabei bequem das Ende der ersten Sekunde zu gründe .

An einem allgemeineren Beispiele soll dies durchgeführt werden ;
der Abwechselung halber werde dabei die Behandlung geändert .

354) Ein beliebig gestalteter Körper rolle unter Aehsen -
lagerung von schiefer Ebene herab . Die Achse habe den

Radius q , und ihre Mittellinie
gehe durch den Schwerpunkt des
Körpers . Wie erfolgt die Be -

Mg 261 .

wegung ?
Zunächst sei die Reibung Null und

das Drehen durch den bei A befestigten
und um den Cylinder geschlungenen
Faden erzwungen . Die Bewegung ist
Drehung um M und gleichzeitige Ver¬

schiebung oder auch Drehung um den jedesmaligen Berührungspunkt
B allein . Das Moment der Schwerkraft in bezug auf diesen ist
2? since , die Winkelbeschleunigung also

p q sin u m q sin a
y == T -f mg * = 9 T -j- »i ? 2 '

Ebenso grofs ist die Winkelbeschleunigung der Drehung um M.
Die geradlinige Beschleunigung von M ist

2»p 2 sina
9i — VQ = T mQi

= . 9 j ,
TOj?

2 •

Die Fadenspannung ist

Pi = mg sin a — mg1 = mp sin a (l — = mg sin « •

Soll die Reibung den Faden ersetzen , so muss sein

9P cos a ]> p smce T -
+

— , -,
der Koeffizient also

f^ tang « YTFI ?
-

Der Reibungswinkel für gegebenes g folgt schliefslich aus

tang a — g ■T + mg 2
T
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Ist tang a kleiner , so findet die Bewegung nacli den soeben
berechneten Beschleunigungen g1 und y statt . Ist tang cc gröfser, so
findet Gleitung und Rollung zugleich statt . Die Drehung entsteht
durch das Kräftepaar + fip cos cc mit dem Hebelarme p, hat also die
Winkelbeschleunigung

fip cos ccq jiniQ cos cc
Yi == y 9 ^y 5

der Kraftüberschuss p sin a — fip cos cc giebt die fortschreitende Be¬
schleunigung für M , nämlich

9i p sin a — fip cos a — g (sin u — fi cos cc) .

An der Peripherie ist die Drehbeschleunigung
fip cos ap iuit cos ap '

9i YlQ = v = 9 T

die Beschleunigung des Schleifens ist also

_ / • T -f- ?>ip 8\
9i = 9i — 9% = 9 ( sm cc —• fi cos cc - ^- j •

TA - mo s
(Das Schleifen ist Null , sobald ,« < taug a y .

y ist, die Probe

stimmt also . Ist die Reibung gröfser, so wirkt sie trotzdem nur wie

die Fadenspannung , nämlich nach dem Gesetze fi = tang a T ; •)

355) Eine weitere Probe werde gemacht , um zu zeigen, wie es
sich bei Reibungsproblemen mit dem Satze von der Erhaltung der
Arbeit gestaltet .

Ist zunächst \ der von M zurückgelegte Weg , so ergiebt sich
der Gleitungsweg aus der Proportion l.A : — gs : als

T 4- » p
*

Sin a — fl COS a - - - = -

l l - ;- --
ö 1 g 1

1 sin cc — fi COS cc

Man setze nun folgende Arbeitsgleichung an :

Arbeit der Kraft = Energie der Massenbewegung -)- Reibungsarbeit ,t

oder
Arbeit der Kraft — Reibungsarbeit = Energie der Massenbewegung,
also

p \ sin cc — fip cos ■
sm a — ji cos a

T + wp 8
mv * . „, '9'8
~

2 ' 1 Ysm a — ji cos cc
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Ist diese Gleichung richtig ? Als Zeitpunkt wähle man z . B . das
Ende der ersten Sekunde. Dann ist

~ (sin cc — g cos cc) , ■g (sin cc — g cos cc) , -fr = = y ■- fip cos « e
T

Durch Einsetzung dieser Werte formt sich die linke Seite um zu
[
~ • « o * i o o T —f—1CIQ̂

”1sin"1cc — 2 g sin cc cos cc -f- g * cos^ cc - 1P_ 9
2 T

Kg . 262 .

Die rechte Seite führt auf denselben Wert . Die Probe mit dem
Satze von der Erhaltung der Arbeit stimmt also gleichfalls .

Dem Leser bleibe es überlassen , eine
ganze Schar hierher gehöriger Aufgaben,
z . B . solche , bei denen es sich um das
Hinaufrollen handelt , selbst anzusetzen. Um
jedoch zu zeigen, wie man die Schwierig¬
keiten des Ansatzes in mannigfacher Weise
überwinden kann , behandeln wir noch ein
verwandtes Beispiel.

356) Ein Faden sei über eine leicht¬
bewegliche Bolle gelegt, ' deren Masse

Null sei . An dem Ende A sei ein Gewicht befestigt , das
andere Ende sei um einen Cylinder vom Radius r und vom

Gewichte geschlungen , der infolge
der Fadenspannung und Schwerkraft
abrollen wird . Wie erfolgen die ein¬
zelnen Bewegungen ?

Auflösung . Sinkt A mit der Beschleu¬
nigung g2 statt g} so bleibt die Fadenspannung
S = (g — g2) m2 . Da die Masse der oberen
Rolle als Null angenommen ist , so herrscht
auf der andern Seite dieselbe Fadenspannung .
Damit ist die Aufgabe auf eine frühere
zurückgeführt , bei der es sich um die
Fadenspannung g statt S handelte , nur ist
noch die Unbekannte g2 darin . Dort erfolgte
die Drehung mit der Winkelbeschleunigung

2S _ 2mi (g — g1)

Fig . 263 .

, an der Peripherie also mit g3 =

Pl ~ S mi g -
» Jj 7

- n h {g — g %)M dagegen sank mit der Beschleunigung g1
Die beiden Bewegungen von B sind entgegengesetzt , die wirkliche
Bewegung also
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_ n _____
2 % (ff — g a) — «h g + i>h (9 — 9t ) (g — g s ) — m t g

J 'd J 1 m1 TOj
’

und dies ist zugleich die Beschleunigung g2 von A , sodass

Daraus folgt
ff2 = 3 to2 </ — 3to 2 £t2 — mt g

to.
3 m, — in.

g* = ■„ ■■■■■■- )■—5 g = q3 « j - j- TO, u J
3 l >ä — i >l
3 ft + ft

Dies in die Gleichungen für y und ^ eingesetzt , giebt die Winkel¬
beschleunigung

= in h9 = _7 r [3m 2 + to, ] r [Sp 2 + ft ] ’

für Af aber die Beschleunigung

9i = 9
TO, -j- TOä

TO, -}- 3to2
Pl + ft .J Pl + 3ft

Setzt man z . B . ft, = 3j >2 , so wird , wie in einem früheren Bei¬

spiele, g2 — 0, . gt — g . Setzt man p 1 = oo , so wird g2 = g, womit

A die gröfste mögliche Geschwindigkeit erhält . Dabei wird (/, = | - ,
was die geringste Senkungsbeschleunigung für M giebt . (Ein Steigen
von M würde nur möglich sein, wenn man das Gewicht jö2 durch eine
Kraft ersetzte, die nicht an die Maximalbeschleunigung g gebunden ist .)

Berücksichtigt man die Masse der oberen Bolle , so wird die
Lösung nicht viel schwieriger , nur ist natürlich die Fadenspannung
rechts eine andere, als links . Ist nämlich die Spannung links wieder
S = m2 (g — g2) , so würde, da die Bolle am Bande die Beschleunigung g2
erhält und ihre auf den Band reduzierte Masse ist, für die Spannung

rechts nur übrig bleiben S - g2 oder Sj = m2 (g — g2) - - g2

— m2 g — g2 (m2
-j- Von jetzt ab ist die Aufgabe zu behandeln

wie vorher .

357) Auch die Schwungradtheorie läfst sich mit den bisherigen
Hülfsmitteln behandeln . Man kann bei gegebener Schwungmasse die
Gröfse der Schwankungen in der Geschwindigkeit und umgekehrt aus
der zulässigen Schwankung die Schwungmasse berechnen . Über
dieses Kapitel vergleiche man den Anhang .

Zu entsprechenden Beispielen können noch herangezogen werden
der Drehungskörper mit symmetrischem Schnitt in Kr . 125 , besonders
der ringförmige Wulst in Nr . 126 , die Kugelbetrachtungen in Nr . 174
und 175 , besonders die Stofs- und Pendeltheorie , die Energiezunahme
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der sich zusammenziehenden Erde in Nr . 177 , die Drehungsparaboloide
verschiedener Ordnung in der Tabelle des Abschnittes 188 .

Man erkennt , welch reichen Übungsstoff man schon an diese ein¬
fachsten Körperformen anschliefsen kann , und wie viele wichtige Kapitel
der Mechanik nur mit Hülfe der Trägheitsmomente erschlossen werden
können.

358) In ähnlicher Weise wie der Kreiscylinder und der Rechtecks¬
körper können andere senkrechte Cylinder und Prismen bezüglich
der Trägheitsmomente behandelt werden, da jede der früher besprochenen
ebenen Flächen als Grundfläche genommen werden kann .

Man beginnt mit Tu . Ist F der horizontale Querschnitt , so folgt
Fh s

Fy l als sein Trägheitsmoment , also wird Tu = -
g

— , und für den
Fh 8 Jh 2

Schwerpunktsschnitt wird Txy = — — • Ist ferner tx das eine
axiale Trägheitsmoment der Grundfläche, so ist tx h das des Körpers für
den entsprechenden senkrechten Schnitt , d . h . es ist Txz = tx h. Ist tv
das andere Axialmoment der Grundfläche, so wird Tyz = ty h . Für die
senkrechte Schwerpunktsachse wird nun Tz = Txz -\- Tyz , für die durch
den Schwerpunkt des Körpers gelegte X-Achse wird Ta = Tyx -)- Tzx ,
für die Y-Achse Ty — Tzy -j- Txy . Endlich wird das Polarmoment
für den Schwerpunkt des Körpers Tp = Txy -(- Tyz Tzx .

(Auch für schräge Prismen und Cylinder lassen sich gewisse
Momente leicht berechnen , andere aber erfordern Kenntnisse des
nächsten Abschnittes . So läfst sich z . B . das schiefe Parallelflach oft
in ein senkrechtes Prisma und zwei Dachkörper zerlegen , welche
letzteren aber der Ordnung 1 angehören .)

Fig . 264.

359) Im Anschlufs an Fig . 130 lassen sich auch die Trägheits¬
momente der Körper von der Ordnung Null stereometrisch ver¬
anschaulichen . Wegen der Querschnittsformel qy — Ty 2 handelt
es sich um eine Darstellung durch Körper von der Ordnung 2 . So
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ist z . B . das Trägheitsmoment des ersten Körpers in Fig . 264 gleich dem
Inhalte des zweiten parabolischen und auch des dritten Körpers , sobald
nur die letzteren statt der Grundfläche G die Grundfläche Gh 2 erhalten .

Das Axialmoment des ersten in Bezug auf die senkrechte Achse
kann man durch ein Prisma oder einen Cvlinder von derselben Höhe
darstellen , dessen Grundfläche gleich dem polaren Trägheitsmomente
der Grundfläche des ersten Körpers ist . Ist letztere z . B . ein Quadrat

;, 4
von der Seite 6 , so hat man für die Hülfskörper die Grundfläche —

zu nehmen.
Da hier und später für die Linien

mehrfach Ausdrücke höherer Dimension auf-
treten , so sei an folgendes erinnert .

360) Um Ausdrücke wie a 2
, a s

, a4
, . . . als

gerade Linien darstellen zu können , mufs
man neben der Länge a noch die Länge
der Einheit kennen . Man bildet nun aus 1
und a ein beliebiges Dreieck OA0 A1 , setzt
auf OA± ein ähnliches , auf OA2 wiederum
ein ähnliches und fährt so fort, dann erhält
man OA2 als u2

, OA.s als a3
, 0A 4 als a4 u . s . w .

Dies folgt aus Proportionen wie 1 : a = a : x
oder a : a2 — a? : x u . s . w.

Schaltet man als Winkelhalbierende die mittleren Proportionalen
zweier aufeinanderfolgenden Strahlen ein, so erhält man auch die

13 5

Längen für a 2
, a 2

, a 2 u . s . w . Fährt man nach unten fort , so

erhält man zunächst — , -i , - <r u . s . w . , oder , was dasselbe ist

a —1
, a~ 2

, ar~ 8
, u . s . w . Die so entstehenden Eckpunkte liegen auf

einer logarithmischen Spirale . Hat man diese korrekt gezeichnet und
läfst man die Winkeltheilung mit Hülfe des probeweisen Zirkel-
abstechens auf einem Kreisbogen zu, so kann man alle Potenzen von
a mit rationalem Exponenten im Prinzip konstruieren . Dreiteilung
des Winkels y giebt dann bis zur Spirale reichende Strahlen von der

L A
Länge a 3 und a 3 '

C . Körper von der Ordnung 1 .

361 ) Der symmetrische Dreieckskörper mit rechteckiger
Grundfläche .

Ist G — ah der Oberschnitt , so ist der Horizontalschnitt in der

Fig . 265 .
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Höhe g gleich Cr ^ ; also sein Trägheitsmoment in Bezug auf die

untere Fläche £s
; so dafs nach der Schichtenformel für den ganzen

Körper wird

Verlegung nach dem durch
S gelegten Horizontal¬
schnitte giebt

oder auch

(Oder : Der durch % ge¬
legte senkrechte Dreiecks-

bh s
schnitt hat in Bezug auf die X-Achse das Moment — ; demnach ist für

den ganzen Körper das Planmoment Txy — a =
Der durch x gelegte senkrechte Dreiecksschnitt hat nach Nr . 32

hbs
in Bezug auf die senkrechte Mittellinie das Moment — , folglich ist
für den ganzen Körper

1 v ° —
48 a — 24

“ '

In Bezug auf den durch x gelegten senkrechten Dreiecksschnitt hat der
Ja 2

Körper nach der Prismenformel Tzx — - — •

3?ig . 267.

Für die durch den Körperschwerpunkt gelegten Koordinaten¬
achsen erhält man also
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JW
¥¥ + Ja *

12
= (2Ä* + 3a 2) , Ty = ^ = f 2 (3P + 4ä 2) 7

- tf + Sr “ s (2a* + **
) •

Das Polarmoment für S wird

Tp = Txy + Tyz + Tzx = / - (6a 3 + 3Z>3 + 4A 3) .

Nach der Querschnittsformel ^ z3 kann das Trägheitsmoment
Tu dargestellt werden durch die in Fig . 267 gezeichneten parabolischen
Cylinder dritter Ordnung oder durch das Drehungsneiloid , dessen Profil
durch semikubische Parabeln gegeben wird.

Auch für die anderen Trägheitsmomente lassen sich Darstellungen
finden, die als Übungsbeispiele dienen mögen.

362) Das Drehungsparaboloid .
Der Schnitt in Höhe z ist G — , sein Trägheitsmoment in Bezug auf

die Grundfläche G 3— Z ö
h ^ ’ also wird wie vorher

Tu
GW
h 4

JW
2 ’ TJ - Xtj

Jh *
_ GW

T¥ 36

Der Radius in Höhe z ist r Vi > das

Polarmoment des zugehörigen Kreises ist

—
* ™ = ~ ~ 02 also ist nach der Schichten-

2 TP 2 TP ’

formel für den ganzen Körper in Bezug
auf die 0-Achse

T. = Gr * TP
¥TP ¥

Gh r *
_ Jr *

~
2

~ ¥ 3

Halb so grofs sind die Momente Txz -̂ yz
Jy 2

= — • In Bezug auf die durch S gelegten

Fig . 268

Koordinatenachsen x und y
hat man also

Tx — Txy + Tiz = J (jg + y ) == jg Qi2 + 3r 2) .

Ebenso grofs ist Ty . Endlich ist

Tp = Txv + Ty . + Tzx = J g + £ + £ ).
= ~ Qi2 + 6r 3) .

363) Bemerkung über die Körper von der Ordnung 1 .
Bei allen diesen Körpern , also auch beim elliptischen Paraboloid und
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bei den umgekehrt aufgestellten parabolischen Gewölben von beliebiger
,JVGrundfläche, findet man zunächst Txy = — • (Dies gilt auch yon

den entsprechenden Schrägkörpern , die aber vorläufig ausgeschlossen
bleiben sollen.) Tys und Tzx ergeben sich mit Hülfe der beiden Axial¬
momente des Horizontalschnittes , Tz mit Hülfe des Polarmomentes , wo¬
bei man die Summenprobe machen kann . Tx und Ty sind leicht zu
bilden , ebenso Tp .

Auch die Stumpfe dieser Körper sind leicht zu berechnen,
da nur der Ausdruck für \ vom Ausdrucke für h2 abzuziehen und
dann auf den Schwerpunkt zu reduzieren ist .

D . Körper von der Ordnung 2 .
364) Der senkrechte Kreiskegel .
Der Schnitt in der Höhe g ist , wenn Gr die Grundfläche bedeutet ,

Gr
p0

2
, das Trägheitsmoment in Bezug auf die Ebene, auf die der Kegel

Grmit der Spitze gestellt ist , wird aus q = p g1 nach der Schichten-
G h5 Gh 3

formel als Tu = p — = - g- abgeleitet . In Bezug auf den Horizontal¬
schnitt durch den Schwerpunkt wird

T =J - xy -
Gh * Gh [ 3

3 (P )
'

: JV .

Für die senkrechte Achse hat der Querschnitt in Höhe g das Trägheits¬
moment

Frl _
Gä 2 ( r j ) Gr 3 z*

2 V 2 2 h *

Die Schichtenformel giebt für den ganzen Körper
Gr 3 W>

_ Gr 3h Gh 3 r 2 3 Jr ‘
2 h * 5 1Ö

"~ ~
3

'
TÖ

"
10

Für jeden vertikalen Hauptschnitt wird das Trägheitsmoment halb so
grofs , also ist

T =-Lyz T =J- zx -
3Jr 2

20
Daraus folgt

Tx - TXz Tzxy ■
3 J > 2 3 JV

20
~ ' 8Ö

“ 3 j ;
80 (4 r 2 + Ä2) .

Ebenso grofs ist Ty .
punkt wird

Tx + Tt + T, = 2 •

Das Polarmoment in Bezug auf den Schwer-

”
(4 r ’ + V) + 1 ■ iif _ 11 (16 + V) .
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365) Parabolischer Cylinder . Der in Pig . 269 dargestellte
parabolische Cylinder zweiter Ordnung , der symmetrisch von zwei
parabolischen . Flächen begrenzt ist , hat in Höhe z den Quer-

(xschnitt p «2
, so dafs wie Pig 269

vorher

wird . Für den Schwerpunkts¬
schnitt wird

. -r U>VfV • ,wobei J = —— ist .
Der Oberschnitt habe in Bezug auf seine Mittellinien die Trägheits¬

momente
= ~ und ab 3

12 7

dann sind für den in Höhe z liegenden Horizontalschnitt die Momente

b ( a , \ s ba s
6 , % !) „

12 (h * n und ~ li ~ b

Für den ganzen Körper also wird

ba 3 V a 3bli _ abha 2

12 Ä6 7
= IT

=
84

und
„ ab 3 h 3 ab 3h abh b 2
lzx = 127T2 ~

3
— ’ ”

36
~

3
~

12

TX v;

ab 3

21h 2 Z2

Ja 2
IsT

Jb 2
U '

Das letzte Resultat könnte direkt nach der Prismenformel hingeschrieben
werden . Folglich ist

Tx = Txy + T„ = ~ = 4 ) (9Ä2 + 20 &2) >

Ty = Txy + Ty. = ^ = ^ (21 h? + 20a 2) ,

Jb 2
Tz = Tzx + Tyz +

Ja 2
28

£
84 (7 b2 + 3 a2) .

Das Polarmoment für den Schwerpunkt wird
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Tp = ( l xy + Ty:1) + T„ = ^ (21 V + 20 a2) + ^
= iSö (63 v + 60 ° 2

+ 140 &2) •

366) In derselben Weise sind alle Arten von senkrechten Körpern
zweiter Ordnung zu behandeln , z . B . sämtliche senkrechten Pyramiden
und Kegel, wobei die letzteren beliebige, z . B . auch elliptische Grund¬
fläche haben können.

Die Trägheitsmomente dieser Körper können ebenfalls veran¬
schaulicht werden, z . B . Tu durch den von der Parabel vierter Ordnung
x = pS

i begrenzten parabolischen Cylinder, dessen Inhalt ™
ist . Für ihn kann auch ein Drehungskörper eintreten , der von
Parabeln zweiter Ordnung begrenzt ist . Sein Schnitt in der Höhe y ist

Gri ä jr = pS
4

, so dafs die Gleichung der begrenzenden Kurve ist
G 2a? = n - s 2 .

iVTC

Die Stumpfe der Körper zweiter Ordnung sind nach der Subtraktions¬
methode zu behandeln , indem man vom Körper von der Höhe den
von der Höhe ht abzieht.

E . Körper gemischter Ordnung Ms zur zweiten Potenz .
367 ) Die Kugel . Dieser Körper ist bereits in Nr . 174 behandelt ,

und zwar ist für ihn

Txy = Tyi = T1X = ~ r ’ % = \ jr 2
, also Tx = Ty = Tz = -| Jr 2 ,

das Polarmoment in Bezug auf den Mittelpunkt aber gleich -| jr 2 .
Demnach ist derjenige Radius , dessen Quadrat für alle Kugelpunkte

~ Jr 2
das mittlere ist , zu bestimmen aus q

2 — Ay — = ~ r 2
, so dafs

Qp — r
~
V 'j ist - Dagegen ist der axiale Trägheitsradius p = rj/ | - ,

der auf den Hauptschnitt bezogene Trägheitsradius der Halbkugel

rj
- J g

Qj = ry -
5 , wie aus p2 = —-j — folgt . Für den Horizontalschnitt der

"
2

Halbkugel in der Höhe 0 ist nach 174

qz
= r 2 %s2 — tcs1 .

Demnach kann das Trägheitsmoment der Halbkugel veranschaulicht
werden durch den parabolischen Cylinder , der von der Parabel ge-
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mischter Ordnung x — begrenzt wird , oder durch den
Drehungskörper , dessen Schnitt in der Höhe y ist

x2it- = r 2jt / — Ttgi ,
woraus sich die Gleichung der begrenzenden Kurve als

x2 = r 3£2 — s4
ergiebt .

368) Das Drehungsellipsoid mit den Halbachsen a und b.
Geschieht die Drehung der Ellipse um die Achse b , so tritt an

Stelle des Kreisschnittes b2 it der Schnitt a? 7C, an Stelle seines Polar¬

momentes tritt das letztere
entsteht also aus dem ersteren durch

Multiplikation mit p - Dasselbe gilt
von jedem Horizontalschnitte . Dem¬
nach wird das Axialmoment des
Ellipsoids ( Y- Achse als senkrecht
betrachtet )

oder , da der Inhalt des Ellipsoids gleich ~ b&7t ■ p = -| a2 & jr ist,

Ty = | (\ a? bn) a2 = f Ja 2 .

Für jeden senkrechten Hauptschnitt ist das Moment halb so grofs,
also

Txy = ~ Ja ? = ^ (Ybit = Tyz .

Das Moment Tzx ergiebt sich aus dem Kugelmomente , indem man
a 2

jeden Horizontalschnitt mit p multipliziert , was

Tzx = ± V* - aWn , =r \ Jb *

giebt . Demnach wird

Tx = Txy + TXZ = \ Ja 3 + } Jh 2 = | J (fl 2 + ¥ )

= a%b % (a2 + &2) = Tz .

Endlich folgt als Polarmoment
Tp = (Txy + Tvz) + Tzx = § Ja 2 + -f - J6 2 = ~ (62 + 2a 2)

= ~ a? bn (b3 -j- 2 a2) .
II o 1z m ii 11e r , Ingenieur - Mathematik . I .

Fig . 270 .

19
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Der Radius , dessen Quadrat unter den Radienquadraten aller Ellipsoid -
punkte das mittlere ist , ergiebt sieb aus

J 5
als

t / 6 2 4 - 2 a 2
^ K 5

Der axiale Trägheitsradius ist für die Y- Achse p^ = a ]/ ~ , für die
X - Achse und X- Achse Qp

= jf/a 2 + b 2
. In Bezug auf die Haupt¬

schnitte des Halbellipsoids erhält man für dieses

<»* ,,
= = « V =

Dieselben Resultate ergeben sich auf Grund der Gleichung

5 + p = l oder x2 = a 2 — ^ y2 ,

woraus sich die Trägheitsmomente der Querschnitte als

x i it n r ,
T - = 2Lfl- 2 a 4

IX /
*

+ 54 »
*
] ,

ai2 j£ ■ y2 = % [j

* 43T
IT

2 a4
+ V4 ^ ] ’

ergeben , auf deren jedes die Schichtenformel anzuwenden ist .
Entsteht das Drehungsellipsoid durch Drehung um die Achse a,

so sind in allen Formeln a und b zu vertauschen .

. 369) Das dreiachsige Ellipsoid . Die Achsen seien der
Gröfse nach a, b und c, den Koordinatenachsen des vorigen Beispiels
entsprechend . Das neue Ellipsoid entsteht aus dem vorigen durch
konstante Verkürzung aller horizontal nach hinten gehenden Achsen
mittels des Faktors — • Jeder Horizontalschnitt wird in demselbena
Verhältnis verkleinert , folglich wird

~ a2 b^ 7t ■ — = ~ abs cit,zx 10 a 15 ’

oder, da A oben, der Inhalt des Körpers ist ,

Tzx = \ Jb 2.

Der horizontale Hauptschnitt hat in Bezug auf die x -Achse das

Trägheitsmoment , welches aus (dem des Kreises) durch
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0 ^ ,
Multiplikation mit —g entstellt . So ist es in jedem Horizontalschnitt ,
folglich wird

Txy = (i ctox ) ~ = ah <? x = T J (? -

Jeder solche Schnitt hat in Bezug auf die s -Achse das Moment
* Ci7twelches aus dem des Kreises , d . h . aus — , durch Verkleinerung

mittels des Faktors — entsteht . Demnach wirda

Tyz = ^ â bit • ~ = ^ az bcjt = y Ja 2.

Jetzt folgt

Tx = Txz -\- Txy = ~ J [V + e2) , Ty = Txy + Ty . = j J (f + a2) ,

Tz = Tyz + Tix = A J (a2 -f- V).

Endlich ist das Polarmoment

Tp = ±J {a* + V + <*).

Dividiert man jedes Moment durch J , so erhält man das Quadrat des
entsprechenden Trägheitsradius . So ist z . B . der Radius, dessen Qua¬
drat unter allen Radienquadraten das mittlere ist,

-i/a s + &» + cs
9 = V -

5
-

Dieselben Resultate ergeben sich aus der Untersuchung der Schnitte
in der Hohe y, nur treten dabei irrationale Ausdrücke auf.

370) Kugelabschnitt . Nach Nr . 313 ist der Horizontalschnitt

qy
— x^ jt = 2rny — « i/2,

also das Trägheitsmoment in Bezug auf die Grundebene der Fig . 228

2rxy B — t̂yi.

Für den Körper von Hohe Ji wird also

rr o h * h5
Tu = 2rx -J — % -

g
•

Der Schwerpunkt erfordert nach Nr . 313 Verschiebung um
h Sr — 3h

y$ =
4

' ~
3T^ h ’

so dafs für die Horizontalebene durch 8
19
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T T — y% J =
u J8 o hi2rjt — nh!

1T
TP
16

'8 r — 3 Ä\ 2 nh ;
,
~
3 V ^

~
h )

~
3 (' dr hT)

ist , was sich noch vereinfachen läfst . Hier ist es aber vorzuziehen,
mit den Hülfswerten h, und J zu rechnen.

Das Polarmoment des Schnittes in Höhe y ist

% == ^ == \ (2r v — v2) 2 = j (4yy — Ar vs + f )-

Demnach wird für den Körper in Bezug auf die senkrechte ?/-Achse

Ty = ¥ (4r
3

- 4r
4 + 5 ) = -

2
- U - rh + lvJ ■

Für jeden senkrechten Hauptschnitt wird das Moment halb so grofs,
also

Die durch den Schwerpunkt gelegten Koordinatenachsen geben neben
dem obigen Ty noch

T — T 4 - T — T-*- x — -‘- xy -*- xz - z j
ebenso

Tp -j- Txy - (- Tys - (- TZX }
was ziemlich komplizierte Formeln giebt , aber keine Schwierigkeiten
macht .

371 ) Kugelschicht . Sind r , \ und h2 gegeben, so ist mit
den Formeln in Nr . 314a zu arbeiten . Sind a , b und h gegeben, so
ist die Formel

x2 = (a? — V — 2 hg) —j— 2 —(— Ti) y — y2

aus Nr . 314b anzuwenden, aus der sich die Momente x^ y%,
leicht ableiten lassen . Die Resultate werden mit Hülfe der Schichten¬
formel auf den ganzen Körper ausgedehnt .

372) Ellipsoidsehichten . Sind die Schichten durch parallele
Schnitte zu den Hauptebenen begrenzt , so sind die Formeln aus denen
für die Schicht einer ebenso hohen Kugel abzuleiten. Am ein¬
fachsten geht man von den Hauptschnitten aus.

Die Kugel vom Radius b hat in der Höhe y den Schnitt

x%% == b - % — y%x .

Der des Ellipsoids wird daraus abgeleitet , indem man zunächst mit

dann mit ~ multipliziert , was



Die Trägheits - und Centrifugalmomente der wichtigsten Körper . 293

(XC7t / -] i) n-

% = w (b — y )

giebt . Man erhält für die Schicht von 0 bis y den Inhalt

z . B . von 0 bis b den Inhalt des Halbellipsoids j a b c x .

mg . 27i .

Multipliziert man den Schnitt mit y2
, so erhält man in Bezug

auf die Grundfläche sein Trägheitsmoment
acn

( Vf - f ) .

Für die Schicht von 0 bis y ergiebt sich also

_ «« /y ^ _ f \— 3 5 /

Für das Halbellipsoid wird z . B .

_ « C7I / ö 6 &s \
lxz ~~ \¥ TJ 15 ab 3cx.

Die Grundfläche hat in Bezug auf x das Trägheitsmoment was

6 47T
aus dem der Kreisfläche, durch Multiplikation mit -p - (erst mit

dann mit hervorgegangen ist . So ist es mit jedem Schnitte ,

also auch mit der ganzen Schicht von 0 bis y. Es folgt aus dem

entsprechenden Trägheitsmomente der Kugelschicht , welches mit Hülfe

von ^ (p % _ y%y = ^ (bi — 2 b2y2 -f- f ) berechnet wird und

sich als
2V y‘ + i )
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ergiebt ,
T4 x

ac°
F

Für die Schiebt von 0 bis b z . B . ergiebt sich

^ (V - i ^ + i ^ - rs * w *-
In Bezug auf z hat die Grundfläche das Trägheitsmoment was

Tt . . « . ClfiCaus — durch Multiplikation mit hervorgeht . Aus dem Momente
der Kreisschicht von 0 bis y , d . h . aus

ergiebt sich also
- ? (* » - 2 *’ £ + £ )

a °c
F '

Der Schwerpunkt der Ellipsoidschicht liegt in derselben Höhe , wie
der der Kreisschicht . Für letztere ist

Ile -- r
M
T :

Vn ■

v* y - * yi
1 3

Zy
4

2 6 ä — y s
3FF /

Die Reduktion auf den Schwerpunkt und die Berechnung von Tx , TV1 l zund Tp für sein Koordinatensystem sei dem Leser überlassen , da es
sich um ganz einfache Rechnungen handelt .

Damit ist auch die Angelegenheit der Ellipsoidsegmente und der
beliebigen Horizontalschichten erledigt , denn dabei sind nur Subtrak¬
tionen oder Additionen auszuführen .

373) Das Drehungshyperboloid .
Man benutze Figur und Grundformeln des Abschnittes 316, wo sich

1 ) ^ = a2 +
<
j
?

y2

ergeben hatte , während die Schwerpunktshöhe war
_ Sh 2 &2 - (- h a

ys ~ 4 3 &2 4 - P
‘

Die Trägheitsmomente der in Höhe y liegenden Horizontalschicht
QĈTCsind — und —

? was mit Hülfe von 1) leicht auszurechnen
ist . Die Formeln werden denen des Drehungsellipsoids analog.

Der Übergang zum dreiachsigen Hyperboloid erfolgt ebenso,wie der vom Drehungsellipsoid zum dreiachsigen Ellipsoid .
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374) Für das zweimantelige Drehungshyperboloid sind

die Formeln des Abschnittes 317 zu Grunde zu legen, mit denen ebenso

leicht zu rechnen ist . Auch dort bietet der Übergang zur dreiachsigen
Form keine Schwierigkeiten .

Die Prismatoide sind auf Grund des Abschnittes 318 zu behandeln

und haben geringeres technisches Interesse , ohne auf Schwierigkeiten
zu führen .

F . Einige Körper höherer Ordnung.

375) Ganz analog sind die Körper höherer Ordnung zu behandeln,
bei denen Formeln wie

x — a + by + cy^ - (- dys + • • •
oder

= a -J- ly -j- c«/2 + dy4 + • • •

mafsgebend sind . Namentlich die mit diesen Formeln zusammen¬

hängenden Drehungskörper bieten interessante und einfache Übungs¬

beispiele.
Sind die entsprechenden Reihen unendliche, so hat man sich im

Konvergenzbereiche zu halten .
Hätte man das dreiachsige Ellipsoid direkt berechnet , so hätten

sich als Horizontalschichten Ellipsen mit den Halbachsen ay = ^ ]/ &2— t/2

und cy = ~ ]/c 2 — i/ ergeben , was auf Trägheitsmomente von den

Formen
ayCyTty

* oder ™ V (& — y%) (e2 — y 2) ,

% or , e t 7tac ,% a 9, c\ K + hl)
44 4

geführt haben würde, die sämtlich irrational sind. Die Irrationalitäten

können mit Reihenentwickelung mittels des binomischen Lehrsatzes

behandelt werden , was langwierig ist und zu den anschauungsmäfsig

abgeleiteten Resultaten zurückführen mufs.

376) Bezüglich der entsprechenden Drehungskör per lassen

sich einige Resultate des Abschnittes IY benutzen . Hierher gehört
die Formel

Centrifugalmoment
statisches Moment

im Abschnitte 116 und der dazu gehörige Symmetriefäll , die Formel

T = J (p
2 +
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des Abschnittes 125 über den dort behandelten 1 Symmetriefall und
das Beispiel des Bingkörpers mit Kreisquerschnitt für den in Kr . 126

I ’ig . 272 . Ty — 2pr 2jt2 (p 2 - f- r 2) berechnet
ist , so dafs Txy und Tzy halb so
grofs sind.

Schwerer ist Tzx zu be¬
rechnen . Der Schnitt in der Höhe
y über dem horizontalen Haupt¬
schnitte hat die Radien

ei = 9 + Vr% — f ,
e2 == p — ]/r 2 — iß.

Die Schnittfläche wird also

ff»
= * ( el ~ et ) = * (e i + ea) (« ! — et) = 2p • 2 }/r 2 — iß

= 4p st yV2 — y2.
Ihr Trägheitsmoment in Bezug auf den horizontalen Hauptschnittist also
1 ) qy y2 = 4p3r«/ä ]/r 2 — y2.

Fig . 273 .

Der variable Ausdruck y2 Yr 2 — y2 ist aber weiter nichts , als das
Trägheitsmoment der Querlinie des Viertelkreises
in Bezug auf den horizontalen Durchmesser . Die
Anwendung der Schichtenformel auf diesen Aus¬
druck giebt also für die Schichten von 0 bis r das
Trägheitsmoment des Viertelkreises , d. h . ~~ •° 7 16

Demnach giebt 4y 2 ~f/r 2 — y2 für dieselben Schichten
Für die obere Hälfte desVT ‘den Ausdruck

Körpers wird demnach
rj 7 QK ^ Tt

4 7
für den ganzen Körper entsteht
2) Txz — 2qit

r-^ - = 2p ® 4 ,
wo tx das Trägheitsmoment des Kreisschnittes für die « - Achse be¬
deutet . Aus Txz und den übrigen Trägheitsmomenten folgt nun leicht
Tz — Tx = qt 2x (p 2 + ~ r 2

) == J (y + r 2) und Tp = J (p 2 + r 2) .

377 ) Satz für Guldinsche Körper , deren erzeugende Fläche
symmetrisch gegen eine Parallele zur Drehungsachse ist .
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Hat der Körper die nebenstellende Gestalt und bat der in der
Höbe y liegende Horizontalscbnitt die Radien und e2 , so ist die
Fläche des Schnittes gleich
x (e 2 — und sein Träg¬
heitsmoment in Bezug auf die
Ebene xs ist % (e

* — e \̂ y2

= 2 % (e 1
— e^ y2

. Da¬

bei ist — ^
e% die Entfernung

q der Symmetrielinie von der
Achse, (et — e2) y2 ist das Träg¬
heitsmoment des Flächenquer¬
schnittes in Bezug auf die
X -Achse, welches tx sei . Folg¬
lich ist nach der Schichtenformel für den ganzen Körper

Txz 2 Q 3t tx .
Nun war in Kr . 125 für solche Körper gezeigt, dafs Tv = J -J- og>

2
)

war , so dafs Tys = Txy = A J -f - 3p^ ist , demnach ist für den
vorliegenden Symmetriefall

Tz = Tx = Txy -f- Txz — y J {q 2p ?r tx

= 2pjr [ g
- (q

2 + -f- 4]
und

Tp = J (q -f- 3 qx ) - )- 2g3ttx = 2 q3% | F -f- ^ Qi ) “h 4^ -

Hier bedeutet px den Trägheitsradius der Fläche in Bezug auf die
Symmetrieachse.

Daraus folgt , dafs eine grofse Zahl von Drehungskörpern , von
denen die mit Hülfe von

x = a -f- by - |- cy2 + dyd + • • •

erzeugten nur spezielle Fälle sind (es handelt sich um den Sonderfall
p = 0) bezüglich ihrer Hauptschnitte vollständig behandelt werden
können . Die für Räder , Kreisscheiben , Kugeln , Hohlcylinder u . dgl.
gelösten Aufgaben über die Energie drehend und fortschreitend
bewegter Körper , über excentrischen Stofs und Pendelbewegungen,
über Fadenspannung und Rollen und Gleiten auf schiefer und hori¬
zontaler Ebene lassen sich also , soweit es sich um die Hauptschnitte
und Hauptachsen handelt , auch für die hier besprochenen Drehungs¬
körper lösen.

Fig . 274.

- - 9 - -
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G . Der Drehungssatz für die Trägheitsachsen.
Einige Hülfsaufgaben der Raumgeometrie werden vorausgeschickt .
377 ) Aufgabe . Eine Gerade OA bilde mit der X -Achse und

Y-Achse die Winkel a
Fig . 275 . und ß . Welchen Winkel

y bildet sie mit der
Y-Achse?

Auflösung . Sind
xx , Vd 0i die Koordi¬
naten von A , so ist

X-, = r cos cc ,
Vi ■r cos ß ,

r cos y,
aus

r2 cos2 cc -f - r2 cos 2 ß - (- r2 cos2 y =
Demnach bestimmt sich y aus

cos y

4 + y\ -h 4 = n
folgt also

=r 2
, oder cos2 cc + cos2 ß -{- cos 2 y = 1 .

j/lT ^^ cös^ aAAcös 2 ^ .

379) Aufgabe . Die Punkte Ax und A2 mit den Koordinaten
xx , y1 } zx und g2 seien gegeben . Wie grofs ist ihre
gegenseitige Entfernung ?

Fig . 276 .

Auflösung . P x und P 2 seien die Projektionen der Punkte A x
und Aû auf die Gründebene , Qx und Q2 die von P x und P 2 auf die
Y-Achse, ferner sei P XB | | QXQ2 , AXB || P XP 2 , dann ist
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k = % + (*» — «i)
2 = (« s — % )

2 + (:lh — Vi)
2 + (*s — *i)

*
,

also
& = Y (x2

— xßf
~
f (y2 — &)* + (*, — *0 2 .

380) Aufgabe . Eine Ge¬
rade OAx bilde mit den
Koordinatenachsen die
Winkel a1 } ßt und y1 } eine
andere Gerade OA2 die
Winkel «2 , ß2 und y2 . Der
Schnittwinkel q der beiden
Geraden soll berechnet
werden .

Auflösung . Der Cosinus¬
satz giebt

l2 = r\ - )- r \ — 2 r1r 2 cos <p ,
so dafs

2 r1 r 2 cos 90 = r\ -)- r\ — l2 =

— [(»!
— x2) 2 + {y1 — y2) 2 — («

Fig . 277.

(xi ~h Vi ~k 8i) + (x2 + y\ + 8a)
— g2) 2

] = 2x x x2 + 2y x y2 -f 2 gx g2 .

Folglich ist
x . x , . y . y , . g, g ,

COS w = - - 4 - — - + — — ,Y r i r i r i r s nV
oder

cos cp
— cos % cos «2

+ cos ß1 cos ß2 -J- cos yx cos y2 .

381 ) Aufgabe . Wie
grofs ist die Entfernung
e eines Punktes x , y , g
von einer Geraden OA,
die mit den Koordinaten¬
achsen die Winkel a, ß; y
bildet ?

Auflösung . P sei der gegebene Punkt , Q seine Projektion auf die
Gerade, OP = r bilde mit den Achsen die Winkel | , y , h , dann ist

e2 = r 2 — OQ2 — (x2 -|- y2 + #2) — (r cos cp) 2

= x2 - f- y2 -(- 02 — r 2 (cos a cos | - j- cos ß cos y -f- cos y cos £)2,

also , da r cos g = x , r cos y = y , r cos £ = g ist ,
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1 ) e - — x2 - f- y2 -f - g 2 — (x2 cos 2 cc -f- y2 cos 2 ß - f- ^ cos2 y)
— 2 xy cos cc cos ß — 2 yg cos ß cos r] — 2 gx cos y cos cc

oder
e2 = x2 (1 — cos 2 cc) -f- y2 (1 — cos 2 ß) g 2 (1 — cos 2 y)

■— 2 xy cos oc cos ß ■— 2 yg cos ß cos y — 2 gx cos y cos cc,
also
2) e2 = x2 sin2 « -j- y2 sin2 ß -j- g2 sin2 y

— 2xy cos cc cos ß — 2 yg cos ß cos y — 2gx cosy cos cc .
Die Ausziehung der Quadratwurzel giebt e.

Im Folgenden soll jedoch eine andere Formel angewendet werden,
die dadurch entsteht , dafs man in Formel 1 ) die Klammer mit
cos2 cc -j- cos2 ß -j - cos 2 y = 1 multipliziert , wodurch nichts geändert
wird . Dabei erhält man nach leichter Umformung
3) e2 = (y2 -f- s2'

) cos 2 cc -j- {g2 -f- x2) cos 2 ß -f - (x2 -J- V
*) cos 2 y

— 2 xy cos cc cos ß — 2 yg cos ß cos y — 2 gx cos y cos cc .

382) Aufgabe . Die axialen Trägheits - und Centrifugal -
momente eines Körpers in Bezug auf ein Koordinatensystem
seien bekannt . Wie grofs ist sein Trägheitsmoment in Bezug
auf eine Achse OA , die mit den Koordinatenachsen die
Winkel cc , ß und y bildet ?

Auflösung . Nach Gleichung 3) des vorigen Abschnittes handelt
es sich um

^ Pme 2 = cos2 cc ( my2 -j- mg2
^

-f - cos2 ß ( mg2 -j- 2

+ cos2 y ( mx 2 -(- ^ Pmy *
j — 2 Mxy cos cc cos ß

— 2 Myz cos ß cos y — 2 Mzx cos y cos cc,
oder, da 2P my* + ] P mg2 = Txz - f- Txy — Tx ist und entsprechend die
anderen Klammern sich umformen ,
1) T — Tx cos2 cc -f- Ty cos2 ß -f - Tz cos 2 y

— 2 Mxy cos cc cos ß — 2 M ,JZ cos ß cos y — 2 Mzx cos y cos «.
Das gesuchte Trägheitsmoment kann also mit Hülfe der Axial¬

momente und der Centrifugalmomente leicht bestimmt werden.

383) Bedeutung der Centrifugalmomente . Ein Körper
drehe sich um die .Z- Achse, und P sei die momentane Lage eines
Körperteilchens , dessen Entfernung von der Drehungsachse gleich e



Die Trägheits - und Centrifugalmomente der wichtigsten Körper . 301

Ist & die Winkelgeschwindigkeit , so entsteht die Centri¬
fugalkraft p = me&2

, die in den Richtungen der Koordinaten -
achsen dieKomponenten
p x = me&2 cos | und Kg - 279.
p y — meQ '2 cosp hat , wo¬
für man schreiben kann

Px — mx ^ , p y = my &2.
Die statischen Momente
dieser Komponenten in
Bezug auf die Grund¬
ebene sind

&
und

•2 mgx op~eco £ X

-83
^ ^ myg .

Ist & = 1 , so hat man

■ Mxz — und Myt =
"
^ myg ,

wobei x und g} ebenso y und g ihre Rolle vertauschen können. Also :

2 mxs = Mxz ist zu deuten als das Moment der Z- Kom-
ponente der Centrifugalkraft für einen sich um die ^ - Achse
drehenden Körper in Bezug auf die Ebene XY , oder es be¬
deutet das Moment der ^ -Komponente der Centrifugalkraft für einen
sich um die X -Achse drehenden Körper in Bezug auf die Ebene YZ .
In beiden Fällen ist jedoch die Winkelgeschwindigkeit {1 = 1 zu

setzen. Entsprechend sind myg und ^ mgx zu deuten.

Beispiele für Berechnung der Centrifugalmomente sollen unten

gegeben werden.

384) Das Trägheitsellipsoid .
Man führe in Gleichung 1 ) des Abschnittes 382 die Radien der

Trägheitsmomente im früheren Sinne ein , und zwar mittels der

Gleichungen
q*J = T , qIJ = Tx , QlJ = Ty ,

dividiert man dann beiderseits durch J , so erhält man

p
2 = p

2 cos a -j- p
2 cos ß -j- Ql cos 7

— 2 Mxy cos a cos ß — 2 Myz cos ß cos y — 2 Mzx cos y cos «.

Man berechne hieraus p und trage den reciproken Wert — von 0

aus auf der Achse OA ab . Bezeichnet man die Koordinaten des
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1 1 1Endpunktes mit x, y, g, so dafs — cos « = x, — cos ß = y, — cos y = ä
ist , so kann man für sämtliche Cosinus ihre Werte cosa = a; p,
cos/3 == t/p , cos y = gg einsetzen, worauf sich beiderseits p 2 weghebt .
Die Gleichung geht über in

1 = <fW + + qW 2 Mxyxy — 2 Myzyg — 2 Mzx sx .
Führt man auch hier für die p die reeiproken Werte ein, also a±
h , = — , c , = — , so lautet die Gleichung1 p > 1 n > övy

1

% + 73 + % ~~ 2 Mxy xy — 2 Myzys — 2 = 1 .«I b{ cf

Der geometrische Ort der Endpunkte aller ~ ist also eine Fläche
zweiten Grades. Nun besteht aber ein Trägheitsmoment aus
lauter positiven Gliedern, kann also im allgemeinen nie Null sein.
Kann aber p nicht Null werden , so kann — nicht unendlich werden,
d . h . die Fläche besitzt keine unendlich fernen Punkte , sie ist also
ein Ellipsoid , aber nicht ein Paraboloid oder Hyperboloid . Sie
heilst das Trägheitsellipsoid des Körpers für den Punkt 0 .
Ist 0 der Schwerpunkt , so heilst die Fläche das Centralellipsoid
des Körpers .

385) [Dasselbe Resultat hätte Gleichung 1) des Abschnittes 381
gegeben. Man hätte erhalten

me2 mx 2 sin2 cc -)- my2 sin2 ß -)- ms 2 sin 2 y
— 2Mxy cos a cos ß — 2 Myz cos ß cos y — 2 M zx cos y cos a

oder
1 ) T = Tyz sin2 a -f Tzx sin2 ß - (- Txy sin2 y

— 2 Mxy cos a cos ß — 2 Myz cos ß cos y — 2 Mzx cos y cos a ,
so dafs man das Axialmoment T auch mit Hülfe der Planmomente
berechnen kann . Führt man die Trägheitsradien ein , so ergiebt sich

(>2 = Q yz
sin2 « + Qzx sin2 ß + Qxy

sin2 y — 2 M
xy cos u cos ß

— 2 M cos ß cos y — 2 M cos y cos a .
Berechnet man hieraus p für jede Achse und trägt man den reeiproken
Wert — ein , so mufs man dieselbe Fläche erhalten , wie vorher . Hier<?

’ ’
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siebt aber sin a nicht eine Koordinate x , sondern den Abstand von
O p

J

der X - Achse, dessen Quadrat gleich y2 - )- g% ist . Ebenso ist es mit
den andern Gröfsen. Nach beiderseitiger Division durch p erhält
man

1 _ y 8 + s * , g 8 + + y 8
1 2 i 7 2 I 2

2 M xy xy — 2 M yz ys — 2M zx gx ,

oder
"' S + | ) + !'! ö + «i) + 2' I + i

2 I

— 2 M xy xy — 2 M yz yg — 2 M zx sx ,

wo a2 , &2 , c2 die reciproken Werte für die Radien der gegebenen Plan¬

momente bedeuten . Da aber Tx „ -f- Tv , = T„ ist , so ist 4 - 4 = 4 , ,4 «2 4
ebenso ist es mit der andern Summe, also stimmt die neue Ellipsoid -

gleichung mit der früheren überein .]

386) Jedes Ellipsoid hat aber drei Hauptachsen a , b , c, für die
seine Gleichung lautet

^ + ?! + i ; = 1 ;
a 2 1 b 2 1 c 2

Hier fehlen die Teile — 2 Mxv xy — 2 M tJz ys — 2M zx gx , also
müssen für die Hauptachsen als Koordinatenachsen die

Centrifugalmomente gleich Null sein . Dies gilt von den Haupt¬
achsen für jedes Trägheitsellipsoid eines Körpers .

Geht man also von den Hauptachsen eines solchen aus , so ver¬
einfacht sich die Bestimmungsgleichung für ein Trägheitsmoment zu
folgender Gestalt :

T = Tx cos2 a -f- Ty cos2 ß -f Tz cos 2 y .

387) Aufgabe . Gegeben seien drei Trägheitsmomente T1
in Bezug auf drei beliebige Achsen durch 0 , die mit den

Hauptachsen die Winkel at , ß± , y1 > «2 , ß2 > j>2 , a3 ) ßs , ys bilden .
Die Momente für die Hauptachsen sollen bestimmt werden .

Auflösung . Man stelle folgende Gleichungen auf :

Tx cos2 ßl + Ty cos2 ß1 + Tz cos2 y1 = T1 }
Tx cos2 a2

-f Ty cos2 ß2 + Tz cos2 y2 = T2 ,
Tx cos2 «3 + Ty cos2 ßs + Tz cos2 ya = Ts .

Sie sind in Bezug auf die gesuchten T vom ersten Grade, lassen sich
also leicht auflösen.
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388) Bemerkung über die Dynamik .
Der Umstand , dafs die Centrifugalmomente für die Hauptachsen

jedes Trägheitsellipsoides verschwinden , ist für die Dynamik von be¬
sonderer Bedeutung .

Aus Abschnitt 4 ist bekannt (ebenso durch die Deutung in
Nr . 383), dafs bei der Drehung eines Körpers um eine feste Achse an
dieser ein umstürzendes , d . h . auf Änderung der Achsenrichtung
wirkendes Kräftepaar zur Geltung kommt . Dieses Kräftepaar
wird aber nach obigem Null , wenn der Körper sich um eine
der Hauptachsen des ihm zugehörigen Trägheitsellipsoides
dreht . Dann also bleibt nur eine auf Parallelverschiebung der Achse
hinarbeitende Centrifugalkraft übrig . Geht aber die Drehungsachse
durch den Schwerpunkt des Körpers , oder handelt es sich um . das
Centralellipsoid , so ist auch die letztere Kraft gleich Null , so dafs
weder Kraft noch Kräftepaar wirken . Daraus folgt im letzteren
Falle :

Dreht sich ein Körper um eine Hauptachse des Central -
ellipsoides seiner Trägheitsmomente , so wird die Achse durch
die Drehung in keiner Weise beeinflufst , d . h . sie übernimmt
die Rolle einer freien Achse .

Angenommen z . B . der Erdkörper oder vielmehr das an seine
Stelle zu setzende ideale Geoid sei ein homogenes dreiachsiges
Ellipsoid , dessen Hauptachsen , wie sich zeigen wird, mit denen seines
Trägheitsellipsoides zusammenfallen, angenommen ferner, die Drehung
finde um eine der Hauptachsen statt , so würde diese Drehungsachse,
vorausgesetzt dafs keine äufseren Kräfte störend einwirken , ihre
Richtung im Raume konstant beibehalten .

Würde jedoch durch irgend welche äufsere Einwirkung , z. B . durch
hinreichend wuchtigen Anprall eines Meteorsteins oder eines Welt¬
körpers eine andere Achse zur Drehungsachse gemacht , die nicht
Hauptachse ist , so würde deren Richtung nicht konstant bleiben,sondern näher zu untersuchenden Schwankungen unterworfen sein.

Wird ein homogener Rechteckskörper emporgeschleudert , so be¬
wegt sich sein Schwerpunkt in einer Parabel und aufserdem findet
Drehung um eine Schwerpunktsachse statt . Ist zufällig eine der
Mittellinien die Drehungsachse , so behält sie während des Wurfes ihre
Lage bei , sonst aber ist dies nicht der Fall . Hierbei ist selbst¬
verständlich vom Luftwiderstände abgesehen.

389) Fälle besonderer Einfachheit . In vielen Fällen ist die
oben angegebene Berechnung der Hauptachsen nicht nötig , da man
direkt aus der Gestalt des Körpers auf ihre Lage schliefsen kann .
Ist z . B . die ZY - Ebene eine Symmetriebene des Körpers , so gehört
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zu jedem Elemente mxy des Centrifugalmomentes ein symmetrisches
m (— x) y = — mxy , so dafs je zwei einander aufheben. In diesem

Falle ist also
'
^ ■

'

jmxy = 0 und = 0 und jedes auf der Sym¬
metrieebene errichtete Lot ist Hauptachse für das Trägheitsellipsoid ,
welches zu seinem Fufspunkte gehört . Wählt man den Schwerpunkt ,
so hat man die eine Hauptachsenrichtung für das Centralellipsoid.

Sind zwei Symmetrieebenen vorhanden , z . B . die Ebene ZY und

XZ , so ist wegen der ersteren ^ ? mxy = 0 und — 0 , wegen

der zweiten
"

^ myg = 0 (und ^> 'myx = 0) . Weil für jeden Punkt

ihrer Schnittlinie alle drei Momente verschwinden , hat man in jedem
sofort in den Loten und den Schnittlinien die drei Hauptachsen des
Trägheitsellipsoides . Wählt man den Schwerpunkt , so hat man die
des Centralellipsoides .

Sind drei Symmetrieebenen vorhanden , die nicht durch ein und
dieselbe Gerade gehen , so hat man in ihren Schnittlinien die Haupt¬
achsen des Centralellipsoides .

Gehen hingegen die drei Symmetrieebenen durch eine Gerade,
so ist für jeden Punkt der Schnittlinie das Trägheitsellipsoid ein

Drehungsellipsoid mit der Geraden als Achse. Wählt man den

Schwerpunkt , so hat man das centrale Drehungsellipsoid .
Werden die letztgenannten drei Symmetrieebenen durch eine

vierte (rechtwinklig ) geschnitten , so handelt es sich um das centrale

Drehungsellipsoid . Dies ist z . B . der Fall bei jedem regelmäfsigen
Prisma . Bei einer gewissen Länge desselben ist das centrale Drehungs¬
ellipsoid eine Kugel , in anderen Fällen ist die Drehungsachse die
kleinere oder die gröfsere des Drehungsellipsoides . Beim Rechtecks¬

körper hat man den Fall der Kugel , wenn er ein Würfel ist . Man
versuche den Fall der Kugel bei dem dreiseitigen , sechsseitigen u . s . w .
regelmäfsigen Prisma aufzufinden. Beispiele folgen in Nr . 398 und 400.

Bei jedem regelmäfsigen Körper ist das Centralellipsoid eine Kugel.

390) Folgerungen aus der Existenz des Trägheits¬
ellipsoides .

a) Weil jeder Halbmesser den umgekehrten Wert des ihm zu¬

gehörigen axialen Trägheitsmomentes angiebt , so braucht man nur
die drei Hauptträgheitsmomente zu kennen , um geometrisch oder
rechnerisch sämtliche für das durch 0 gehende Strahlenbündel zu
finden.

b) Sind a, b, c die nach der Gröfse geordneten Hauptachsen , so

entspricht die längste a dem kleinsten Trägheitsmoment , die kürzeste c
dem gröfsten für das vorliegende Strahlenbündel .

Holzmüller , Ingenieur - Mathematik . I . 20
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c) Es war für beliebig gerichtete Koordinaten durch einen be¬
liebigen Punkt für den gegebenen Körper

Txy -f- Tyz = Ty , Tyz -{- Tzx = Tz y Tzx -f- Txy — Tx ,
Txy -j- Tya -f- Tzx = Tp ,

folglich ist
Tx + Ty + Tz = 2 (Txz + Tyx + Tzx) = 2 Tp

und
Tp = Ty

-f- Tzx = Tz - j- Txy = Tz -f - Ty z .
Diese Gleichungen lassen sich auch schreiben als folgende

9ly + Qy Z
= Ql > Ql + Ql ^ Ql Ql + Qly = Ql ,

Ql + (fl + Q
*
. = 2 (pl v + Ql + Pf . ) = 2 Ql

Ql = Ql + qL = Q
a
t + Qly = Ql + Ql -

Die polaren , axialen und planen Trägheitsmomente hängen also einfach
zusammen , und die verschiedenen Arten von Trägheitsradien lassen
sich durch Pythagoreische Addition oder Subtraktion aus einander
ableiten.

d) Aufgabe . Die Trägheitsradien qx , seien bekannt , wie
findet man alle übrigen mit diesen Achsen zusammenhängenden
Trägheitsradien ?

Auflösung . Qp
= ]/ ~ Vq 2

x + Ql -f Ql ’ Qxy = l/p * — q \ >

Qv = V{% — qI ’ = Vol — Qly
e) Aus qI -j- -f- q* = 2folgt der Satz :

' Die Summe der
Trägheitsmomente für je drei auf einander senkrechte
Achsen ist eine konstante Gröfse , nämlich gleich dem
doppelten Quadrate des polaren Trägheitsmomentes .

Daraus folgt der geometrische Satz :
Die Summe der Quadrate der reciproken Werte je

dreier auf einander senkrechter Halbmesser des Ellipsoides
ist eine konstante Gröfse , und zwar gleich + p -j- Jir

f) Ist ferner der Satz bekannt , dafs die Summe der Quadrate
je dreier konjugierter Halbmesser des Ellipsoides konstant ist , so
kann man für die entsprechenden axialen Trägheitsmomente folgern,
dafs die Summe ihrer reciproken Werte konstant sei , nämlich
gleich ~ + ~ +± a x b J c
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391 ) Satz . Legt man durch , einen Punkt einer der Haupt¬
achsen des Centralellipsoides Parallele zu den beiden andern
Hauptachsen , so hat man für den Punkt die Richtungen der
drei Hauptachsen des zugehörigen Trägheitsellipsoides .

Beweis . Wird der Punkt x — a auf der X - Achse zur Unter¬

suchung genommen , so handelt es sich in Bezug auf diesen um die
neuen Koordinaten £ = (x — a) , 't] — y , % = z . Die Centrifugal¬
momente für das neue Koordinatensystem sind also 1 )
= (x — d) z =

’
^ mxy —

"
^ may =

’
^ mxy — aJy s

— 0, denn

^ Jmxy war im alten Systeme gleich Null , da es sich um die Haupt¬
achse des Centralellipsoides handelte , und der Schwerpunktsabstand y ,
ist gleich Null , denn er liegt im Mittelpunkte des Centralellipsoides.

2) = ^ ? myz = 0 aus entsprechendem Grunde.

3) m (x — d ) = ^ jmxe —
’
^ maz —

"
^ mxz

— aJz = 0 , ähnlich wie vorher .S /

392) Yerschiebungssatz für das Centrifugalmoment .
Verschiebt man den Nullpunkt des Koordinatensystems

um — a , — b , — c vom Schwerpunkte weg , so werden die
Centrifugalmomente Mxy , Myz, Mzx in Mxy -|- abJ , Myz -f - bcJ ,
Mxz -{- caJ verwandelt .

Beweis . mxy geht über in m (x - (- d) (y - )- b) mxy

+ a^ my -f b^ mx + m .

Dabei ist my = 0 und^ Pmz = 0 , weil es sich um den

Schwerpunkt als Nullpunkt des Koordinatensystems handelt . Es
bleibt übrig

MXllh = Mxy - (- abJ .

Ebenso ist es bei den beiden andern Momenten.

393) Ist in Mxy -f - abJ eine der beiden Koordinaten a, b gleich
Null , so ist der Zusatz Null . Folglich :

Verschiebt man das Centrifugalmoment auf einer Schwer¬
punktsachse , so bleibt es ungeändert .

Ist die Schwerpunktsachse nun Hauptachse des Centralellipsoides,
so bleibt der Wert des Centrifugalmomentes gleich Null , wenn man
es auf dieser verschiebt .

394) Anwendung . Für den Schwerpunkt der Kugel sind in
Bezug auf beliebig gerichtete Koordinatenachsen x , y , z die Centri-

20 *
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fugalmomente gleich Null , weil sämtliche Achsen Hauptachsen sind.
Verschiebt man nach — a, — b, — c, so erhält man

M XlVl = ab ^ r s n , M yxZl = bc ^ r * it , M ZiXi = ca ^ ^ it .

Ebenso ist es bei allen Körpern mit drei Symmetrieebenen,
welche die drei Hauptachsen des Centralellipsoides geben. Man kann
also für beliebige parallele Koordinatenebenen sofort die Centrifugal-
momente hinschreiben .

395) Bisweilen lassen sich die Centrifugalmomente leicht für
andere Koordinatenachsen berechnen , bei Sektoren von Drehungs¬
körpern z . B . in Bezug auf die Drehungsachse z und die zugehörigen
Achsen x und y . Dann hat man die Verschiebung nach dem
Schwerpunkte hin vorzunehmen , wobei der Ausdruck abJ bezw.
bcJ , caJ abzuziehen ist . Einige Beispiele sollen später gegeben
werden.

396) Aufgabe . In Bezug auf die Hauptebene eines
Trägheitsellipsoides seien bekannt Txy > Tyz, Tzx . Wie grofs
ist das Trägheitsmoment T in Bezug auf eine durch den
Koordinatennullpunkt gelegte Ebene , die mit den Haupt¬
ebenen yz , zx , xy die Winkel a , ß (und y) bildet ?

Auflösung . Zunächst bestimmt sich y aus der Gleichung

cosy = y 1 — cos2 « — cos 2
/3.

Aus Gleichung 1 ) des Abschnittes 385 folgt für das Lot l auf der
gegebenen Ebene , welches mit den Achsen dieselben Winkel a , ß
und y bildet ,

Ti — Tyz sin2 a -f Tzx sin2 ß + Txy sin 2 y ,
denn die Centrifugalmomente fallen weg. Folglich ist für die
gegebene Ebene im Anschlufs an 390c

T = Tp — Tt = Tyz -f- Tzx -j- Txy — (Tyz sin2 a -)- Tzx sin2 /3 - f- Txy sin2 y)
oder

T = Tyz cos2 a + Tzx cos 2 ß -f Txy cos2 y.

Die Formel für Planmomente ist also ganz analog der Formel
für die Axialmomente.

397 ) Möglichkeit von Fixpunkten . Früher wurde gezeigt,
dafs für jede ebene Fläche zwei Fixpunkte existieren , in Bezug auf
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welche die Trägheitsellipse ein Kreis ist . Es fragt sich , ob solche
auch , für jeden Körper in dem Sinne vorhanden sind, dafs das Trägheits -
ellipsoid in Bezug , auf sie eine Kugel ist, so dafs auch hier ' Erleichte¬
rungen eintreten würden . Es wird sich zeigen, dafs dies im allgemeinen
nicht , sondern nur unter gewissen Bedingungen der Fall ist .

Man gehe von dem Koordinatensysteme der Hauptachsen des
Centralellipsoides mit dem Schwerpunkte als Nullpunkt aus . Soll ein
Punkt mit den Koordinaten a, b, c ein Fixpunkt sein , so müssen die
durch ihn gelegten Parallelen zu den Koordinatenachsen Hauptachsen
sein, denn jede Gerade durch den Mittelpunkt ist für die Kugel
Hauptachse . Für diese Parallelen müfsten also die Centrifugalmomente
verschwinden, d . h . es müfste sein

1 ) ^ m (y — b) (s — c) = 0 , 2) ^ m (s — c) (x — a) = 0 ,

3) m (x — a) (x — 6) = 0 .

Zunächst soll die erste dieser Gleichungen untersucht werden,
lautet

^ mys — b ^ ms — c ^ my + bc ^ m = 0 .

Sie

Weil die Koordinaten Hauptachsen waren , ist mys = 0 als

zugehöriges Centrifugalmoment . Ferner ist b ms = bJs s , wo J

der Inhalt des Körpers , ss sein Schwerpunktsabstand ist . Dieser aber
ist Null , denn es war vom Centralellipsoid ausgegangen , also ist

b ms = 0 . Ebenso ist c my = 0 . Die Gleichung beschränkt

sich auf bc m = bcJ = 0 . Da J als Körperinhalt von Null ver¬

schieden ist , mufs das Produkt bc = 0 sein .
Ebenso giebt die zweite Gleichung die Bedingung ca = 0 , die

dritte , die Bedingung ab = 0.
Erste Bedingung dafür, dafs der Punkt ein Fixpunkt sei, ist also,

dafs zwei der Koordinaten a,b,c gleich Null sind, d . h . der Punkt mufs
auf einer der Koordinatenachsen liegen , d . h . auf einer Hauptachse .
Angenommen nun , der Punkt habe die Koordinaten a , 6 = 0 , c = 0,
er liege also auf der durch den Schwerpunkt gehenden X -Achse, so
sind, wenn Tx , Ty , Tz die Trägheitsmomente in Bezug auf die Haupt¬
achsen bedeuten , die in Bezug auf die durch den Punkt gelegten
Parallelen genommenen Tx , Ty -j- a2 J , T, -|- a2J (Verschiebungssatz ) .
Da sie aber gleich grofs sein sollen, so folgt zunächst aus Ty -j- a 2J
= Ts a2J , dafs Ty = Tz sein mufs, d . h . das ursprüngliche Central¬
ellipsoid mufs ein Drehungsellipsoid mit der X -Achse als Drehungs¬
achse sein. Ferner folgt aus Tx — Ty

-f- a? J , dafs Tx > Tv und



310 Abschnitt IX.

ebenso Tx > Tz sein mufs , d . h . die X -Achse ist die kleinere Achse
der Ellipse , durch deren Umdrehung das Centralellipsoid entstanden
ist . Ist dies der Fall , so findet man a reell aus der - Gleichung
Tx = Ty a2J als

& = —F

Folglich : Soll es Punkte geben , für die das Trägheitsellipsoid
eine Kugel ist , so mufs das Centralellipsoid ein durch
Drehung um die kleinere Achse entstandenes Drehungs -
ellipsoid sein . Je nachdem diese Drehungsachse die X - Achse ,Y- Achse oder X- Achse ist , hat man auf ihr die Punkte zu
suchen in der Entfernung Ö

a = oder b = + *
,

— T X

Dafs diese Bedingung nicht nur notwendig , sondern auch hin¬
reichend ist , ergiebt sich aus der Probe für a . Ist nämlich das
Centralellipsoid durch Drehung um die X -Achse entstanden , so ist
zunächst Ty = Tz , und wenn die X - Achse die kleinere Achse war,Tx > Tv . Folglich giebt es auf der X -Achse Punkte

Tx — TIn Bezug auf jeden der beiden Punkte ist j - v oder Tx = Ty -j- a? J
und da Ty = Tz ist , Tx = Ts - j- a? J . Weil die drei Momente gleich
sind, ist das Trägheitsellipsoid für die beiden Punkte eine Kugel .

398) Beispiel . Das quadratische Prisma mit den Kanten
a , a , h.

Die Mittellinien sind Hauptachsen des Centralellipsoids , und zwar
soll % der Achsenrichtung z entsprechen . Die Hauptträgheitsmomente
sind dann

*V = ä («s, + T * = i <p + a*) > = + =
also ist Tx = Ty , so dafs es sich um ein centrales Drehungsellipsoid

-y/T l — Txhandelt . Ist nun h < a, so giebt c = + y — j — zwei reelle Werte ,

nämlich c = ^ - - - = —|—
~

)/
^^—jw —• • Diese Punkte sind

die Fixpunkte , wie auch die Probe ergiebt .
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Ist a — hj so fallen die Punkte + c *n den Schwerpunkt ,
imd es handelt sich um den Würfel , dessen Centralellipsoid eine

Kugel ist .

399) Bemerkung . Für jedes regelmäfsige Prisma und für jedes
Prisma oder jeden Cylinder mit mehr als zwei durch die Achse gehenden
Symmetrieebenen ist das Centralellipsoid ein Drehungsellipsoid , z . B . mit
der g-Achse als Drehungsachse . Es läfst sich also stets eine Höhe h
so bestimmen , dafs das Centralellipsoid eine Kugel wird . Diese Höhe
ist der Grenzwert für die Existenz von Fixpunkten .

400) Beispiel des regelmäfsigen dreiseitigen Prismas .

bvys . b l h,y 3 „ T
■ _ &4Äj/3

48 ' 96 ly ’ 5 48

Setzt man Tz = Tx , so folgt h = b ]/ ~ •
■ Für diese Höhe ist das Centralellipsoid eine Kugel, hei geringerer

Höhe aber sind zwei leicht zu berechnende Fixpunkte vorhanden,
nämlich in der Entfernung

c

b ihy
r
3 2 b 2h s Ys

96 96
b *~ Z
T ysn

6 2 — 2/P
24

401) Entsprechendes gilt von den Planmomenten . Handelt es
sich wieder um x = a , ist also Txy — Txz , so bleiben diese beiden
Momente für a unverändert , nur Tyz verwandelt sich in Tyz a? J .

yT T ~
— — , was

yT _ Tx—j
v identisch ist . Ebenso ist im Falle b

b = —— , im Falle c dagegen c = -j-
~

|/ x. v. .

Bedeutung und Anwendbarkeit der Fixpunkte sind also für Körper
weit geringer , als für ebene Flächen , weil nur der Drehungsfall ins

Auge zu fassen ist .

402) Die Aufgabe , mit Hülfe der Fixpunkte die Momente
für beliebige Ebenen und Achsen zu finden , ist genau nach

Fig . 122 zu lösen , denn man kann das Koordinatensystem so legen,
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dafs die Schnittlinie der durch S gelegten Schrägebene mit der Y-Achse
zusammenfällt . (In der Figur ist dann y statt a zu schreiben .)

Die Gleichung für Flächen

P ä = P
3

*
cosä a cosä ß + <tly cos2 V

oder die für Achsen geltende

p 2 = p 2 cos 2 « -f- p 2 cos2
/3 -f- q * cos2 y

vereinfacht sich dann dadurch , dafs ß — 90° und y = 90° — a wird,also

bezw.

Da nun

p3 = P3
a sinV + Qly cos2 y ,

q
2 = p

2 sin2 y -f - p 2 cos2 y .

- ±V ^-t ^ - ±V <t , - e ’ , - ±Ve y> X

wird, so ergiebt sich dieselbe Berechnungsmethode , wie bei Fig . 122 ,und es wird
Fig . 280.

J) bezw.
P 3

* + PtP ,

Ql + PiP r

h

y

403) Einige Beispiele von
Centrifugalmomenten .

Quadrant des Kreiscylinders .
In der Lage der Figur ist die Schicht
in der Höhe y gleich ~ , ihr Schwer¬
punktsabstand von der Ebene YZ ist
4 T— , das entsprechende Moment also

V^lt 4: 7*=
g

- , das Centrifugalmoment
.̂ 8in Bezug auf die Grundebene also — y .

Für den Körper von Höhe h erhält
man also

r 3 Äa
mx y =

i, ^
rt *

6

Ebenso grofs ist^ ? myg . Dagegen ist
’

^ mzx folgendermafsen
zu berechnen . Die Sehieht im Abstande x ist gleich
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AB - CD = /i]/V2 — X* ,

der Schwerpunktsabstand von der Ebene XY ist -i-]/r 2 — xz
, das

h
entsprechende Moment also - (r 2 — *2) . Dies mit dem Abstande x

multipliziert giebt r2 x — Xa
. Für den ganzen Körper von 0 bis r

entsteht — \ ~ = % - ■ Die Verlegung nach dem Schwerpunkte

des Körpers hin bietet keine Schwierigkeit .

404) Dreieckskörper . Schicht in Höhe y ist a ^ y , Schwer¬

punktsabstand von Ebene YZ ist - y , das entsprechende Moment

ab s
also

2 V y%
, das Centrifugalmoment für die

aJA
2 ä*

rig . 28i .

Grundebene also if . Für den ganzen

Körper von 0 bis h entsteht also

aW■"ei ab 2 h *

2j mxy = YV 4

Die Schicht a y hat von der Ebene

XY den Schwerpunktsabstand und das
a 2b

statische Moment y, dies mit y multipli¬
ziert, giebt für die Grundebene des Centrifugal-

Ab
Yh

'ST ! a %b h s aW> my (S

moment y2 . Für den ganzen Körper wird

2h 3 6

Im Abstande x hat man die Schicht

bAB ■ CD — a - h - — x , ah
7— — ah - 5- x .
b b

Ihr Abstand von der Ebene XY ist — , also das statische Moment

a 2 ct ^h
— h — x ■ Dies ist mit x zu multiplizieren und giebt das Centri-

„ . i t Ah
tugalmoment — hx — y ^

V ,

x%. Für den ganzen Körper wird

a *h b 2 a *h b s a 2Ah

^ j
m0X = X

-
2 2b 3 12
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Kg . 282 .

Die Verlegung nach dem Schwerpunkte hin macht keine Schwierig¬
keiten .

In ähnlicher Weise lassen sich parabolische Cylinder _pter Ordnung
und entsprechende Sektoren von Drehungsparaboloiden behandeln,auch kann man zu Drehungskörpern übergehen , deren Profilkurven

Parabeln gemischter Ordnung an¬
gehören , z . B . :

405) Quadrant eines para¬
bolischen Drehungskörpers .

In Höhe y ist x = y^
, die

Viertelkreisschicht ist also
x ‘ n~

4
~ '

4 Ä4 7

sein Schwerpunktsabstand von
ix _ 4 by 3

Sx Sxh 3 ’
also das Moment
der Ebene YZ ist

2 mx — b 3y i 7t 4 by 3 b 3y 6
4 h l 3 ith 3 3 Ä6

Dies mit y multipliziert giebt.
als das Gentrifugalmoment

der Schicht in Bezug auf die
Grundebene. Für den ganzen
Körper wird

b 3
^ ä 8

_ b s h 3
31 * 8 Yi '2 mxy

Der Schwerpunkt des Körpers liegt nach der parabolischen Tabelle
(Seite 143 ) in der Höhe ys

= ^ h > wie der des vollständigen Körpers .
Zur Berechnung des andern Abstandes kann die Methode der

konzentrischen Kreise benutzt werden . In Fig . 282 ist einer der Teil-
cylinder angedeutet . Ist x sein Radius , so ist die Grundlinie
die Höhe h — y = h - ^=. ]/ # , also die Mantelfläche

xn
2

h — xn h
2 yv

Sein Schwerpunktsabstand von der Ebene YZ ist
statische Moment in Bezug auf diese

2 x
7t ’ also das
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2 x nh 2 * nh w
_ /y> _ /y»“

r\ .- Wk 2 * 2 yv
hx * - — x

y &

Läfst man die Radien von 0 bis h wachsen, so erhält man das statische
Gesamtmoment des Körpers als

7

h b 2, b s
^

3 17 (i — — h *. 6 s -

Dividiert man dies durch den Körperinhalt ~ • b *it - - — , so folgt

als Schwerpunktsabstand xs
= •

b *h *
fugalmoment ^

5 20

Verlegt man endlich das Centri-

nach dem Schwerpunkte , so ist abzuziehen

x ■ y J ■-
S vs

20 b 5 h b ^nh
21 ®

‘
T

" ’
20

so dafs man hat — ■
504

406) Das zweite Centralellipsoid .
Bildet man ein Centralellipsoid , dessen Hauptachsen nicht die

Fig . 283 .

reciproken Werte der Radien a , b , c , sondern diese selbst sind , so
ist seine Gleichung

Die Tangentialebene ABC in Figur 283, die sich in einem Punkte
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x, y, 0 der Fläche an diese legen läfst , hat , wie leicht zu zeigen ist,die Gleichung
xjh _i_ yyi _i_ _ 1

a ,2
" T “ T C2

a 2Setzt man y und s gleich Null , so folgt für A der Abstand OA = a; = — ■
Ist OD das Lot vom Nullpunkte auf die Fläche , so wird für dessen
Winkel mit der X - Achse — = = cos a . Ebenso cos jS = ~& ,x osä ' 6 2 ’

Izcos y = ■ Daraus kann man bilden
/ 2 2 2\

a 2 cos 2 a -f - 52 cos 2 ß -f- c2 cos 2 y = Z2 ( —* - )- ^ -f - -Ü = Z2

denn weil der gegebene Punkt auf der Fläche des Ellipsoides liegt , ist
die letzte Klammer gleich 1 . Nach Abschnitt 385 ist aber der
Ausdruck links , wenn man wie hier von den Hauptachsen des
Centralellipsoides ausgegangen ist , gleich dem Werte des Trägheits¬
radius für die Achse mit den Winkeln a , ß , y.

Das von Clebsch eingeführte und von Culmann vielfach be¬
nutzte zweite Centralellipsoid hat also die Eigenschaft , dafs die
Lote vom Nullpunkte auf die Tangentialebenen den Längen
der Trägheitsradien für die betreffenden Achsen entsprechen .

Will man demnach zu einer durch 0 gehenden Geraden das zu¬
gehörige axiale Trägheitsmoment eines Körpers finden , so lege man
senkrecht gegen die Gerade eine Tangentialebene des Centralellipsoides,diese schneidet von der Geraden die Länge p des gesuchten Trägheits¬
radius ab .

Denkt man sich also im Schwerpunkte eines Körpers beliebig
viele Achsen gezogen, jede von der Länge des Trägheitsradius , und
in den Endpunkten Normalebenen errichtet , so umhüllen diese das
zweite Centralellipsoid.

Wie die zweite Centralellipse , so ist auch das zweite Central¬
ellipsoid von besonderer Verwendbarkeit . Dabei sind jedoch Kennt¬
nisse über die konfokalen Flächen zweiten Grades nötig , deren drei
Gruppen, die der Ellipsoide , der ein- und zweimanteligen Hyperboloide
sich rechtwinklig durchsetzen . So hat z . B . Binet (Journ . de l’ecole
polyt . XVI , Seite 41 ) folgendes bewiesen : Kennt man das zweite
Centralellipsoid eines Körpers und sucht man die Richtung der Haupt¬
achsen für einen beliebigen Raumpunkt , so braucht man nur für die
drei zum Centralellipsoid konfokalen Flächen , die durch den Punkt
gelegt werden können, in diesem die Normalen zu errichten , wodurch
man die gesuchten Achsenrichtungen hat . Auch die Längen lassen
sich leicht berechnen.
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Man vergleiche hierzu die in den Vorbemerkungen besprochene
Abhandlung von Clebsch und den betreffenden Abschnitt in den Lehr¬
büchern der analytischen Mechanik, z . B . bei Schell , ebenso in der

Graphischen Statik von Cuhnann.
Hier ist das zweite Ellipsoid nur der Vollständigkeit wegen

genannt .

407) Bemerkungen zur Methode von Beye . Reye hat in
Schlömilchs Zeitschrift , Band .X , Seite 432 u . s . f. gezeigt , wie man
für die Zwecke der Mechanik einen Körper durch einen Massenpunkt
ersetzen kann , ähnlich wie in Abschnitt VII F die ebene Fläche durch
drei Punkte ersetzt wurde . Auch auf diese ziemlich viel Vorkenntnisse
beanspruchenden Dinge soll hier nur hingewiesen werden, da sie über
den elementaren Zweck dieses Buches hinausgehen .

408) Anwendbarkeit der Lehre von den körperlichen
Trägheits - und Centrifugalmomenten .

a) Berechnung der Energie von Körpern , die sich um eine feste

Schwerpunktsachse drehen . Wucht von Schwungrädern , Mühl-

und Schleifsteinen . Einflufs der Schwungmassen auf plötzlich fest¬

geklemmte Wellen oder Achsen. Arbeitsleistung , Überwindung Yon

Reibungswiderständen in Folge der Wucht . Beschleunigte Drehung
um solche Achsen. Atwoodsche Fallmaschine ohne und mit Berück¬

sichtigung der Reibung . Probleme der Fadenspannung . — Das

Schwungrad als Egalisator der Maschinen bei einer oder mehreren
Kurbeln . Stofs gegen einen sich drehenden Körper , unelastischer und
elastischer . Stampfwerke . Centrifugen.

b) Drehung von Körpern um eine beliebige feste Achse .
Einwirkung der Centrifugalkräfte und Centrifugalmomente auf die
Achse. Energie . Pendelnde Bewegung um eine feste Achse. Lehre vom

Schwingungspunkte und Yon der reduzierten Pendellänge . Anwendung
auf horizontal schwingende Magnetnadeln unter dem Einflüsse einer
richtenden Kraft (Intensitätsmessungen ) . Das Reversionspendel und
die Bestimmung der Schwerebeschleunigung . Unelastischer und
elastischer Stofs gegen so schwingende Körper . Stofspunkt und

Stofsmittelpunkt . Anwendung auf schwingende Hämmer . Ballistisches
Pendel .

c) Berechnung der Energie von Körpern , die sich fortschreitend
und drehend bewegen . Herabrollen auf schiefer Ebene unter Be¬

rücksichtigung des Widerstandes gegen das Drehen . Beschleunigtes
Rollen auf horizontaler Ebene . Verlangsamtes Fallen beim Abwickeln

umgeschlungener Fäden von der Achse. Anwendungen der Faden¬

spannung auf die Reibungstheorie . Grenzwinkel für das alleinige
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Rollen auf schiefer Ebene . Rollen und Gleiten zugleich, sowohl auf
schiefer als auch auf horizontaler Ebene . Fälle des Hinaufrollens auf
schiefer Ebene , sowohl bei geradliniger , als auch bei parabolischer
Bahn . Bewegung auf krummer Fläche .

d) Bewegung eines Körpers um einen festen Punkt . Sphärische
Schwingungen des um einen festen Punkt schwingenden physischen
Pendels . Gewisse Fälle des Foucaultschen Pendels . Theorie des
Fesselschen Apparates und des Kreisels . Anwendungen auf Präcession
und Uutation . Unelastischer und elastischer Stofs gegen solche
Körper .

e) Drehungsbewegung freier Körper . Freie ■Drehungsachsen
(Hauptachsen des Trägheitsellipsoides ) . Drehung um ganz beliebigeAchsen. Unelastischer und elastischer Stofs gegen solche Körper .
Freiwillige Drehungsachse für den ersten Augenblick . Parabolischer
Wurf bei gleichzeitigem Drehen . Bewegung und Drehung der Himmels¬
körper . Bewegung und Drehung im widerstehenden Mittel . Ballistik
der Geschosse.

f) Allgemeine Pendelbewegungen beliebig gestalteter Körperauf der Ebene . Herabrollen solcher Körper auf der schiefen Ebene
oder auf krummen Flächen . Allgemeine Pendelbewegungen schwim¬
mender Körper , z. B . Schwankungen der Schilfe .
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