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Wie im vorigen Abschnitte wird E 2myy, = 0 und Z 2mze, =0,

dagegen

E'm;ﬁ = 43 E m =y*J und Ef-m,.::'[' =2 Em = #7d.

Man erhilt also

e ST G TR AT T i e
' T . +yid J_‘_J_‘H—|—.;])T (L 7_',.”| FJ (425 =1T 4 Je
Folglich gilt der Satz: Verschiebt man die Achse eines Triigheits
momentes aus der Schwerpunktslage nm e, so wichst das

Trigheitsmoment um das Produkt aus dem Inhalte und dem
Quadrate der Verschiebungsstrecke.

340) Der Satz T, =1, ¢ J gilt auch vom Polarmomente
zweiter Ordnung. I}vr Hm'.mn ergiebt sich ebenso, wie vorher aus

J =2m. (x — 2, + E m (y — uy,)® —|—2-m. (z — 2,)°,

was sich auf 7T, -+ e*J reduziert,

B. Die einfachsten Formen, besonders von der Ordnung Null.

341) Aufgabe. Die wichtigsten Trigheitsmomente des
Rechteckskorpers
zu berechnen.

Auflésung. Sind s P oa 5
a, b und ¢ die drei /,/": s e e e |
Kanten, so hat in Fig. g waslone 2 L [ R | -
251 jeder Horizontal ' | s 5 |
schnitt die Fliche ab ol ' | !
und in Bezug auf die ! '/“|
Grundfliche, wenn y o e e
der Abstand ist, das o e Lo B i & ‘
Trigheitsmoment aby®. ' _ :
Dies giebt, wenn man bmol, g

| ) :

die Schichtenformel an- | B 7 e e e

wendet, fiir den ganzen el e Bl | S0 LA
Korper dd,'- th— / s L,_./Ff o
7 k:

moment hn Uder J— —

Fiir 111(1 parallele Hehwm'pnn]ftﬁe.he':.ne wird nach Nr. 338

{a- -'rlrri_'::
(2} 12

.T.; = e)"




H6 Abzehmitt IX.

(G

In Bezug auf die durch den Sehwerpunkt gehenden Koordinaten-
ebenen ist also

Die Axialmomente fiir die durch S gehenden Koordinatenachsen werden
Ty= T,z + Toy = H;::: p ”f—jl:i 35 ”1{: (6* + ¢*) = 1{: (0* 4 ¢*),
Tg, s 1". -+ ‘?I_-_r: = rr:J:i I 1’,—:‘-:!5 4] rji{.‘_;{ (¢ 4+ a®) = IJ’_] (* L-af),

Lo kgish dours h :;f "' =} : ";i’:i 5 t(Jlilf_:{'! (a® + b*) = ]{}: (@4 b%).

Das Polarmoment fiir den Schwerpunkt wird

m T T r fI"IFJ{J e 5 G "Jf )
T =T, 4 T >ds T 5— - 4 b* 4 %) = = gt

wo o die Hauptdiagonale ist.

524) Aufgabe. Die wichtigsten Trigheitsmomente fiir
den Kreiscylinder zu berechnen,
[n Fig. 2562 ist jeder Horizontalschnitt

Fig. 202 gleich »*x, sein Tridgheitsmoment beim
e Tt Abstande y von der Grundfliche ist in Bezug
__~1 | —1 auf diese gleich »*=zy*. Nach der Schichten
| | | ; : { riaght Jht o
I ! | formel ergiebt sich RS als Trig-
| | | : ’

heitsmoment des ganzen Kérpers in Bezug
auf die Grundfliche.
I'iir die horizontale Schwerpunktsebene
wird nach Nr. 338
riahd R 2 hd JhE

Ty == (r¥zh) (a ) =

3

TRy e
Das Polarmoment der Grundfliche ist in

-
Bezug auf ihren Mittelpunkt gleich Ji—f

folglich das Trigheitsmoment des ganzen
= " sy i rixh g A
Korpers in Bezug auf die z-Achse gleich — = — = T.

Fiir jede der beiden durch die z-Achse gelegten Koordinaten-
ebenen ist das Trigheitsmoment des Korpers halb so grofs, also

e Jr? Fe Jrd
-".‘:.l'= P -"!_r.r::'__i_'

Fiir die durch S gehende 2-Achse ist

! 1 -l{?'t lIr}in? o a . a o
To=Tos+ Top= e 4 e —+ k¥,
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fiir die y-Achse durch S ist ebenso

¥ e Jh i ‘;-F! o ey 9 A
D=ttt Insg g —pof #1

Das Polarmoment zweiter Ordnung fiir S ist

Iy = Toyt Ty T =2 20 T I TP 2 (8 67)

Mechanische Aufgaben iiber den C \Imfiw siehe unter Nr. 84, 86, 8Y,
93. 94. 96 bis 106, wo es sich um Siulen, Achsen und [llt'iﬂ'- E_‘HPH

um schwingende Pendel u. del. handelt.

fom )

343) Das wichtigste Axialmoment des Hohleylinders

mit den Radien r und 7. 5
P - . s v T e . rdor i‘_r'
Fiir den Kreisring ist das polare Trigheitsmoment — — -

=5 (r*— (" + r]: =5 + ), das entsprechende Axialmoment
g 2
des Cylinders ist also > = (g (" 4r}). In der Mechanik 1st

statt J die Masse m = i: einzusetzen, wo p in Kilogrammen, g = 9,51

in Metern gegeben werden kann. (Besser ist es, mit Tonnen und
Metern zu rechnen.)

Hierzu vergleiche man die Aufgaben unter 86, 88, 90 iiber
hohle Achsen, llﬂhl"\l.]l]lll Schleif- oder Mithlsteine and Schwungringe.

344) Das Gegebene reicht auch Fig. 253.
hin, in die Theorie der Atwoodsehen e T
Fallmaschine einzufithren.®) Ist ” 'I_ & \\
nimlich m die Masse des treibenden I | iy \\L‘ \"-\\
Ubergewichtes, 2{“_;“\} = m, die der [ [ L] "!l "'.l
beiden Schleppgewichte, my; die des l L P B = /|
Ringes, m, die jedes durchgehenden
Radarmes, wobel der schraffierte Korper L e ,_,ff i
doppelt genommen ist, wofiir die «_ ]
Achse weggelassen ist, so hat man I
als gesamtes Trigheitsmoment myl Ji_m
; I m, (" - #5) e e
(ntm) A giset g W x L gl ]

denn die aufgehiingten Gewichte bewegen sich mit derselben Ge
schwindigkeit, als ob sie am Rande des Kreises angebracht wiiren, so

#) Dieses und die folgenden Beispiele aus der Dynamik kinnen auch an
Nr. 48 angeschlossen werden.

o




258 Abschmitt IX
dals der Widerstand durch (m - m,) r® dargestellt ist. Fiir obiges
kann man schreiben

g ;
£). g el = - e
& ”J-I 'f'l. My |7 | ¥ 1.

T=(m+m)r + —— 5 .

denn die Flichendiagonale d, des Rechtecks ist gleich 2». Das
statische Moment der Triebkraft ist p = mg. Die Beschleunigung
am Radius 1 wird nach der Mechanik

stat. Moment der Triebkraft
LI B - s o —— R E = =
" gesamtes Trigheitsmoment g 2 2T
| g ] o))

(m - m) r* -} — 3

Die Beschleunigung am Radius » ist #-mal so
treibende Ubergewicht die Beschleunigung

&
mi®
=49 = 5
2m, T3 )
i “ X -
(- my) = 5 - =

Die Fallbewegung des Ubergewichtes geschieht nach den Formeln
1 ¥ =2 o B 5

v=gt, h =g, v="V,2gh. Die Fadenspannung des rechts
0 : i my\ s o N

hiingenden Fadens ist (m + 57) (9 — g,), die des links hiingenden

”_i' (9 + g,), die Reibung hat die Differenz beider Spannungen zu iiber
winden, wenn kein Gleiten stattfinden soll.
Einige Beispiele werden zeigen, wie leicht sich jetat
mit Hiilfe des Satzes von der Erhaltung der Arbeit ge
asserl.

Fig. 254

A wisse Bewegungsprobleme ansetzen
345) Aufgabe. KEin Cylinder, um den ein bei
A befestigter Faden gewickelt ist, falle senkrecht
herab, werde aber durch den Faden zur Um

drehung gezwungen. Welches sind die Bewegungs

formeln?

Auflésung,.
um k, so ist die Arbeit der Schwerkraft ph.

sprechende Fallgeschwindigkeit v, so ist die Drehungsgeschwindigkeit

[st sein Gewicht p, und senkt er sich
Ist die ent-

die Arbeitswucht (Energie) also

ey
mri\r i

mv* ir® m? 3 g
A =— —'_ T-)_' =iy —I_ & b el muy-

2

* . 1
an der Peripherie § = ;

Ebenso grols muls die geleistete Arbeit ph oder mgh sein. Aus

V; gh= V2 (j _f,-‘) I, wihrend die ent-

& I
mgh = —mv* folgt v =
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sprechende Formel beim freiem Falle lautet V' 2gh. An Stelle von g
tritt also hier %,¢, die drei Fallformeln sind demnach hier

o L B g e T oo ool

v=5gt, h= 5359t T i{‘(h' -q)ﬁ'

Durch den Drehungszwang wird also die Fallge-
sechwindigkeit fiir jeden Zeitpunkt auf % der freien Fall-
geschwindigkeit herabgesetzst.

Wie grofs ist die Fadenspannung bei diesem Beispiele? Es

i @ i i o {] ] -
st g — gy =9 — 9= ',_:, die Spannung also m - = ‘:_; - Oder wenn

man den Vorgang eingehender analysieren will: Die Fadenspannung
ist die Kraft, welche die Drehung hervorruft. Die Beschlenmigung

! a : 24 i1 Fire
der letzteren ist am Rande © g, am Radius 1 also y = -,;"I- Gleichzeitig
o L B L ‘;
ist aber )

Moment der Kraft o 2p
Fe Trigheitsmoment — mr?  mr?
2
: . i TR 2 1 29 ¢ n
wo p, die drehende Kraft ist. Es folgt —=1 = o=, dhp=-2=%

Die Fadenspannung betrigt also nur den dritten Teil
des Cylindergewichtes. Dieses Resultat soll spiiter

sur Aufkliirung iiber gewisse Reibungsverhiiltnisse be ST

nutzt werden. Statt den Faden bei A4 zu befestigen, f’,‘},-.!
kann man ihn dort iiber eine leicht bewegliche Rolle [""’i

4 " J
legen und durch das Gewicht f;:m_\']ulnm:-n. Der am

Faden herabrollende Cylinder p hiilt dann dem Gewichte ‘: 20l

das Gleichgewicht, wie leicht experimentell bestitigt
werden kann.

Gewohnlich wird die behandelte Aufgabe anders angegrifien.
Man betrachtet B als angenblicklichen Drehungspunkt des Cylinders,

v 1 e . mr 9 .
so dals das Trigheitsmoment —- um pmr® zu vermehren und gleich
S ma? zu setzen ist. Das Moment der Triebkraft in Bezug auf B ist pr,
: : e ] i 2maqr 2 ¢

also ist die Winkelbeschleunigung ¢ = L = - m.:l" = '_j‘ Der
o g o e o T

mirs

Punkt M befindet sich am Radius », bewegt sich also mit der Ge-
2y

e -~ ¢g. Das Resultat ist dasselbe wie oben.
a1 il

schwindigkeit g,
346) Noch stirker lifst sich der Fall verlangsamen, wenn der Faden

nicht um die Scheibe oder den Cylinder, sondern um eine Achse

mit dem kleineren Radius ¢ gewunden wird. (Vgl Nr. 95.)

r——

—




270 Absehnitt IX.

Ist die Fallgeschwindigkeit », so ist jetzt die Winkelgeschwindigkeit
v - ¥ . 4 . .
& — —-  Vernachlissiot man das Gewicht der Achse, welches ein-
o = b,
zurechnen iibrigens keine Schwierigkeiten macht, so wird die Arbeits
wucht

v

P\ 2
ma i mu® mirs ( o ) mu: r*-- 2’
4"1 —_— . + —— _'_ . — . ~
2 2 2 2 2 2 Zp°
Setzt man dies gleich der Arbeit ph der Schwerkraft, d.h. = mgl,

80 flul;-,;'l.

= "l/jl’ (f;' = j—@.‘:y \J .

An Stelle von g in der Freifallformel v = J/2¢h tritt also

e

20
G

Uy —= _,.é_|_ EZ.(J“

was alg Beschleunigung in die drei Bewegungsformeln einzufithren ist.

2ip* ( .

0 g‘zc..,l- 20 f:rl ST

Fallgeschwindigkeit wird also der 51. Teil der Freifallgeschwindigkeit.

(Entsprechende Versuche iiber Unterrichtszwecke lassen sich mit dem

Rade der Atwoodsehen Fallmaschine machen, um deren Achse man
Faden gewickelt hat.)

Die Fadenspannung wird hier grifser als bei der vorigen Aufgabe,

2o gr°

denn es ist g — g, =9 — ¢ - —|—‘::éuﬂ e aa also die Spannung

Macht man z B. r =109, so wird g, =g

wmgrs e : : g :
R e b L Oder, wenn man die obige Betrachtung wieder-
r® -4 2p° re 4 2p° : '

: ' 2p° ; - .
holen will: Aus g, =gy oo folgt als Winkelbeschleunigung
- . i, Dy Lo A x
(am Radius 1) y = i - _l_"-f T Dieselbe Winkelbeschleunigung
L 1 TR

wird durch die Fadenspannung p, hervorgerufen, so dals auch

Kraftmoment 70

s Trigheitsmoment ~  mor®

s

ist.  Aus der Gleichsetzung der rechten Seiten ergiebt sich die

Fadenspannung

mgr- pr-
Py s R
20 ro=- 2
% 5 { . . .
Ist z.B. » = 10 g, so folgt p, = ;; p, wo p das Cylindergewicht ist.

Man bemerkt, dafs bei der Herabsetzung der Freifallbeschleunigung
v 1 i 1 ; ; .
von g auf ;g die Fadenspannung nm - des Gewichtes vermindert wird.

Dies bestitigt die obige Bemerkung tiber den Ausdruek m (g — g,).
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Der Grund, weshalb wir auf die Fadenspannung iiberhaupt ein
gingen, wird sich aus der folgenden Anfgabe ergeben.

347) Der Cylinder ist wiederum mit einem Faden um
wickelt. Das Ende desselben sei aber bei 4 an der schiefen
Ebene mit Neigung e« befestigt,
auf welcher der Cylinder herab-
rollen soll. Beschleunigung und
Fadenspannung sollen berechnet
werden, ohne dals die Reibung
beriicksichtigt wird.

Beim senkrechten Fall ergab sich

.3 Tl
unter Drehungszwang » — ]/;’1: - ."!’) h.

Man braueht nur [ sin « fiir b zu setzen,

um hier v = [;/'-_3‘- ( y)f sin ¢ zu finden, so dals an Stelle von g, = — g jetat
¢y = ;g sine als Beschleunigung ftritt. Man kann aber auch so,
wie vorher, die Gleichung der Erhaltung der Arbeit benutzen, oder
auch B als Drehungspunkt betrachten. Das statische Moment der
Schwerkraft in Bezug auf B ist dann pr sin @, das Trigheitsmoment

mir® 3 2 S op . re : .
aher ——= s we mre. s folgt die Winkelbeschleunigung

prsin o g gsino
Ay — == —
d 3 3 g r 7
— mr?
also fiir M, d. h. fiir den Radius », das »-fache oder g, = ¢ sin «.

Die Drehung wird, wenn keine Reibung vorhanden ist, durch die

- ; , : ;& 2
Fadenspannung p, hervorgerufen, so dals auch ist: y = til me i

mrs mi
(tleichsetzung beider Ausdriicke fiir p giebt 2
g 8in e pin
1, == — - T
' 3 3

348) Diese Fadenspannung giebt uns an, wie grofs die
Reibung mindestens sein mufs, um das Herabgleiten zu ver
hindern und die Cylinderbewegung zu einer rein rollenden
zu machen.

Ist also der Reibungskoeffizient fiir Gleitung w, die Reibung selbst

: S . ) : ) sin e
also hier wp cos ¢, so ist im vorliegenden Falle up cos ¢ = *——, d. h.
b

— ! tano
u = - tang «.

en Korpern ist bekanntlich der Koeffizient

Bei den gleitenc
u = tang o; man hat also fiir den rollenden Cylinder das

']
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bemerkenswerte Resultat, dals sein Gleiten schon durch den
dritten Teil derjenigen Reibung verhindert wird, die einen
nicht rollenden Kidrper vom Gleiten abhilt. Mit anderen
Worten: Bei nicht rollenden Kérpern findet das Gleiten
bereits statt bei tang ¢ < g, bei dem rollenden Cylinder erst
bei tang ¢ > 3 u. Die Steigung der schiefen Ebene darf also
hier die dreifache sein, ohne dals Gleitung stattfindet.®)
Ist z B. der Reibungskoeffizient y = 0,2, so folgt aus tang ¢ = 0,2
der sog. Reibungswinkel 11° 18" 40”. Sobald die Neigung grifser ist,
beginnen ebenflichige Ko&rper zu gleiten. Der rollende Cylinder aber
gleitet erst bei tang @« = 2u = 0,6, d. h. bei ¢ = 30° 57" 50”. Sobald
der Winkel kleiner ist, findet lediglich ein Rollen statt, und ab-
gesehen von der geringfiigigen rollenden Reibung gelten die oben
entwickelten Bewegungsformeln. Ist dagegen die Neigung grifser, so
findet Rollen und Gleiten .zugleich

Pig. 257. statt. Dies ist ein ganz anderer Fall

4 /‘\ mit besonderen .I%v'c'.-'r}.g11n;__rsgleiIeiumgen.

=3 \ Spiter soll auf diesen schwierigen Fall
\\“\?:f. \ noch eingegangen werden,

. 2

/ : : 1 i

1 \\.( 349) Das obige Resultat i#indert

o 2 sich sofort, wenn der Cylinder unter

Auflagerung auf eine Achse aunf

. der schiefen Ebene herabrollt.

Zunichst werde hier wiederum die

Reibung weggedacht, dafiir aber ein Faden, der bei A befestight ist,

um die Achse gewunden. Nach Art der obigen Entwicklung erhilt
man als Beschleunigung des Punktes M
')-.(3

. =
G =g sme& 51—,

Y

als Winkelbeschleunigung (am Radius 1) also

g 2g sineo
?} = 1 e = ;j— 5
e 4 2¢

Die Fadenspannung p, am Radius

den Wert

o giebt aber fiir dasselbe y

0.0 2. 0

}. _— Jr_l.‘.‘o e ‘lr]“( .
mr- miuyr=
s

*) In mehreren Lehrbiichern und Abhandlungen finden sich in dieser Be-
ziehung irrtiimliche Ableitungen, die aunf detr falschen Annahme fulsen, dals der
Reibungswinkel derselbe bliebe.
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Aus der Gleichsetzung beider Werte ergiebt sich als Faden

spannung
Mg s SN g p sin er®
',lr ] 0 a p— -y — -
Py r® - 2p® p2 -2 p®
L . . ol 3 3 .
[st z. B. » =109, so wird p, =psm e - HKbenso grols muls

die gleitende Reibung sein, wenn das Gleiten verhindert werden und
blofses Rollen stattfinden soll. * Der Koeffizient berechnet sich fiir
den Grenziall aus

P 8in e r®

wp Cos & = —3 o as
' ! —Il-- 2 ]

also
Illl-
= e ang o,
J |_ 'A.g- 3
. s * . ol ! ~ . 5
im gewithlten Beispiele also ¢ = ; tang &, so dals der Grenzwinkel
L ol -
aus tang ¢ = _, w #zu berechnen ist.
[st 7z B. wieder @ =02, so wird der Grenzwinkel, wie aus
0l - . g = . tes .
tang ¢ = 5 - 0,2 folgt, « = 11° 31" 50", withrend er fiir nur gleitende

Kiorper war: 11°18°40”. Der Unterschied ist also jetzt ein
weit weniger auffallender als bei dem einfach aufliegenden
Oylinder, wo der eine Winkel fast dreimal so grols war als der

andere.

Ein entsprechender Versuch kann wieder gemacht werden, indem
man das Rad der Atwoodschen Fallmaschine mit der Achse auf
zwei parallel gestellte Lineale legt und so anf schiefer Ebene herab
rollen lifst. Angenommen, der Reibungskoeffizient wiire 0,2, so wiirde
bei & grdfser als 11931 50" fast nur ein Herabgleiten, kaum ein
Rollen bemerkbar sein, withrend ein Cylinder noch bei nahe 30° 58’
einfach herabrollen wiirde. Fiir o = 0, d. h. fiir unendlich diinne
Achsen, hort der Unterschied ganz auf.

Versuche dieser Art sind mit so einfachen Hiilfsmitteln durch
zufithren und werfen so {iberraschendes Licht auf die entsprechenden
Punkte der Bewegungslehre und der Reibungstheorie, dals ihre Nicht
beriicksichtigung in den Lehrbiichern eine erhebliche Liticke bedeutet.

350) Nur noch ein Beispiel fiir die schiefe Ebene sei angegeben:
das der herabrollenden Kugel unter dem Einflusse der Reibung
egten Fadens. Das Triigheits

oder des um den grifsten Kreis ge
or Kugel war schon in Nr. 174 abgeleitet worden. Die

moment
Arbeitsgleichung wiirde hier lauten

5]

W ae e

. s f 2 N e np: .2 ™ T/ e
T e ot AP LT o e b T AR S TV .
A=plsing =" f\__‘ e Lt e
Holzmiiller, Ingenieur-Mathematik. 1 ]
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-

Aus der Gleichung folgt als Geschwindigkeit des Mittelpunktes

R e
U = |r":.’{;y Hmrc)f?

als Beschleunigung desselben also g

, = - ¢ sing, sodafs die Winke
beschleunigung ist :
D g =N e

p =L

-r
Die Fadenspannung p, giebt aber die Winkelbeschleunigung

nor mr _bp
R T 2w

Gleichsetzung beider Werte bestimmt die Fadenspannung als

=1 b2

Py = = p sin ¢.

Ersetzt man fiir den Grenzfall p, wieder durch die Reibung, so
folgt

wp cose = —p sin e, |

i

2 7 .

d. h. u=— - tange und tange = ;. |

Daraus ergeben sich wiederum entsprechende Folgernngen. Beim

Reibungskoeffizienten g = 0,2 wiirde tang ¢ = 0,2 = 0,7 den Grenz
winkel « = 34°39"30” (statt 11°18’ 40”) fiir das blofse Rollen er-

geben.

351) Da die Lehrbiicher elementaren Charakters auf die ent-
wickelten Unterschiede keine Riicksicht nehmen, kommen bisweilen
gelegentlich der Reibung unmogliche Beispiele vor, durch welche die
bestehenden Unklarheiten noch unterstiitzt werden. IFast nirgends wird

man z. B. folgende naheliegende

Fig. 28, Aufgabe gestellt oder berticksichtigt
et finden:

p werde dureh eine an seiner

( M ap o5 Ein Cylinder vom Gewichte

4 o
T T Achse angreifende Horizontal-
kraft p, auf horizontaler Bahn
bewegt. Wie grols muls die gleitende Reibung mindestens
sein, damit nieht Gleitung, sondern nur Rollen entstehe?
Zunichst werde wieder von der Reibung abgesehen und das

Rollen durch einen Faden, der bei A befestigt und um den Cylinder
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geschlungen ist, erzwungen. Legt nun der Angriffspunkt den Weg /
zuriick, so ist die Arbeitsgleichung

R .
I = _|lr — J”ll.! { ”'r'l.-. h I tJ‘ 5]
A=ph="1C+ =T D =L

Daraus folgt die Geschwindigkeit

o s Ij (32) &,

fiir den Punkt M also die Beschleunigung g, = ﬁ,‘?' und demnach
2 v 3o
die Winkelbesehleunigung p = - :;I,--' Wie frither ist zugleich die
s _ pir__ 2p* (8 e
Fadenspannung p,: y = S und durch die Gleichsetzung
2 " ¢
5
R 2 Py 2p
ergiebt sich =22 — ZPr oder p, — 2
e mr o E 3

Wie grols also auch das Gewicht und der Radius des
Cylinders seien, die Fadenspannung ist in allen Fillen der
dritte Teil der Zugkraft.

Soll demnach auch ohne Faden nur Rollung ohne jedes
Gtleiten stattfinden, so muls die Reibung mindestens der
dritte Teil der Zugkraft sein. Sie ist aber in diesem Falle up,

also ist der Minimalwert fiir g zu berechnen aus pp = S dh. er
18b @ = L.
! ap

Sobald u < _‘;-1 oder p, > B up ist, findet Gleitung und Rollung
[ 5 p 1 f , . .

zugleich statt, und ganz neue Bewegungsgleichungen sind zu bilden.
Ist z. B. w = 0,2, so muls p, unterhalb 0,6 p bleiben, damit nur
Rollung stattfinde.

Unter dieser Bedingung bewegt sich dann M, abgesehen von der
geringfiigigen rollenden Reibung, nach den Formeln

) 2] f £}
a L =% 9 foy =y
SR e
dm = dm Sm
die Drehung aber gehorcht den Formeln
20 1 2P o : __#_) 2 Py
=3 8 ﬂ, 0 = 5 o I!‘-_.I = '.-’ & .
3mr -’ 23 mr amr

r., wenn jene Be-

=

352) Wie aber erfolgt die Bewegun
dingung nicht stattfindet, d. h. wenn p, >3 up 1st?
e Lt']:-ilul}_l' (_‘I“'Hi{‘hl'. sich durch foloende !|1']|1':-'~:|_||1'}_f;iha‘_ die auch

:
an sich nicht ohne Interesse ist.
l-":i':'-

g S T 5

oy r—
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Ein Faden sei um einen Cylinder vom Gewichte p ge
schlungen; er werde durch eine Kraft ¢ bei 4 senkrecht
nach oben gezogen. Wie bewegen sich die

Fig. 259 Punkte M und 4, und wie dreht sich der Cy-
r linder?
Auflésung. Man zerlege p in ¢ und p — ¢q. Die

Kraft ¢ und die nach oben gerichtete (— ¢) bilden das
Kriiftepaar, welches den Cylinder in Drehung versetzt,
die Kraft p — ¢ zieht ihn nach unten. Die Drehung

A

S e
erfolgt also mit der Beschleunigung y — e e
{ z'}
i
also am Rande mit der Beschleunigung g, — -m‘l- Die

Senkung des Punktes M geschieht mit der Be-

. -l .
schleunigung ¢, —* = 1. Der Punkt B senkt sich
i /]

erstens mit der Beschleunigung ¢, , steigt aber zweitens
mit der Beschleunigung g,, seine wirkliche Beschleu-
nmgung, ebenso die von A, ist demnach

i i 24q p—3dyg
o i :

/113 m m

(Ist p = 84, so steht A4 still, was mit dem frither behandelten Falle
tiberemmstimmt.)

s ist nicht iiberfliissig, auch hier den Satz von der Erhaltung
der Arbeit zu priifen. Die Arbeitswucht der bewegten Masse ist

mo* e : ! g . o

—+ 1 Ist & die Senkung von M, so ist v = )2g,h, also
muy? . 3

— =, = (p — q)h. Ist ferner @ der Drehungsweg fiir den
Radius 1, so ist die Winkelgeschwindigkeit & = )2 yw@, also

y i mr? eyt Sl ;

T = & yo= = ;:[.w = ¢rw. Nun ist aber o:h = yp:q,
2 2 2 il -
2q p—¢ 2 0h - ; : A 2q*h

St = "r_ also © = — Lig |*n1ght:h st 4 == L
mr e A L Iil‘_r e ITI b e — fll'

g 3 Bl = : 5 2 a2h

Die Summe der Arbeitsfihigkeiten ist also (p — ¢) b 4 =2

o : " p—aq
h S S : : f e

= |[p + 3¢* — 2pg|. Ist dies eben so grols wie die geleisteten

p—q - L4 z 1

Arbeiten? Die Kraft p hat den Weg h nach unten, die Kraft ¢ den
Weg hy nach oben zuriickgelegt; die Leistungen sind also zusammen

¥ st —'8 i = q i p — 5 0]
ph—qhy. Esistaber hy:ih=g;:9, =" m o om Blsd fereds p—q
) — 8 A A e . el LR

und ¢h, = qh? 1. Die Arbeitsleistung ist also ph— gh? — =1
1 P— ; i b
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h a0 o8 : : : : >
— [p? + 3¢ — 2pqg]. Dies stimmt mit dem obigen Resultate
p—4q . ; !

iiberein, die Giltigkeit des Satzes ist also nachgewiesen.

353) Die Anwendung auf das Reibungsproblem ist nun sehr einfach.
Das Gewicht des Cylinders sel wiederum
p, die ziehende Kraft p,, die gleitende

Fig. 260,

Reibung ¢ = wp und p; > 3 g, wie voraus- PraeE
cesetzt werden musste, um Rollung und SR S P
. i g . = | [ ’
Gleitung zugleich zu erhalten. Die rollende \ A
: B/

Reibung bleibe unberiicksichtigt. Die —ragssrrrymrry
Besehleunigung der Drehung erfolgt

LR & I # i
durch das Kriftepaar + ¢ am Radius », ist also p =
£ mae
( g, )

2upr 2 1L o L . > i 7
— "o — 250 An der Peripherie ist die Beschleunigung g, = 2 uyg
mr? r : g 4 g
Der Kraftiiberschuls p, — ¢ = p, — wp bringt die davon unabhiingige
2 . . . J L -y "
Beschleunigung von M hervor, und diese wird g, = L= e - Die

m

Sehleifung des Punktes B hat die Beschleunigung
¥, — P ly ==
o=y — gy =2t 249 =B —"EL
(Das Schleifen ist Null, sobald p, = 3 up ist. Es findet statt, sobald
. . ’ P = 3 i, soh
p, > Bup ist, es findet nicht statt, sobald p, <3 up st Die
Anfangsgeschwindigkeit war als Null vorausgesetzt.) Der von M
suriickgelegte Weg [ verhiilt sich zaum Reibungswege [, wie g, zu g,
Die Arbeitsgleichung wiirde sein
wvt T
2 = @ + I".I"'FI )
wo der letzte Posten die Reibungsarbeit ist. Dals aber
mv? T
5= Ti=n
ist, war schon bei dem Hiilfsbeispiele nachgewiesen worden.
Die Bewegungsgleichungen fiir M sind

Ay =

Pyt — gl =

i By — M J?'II{ i _[’ by — BP I,rj! i -l’__r’fz Pp— BR -

by
m 4 = m e

die Gleichungen fiir die Drehung sind

—
2Ly 1 200 1 /e 2w
g="ty o=3Mpg g=1]2" e
3 TR . :
Das Schleifen geschieht nach den Formeln
) — dup 1Py — P 0 oy — Bup
t‘-] —— J?l l IF. I'F] = = Py G f_. -f.'l = I .?}l'l-—— ! I|l|.'
m . = m % T

3T i

— e
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) : . . :
'r_l', so wirkt sie trotzdem stets nur in der

Ist die Reibung up > *
T 1 ~y 9 . ‘ . ey -
Stirke wp ="'- Setzt man dies ein, so wird das Schleifen Null,
und die Formeln werden die fritheren.

Die Richtigkeit des Ganzen kann man erproben, indem man
untersucht, ob der Satz von der Erhaltung der Arbeit gewahrt bleibt.
Man legt dabei bequem das Ende der ersten Sekunde zu orunde.

g ! _ ‘
An einem allgemeineren Beispie

e soll dies durchgefithrt werden;
der Abwechselung halber werde dabei die Behandlung geiindert.

354) Ein beliebig gestalteter Kérper rolle unter Achsen
lagerung von schiefer Ebene herab. Die Achse habe den
Radius g, und ihre Mittellinie
gehe durch den Schwerpunkt des
Korpers. Wie erfolgt die Be-
wegung?

Zuniichst sei die Reibung Null und
das Drehen durch den bei 4 befestigten

und um den Cylinder geschlungenen

—~. Faden erzwungen. Die Bewegung ist

Drehung um M und gleichzeitige Ver
er auch Drehung um den jedesmaligen Berithrungspunkt
B allein. Das Moment der Schwerkratt in bezug auf diesen ist
psine, die Winkelbeschleunigung also

schiehung o

Po BN o mp 81N «

i --|- :JEL};E = o —' ur!‘J\':

'})ﬁ

Ebenso grofs ist die Winkelbeschleunigung der Dre
Die geradlinige Beschleunigung von M ist

ng um M,

po? sin o mp® sin e

{ — Y0 = = - = (] fo————
L0 ry T L mp? /) FIEE(Z mg?

Die Fadenspannung ist
- ; ad 1
P, == g SN o — MG, = Mg SN« ) = M BN e -
Py g P s g = (l I+ JH(J') g T 4 nig*

Soll die Reibung den Faden ersetzen, so muss sein

e
WP COS ¢ = 1 Sin ¢ — =t
wi = 1 {..-' - mp*?
der Koeffizient also
> tang e
e : I'4+ me*

Der Reibungswinkel fiir gegebenes w folgt schlielslich aus

T 4 me?

tang e = u - 7
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Ist tang « kleiner, so findet die Bewegung nach den soeben
herechneten Beschleunigungen ¢, und y statt. Ist tang e« grolser, so
findet Gleiting und Rollung zugleich statt. Die Drehung entsteht
durch das Kriftepaar -+ up cos ¢ mit dem Hebelarme g, hat also die

-

Winkelbeschleunigung

1 .IiJ COB kg Wi o COs
e T = T
der Kraftiiberschuss p sine — up cosa giebt die fortschreitende Be-

schleunigung fiir M, nimlich

posin ¢ — pp COS o ; .
(), = R = g (8SIn & — W COS &),
ol m v ¥ i !

An der Peripherie ist die Drehbesehleunigung

L)) COS ro® Wi Cos e p”
G — P10 = s = g
S & ] g T

die Beschleunigung des Schleifens ist also

3 _%_ ”Fl:j""
g5 =g — gy =9 (sine — peose—7—)
5 3 5 AET = T -+ me*® . oo
(Das Schleifen ist Null, sobald g < tanga——7—— ist, die Probe

stimmt also. Ist die Reibung gréfser, so wirkt sie trotzdem nur wie
P A I g T 4 mp* «
die Fadenspannung, niimlich nach dem Gesetze y = tange ——7z— )

o )

350) Eine weitere Probe werde gemacht, um zu zeigen, wie es
sich bei Reibungsproblemen mit dem Satze von der Erhaltung der
Arbeit gestaltet.

[st zuniichst 7, der von M zuriickgelegte Weg, so ergiebt sich
der Gleitungsweg aus der Proportion I,:l, = gy:¢, als
T 1 mo*

—

8in o — W COS ¢
|!I —_ ||r 'r)l"i -
3 Lyg, 1 8in o« — . CO8 ¢

Man setze nun folgende Arbeitsgleichung an:

Arbeit der Kraft = Energie der Massenbewegung - Reibungsarbeit,
oder
Arbeit der Kraft — Reibungsarbeit = Energie der Massenbewegung,
also
¥ T+ mp*®
21N o I COR- 0 ————s g .9
e vl : i mys Td"
DS el o L 81T ¢ i COR e L D o)
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[st diese Gleichung richtig? Als Zeitpunkt wihle man z B. das
Ende der ersten Sekunde. Dann ist
Lf i

! i y _. o e COs g
= S (sine — peose), ©=g (sine—ucose), #=y= Pt

Durch Einsetzung dieser Werte formt sich die linke Seite um zu

i

&

g [ing ; : N g I - mo*y
= sin*e — 2 u sine cos e 4 u? cos?e = -
2 | ) ; 1 |

Die rechte Seite fiihrt auf denselben Wert. Die Probe mit dem
datze von der Erhaltung der Arbeit stimmt also gleichfalls.

Dem Leser bleibe es iiberlassen, eine
ganze Schar hierher gehoriger Aufgaben,

e S 7. B. solche, bei denen es sich um das
T~ — . i ; h : T
s = SRS Hinaufrollen handelt, selbst anzusetzen. Um
PR jedoch zu zeigen, wie man die Schwierig
= | keiten des Ansatzes in mannigfacher Weise
e 5

e = | iiberwinden kann, behandeln wir noch ein

verwandtes Beispie

[_ 506) Kin Faden seiiiber eine leicht-

bewegliche Rolle gelegt, deren Masse
Null sei. An dem Ende A4 sei ein Gewicht befestigt, das
andere Ende sei um einen Cylinder vom Radius » und vom
Gewichte p, geschlungen, der infolge
der Fadenspannung und Schwerkraft

}l\ abrollen wird Wie erfolgen die ein-

Fig. 263,

zelnen Bewegungen?
\\_/ Auflosung., Sinkt 4 mit der Beschlen
_ nigung g, statt g, so bleibt die Fadenspannung
[ S=(g—g,) my. Da die Masse der oberen
. Rolle als Null angenommen ist, so herrscht
y ; auf der andern Seite dieselbe Fadenspannung.
il | Damit 18t die Aufgabe auf eine friihere
AR zuriickgefithrt, bei der es sich um die
Fadenspannung ¢ statt S handelte, nur ist
noch die Unbekannte g, darin. Dort erfolote
die Drehung mit der Winkelbeschleunigung
o H_:Ih;,.' __’nr-_a';ij:l-;__.‘fv . an der Peripherie also mit g, — :“ = 21 :i”

Iy S g —my g —{fs)
.rHI i .'.r-'I ‘
Die beiden Bewegungen von B sind entgegengesetzt, die wirkliche
Bewegung also

M dagegen sank mit der Beschleunigung g, =

—

=
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L (g — ) — g (g —gs) By (g —ga) — Mg
[ = e _ :
Hn’l J”]

und dies ist zugleich die Beschleunigung ¢, von A, sodass

m. € S gy — My (
gy — Ny Hig s 19
v3 Ty
Daraus folgt
S, — m 31, 3
gy =2t A go—g f1 L.
S ¥ i?‘f:: i _rHI o ¥ ]H__, 1 l”l

Dies in die Gleichungen fiir # und g, eingesetzt, giebt die Winkel-
beschleunigung
dim, g 49, g
"} —_ ——

r[8my & ] r[8p. + n]’?

fiiv M aber die Beschleunigung

- | i, |
My - g L
et T U=l
Wy T 3 ity Py T 2P
Setzt man z B. p, = 3p,, so wird, wie in einem friiheren Bei-
spiele, g,=0, g, = = ¢g. Setzt man p, — oo, so wird g, = g, womit
. i e, 1 ' . v - % ; [i

A die grifste mogliche Geschwindigkeit erhilt. Dabei wird g, = S
. d ! 37

was die geringste Senkungsbeschleunigung fiir M giebt. (Ein Steigen
von M wiirde nur moglich sein, wenn man das Gewicht p, durch eine
Kraft ersetzte, die nicht an die Maximalbeschleunigung ¢ gebunden ist.)

Beriicksichtigt man die Masse «
Losung nicht viel schwieriger, nur ist natiirlich die Fadenspannung
rechts eine andere, als links. Ist niimlich die Spannung links wieder

er oberen Rolle, so wird die

S —m, (g — ¢,), so wiirde, da die Rolle am Rande die Beschleunigung g,

e = . s i my - s !
erhiilt und ihre auf den Rand reduzierte Masse —* ist, fiir die Spannung
T ; 4 M, , %
rechts nur iibrig bleiben S — =t g, oder S = m, (g — g) == s

m _-- . . . v
= My J — s (-m__. + = j Von jetzt ab ist die Aufgabe zu behandeln
\ W,

wie vorher.

357) Auch die Schwungradtheorie lilst sich mit den bisherigen
Hiilfsmitteln behandeln. Man kann bei gegebener Schwungmasse die
Grofse der Schwankungen in der Geschwindigkeit und umgekehrt aus
der zuliissicen Schwankung die Schwungmasse berechnen, Uber
dieses Kapitel vergleiche man den Anhang.

Zu entsprechenden Beispielen konnen noch herangezogen werden
der Drehungskérper mit symmetrischem Schnitt in Nr. 125, besonders
der ringformige Wulst in Nr. 126, die Kugelbetrachtungen in Nr. 174
und 175, besonders die Stofs- und Pendeltheorie, die Energiezunahme
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der sich zusammenziehenden Erde in Nr. 177, die Drehungsparaboloide
verschiedener Ordnung in der Tabelle des Abschnittes 18R
Man erkennt, welch reichen Ubungsstoff man schon an diese ein-

fachsten Korperformen anschliefsen kann, und wie viele wichtige Kapitel
der Mechanik nur mit Hiilfe der Trigheitsmomente erschlossen werden
kiinnen.

358) In idhnlicher Weise wie der Kreiscylinder und der Rechtecks
korper kionnen andere senkreehte Cylinder und Prismen beziiglich
der Triigheitsmomente behandelt werden, da jede der frither besprochenen
ebenen Flichen als Grundfliche genommen werden kann.

Man beginnt mit 7,. Ist F' der horizontale Querschnitt, so folgt
I'y* als sein Triigheitsmoment, also wird 7', = fr;d, und fiir den
Rt dh?

12 12
axiale Trigheitsmoment der Grundfliche, so ist .4 das des Korpers fiir
den entsprechenden senkrechten Schnitt, d. h. es ist T,. = ,h. Ist {,
das andere Axialmoment der Grundfliche, so wird 7,. = ¢, k. Fiir die
senkrechte Sehwerpunktsachse wird nun 7. = 7, .+ T, ., fiir die durch
den Schwerpunkt des Korpers gelegte X-Achse wird 7, =7, + 7.,
fiir die Y-Achse 7, = T., + 7,,. Endlich wird das Polarmoment
fiir den Schwerpunkt des Korpers 1, = T, + T1,. + T...

(Auch fiir schriige Prismen und Cylinder lassen sich gewisse
Momente leicht berechnen, andere aber erfordern Kenntnisse des
nichsten Abschnittes. So lilst sich z B. das schiefe Parallelflach oft
in ein senkrechtes Prisma und zwei Dachkoérper zerlegen, welche
letzteren aber der Ordnung 1 angehéren.) '

Schwerpunktssehnitt wird 7, = Ist ferner £, das eine

Fig. 264.

I tr // - &h* _,-/ % &h* ,;.}
i e e Rl e T I ! e BRI /
| | /::/ N _,/
| | 7 T '
L | | rd ,/ \-. i
i e ¥
%
i | / Vi W o
! | / \ fl
l'l'- |'I IIJ
/ /
| | VRS, =51 e b
) .n'
A A i
“ e e
..—-"(/‘L = i et oo
s -

359) Im Anschlufs an Fig. 130 lassen sich auch die Triigheits-
momente der Koérper von der Ordnung Null stereometrisch ver-
anschaulichen. Wegen der Querschnittsformel g, = T'y* handelt
es sich um eine Darstellung durch Kérper von der Ordnung 2. Seo




Die Triicheits- und Centrifugalmomente der wichtigsten Korper. 92409

ist z. B. das Trigheitsmoment des ersten Korpers in Fig. 264 gleich dem
Inhalte des zweiten parabolischen und auch des dritben Karpers, sobald
nur die letzteren statt der Grundfliche G die Grundfliche G'A® erhalten.

Das Axialmoment des ersten in Bezug auf die senkrechte Achse
kann man durch ein Prisma oder einen Cylinder von derselben Hohe
darstellen, dessen Grundfliche gleich dem polaren Trigheitsmomente
der Grundfliche des ersten Kirpers ist. Ist letztere z B. ein Quadrat
von der Seite b, so hat man fiir die ”I”Il[':i]-;;.‘:l'}".‘l' die Grundfliiche III:,1

)

711 nehmen.

Da hier und spiter fiir die Linien o 4
mehrfach Ausdriicke htherer Dimension auf f :
treten, so sei an folgendes erinnert. i

360) Um Ausdriicke wie a? a’, a, ... als \ ot
gerade Linien darstellen zu konnen, muls o //:'- =
man neben der Linge a noch die Linge e_-' S
der Einheit kennen. Man bildet nun aus 1 St g |
und @ ein beliebiges Dreieck OA,A4,, setzt /{r; f"
auf OA, ein ihnliches, auf 04, wiederum Ly H;,-"" [
ein ihnliches und fihrt so fort, dann erhilt e B ____,'f_;
man O A4, als a®, 04, alsa’, 04, als a® u.s. w. /I _,/.»"::;_:_;'a{—--‘-"’ 5 '_,»F :
Dies folgt aus Proportionen wie l:a =a:z o057 4
oder a:a°=@a":2 u.8 W

Schaltet man als Winkelhalbierende die mittleren Proportionalen
zweier aufeinanderfolgenden Strahlen ein, so erhilt man auch die

| 3 5
Lingen fiir a?, a®, a® u. s. w. Fihrt man nach unten fort, so
: " 1 1 1 : Ny
erhilt man zuniichst , =5, —5 W 8 W, oder, was dasselbe 1st,
' ed [ e " 5 4 A

= a it

a—', a? a % u s.w. Die so entstehenden Hekpunkte liegen auf

einer logarithmischen Spirale. Hat man diese korrekt gezeichnet und

lifst man die Winkeltheilung mit Hiilfe des probewsisen Zirkel-

abstechens auf einem Kreisbogen zu, so kann man alle Potenzen von

@ mit rationalem ']ﬂxpnuentm{ im Prinzip konstruieren. Dreiteillung

des Winkels ¢ giebt dann bis zur Spirale reichende Strahlen von der
. ]

Linge @® und a®

¢. Korper von der Ordnung 1.

361) Der symmetrische Dreieckskdrper mit rechteckiger
Grundfliche.
Ist G = ab der Oberschnitt, so ist der Horizontalschnitt in der
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