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366) In derselben Weise sind alle Arten von senkrechten Korpern
zweiter Ordnung zu behandeln, z. B. simtliche senkrechten Pyramiden
und Kegel, wobei die letzteren beliebige, z. B. auch elliptische Grund-
fliche haben konnen.

Die Trigheitsmomente dieser Korper konnen ebenfalls veran-
schaulicht werden, z. B. 7, durch den von der Parabel vierter Ordnung

P , i 1 Gh® GBS
W fp-.-.:” begrenzten parabolischen Cylinder, dessen Inhalt PE T

G - ! s | ]
ist.  Fiir ithn kann auch ein Drehungskérper eintreten, der von
Parabeln zweiter Ordnung begrenzt ist. Sein Schnitt in der Hohe ¢ ist

2 G . 5 L - <l
a'mw = ;52 , so dals die Gleichung der begrenzenden Kurve ist
CEas
b= z5— 8
h_ﬂ'.

Die Stumpfe der Kérper zweiter Ordnung sind nach der Subtraktions-
methode zu behandeln, indem man vom Kérper von der Hohe %, den
von der Hohe £, abzieht.

E. Korper gemischter Ordnung bis zur zweiten Potenz.
367) Die Kugel. Dieser Kérper ist bereits in Nr. 174 behandelt,
und zwar ist fiir ihn

i e Al 4 E 1 9 m F gt 2 9
.",e-H= f:.,_. = 1’3_r = T = — J-.l‘“_ also f — j = 7T == .;r'r‘

LH - i} b

das Polarmoment in Bezug auf den Mittelpunkt aber gleich = J»>.

Demnach ist derjenige Radius, dessen Quadrat fiir alle Kugelpunkte

i o
a gl E ) B 8 o 5
das mittlere ist, zu bestimmen aus g — 7 =1, so dals
o, =) - ist. Dagegen ist der axiale Trigheitsradius ¢ — r}/ =,
der anf den Hauptschnitt bezogene Trigheitsrading der Halbkugel
gl
l = _}..'
9r=-3‘]/,_-'-, wie aus ¢% = ——— folgt. Fiir den Horizontalschnitt der

”Jl“rkngt’l in der Hohe z ist nach 174
g, =rme —md.

Demnach kann das Trigheitsmoment der Halbkugel veranschaulicht
werden durch den parabolischen Cylinder, der von der Parabel ge-
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mischter Ordnung @« = r*zz? — wz* begrenzt wird, oder durch den
Drehungskérper, dessen Schnitt in der Héhe y ist

2 o o A
LI =T & ns ,

woraus sich die Gleichung der begrenzenden Kurve als

).

ergie

368) Das Drehungsellipsoid mit den Halbachsen @ nnd b.

GGeschieht die ]h'e-]mng der K |]'=1.=11- um die Achse b, so trtt an

Stelle des Kreisschnittes 6%z der Schnitt a’m, an Stelle seines Polar-
btz s Ee :
momentes — tritt = das letztere

") Fig. 270
entsteht also auns dem ersteren dureh ’
e e s sy G R e
Multiplikation mit ;5. Dasselbe gilt 0 e f i
: : : — S e
von jedem Horizontalschnitte. Dem- / I \
nach . wird das Axialmoment des HJI—F——f———F——IB

Ellipsoids ( ¥-Achse als senkrecht £y /

IL"-\ I\\. | ."I
betrachtet) \\_# //:/

a*

e ' (,_l:li h:"ﬂ") Pyi— :_r atbm,
- - - o & .-n'"! { o .
oder, da der Inhalt des Ellipsoids gleich — b%x - 3= @bm ist,
’} s - E -.1. "-fﬂ-li.l;-[.) “r-_a e -: l_"!”!.

Fiir jeden senkrechten Hauptschnitt ist das Moment halb so grols,
:ll'.‘”.?

FFT 1 o 8| L A

Toy=+Ja* = a'bax = T),.

Das Moment 7., ergiebt sich aus dem Kugelmomente, indem man

- . . . 7L . aa
jeden Horizontalschnitt mit 5 multipliziert, was
; X ] ]
"r_ . |-1_ ;,J'-i:['. . :lr: — I-l' h_‘.gj):':f'[: o ! _fh'i

giebt. Demnach wird
To—= Loy -+ Too— = Ja®  ; Jb* =< J (a® + 1)

4 9 e A (s £ O R
= a*bmw (@* 4 b*) = T..

Endlich folgt als Polarmoment
.a‘rj.. — .-’_,._,., - J".,J_.,l 4 e — 5 Ja” - 2 Jb* (b= =2t

| 9 79 o
———3 = { = 2=
- bx (b -+ 2a”).

Holzmiiller, Ingonienr - Mathamatik, I 19




29() Abschnitt TX.

Der Radius, dessen Quadrat unter den Radienguadraten aller Ellipsoid-
punkte das mittlere ist, ergiebt sich ans

: i h* - 2a
QF‘ = J. ol 5
;-ll:-:
/0% 4+ 2a®
Q.-" = l 7]

Der axiale Trigheitsradius ist fiir die Y-Achse o, =0 V=, fir die
; z AR e 3 A
X-Achse und Z-Achse o, =Va'+ b*. In Bezug auf die Haupt

schnitte des Halbellipsoids erhilt man fiir dieses

/1 /1
9.:--.-; =Ty Qs.r; = % ]f Bl Ir‘t":.r T II"‘ lf 5
Dieselben Resultate ergeben sich anf Grund der Gleichung

e p;! - 5 e
5 Jr =1 oder z°=na* TR
T b el

woraus sich die Trigheitsmomente der Querschnitte als

b | A

S 2 4" g
)

! d P

il 4 Sy i )
- —_— i — 1
2 o[ i e )

3 % 3 a¥ o . '
LY =T ‘ L I.'J-.'ﬂ-: |
ergeben, auf deren jedes die Schichtenformel anzuwenden ist.
Entsteht das Drehungsellipsoid durech Drehung um die Achse «,
g0 sind in allen Formeln @ und & 2zu vertauschen.

369) Das dreiachsige KEllipsoid. Die Achsen seien der
Gréfse nach @, b und ¢, den Koordinatenachsen des vorigen Beispiels
entsprechend. Das neue Ellipsoid entsteht aus dem vorigen durch
konstante Verkiirzung aller horizontal nach hinten gehenden Achsen
mittels des Faktors — . Jeder Horizontalschnitt wird in demselben

[/
Verhiiltnis verkleinert, folglich wird
5

e ! 278 4 o
== g . —_— ”,’",r'_.
"' g 15 Sl b i 15 2CT

4 4 = 72
oder, da - abex der Inhalt des Korpers ist,

Der horizontale Hauptschnitt hat in Besng auf die 2-Achse das
3

e . et atzw EX B L
[riigheitsmoment ==, welches aus — — (dem des Kreises) durch
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i . s =g At A : ¢ 3 .
Multiplikation mit —; entsteht. So 1st es m jedem Horizontalsechnitt,
f

folglich wird

A 3 1 :
— — bt = = Jct
" 15

]

T,, = (& atbx)

Y

. g £ e ca'mx

Jeder solche Schnitt hat in Bezug auf die z-Achse das Moment — —,
- alx v .

welches aus dem des Kreises, d. h aus ——, durch Verkleinerung

. = i - 5
mittels des Falktors : entsteht. Demnach wird

- 4 (5 4 g 2 i
T,.=—=abrg. — = 1_, atheaq = L Tad
we 15 i) 15 o
Jetzt folgt
J‘frll : Jr"_ : ?.." y = .-II ,J | IIrJ-"J —I— r"ﬂ 1 I_g".l___: = :‘If! _ll 'JFIlJ_. = I r;;‘ | f': —|— ”Z |17

."!’: =W -I.'-': _!!'- "; e _l J (a* —'— R
indlich 1st das Polarmoment

rpr 1 a9 8 o
et ek e
! i | |

Dividiert man jedes Moment durch .J, so erhilt man das Quadrat des
entsprechenden Triigheitsradius, So ist z. B. der Radius, dessen Qua-
drat unter allen Radienquadraten das mittlere ist,

- __.-"”: + bt p2
Q == 1_1 = e

5
Dieselben Resultate ergeben sich aus der Untersuchung der Schnitte
in der Hohe y, nur treten dabei irrationale Ausdriicke auf.
370) Kugelabsehnitt. Nach Nr. 313 ist der Horizontalschnitt
gy = 2*m = 2rmy — wY,
also das Triigheitsmoment in Bezug auf die Grundebene der Fig. 228
Qrmy® — wy.

Fiir den Korper von Hohe 5 wird also
T, =2vrx— —m—-

Der Schwerpunkt erfordert mach Nr. 313 Verschiebung um
h  8r — 3h
a p— -
Ys 4 8r—h?

Cl

so dals fiir die Horizontalebene durch S

i

s o

e s s
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A It mh® he /By — 88 axh . i
— 1!' - e ,! — 2ra - ) {are !’-’-Lj|
1 ¥ ! 4 5 16 ( By =10 Bl
ist, was sich noch vereinfachen lifst. Hier ist es aber vorzuziehen,
mit den Hiilfswerten i, und J zu rechnen.
Das Polarmoment des Schnittes in Héhe y ist
4 i 1 T o & by 4 o .o o »
q,=— =5 Q@ry — 9y’ =5 (4r’y — 4ry® 4+ ).

Demnach wird fiir den Korper in Bezug auf die senkrechte y-Achse

! 3 i g iy
A5 0 T i ‘h; — 47 j.l 3 j: ) = nf U:; rh - ff:_).

Fiir jeden senkrechten Hauptschnitt wird das Moment halb so grols,
also

: ah® (4r?

o I (5 —?'h—[—f{-“)z i

Die durch den Schwerpunkt gelegten Koordinatenachsen geben neben

dem obigen 7, noch
.11,:- = -'I'”.r'_-s _'{" -inl': = ?-”.'_-
ebenso

rf; _:'_ ?rz- + jf‘_u: + -T:.r:;

was ziemlich komplizierte Formeln giebt, aber keine Schwierigkeiten
macht.

371) Kugelschicht. Sind », & und h, gegeben, so ist mit
den Formeln in Nr. 314a zu arbeiten. Sind a, b und & gegeben, so
ist die Formel

L= (g* W — 2hs) +2(z4 h) y Yy’

T § . . i R, .t
aus Nr. 314b anzuwenden, aus der sich die Momente 2%y, ° e
leicht ableiten lassen. Die Resultate werden mit Hiilfe der Schichten-

formel auf den ganzen Korper ausgedehnt.

372) Ellipsoidschichten. Sind die Schichten durch parallele
Schnitte zu den Hauptebenen begrenzt, so sind die Formeln aus denen
filr die Schicht einer ebenso hohen Kugel abzuleiten. Am ein
fachsten geht man von den Hauptschmitten aus.

Die Kugel vom Radius & hat in der Hohe y den Schmitt

r’w = blax — y'n.
Der des Ellipsoids wird daraus abgeleitet, indem man zunichst mit

(4 .
— . dann mit

- multipliziert, was

%
b
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QCT iy =
q = =5 (G — )

2

=

giebt. Man erhilt fiir die Schicht von O bis y den Inhalt

ACTE (79 U y
J = 4':3 E._h— i 3 }

7. B. von O bis b den Inhalt des Halbellipsoids ® aber.

Fig. 971
A s b/t 0 Tt
"(r i o \\ ff | X e
fé— ':'.'_“f_,l__-_r_-----.f l \ L'II_/ i Vi 'l_i!___ e 2R \
IL e I-| .||; //'IL— i s —_._Illl

Multipliziert man den Schnitt mit 4 so erhiill man in Bezug
auf die Grundfliiche sein Triigheitsmoment

[

llu
b2 i

(OPy* — o

Fiir die Schicht von O bis y ergiebt sich also

'_'{'.r__ L eI {h‘_’ ’F' 0 ?If- ]

= i

Fiir das Halbellipsoid wird z. B.
0 W CT (bt (i o 5

I R e } = i ab’em.

3

Tyt .| - - g v e . ar 4
Die Grundfliche hat in Bezug auf x das Triigheitsmoment —7—, "Wwas

S b o { R vl X
aus dem der Kreisfliche, — durch Multiplikation mit —5- (erst mit

5

{1 1’ Pl b },..-.-.. : ‘o
j;» dann mit h==',]' jervorgegangen 1st.
also auch mit der ganzen Schicht von 0 bis .

entsprechenden Triigheitsmomente der Kugelschicht, welehes mit Hiilfe

,1'1:‘{ b T 14 9 9 |
1 : = 1t — 2b%* + y*) berechnet wird und

von R e —

So ist es mit jedem Schnitte,

Es folgt aus dem

sich als ;
T (14 o ¥ ¥
ol o T 5)

4

e -
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ergiebt,

T, = "’i {.l]'ﬂ y — 2b? “_ i ,;1; ,! :.-; _
Fiir die Schicht von 0 his b z B. ergiebt sich
In Bezug auf z hat die Grundfliche das Triigheitsmoment F:-r:fﬂf_ was

ff:" & . -
-+ hervorgeht. Aus dem Momente
: .

der Kreisschicht von 0 bis y, d. h. aus

ity -2+ 5,

aus -I_:E durch Multiplikation mit

ergiebt sich also

mo T (1 ops ¥’ ;i;"') wte
o < (\.EJ y — 28 - + = —

ad

Der Sehwerpunkt der Ellipsoidschicht liegt in derselben Héhe, wie
der der Kreisschicht. Fiir letztere ist

, 8 y* y?

i 7

) - g T4 By, obv— gt
e ;,s,,-‘lf_ - ﬂ,f{:" T

Die Reduktion auf den Schwerpunkt und die Berechnung von 7, i
und 7, fiir sein Koordinatensystem sei dem Leser iiberlassen, da es
sich um ganz einfache lu(.chmmge'n handelt.

Damit ist auch die Angelegenheit der Ellipsoidsegmente und der
beliebigen Horizontalschichten erledigt, denn dabei sind nur Subtrak-
tionen oder Additionen auszufiihren.

373) Das Drehun :mh\pm holoid.
Man benutze Figur und Grundformeln des Abschnittes 316, wo sich

4 3 -
L) e e

ergeben hatte, wihrend die Schwerpunktshihe war

3 h ’h- -L k2
-'|‘l — —_—
.f‘ _1 EL = h,.
Die Trigheitsmomente der in ]If’i'lu_- y liegenden Horizontalschicht
i 4
. g g ET &t : il - 3 :
sind 2*zy®, - und =, was mit Hiilfe von 1) leicht auszurechnen
ist. Die Formeln mu:lsn denen des Drehungsellipsoids analog.
Der Ubergang zum dreiachs sigen Hyperboloid erfolgt (lmn-n

wie der vom IJuhlumﬂ-olhpsmtl zum dreiachsigen Ellipsoid.
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374) Fiir das zweimantelige Dreh ungsh \'lwr-huLuiJ sind
die Formeln des Abschnittes 317 zu Grunde zu legen, mit t denen ebenso
leicht zu rechnen ist. Auch dort bietet der Ube rgang zur dreiachsigen
Form keine Schwierigkeiten.

Die Prismatoide sind auf Grund des Abschnittes 318 zu behandeln
und haben geringeres technisches Interesse, ohne auf Schwierigkeiten

zu fithren.

F. Einige Kérper hoherer Ordnung.
375) Ganz analog sind die Kérper hoherer Ordnung zu behandeln,

bei denen Formeln wie

2= a -+ by + ¢y + dy’
oder

22 = a -+ by + cy® + dy* +
malsgebend sind. Namentlich die mit diesen Formeln zusammen-
hiingenden Drehungskorper bieten interessante und einfache Ubungs

beispiele.
Sind die t’lltH!IHEhLi!tiL'I! Reihen unendliche, so hat man sich im

Konvergenzbereiche zu halten.
Hitte man dag dreiachsige Ellipsoid direkt berechnet, so hitten

. o . - 5 . " il & a3
sich als Horizontalschichten Ellipsen mit den 1l:‘11hm-h.~uzn.r;_,,:-jr Vo —y?

und ¢, = 3V ¢2 — y* ergeben, was aul ['viigheitsmomente von den
Formen

= o ey 2 ] 5]

c,my® oder -—1 (b® y?) (¢ Y,
3 B
ma,c, ®a,e, WAC
S = Y ol IJn
1 4 1

gefithrt haben wiirde. die siimtlich irrational sind. Die Irrationahtiiten
konnen mit Reihe nentwickelung mittels des binomischen Lehrsatzes
behandelt werden, was langwierig ist und zu den ansc ‘hanungsmilsig
abgeleiteten Resultaten guriickfithren muls.

376) Begiiglich der entsprechenden Drehungskdrper lassen
sich einige Resultate des Abschnittes IV benutzen. Hierher gehort
die Formel

Centrifugalmoment

h, =

statisches Moment
-m Abschnitte 116 und der dazu gehorige Symmetriefall, die Formel

T=J(e + 30;)

i
|
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