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208 Absehnitt IX,

G. Der Drehungssatz fiir die Trigheitsachsen.

Finige Hiilfsaufeaben der Raumgeometrie werden vorausgeschiekt.

31T7) Aufgabe. FKEine Gerade OA bilde mit der X -Achse und
Y-Achse die Winkel «

Sl und . Welchen Winkel
p bildet sie mit der
Z-Achse?

i Auflésung. Sind

i Ty, Yy, 2 die Koordi

! A naten von 4, so ist
[ ™, Ty = r COS e,
7 hiats
b ey Y, =7 cosf,
’ r.J \‘ ~ — AR ] -]
X _E.J__l__ St #, =17 CO8 Y,
N aus
B i o B o ol T BRI
o B
tolot also
r*cos® e 4+ ¥ cos® f -+ r¥cos’y =1r" oder cos*a - cos® B 4 cos®y = 1.

Demnach bestimmt sich ¢ aus

cosy = Y1 — cos*a — cos® B.

379) Aufgabe. Die Punkte 4, und 4, mit den Koordinaten
g 1 2

&y, Yy, & und @, ¥y, 7, seien gegeben. Wie grofls ist ihre

gegenseltige Entfernung?

Fig. 276
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Auflssung. P, und P, seien die Projektionen der Punkte A,
und A, auf die Grundebene, @, und ¢, die von P, und P, auf die
Y-Achse, ferner sei P, R | @,¢,, 4, B | P, P,, dann ist
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j;\ - {1 r-|-— |_\.-C-'._: Rl ';'L;! = I".';: —— '}.'l'-' ==l 4’,"_, — ?f‘[/.:l _Jl_ [-‘._:_‘ e _,_]j : |
|
also :
I|r —_— -l-'"’:..'j":! .f'l -I: —E— { ?J’.,: "Fh.'l‘z + { 'G.'_) T ;?-1-|._I. |' i

380) Aufgabe. Eine Ge- Fig. 877

rade 04, bilde mit den |z
Koordinatenachsen die . 13
Winkel ¢, §; und y, eine o j !
andere Gerade 04, die // (Tl
Winkel e, f; und ¢,. Der i
Sehnittwinkel g der beiden e it |
Geraden soll berechnet (i 4. |
werden. . ﬁ;_ T : '

Auflésung. Der Cosinus- = ' |
satz giebt = ! |J|

i

3 2 S e
P=r) 4 13— 21,75 CO8 @,
so dals

2ryryc08p =1} 4 1] — B = (2i + oi + &) + (& + 02 + %)

— [, — %)% + (4, — 9.)° — (& — 2)*] = 22,35 + 29,9 + 2212, r
I I - '
Folglich ist e E
e e Sy g rr |
COS @ — = == et : i R b A
P e U ) ' P
oder
/ |
COS @ = COS ¢y COS |
. e ~ eyl T / e '
~-cos f; cos f3; - cos ; cOs p;. r/ A 'i .
."r b e —
Oleh b ) AL ".;I 1“\ ,f")._ I
381) Aufgabe. Wie / 7
i e . . i SRt
grofs ist die Entfernung N _—
» i s 4 -
¢ eines Punktes 2z, y, 2 (/ff . i e _
von einer Geraden OA, Pre !

die mit den Koordinaten-
achsen die Winkel e, 8, » ¥
bildet?
Auflésung. P sei der gegebene Punkt, ¢ seine Projektion auf die

Gerade, OP = » bilde mit den Achsen die Winkel &, n, &, dann ist

=yt — 0@ = (" + 9"+ &%) — (r cos@)*
— 2% + y® + 2 — »? (cos & cos E + cos ff cosn + cos y cos §)®,

LT - P
also, da r cosf =z, r cosy =y, r cos§ = z 1st,
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1) &=+ y I 2 (#* cos® o« -+ y* cos® f -+ 2° cos®yp)
2xy cos e cos B 29z cos 3 cosy 2 gz co8 y CcOS @

oder

e' = z* (1 — cos*a) 4+ y* (1 — cos® B) 4 #* (1 — cos?y)

2zycosecosf — 2yz cos B cosy — 232 cos y cos &,

Hl:“”?
7 B = Rt o e o P,
2) ¢ = x° sin" @ < y* sin* B 4 2" sy

— 2 &Y COB ¢ COSs ||"]‘ — 2 Yz cos Irf cos ¢ 2 2% cos 9 COS .

Die Ausziehung der Quadratwurzel giebt e.

Im Folgenden soll jedoch eine andere Formel angewendet werden,
die dadurch entsteht, dafs man in Formel 1) die Klammer mit
cos® @ 4 cos® B 4 cos®py = 1 multipliziert, wodurch nichts geindert
wird. Dabel erhilf man nach leichter Umformung

3) e? = (y* 2%) cos?a <+ (27 x%) cos® B 4 (x* 4 y*) cos?y
1 i / e A

— 22y cos o cosf 249z cosfeosy — 223 COS Y COS .
! ] f 7 v

382) Aufgabe. Die axialen Triigheits- und Centrifugal-
momente eines Korpers in Bezug auf ein Koordinatensystem
seien bekannt. Wie grols ist sein Trigheitsmoment in Bezug
auf eine Achse 04, die mit den Koordinatenachsen die
Winkel &, g und p bildet?

Auflésung. Nach Gleichung 3) des vorigen Abschnittes handelt
es sich um

I i 9 f 1 o _1 2 P R T | [ I g

E me® = cos® « E my® -+ 2 mz®) + cos® B ( > me= -+ E m,.-r')

+ cos®y | E ma* my?) — 2 M,, cos ¢ cos 8
2M,, cosf3 cosy — 2 M., cosy cose,

h ) ] | 1 F &l T T = 5
oder, da 2 my* —+ ?. me*=T,, 4 T,.,= T, 1st und entsprechend die
anderen Klammern sich umformen,

1) = T,cos?e 4+ T,cos*f + T, cos®y
— 2.M,, cosecos— 2 M, cosfcosy — 2 M,, cos y cos .
Das gesuchte Triigheitsmoment kann also mit Hiilfe der Axial

momente und der Centrifugalmomente leicht bestimmt werden.
fon ]

383) Bedeutung der Centrifugalmomente. Ein Korper
drehe sich um die Z-Achse, und P sei die momentane Lage eines
Kérperteilchens, dessen Entfernung von der Drehungsachse gleich ¢
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sein mijge. Ist & die Winkelgeschwindigkeit, so entsteht die Centri

fugalkraft p = med*, die in den Richtungen der Koordinaten-
achsen die Komponenten

Py = med* cos £ und Fig. 279

p, =med* cosy hat, wo- ¥

fiir man sehreiben kann

Pe=mad>, p,=myd". B

Die statischen Momente
dieser Komponenten in

—

Bezug auf die Grund

ebene sind

|
g N ] (9] PO 7
) max L et 5

und Yo

a4 > myz. T
<

[st & = 1, so hat man
T ] . "]
M, = \:Im.:a:,e: und M,. = : Mz,
wobei z und 2, ebenso y und z ihre Rolle vertauschen kdnnen. Also:
3‘111?;{!;2 — M., ist zu deunten als das Moment der X-Kom-
ponente der Centrifugalkraft fiir einen sich um die z-Achse
drehenden Korper in Bezug auf die Ebene XY, oder es he
deutet das Moment der ZKomponente der Centrifugalkraft fiir einen
sich um die X-Achse drehenden Korper in Bezug auf die Ebene Y 7.
In beiden Fillen ist jedoch die Winkelgeschwindigkeit # =1 zn
- . ] .
setzen. Entsprechend sind > may g und Z mex zu deuten.
" . _I l . i
Beispiele fiir Berechnung der Centrifugalmomente sollen unten

cegeben werden.

384) Das Trigheitsellipsoid.

Man fithre in Gleichung 1) des Abschnittes 382 die Radien der
Trigheitsmomente im fritheren Sinne ein, und zwar mittels der

Gleichungen
o =T, g2J=1., o;J =1y, o.d =T,
dividiert man dann beiderseits durch J, so erhilt man
o — o cose - o cos B+ ¢ cos

2 M,, cos cosf3 2 M, cosffecosy — 2 M. .. cos y cos «.

. . : 1
Man berechne hieraus ¢ und trage den reciproken Wert — von 0

s

aus auf der Achse OA4 ab. Bezeichnet man die Koordinaten des
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3 ; e i : 1
Endpunktes mit z, y, 2z, so dafs = cos ¢ — z, = cosf=y, —cosy =2z
x : o e

ist, so kann man fiir simtliche Cosinus ihre Werte cose — zg,
08 § = yg, cosy = zg einsetzen, worauf sich beiderseits g* weghebt.
Die Gleichung geht iiber in

i. =] Q.L_.L "Jl—' Q.”lf’-‘ '-I— Q;:.- — "]{_,-_,.,--'*f)‘ — ‘_? ;h"_,:lﬂ'.; — J J[_'_m.a.n'a.

Fithrt man auch hier fiir die ¢ die reciproken Werte ein, also ¢, = =
1 1 R N :

b, = — ¢ — = so lautet die Gleichune

1 o 1 0. B

i y? 2 3 _
ST R T A w2y — 2.M, . y2 — 2 M, .50 — 1.
() hi i ¢ -

- - : P, o : A e

Der geometrische Ort der Endpunkte aller - ist also eine Fliche
i

zweiten Grades. Nun besteht aber ein Trigheitsmoment E-m-'ﬁ aus

lauter positiven Gliedern, kann also im allgemeinen nie Null sein.

- . . R .

Kann aber ¢ nicht Null werden, so kann nicht unendlich werden,

" (1]

d. h. die Fliche besitzt keine unendlich fernen Punkte, sie ist also

ein Ellipsoid, aber nicht ein Paraboloid oder Hyperboloid. Sie

heilst das Trigheitsellipsoid des Korpers fiir den Punkt O.

Ist O der Schwerpunkt, so heilst die Fliche das Centralellipsoid

des Korpers,

385) [Dasselbe Resultat hiitte Gleichung 1) des Abschnittes 381
gegeben. Man hiitte erhalten

) “ ] g -G 9 i+ g ) 9 i
—12 me” = >, ma” sm* e -J,~21.'-.#;r sin® 8 + \:. me" sin®y

— 2M,, cos ¢ cos 8 2M,, cosf cosy 2M,, cosy cos e

oder
1) T'=T,.sin"ae~+ T,,sin®g -+ T,,sinyp
— 2 M,, cose cos 2M,, cosfeosy — 2 M., cos Y €OS &,

so dals man das Axialmoment 7' auch mit Hiilfe der Planmomente
berechnen kann. Fithrt man die Triigheitsradien ein, so ergiebt sich

0" =g,  sine + o sin*pB 0,5y —2M cosecosf
i ey et 9 7 s
2M cospeosy —2M cosycose.
Berechnet man hieraus o fiir jede Achse und triigt man den reciproken

: 1 : e e : :
Wert — ein, so mufs man dieselbe Fliche erhalten, wie vorher, Hier
¢ 4
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- | - , = !
giebt aber =~ sin« nicht eme Koordinate z. sondern den Abstand von
n 4

der X-Achse, dessen Quadrat gleich ¢* 4 2* ist. Kbenso ist es mit
den andern Grofsen. Nach beiderseiticer Division dureh g erhilt

ATl
B !f"l _: 52 | .:7'! :_ .":? m2 - _ff'—' 9 7 o 7 v (9] A i)
] = 2 o I 3 + 5 — 2 M,,ry — 2 M, .yz—2 M, .22,
(s b3 fi s bt e
oder
y 1 2 1
A (mta) te (et £ 7 (o)
i cs s s fty b

— 2 M, zy — 2 M,.yz - O M..z2x,

WO dy, by, ¢, die reciproken Werte fiir die Radien der oegebenen Plan-
1

: —- il e ; 1 1
momente bedeuten. Da aber 7., -+ T,.=— T, ist, so 18t — 4+ - = -,
' ' j AR D L D

cbenso ist es mit der andern Summe, also stimmt die neune Ellipsoid
oleichung mit der fritheren iiberein.]

386) Jedes Ellipsoid hat aber drei Hauptachsen a, b, ¢, fiir die
seine (fleichung lautet

Hier fehlen die Teile — 2 M, zy — 2 M,.yz o M..zx, also
miissen fiir die Hauptachsen als Koordinatenachsen die
(entrifugalmomente gleich Null sein. Dies gilt von den Haupt
achsen fiir jedes Trigheitsellipsoid eines Korpers.

Gieht man also von den Hauptachsen eines solchen aus, so ver-
einfacht sich die Bestimmungsgleichung fiir ein Trigheitsmoment zn
folgender Gestalt:

T— T,ecose + T, cos®p - T cos®p.

387) Aufgabe. Gegeben seien drei Trigheitsmomente T
in Bezug auf drei beliebige Achsen durch O, die mit den
Hauptachsen die Winkel a, B, 71, @, s %2, %) By, v bilden.
Die Momente fiir die Hauptachsen sollen bestimmt werden.

Auflosung. Man stelle folgende Gleichungen aut:

T, cos® e, + T, eos® B, 4 T. cos®py = 1,
T. cos® e, + Ty cos? By 4 T eosly, = T,
T, cog? o Sk r,-usgﬁn + T cos® p, = /A
Sie sind in Besug auf die gesuchten 7' vom ersten Grade, lassen sich

also leiecht auflésen,
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388) Bemerkung iiber die Dynamik.

Der Umstand, dals die Centrifugalmomente fiir die Hauptachsen
jedes Trigheitsellipsoides verschwinden, ist fiir die Dynamik von be-
sonderer Bedeutung.

Aus Abschnitt 4 ist bekannt (ebenso durch die Deutung in
Nr. 383), dals bei der Drehung eines Korpers um eine feste Achse an
dieser ein umstiirzendes, d. h. auf Anderung der Achsenrichtung
wirkendes Kriiftepaar zur Geltung kommt. Dieses Kriiftepaar
wird aber nach obigem Null, wenn der Kérper sich um eine
der Hauptachsen des ihm zugehorigen Trigheitsellipsoides
dreht. Dann also bleibt nur eine auf Parallelverschiebung der Achse
hinarbeitende Centrifugalkraft iibrig.  Geht aber die Drehungsachse
durch den Schwerpunkt des Korpers, oder handelt es sich um das
Centralellipsoid, so ist auch die letztere Kraft gleich Null, so dals
weder Kraft noch Kriftepaar wirken. Daraus folgt im letzteren
Falle:

Dreht sich ein Kérper um eine Hauptachse des Central-
ellipsoides seiner rr]';if_{'llllit-‘il[ln'l]]i‘llL{‘} so wird die Achse dureh
die Drehung in keiner Weise beeinflulst, d. h, sie fibernimmt
die Rolle einer freien Achse.

Angenommen z. B. der Erdkérper oder vielmehr das an seine
Stelle zu  setzende ideale Geoid sei ein homogenes dreiachsiges
Ellipsoid, dessen Hauptachsen, wie sich zeigen wird, mit denen seines
Triigheitsellipsoides zusammenfallen, angenommen ferner, die Drehung
finde um eine der |'l{lu|1t'rtt‘]'|:'-u:rl statt, so wilrde diese |}!‘i,",|.'|1lng_l"a-;:].rJ_l?-'u'_‘l,
vorausgesetzt dals keine #Hulfseren Kriifte stirend einwirken, ihre
Richtung im Raume konstant beibehalten.

Wiirde jedoeh durch irgend welche iufsere Einwirkung, z B. dureh
hinreichend wuchtigen Anprall eines Meteorsteins oder eines Welt-
korpers eine andere Achse zur Drehungsachse gemacht, die nicht
Hauptachse ist, so wiirde deren Richtung nicht konstant bleiben.
sondern nither zu untersuchenden Schwankungen unterworfen sein.

Wird emn homogener Rechteckskérper emporgeschleudert, so be-
wegt sich sein Schwerpunkt in einer Parabel und aufserdem findet
Drehung um eine Schwerpunktsachse statt. Ist zufillie eine der
Mittellinien die Drehungsachse, so behiilt sie withrend des Wurfes ihre
Lage bei, sonst aber ist dies nicht der Fall Hierbei ist selbst-
verstindlich vom Luftwiderstande abgesehen.

:'.}Hfﬂ'j Fille besonderer Einfachheit. In vielen Fillen 15t die
oben angegebene Berechnung der Hauptachsen nicht nétig, da man
direkt aus der (restalt des Korpers aunf ihre Lage schliefsen kann.
Ist 2z B. die ZY-Ebene eine Symmetrichene des Korpers, so gehirt
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s jedem Elemente mxy des Centrifugalmomentes ein symmetrisches
m (— z)y — — may, so dals je zwei emander aufheben. In diesem
) b < = : ; :
Falle ist also :'JH.-;I."J;" = () und > maz = 0 und jedes auf der Sym-
f 4 : j v u .
metricebene errichtete Lot ist Hauptachse fiir das Trigheitsellipsoid,
welches zu seinem Fulspunkte gehort. Wiihlt man den Schwerpunkt,
so hat man die eine Hauptachsenrichtung fiir das Centralellipsoid.
Sind zwei Symmetrieebenen vorhanden, z. B. die Ebene ZY und
- , 1 ) :
X Z, so ist wegen der ersteren may — 0 und Sinzs = 0, wegen

. N ] ! L
der zweiten z.m;s,'.: = () (und EI'JJJ.;.?,'.'x'zl'I. Weil fiir jeden Punkt

ihrer Schnittlinie alle drei Momente verschwinden, hat man in jedem
sofort in den Loten und den Schnittlinien die drei Hauptachsen ¢
Triigheitsellipsoides. Wiihlt man den Sehwerpunkt, so hat man die

(]

des Centralellipsoides.

Sind drei Symmetrieebenen vorhanden, die nicht durch ein und
dieselbe Gerade gehen, so hat man in ihren Schnittlinien die Haupt-
achsen des Centralellipsoides.

Gehen hingegen die drei Symmetrieebenen durch eme Grerade,
so ist fiir jeden Punkt der Schnitthne das Trigheitsellipsoid ein
Drehungsellipsoid mit der Geraden als Achse. Wihlt man den
Schwerpunkt, so hat man das eentrale Drehungsellipsoid.

Werden die letztgenannten drei Symmetrieebenen durch eine
vierte (rechtwinklig) geschnitten, so handelt es sich um das centrale
Drehungsellipsoid. Dies ist z B. der Fall bei jedem regelmilsigen
Prisma. Bei einer gewissen Liinge desselben ist das centrale Drehungs-
ellipsoid eine Kugel, in anderen Fillen ist die Drehungsachse die
es. Beim Rechtecks-

kleinere oder die grifsere des Drehungsellipsoic
kérper hat man den Fall der Kugel, wenn er ein Wiirfel ist. Man
versuche den Fall der Kugel bei dem dreiseitigen, sechsseitigen u. s. w.

regelmiifsigen Prisma aufzufinden. Beispiele folgen in Nr. 398 und 400.
Bei jedem regelmiifsigen Korper 1st das Centralellipsoid eine Kugel.

300) Folgerungen aus der Existenz des Trigheits
ellipsoides.
a) Weil jeder Halbmesser den umgekehrten Wert des thm zu-

gehrigen axialen Trigheitsmomentes angiebt, so braucht man nur
die drei Haupttriigheitsmomente zu kennen, um geometrisch oder
rochnerisch simtliche fiir das durch O gehende Strahlenbiindel zu
finden.

b) Sind @, b, ¢ die nach der Grdlse ceordneten Hauptachsen, so
entspricht die lingste a dem kleinsten Triigheitsmoment, die kiirzeste ¢
dem grofsten fiir das vorliegende Strahlenbiindel.

Holzmiiller, Ingenieur - Mathematik, 1 20

=
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¢) Es war fiir beliebig gerichtete Koordinaten durch einen be-

liebigen Punkt fiir den gegebenen Kérper
e L il ol P o L £ X i
1{,»_-; _|r' JF_-.:: -— Jr-:'.' 3 f‘.u_r: = = ,f__._r, e J'_. : "r:w A ..; Y| j
7 | N il w1
Tev~+ Tys = Tow —-Ty,

f'u|g'[|'{'.Fl 18t

x /!

I+ 7,4+ 7I.=2(T.,.+T,.+ T,,) =2 i
ndd

"f"” ~—— ’!I::.' _i' IT:.J' === ?‘: —|r_ ?‘.r_-_.l =rva ?‘_' + ?‘:'_1';'

Diese Gleichungen lassen sich auch schreiben als folgende

2 ] ey o 2 & . = 2 . =
.m0 o o, —0, 0.0, —0p,
O [PPSR R R 2 R S S R B
| T « (@ T 05 T 0] 29,,3
Aran i e L e a 9
=T 0L = RN w—T e o

Die polaren, axialen und planen Trigheitsmomente hiingen also einfach
zusammen, und die verschiedenen Arten von Triigheitsradien lassen
sich durch Pythagoreische Addition oder Subtraktion aus einander
ableiten.

d) Aufgabe. Die Trigheitsradien ¢ , ¢ , 0. seien bekannt, wie
findet man alle iibrigen mit diesen Achsen zusammenhingenden
Trigheitsradien ?

- ) 2 2 T a2 2
Auflésung. o = Vo Vo + 0, 403 @y — Vo> — 0%
O =Vol— 0% 0..=10¢’ o;
e) Aus o2 4 o -} o2- 207 folgt der Satz: Die Summe der

Trigheitsmomente fiir je drei auf einander senkrechte
Achsen 1st eine konstante Grolse, nimlich gleich dem
doppelten Quadrate des polaren Triigheitsmomentes.

Daraus folgt der geometrische Satz:

Die Summe der Quadrate der reciproken Werte je
dreier auf einander senkrechter Halbmesser des Ellipsoides
- 3 S . 1 1 1
1st eine konstante Gréolse, und zwar gleich A W

; B pt A

f) Ist ferner der Satz bekannt, dals die Summe der Quadrate
je dreier konjugierter Halbmesser des Ellipsoides konstant ist, so
kann man fiir die entsprechenden axialen Triigheitsmomente folgern,
dals die Summe ihrer reciproken Werte konstant sei, nimlich

; 1 1 1
gleich — 4 — -+ -
: i s 2 ]k T

it
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391) Satz. Legt man durch einen Punkt einer der Haupt-
achsen des Centralellipsoides Parallele zu den beiden andern
Hauptachsen, so hat man fiir den Punkt die Richtungen der
drei Hauptae 1]‘-.( n des zugehorigen T 1.1<rht=|t-£‘i||}r-u1{|v:~.

Beweis. Wird der Punkt # — a auf der X-Achse zur Unter
snchung genommen, so handelt es sich in Bezug auf diesen um die

neuen Koordinaten &= (x —a), y =1y, {=2 Die Centrifugal-

momente fiir das neue Koordinatensystem sind also 1) N mEny

- . = : _
— Sl (x — a)s=— 5 MY — Z.'““'."" = _1:. maxy — ady = 0, denn

'may war im alten Systeme gleich Null, da es sich um die Haupt-
achse des Centralellipsoides handelte, und der Schwerpunktsabstand y
ist gleich Null, denn er ]ie:z;:l‘- im Mittelpunkte des Centralellipsoides.

e
2) E mng = \ miyz = (0 aus entsprechendem Grunde.

o 2 ! 2_‘- 21
3) E mEE — 2 me (v — a) = mrs — Mg = MLz

— a2z =0, dhnlich wie vorher.

392) Verschiebungssatz fiir das Centrifugalmoment.
Verschiebt man den Nullpunkt des Koordinatensystems
num — @, b, —e¢ vom Schwerpunkte weg, so werden die

Centrifugalmomente M,,, M,., M., in M,, 4 abd, M,. + bed,
M,. + ecad verwandelt.

- -T . - e
Bewelis. Z‘I may geht iiber m}jm (x 4+ a) (y 4 b) =2m Y

-+ rf,Z my 52-».1.1: - H.hz? M.

S T, , 45

Dabei ist 2-3;;-;; = (0 und E mz = 0, weil es sich um den
Schwerpunkt als Nullpunkt des Koordinatensystems handelt. Hs
bleibt iibrig

M, , = M, + abd.

Ebenso ist es bei den beiden andern Momenten.

: 393) Ist in M,, 4 abJ eine der beiden Koordinaten a, b gleich
Null, so ist der Zusatz Null. Folglich:

Verschiebt man das Centr |1mr,;lmu}mm1t aufeiner Schwer-
punktsachse, so bleibt es ungeiindert.

[st die Schwerpunktsachse nun Hauptachse des Centralellipsoides,
so bleibt der Wert des Centrifugalmomentes gleich Null, wenn man
es auf dieser verschiebt.

394) Anwendung. Fiir den Schwerpunkt der Kugel sind in
Bezug auf beliebig gerichtete Koordinatenachsen z, y, 2 die Centri
20%
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fugalmomente gleich Null, weil siimtliche Achsen Hauptachsen sind.

Verschiebt man nach — a, b, — ¢, so erhilt man

- i i gy
":],""IIZ'"I s ”;'j ] .f"JTE_, ‘-t"lr:'a'.:. = 'Ir”: 3 jnl.:l'r:- .1!’.—.\24' = (0 y gt A

b i b

Kbenso ist es bei allen Korpern mit drei Symmetrieebenen,
weleche die drei Hauptachsen des Centralellipsoides geben. Man kann
also tiir behebige E].‘H'H“(‘I[‘ Koordinatenebenen sofort die “sini'.|'iﬁ|g’:1]—
momente hinschreiben.

395) Bisweilen lassen sich die Centrifugalmomente leicht fiir
andere Koordinatenachsen berechnen, bei Sektoren von Drehungs-
korpern z B. in Bezug auf die Drehungsachse # und die zugehérigen
Achsen # und y. Dann hat man die Verschiecbung nach dem
Schwerpunkte hin vorzunehmen, wobei der Ausdruck abd bezw.
bed, cadJ abzuziehen ist. Hinige Beispiele sollen spiiter gegeben
werden.

396) Aufgabe. In Bezug auf die Hauptebene eines
Trigheitsellipsoides seien bekannt 7,,, T,., T... Wie grols
15t das Trigheitsmoment 7 in Bezug auf eine durech den
Koordinatennullpunkt gelegte Ebene, die mit den Haupt-
ebenen yz, 2o, ay die Winkel ¢, f (und p) bildet?

Auflésung. Zuniichst bestimmt sich p aus der Gleichung
cosy = Y1 — cos? o — cos®f.

Aus Gleichung 1) des Abschnittes 385 folgt fiir das Lot I auf der
It_l't-lt_ﬂ_'ln:nvn Iﬂl"l”“: welches mit den Achsen dieselben Winlkel ¢, D
und p bildet,

T)=Ty.sin*e¢ 4+ T.,sin*g + T, siny,

denn die Centrifugalmomente fallen weg. Folglich ist fiir die
gegebene Ebene im Anschluls an 390c¢

I'=171,—1,=1T,.4+T..+ T,,— (Ty.sin’a 4+ T.,sin*g + T,, sin*y)

I'=T1T,.co8*e¢ + T,, cos* + T, cos®yp.

Die Formel fiir Planmomente ist also ganz analog der Formel
fiir die Axialmomente.

397) Méglichkeit von Fixpunkten. Frither wurde gezeigt,
dals fiir jede ebene Fliche zwei Fixpunkte existieren, in Bezug auf
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welche die Triigheitsellipse ein Kreis ist. Hs fragt sich, ob solche
auch fiir jeden Korper in dem Sinne vorhanden sind, dals das Triigheits-
ellipsoid in Bezug auf sie eine Kugel ist, so dals auch hier Erleichte-
rungen eintreten wiirden. Hs wird sich zeigen, dals dies im allgemeinen
nicht, sondern nur unter gewissen Bedingungen der Fall ist.

Man gehe von dem Koordinatensysteme der Hauptachsen des
Centralellipsoides mit dem Schwerpunkte als Nullpunkt aus. Soll ein
Punkt mit den Koordinaten a, b, ¢ ein Fixpunkt sein, so miissen die
durch ihn gelegten Parallelen zu den Koordinatenachsen Hauptachsen
sein, denn jede Gerade durch den Mittelpunkt ist fiir die Kugel
Hauptachse. Fiir diese Parallelen miilsten also die Centrifugalmomente
verschwinden, d. h. es miilste sein

1) E' m(y—>b)(z—c¢) =0, 2) E m(zg —¢) (@ —a)=2~0,
;5__| ? miln —a) (z— = 0.

il

Zundchst soll die erste dieser Gleichungen untersucht werden. Sie

lautet
E' myz — b E me —¢ E my + be E m = ().

Weil die Koordinaten Hauptachsen waren, ist E myz = 0 als
zugehtriges Centrifugalmoment. Ferner ist b Some —=bJe,, wo J

der Inhalt

ist Null, denn es war vom Centralellipsoid ausgegangen, also 1st

b E mz = 0. HEbenso ist ¢ > my = 0. Die Gleichung beschriinkt

‘qi(ah :11]1" f}(_': ; m = I,lf_',. -— ',_ ]);l -)'r El!h I‘\:l"‘l['l“'l.ijlhl‘:lh Vo1 Nll]] ver-
e

ot

des Korpers, ¢, sein Schwerpunktsabstand ist. Dieser aber

schieden ist, mufs das Produkt be = 0 sem.
Ebenso giebt die zweite Gleichung die Bedingung ca =0, die
dritte. die Bedingung ab = 0.

Frste Bedingung dafiir, dals der Punkt ein Fixpunkt sei, ist also,
dafs zwei der Koordinaten @, b, ¢ gleich Null sind, d. h. der Punkt muls
auf einer der Koordinatenachsen liegen, d. h. auf einer Hauptachse.
Angenommen nun, der Punkt habe die Koordinaten a, b = 0, ¢ =0,

er liege also auf der durch den Schwerpunkt gehenden X-Achse, so
sind. wenn T,, T,, T. die Triigheitsmomente Bezug auf die Haupt

achsen bedeuten, die in Bezug auf die durch den Punkt gelegten
Parallelen genommenen 7., 7, 4 o°J, 1. + a®J (Verschiehungssatz).
Da sie aber gleich grols sein sollen, so folgt zuniichst aus T, 4 a*

— T. + a?J, dals T, = T, sein muls, d. h. das urspriingliche Centra
ellipsoid muls ein Drehungsellipsoid mit der X-Achse als Drehungs-

achse sein. Ferner folgt aus T, = T, + a*J, dals T, > T, und
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ebenso T, > T, sein muls, d. h. die X-Achse ist die kleinere Achse
der Ellipse, durch deren Umdrehung das Centralellipsoid entstanden

ist. Ist dies der Fall, so findet man « reell aus der Gleichung
T,= 1T, 4 a?J als

i .-"r-rlT.r' T
s 7

o

Folghich: Soll es Punkte geben, fiir die das Triigheitsellipsoid
eine Kugel ist, so mufls das Centralellipsoid ein durech
Drehung um die kleinere Achse entstandenes Drehungs
ellipsoid sein. Je nachdem diese Drehungsachse die X-Achse,
Y-Achse oder Z-Achse ist, hat man auf ihr die Punkte zu
suchen in der Entfernung

/T, — T 1/T, — T, r,—1T,
= —|—_ it J.—'} oder b = _-|: .-/ S =2 &= —{:1/—df =

Dafs diese Bedingung nicht nur notwendig, sondern auch hin-
reichend ist, ergiebt sich ‘aus der Probe fiir @. Ist niimlich das
Centralellipsoid durch Drehung wm die X-Achse entstanden, so ist

zuniichst 7, = T., und wenn die X-Achse die kleinere Achse war,
T.> 1T, Folglich giebt es auf der X-Achse Punkte

7
7 —Y oder T, — T+ a*d
und da 7, = T, ist, T, = T. 4 a*J. Weil die drei Momente gleich

sind, ist das Triigheitsellipsoid fiir die beiden Punkte eine Kugel.

In Bezug auf jeden der beiden Punkte ist —=

398) Beispiel. Das quadratische Prisma mit den Kanten
@, @&, h.

Die Mittellinien sind Hauptachsen des Centralellipsoids, und zwar
soll i der Achsenrichtung # entsprechen. Die Haupttrigheitsmomente
sind dann
- of | riy i e R g ; s g 9 J 5
)= @&+ #¥), T,= s W+ o), T.== (a* + a°) = = a7,
also ist T, = T, so dals es sich um ein centrales Drehungsellipsoid
Fr . T
T — 1

handelt. Ist nun & < a, so giebt ¢ = + l‘ - J—f-' zwel reelle Werte,
S /a®* a4+ B® 1 /a® — h? : 3
nimlich ¢ = -+ |/ : : o il l/ 5 - Diese Punkte sind

die Fixpunkte, wie auch die Probe ergiebt.
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Ist @ =h, so fallen die Punkte -+ ¢ in den Schwerpunkt,
and es handelt sich um den Wiirfel, dessen Centralellipsoid eine

Kugel ist.

399) Bemerkung. Fiir jedes regelmiilsige Prisma und fir jedes
Prisma oder jeden Cylinder mit mehr als zwei durch die Achse gehenden
Symmetrieebenen ist das Centralellipsoid ein Drehungsellipsoid, z. B. mit
der z-Achse als Drehungsachse. Es lilst sich also stets eine Hohe
so bestimmen, dafs das Centralellipsoid eine Kugel wird. Diese Hohe
ist der Grenzwert fiir die Existenz von Fixpunkten.

400) Beispiel des regelmilsigen dreiseitigen Prismas,

B2h5) 3 b*h) B ; bihY 8

|
48

?1. — == == ?,_ - ?‘; =

s 45 k 96

1

Setzt man 7, — T, so folgt h =10 ]/_ .

Fiir diese Hohe ist das Centralellipsoid eine Kugel, bei geringerer
Héhe aber sind zwei leicht zu berechnende Fixpunkte vorhanden,
nimlich in der Entfernung

/"’lrl'l.lrf I,x o L Irﬂl'r.lr#;i I,F'- 3
; 96 96 /e
P —d ! ALt / _— - / .
€ g f F = bt i = 94
1 V3 h

401) Entsprechendes gilt von den Planmomenten. Handelt es
sich wieder um # = a, ist also 7, = T.., so bleiben diese beiden

Momente fiir @ unveriindert, nur 7,. verwandelt sich in T}, + a°J.

Soll nun 7., + a*J = 1., sein, so0 folgt a = j.—“___ Was
o -"r !-r' —_— y T . . s . = 5
mit @ = ] : 7 identisch ist. Ebenso ist im Falle b
e iy /T, —T,,
b=+ I ————, 1m [Falle ¢ dagegen ¢ = ] N

Bedeutung und Anwendbarkeit der Fixpunkte sind also fiir Korper
weit geringer, als fiir ebene Flichen, weil nur der Drehungsfall ins

Auge zu fassen ist.

402) Die Aufgabe, mit Hiilfe der Fixpunkte die Momente
fiir beliebige Ebenen und Achsen zu finden, ist genau nach
Fig. 122 zu l6sen, denn man kann das Koordinatensystem so legen,

.—_—-.—-—‘__

T
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Absehnitt X,

dals die Schnittlinie der durch S gelegten Schriigebene mit der ¥Y-Achse

zusammenfillt.
Die Gleichung fiir Flichen

e
b

oder die fiir Achsen geltende

e 3
- = Q.l'

vereinfacht sich dann dadurch, dals g = 90° und » = 90°

also

cos® & + @7

cos® e 4 o° cos®

(In der Figur ist dann p statt « zu schreiben.)

, C0s* f§ + @2 cOs”y

-+ o? cos*y

e wird,

2 2 aims 2 opn?
Q" =g, sy - o7 COs*yp,

bezw.

=]
| §
|
=)
Tt
o

Da nun

¥

2 sin®p 4 o? cos®p.

L I ST T
1 /7. — 1 o SR
SO e e R T e S Bl e
¢ l ok = |. 5 . if Q‘:.U Q.]Z‘h' o | - l 9 T gr
wird, so ergiebt sich dieselbe Berechnungsmethode, wie bei Fig. 122,
und es wird
o, ZR0, a o ;
5 0" =g¢,, + 10,
| D hezw.
A e S T
B | 0" =10, + P2,
i ! i
, | 403) Einige Beispiele von
h ' Centrifugalmomenten.
| | Quadrant des Kreiseylinders.
[~y . F . s 4
. | In der Lage der Figur ist die Schicht
i - w ’ A &
v\ o =i der Hohe y gleich , ihr Schwer-
0 C : e . g L
punktsabstand von der Ebene Y7 ist
4 r -
it D 5 5, das entsprechende Moment also
B rim 4y g
i i = - o) 1a 13 e - o
| e e das Centrifugalmoment
by B s rd
= R in Bezug auf die Grundebene also — .
_/-f,-/ Fiir den Kérper von Hohe h erhilt
et ST man also

i =1
Fbenso grofs ist > my 2.
iri—
. .
Die Schicht im

zu berechnen.

’ 2R3 rih*
; ¥ "F;’ = — > — & .
= L ¥

A 7 . :
Dagegen ist S mzx folgendermalsen
B il

Abstande = ist gleich



Die Triigheits- und Centrifngalmomente der wichtigsten Korper. 313

AB+C D=1 '1!"-.-1’ e ﬁ.‘_:

der Schwerpunktsabstand von der Hbene XY ist 3)/r* —a’, das
entsprechende Moment also " (r* — «?). Dies mit dem Abstande ¥

T azen . Tl oy b .z iz :
multipliziert giebt -’z — 5 a°. Fir den ganzen Korper von 0 bis r
e [T hort fr? s {
entsteht 3 %2 e Die Verlegung nach dem Schwerpunkte

des Korpers hin bietet keine Schwierigkeit.

i, Schwer-

: : L ; 5 : f
404) Dreieckskorper. Schicht in Hohe y 1st a T

- e b . :
punktsabstand von Ebene Y27 ist : ;- y, das entsprechende Moment
y
abt o " » o :
also ey das Centrifugalmoment fiir die . 381
Y ! .
< PhE 2 N
Grundebene also -t)'h! y*. Fir den ganzen — s 5]
(e |/
Kérper von O bis / entsteht also | /e
. _, | /i
S‘, ab® hi ab®h* | ’;’
MEY = 5557 — =" [T
| . Sht 4 8 [
a— 1
bl //}/
: 3 [ = | !
Die Schicht « IE y hat von der Kbene ":,r/ f
- ~ it [.r
XY den Schwerpunktsabstand - und das Y/

s gt g ol i Tohe ey
statische Moment ‘: j: y, dies mit y multiph 0

ziert. oiebt fiir die Grundebene des Centrifugal- | | 4
jioh] \ 0 =
a~i g e . | |
moment - 4. Fiir den ganzen Kérper wird ! ;
£ : | :
R a*b h* a*bh® HI i |
: mie = = - ;
ik ah 3 i
Im Abstande z hat man die Schicht | 5 |
= b —x it | 7 B
AB - CD =a-h — = ah — 7 & |
2 - - ot L (7 .
[hr Abstand von der Ebene XY ist -, also das statische Moment

5 o
a? a2 h 5 ! = L : :
z I 55 % Dies ist mit # zu multiplizieren und giebt das Centri-
: i a*h e
fugalmoment — hx & Fiir den ganzen Korper wird
= & 0

1 aih b* ah b ash=h
SI'JHEC-L — — '.3_ 55 3 = — -“_J—--
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Die Verlegung nach dem Schwerpunkte hin macht keine Schwierig-
keiten.

In fhnlicher Weise lassen sich parabolische Cylinder pte* Ordnung
und entsprechende Sektoren von Drehungsparaboloiden behandeln

auch kann man zu Drehungskorpern iibergehen, deren Profilkurven

Parabeln gemischter Ordnung an-

Fig. 233

gehoren, =z B.:

405) Quadrant eines para-
bolischen Drehungskirpers.

In Héhe y ist & = :: y*, die
Viertelkreisschicht ist also

ata byl

: A A
sein  Schwerpunktsabstand von
i el Y, - = el y 4 1 i h .l’.f_‘l
X der Ebene YZ ist =
3L Smh®
also das Moment

X
-'-II "r"l"".;":lj "1' ‘rtrj'." ;-r::”l:l
>.in.;.-;-———-‘_. e Y T
) 4ht Brht 3k
Dies mit y multipliziert giebt
b3y7 i
;}‘i,; als das Centrifugalmoment
der Schicht in Bezug auf die
Grundebene. Fiir den ganzen
Koérper wird
. h® he I,IJ:;‘,-! &
L4 MYy = . — .
_> MY =3 ie 24

Der Schwerpunkt des Kérpers liegt nach der parabolischen Tabelle
I 1 { I

(Seite 143) in der Héhe y = —h, wie der des vollstiindigen Korpers.

5 (]
Zur Berechnung des andern Abstandes kann die Methode der
konzentrischen Kreise benutzt werden. In Fig. 282 ist einer der Teil-

cylinder angedeutet. Ist 2 sein Radius, so ist die Grundlinie —,

e

die Hohe h — y = h — X Vax , also die Mantelfliiche

I,-’ b
&L B R /i xh ,
li = —
2 2 Vb 2 2y b

- , T 1T,
Sein Schwerpunktsabstand von der Ebene Y27 ist , also das

statische Moment in Bezug auf diese
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o
Pl

T

2o Qe wh &
e ——x? = hat —
7T 2 ey I L h

I" Jl.-' ;
Liafst man die Radien von 0 his b wachsen, so erhilt man das statische
Gesamtmoment des Korpers als

h:: Jri |"J'I 1 o g 1 o
h e (:; '.') hb? = = hb®.
Hriet
e . = . 1 Gz ) hEh v
Dividiert man dies durch den Kérperinhalt 4 - "z, = —5, so folgt
: ; 20 1 & : ! :
als Schwerpunktsabstand 2 = _JI_:_- Verleot man endlich das Centri-

: bR 3 . .
fugalmoment —+ nach dem Schwerpunkte, so ist abzuziehen

: an b 5h bl 3 F
g = — - i e i e
Bl =5 e S T
’ .Ir”-ﬂ.:
so dals man hat —-

406) Das zweite Centralellipsoid.
Bildet man ein Centralellipsoid, dessen Hauptachsen nicht die

o o
ig. 253

A
|

O

AR

i b

/ -

'\.,\

LR <

/ .

,” \\
) H‘\
{ D 3
:'}-_ -
0 |-~= AT ____- > = Y
e e
f = e ——
. e
“ B
_-/‘
X

reciproken Werte der Radien a, b, ¢, sondern diese selbst sind, so
ist seine Gleichung

Die Tangentialebene A BC in Figur 283, die sich in einem Punkte




316 Abschnitt IX.

x, Y, 2 der Fliiche an diese legen Ilifst, hat, wie leicht zu zeigen ist,
die Gleichung

ot

AU
P ! he I ol 1
i . T J L s ¢ &l
wetzt man y und 2 gleich Null, so folgt fiir A der Abstand 04 — x — =
. g ; § z,
Ist OD das Lot vom Nullpunkte auf die Fliche, so wird fiir dessen
o : - .lf dr: : = 7 :'r.l
Winkel mit der X-Achse = ”f.-.' =cos . Ebenso cos f = J'{,] 3
S i . p & 7
Iz ;
cos p = —g+ Daraus kann man hilden
\ 7 2
a® cos® & ++ b® cos® B - ¢ cosPy = F( :) ==
Go/

denn weil der gegebene Punkt auf der Fliche des Ellipsoides liegt, ist
die letzte Klammer gleich 1. Nach Abschnitt 385 ist aber der
Ausdruck links, wenn man wie hier von den Hauptachsen des
Centralellipsoides ausgegangen ist, gleich dem Werte des Trigheits
radius fiir die Achse mit den Winkeln «, g, y.

Das von Clebseh eingefiihrte und von Culmann vielfach be-
nutzte zweite Gentralellipsoid hat also die Eigenschatt, dals die
Lote vom Nullpunkte auf die Tangentialebenen den Lingen
der Trigheitsradien fiir die betreffenden Achsen entsprechen.

Will man demnach zu einer durch O gehenden Geraden das zu-
gehdrige axiale Triigheitsmoment eines Korpers finden, so lege man
senkrecht gegen die Gerade eine Tangentialebene des Centralellipsoides,
diese schneidet von der Geraden die Liinge ¢ des gesuchten Triigheits
radius ab.

Denkt man sich also im Schwerpunkte eines Kérpers heliebig
viele Achsen gezogen, jede von der Liinge des Triigheitsradius. und
in den Endpunkten Normalebenen errichtet, so umbhiillen diese das
zweite Centralellipsoid.

Wie die zweite Centralellipse, so ist auch das zweite Central
ellipsoid von besonderer Verwendbarkeit. Dabei sind jedoch Kennt
nisse itber die konfokalen Flichen zweiten Grades nitig, deren drei
Gruppen, die der Ellipsoide, der ein- und zweimanteligen Hyperboloide
sich rechtwinklig durchsetzen. So hat z B. Binet (Journ. de I'école
polyt. XVI, Seite 41) folgendes bewiesen: Kennt man das zweite
Centralellipsoid eines Ko6rpers und sucht man die Richtung der Haupt
achsen fiir einen beliebigen Raumpunkt, so braucht man nur fiir die
drei zum Centralellipsoid konfokalen Flichen, die durch den Punkt
gelegt werden kinnen, in diesem die Normalen zu errichten, wodurch
man die gesuchten Achsenrichtungen hat. Auch die Liingen lassen
sich leicht berechnen.
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Man vergleiche hierzu die in den Vorbemerkungen besprochene
Abhandlung von Clebsch und den betreffenden Abschnitt in den Lehr-
biichern der analytischen Mechanik, z. B. bei Schell, ebenso in der
Graphischen Statik von Culmann. .

Hier ist das zweite Ellipsoid nur der Vollstindigkeit wegen
genannt.

407) Bemerkungen zur Methode von Reye. Reye hat in
Schlomilchs Zeitschrift, Band X, Seite 432 u. s. f. gezeigh, wie man
fiir die Zwecke der Mechanik einen Korper durch einen Massenpunkt
ersetzen kann, dhnlich wie in Abschnitt VII F die ebene Fliche durch
drei Punkte ersetzt wurde. Auch auf diese ziemlich viel Vorkenntnisse
beanspruchenden Dinge soll hier nur hingewiesen werden, da sie iber
den elementaren Zweck dieses Buches hinausgehen.

408) Anwendbarkeit der Lehre von den korperlichen
Triagheits- und Centrifugalmomenten.

a) Berechnung der Energie von Kirpern, die sich um eine feste
Schwerpunktsachse drehen. Wueht von Schwungriidern, Miihl
and Schleifsteinen. Einflufs der Schwungmassen auf plotzlich fest
geklemmte Wellen oder Achsen. Arbeitsleistung, Uberwindung von
Reibungswiderstinden in Folge der Wucht. Beschleunigte Drehung
umi solehe Achsen. Atwoodsche Fallmaschine ohne und mit Beriick:
Schwungrad als Fgalisator der Maschinen bei einer oder mehreren
Kurbeln. Stols geg
elastischer. Stampfwerke. Centrifugen.

b) Drehung von Kérpern um eine beliebige feste Achse.

sichticung der Reibung. Probleme der Fadenspannung. — Das

pgen einen sich drehenden Kdrper, nnelastischer und

¢
=

Einwirkung der Centrifuogalkriifte und Centrifugalmomente auf die
Achse. Energie. Pendelnde Bewegung um eine feste Achse. Lehre vom
Schwingungspunkte und von der reduzierten Pendellinge. Anwendung
n unter dem Einflusse einer

auf horizontal schwingende Magnetnade
richtenden Kraft (Intensitiitsmessungen). Das Reversionspendel und
die Bestimmung der Schwerebeschleunigung. Unelastischer und
elastischer Stofs wegen so schwingende Korper. Stofspunkt und
Stofsmittelpunkt. Anwendung auf schwingende Himmer. Ballistisches
Pendel.

¢) Berechnung der Energie von Korpern, die sich fortschreitend
und drehend bewegen. Herabrollen auf schiefer Ebene unter Be
riicksichtigung des Widerstandes gegen das Drehen. Beschleunigtes
Rollen auf horizontaler Ebene. Verlangsamtes Fallen beim Abwickeln
umgeschlungener Fiden von der Achse. Anwendungen der Faden-
spannung auf die Reibungstheorie.  Grenzwinkel fiir das allemige

{
!
|
i.
'




318 Abschnitt IX.

Rollen auf schiefer Ebene. Rollen und Gleiten zugleich, sowohl auf
schiefer als auch auf horizontaler Ebene. Fiille

des Hinaufrollens auf
schiefer Ebene, sowohl bei geradliniger, als auch bei parabolischer
Bahn. Bewegung auf krummer Fliche.

d) Bewegung eines I'-.urp!-ra um einen festen Punkt. Sphiirische
“‘\ti]\\JHUIHJHUrI des um einen festen Punkt schwingenden physischen
Pendels. Gewisse Fille des Foueaultschen i':-nr[v]‘w Theorie des
Fesselschen Apparates und des Kreisels. Anwendungen auf Priicession
md  Nutation. Unelastischer und elastischer Stols gegen solche
Kérper.

e) Drehungsbewegung freier Kérper. Freie - Drehungsachsen
(Hauptachsen des Triigheitsellipsoides). Drehung um eanz beliebige
Achsen. Unelastischer und elastischer Stofs gegen solche Korper.
Freiwillige Drehungsachse fiir den ersten Augenblick. Parabolischer
Wurf bei gleichzeitigem Drehen. Bewegung und Drehung der Himmels
l{i'n'pv' Bewegung und Drehung im widerstehenden Mittel, Ballistik
der Geschosse.

f) Allgemeine Pendelbewegungen beliebig gestalteter Korper
auf der Ebene. Her:

solcher Kérper auf der schiefen Ebene
oder auf krummen Flichen. Allgemeine Pendelbewegungen schwim-
mender Korper, z B. Schwankungen der Schiffe.
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