UNIVERSITATS-
BIBLIOTHEK
PADERBORN

®

Die Ingenieur-Mathematik in elementarer Behandiung

Enthaltend die statischen Momente und Schwerpunktslagen, die
Tragheits- und Centrifugalmomente fur die wichtigsten
Querschnittsformen und Korper der technischen Mechanik in rechnender
und graphischer Behandlung unter Berucksichtigung der Methoden von
Nehls, Mohr, Culmann, Land und Reye

Holzmiiller, Gustav

Leipzig, 1897

Korper gemischter Ordnung bis zum zweiten Grade.

urn:nbn:de:hbz:466:1-76845

Visual \\Llibrary


https://nbn-resolving.org/urn:nbn:de:hbz:466:1-76845

949 Absehnitt VIIT,

e .Tz_l, s f:';
= hE — R
y T M 4 ) it
: J ch ,' C Jli:!j . Jr.'j Jrf:l; 1
was noch dureh hy, — &, gekiirzt werden kinnte, wodurch jedoch die

Formel an Hinfachheit verliert.
Dals sich auch die Simpsonsche Regel anwenden lifst, ergiebt
aus den nachstehenden allgemeinen Betrachtungen.

510) Kérper gemischter Ordnung bis zum zweiten Grade,
Hierher gehdren die Kugel, der Kugelabschnitt und die Kugelschicht,
das Drehungsellipsoid mit Abschnitt und Schicht, das dreiachsige
Ellipsoid mit Abschnitt und Schicht, das einmantelige und zwei
mantelige Drehungsellipsoid (letateres auch mit seinen Schichten),
das ein- und zweimantelige dreiachsige Hyperboloid, das hyper
bolische Paraboloid, séimtliche Prismatoide mit ebenen oder
windschiefen Seitenflichen. Dafs dies der Fall ist, soll fiir jedes
Beispiel nachgewiesen werden.

>

311) a) Berechnung mit Hiilfe der Schichtenformel.
Ist der Quersehnitt von der Form

g, = a + by + cif’,

so liegt nach Nr. 178 der Schwerpunkt in der Héhe

ay? by? eyt

_ i enbe g
Y= ay* by’ | eyt
it 2 T 3

Hier kinnte noch durch y gekiirzt werden, jedoch verliert die Formel
dadurch an Ubersichtlichkeit.
512) b) Berechnung mit Hiilfe der Simpsonschen Regel.
Ist der Querschnitt von der Form
g, = a+ by + ¢y,
0 ist sein statisches Moment in Bezug auf die Grundfliche
O + LH'—' _‘!_ {.H::'
Da nun der dritte Grad nicht iiberstiegen ist, kann sowohl der In
halt, als auch das statische Moment nach der Simpsonschen tegel
berechnet werden.
Der Inhalt wird
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F=2(U+F044H),

wo U den Unterschnitt, O den Obersehnitt, M den Mittelschnitt be-
deutet. Das statische Moment wird
: I = 5 "
M=, (U+0+4M),
wo 7" das statische Moment des Unterschnittes, O das des Oberschnittes,
M das des Mittelschnittes in bezug auf die Grundfliche bedeutet.
Demnach wird die Schwerpunktshihe

b L0 AN

T UFO0FiM
. ‘ " - o = e .
Nun ist aber ' =U-0=0, O =0-h, M =M. : , also wird

der Zihler gleich Oh - 4 _Z'H'i_} — (0 + 2M). Demnach folgt

0O4+2M

hh=hzg FOFam

Im allgemeinen ist die Summenformel vorzuziehen, weil man bei ihr
den Mittelschnitt nicht besonders zu berechnen braucht. In vielen
Fillen aber wird die Simpsonsche Regel dadurch besonders einfach,
dafs einzelnes ganz wegfillt.

313) Beispiel des Kugelabschnitts,

Aus 22 =2 — (r — 9)* = 2ry — y* folgt als Querschnittsfliche
e : g
g, = v'm = 2rzy — ny-. S i
Hat also das Kugelsegment die Héhe A, M
: TR : 3 AT
so folgt als SchwerpunktshGhe i
'-' \\_\_\ \-‘?.
e Rt Rt [ PR
B AR = b Br—38h — i
Y=g — h? R & 8r—h N o I
e —in= S |,
4 3 ~"-;‘___‘__ [.-r

(Fiir h = r ergiebt sich 3 r als Schwer-
punktshohe der Halbkugel.) Die Simpsonsche Regel ist hier unbequemer,
als die Summenformel. Man wende sie trotzdem zur Ubung an.

314) Beispiel der Kugelschicht.
a) Sind hy, b, und r gegeben, so ist nach dem Vorigen in Bezug
auf die Grundfliiche
16%

TR
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[ h : h hy
gy — J, = (2rm = — 'r) (_z‘m” S )
I h,‘,) { 5 hr)
— | 2 4 = g . s
W, W, (_Mr___1 T LI T
folglich
21T /48 T (74 4
L ;.'.J It - l:xln’ A h
i M, — M, 3\ T 1)
i o Jo0 T e s g T (28 a4
1 : |'L.j31-; — i) : [_.J'.'ﬂ Irﬁul
= &g “‘{'_': — f,l:ij — g ”{;— 'I'l;,} :
12 r He;_; — Ie'f’} 4 [J’ej - .7.*‘]51
Hier konnte noch mittels (h, — h,) gekiirzt werden, was aber die
Formel nicht vereinfachen wiirde.

Fig. 220

Fig. 230

b) Sind jedoch die mefsharen Radien @ und b und die Schicht

hohe h gegeben, so
Aus »* = @ 1+ 2% und »% = B2 + (I + 2)® folgt
=0V 2he 22,

L o ;"_'

2 h

kann man folgendermalsen verfahren.

also

Jetzt ist
=t M= 4 : 2= (2 %— I/ ',U:':

o

— (= Rt — 2h2) + 2+ h)y _U.J_s-‘-l

ill!‘ll]
g, =xw=mx[(a*—h?—2hs) + 2(» + h)y — y*],
*} Dies ist die Gleichung des Kreises in Bezug auf A als Nullpunkt des

Hnul':{it.l;Ji'i,'||.~:_-,'_-'1e‘]]L-'
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folglich
7 . Rt - oo a-
|{ = LIU’" — W —2h) ; + 2(2 4+ h) !‘3 ;,f |= wh|a® — zh — hi .

Setzt man hier den Wert von z ein, so erhilt man

o/ 9 9
J="[3a" 4 30°
Dagegen wird
[ . . hi i 1~ & .
M = 5‘?31 (a® — h* — 2h) ’ +2(z+41h) i) 7% ‘I’l | = ﬂ’__“;_,,,;_ dhe — k¥,
0 - £ - * 2
Finsetzung des Wertes von z giebt
wh? 9 2 g
J;'I == _{3_ ]l’ o —'— L’-;. ir.'“ "|— JIIA’.'

Endlich folgt
M b 4ardgbrop
|
=

4 Tt e T B B R

Setzt man b = 0, so erhilt man eine neue Formel fiir das Segment,

namlich
h 4a®*4+ K

$ T gat | h?
die der friiheren vorzuziehen ist, weil sie nur mefsbare Stiicke enthilt.
Setzt man oben a = 0, so folgt

Y

. B 25 -{-.l'-'
o g 92 3t o ]

-

als Schwerpunktsabstand des Segments von seiner Grundfliiche. Die
vorangehende Formel gab den vom Scheitelpunkte aus. gemessenen

Abstand.

L}

315) Damit sind zugleich die “schu-}mm der nach Cavalieri aus
der Kugel abzuleitenden Kérper erledigt, z. B. der des Drehungs
ellipsoids, des dreiachsigen K H_]I\*-ﬂllii'- und der aus der Halb-
kugel abzuleitenden Gewdlbe. Bei den Ellipsoiden kann man
\t‘“}-‘tt‘;i‘l‘:ti'lﬂ(“lf}l auch von der Ellipsengleichung ausgehen, #hnlich
wie es nachstehend fiir das Hyperboloid geschehen soll.

316) Beispiel des einmanteligen Drehungshyperboloids.
a) Berechnung mit Hiilfe der Schichtenformel.

Die Gleichung der Hyperbel sei
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Durch Drehung um

die Y-Achse entsteht ein einmanteliges Drehungs-
hyperboloid.

Fig. 231

y
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Aus der Gleichung folgt
3 e e
ot =at 4 5P,
so dals der Querschnitt des Korpers in der Hohe y wird
e a*mw 2
q,= &'w = a°®w < i Y
Die Sehwerpunktshohe wird also nach Nr. 174 fiir den von 0 bis J
reichenden Kérper

Fig. 282 e
s S L aiz hP

il sy e

ik 208 LR

1 3% L At

was nur von s und b,, nicht aber
von @ abhiéngig ist.
Ist z. B.b =1 und h — 2, so0
9

folgt y = -

Alle nach Cavalieri daraus ab-
zuleitenden Korper, auch die durch
Affinitit  (schriiges Koordinaten
system) damit zusammenhiingenden,
werden ebenso behandelt, z. B. der in Fig. 232 dargestellte.

b) Berechnung mit Hiilfe der Simpsonschen I

Aus der Gleichung

e
tegel,

3 (¢ o)
Q” — ff".';"[' _f_ .hﬂ_'-y"
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folet als Obersehnitt

a

(O — a’x + —3
9

Bt

als Mittelsehnith

alm (h\?
208

M= a*n+ 5=
be

withrend der Unterschnitt U = a’m ist.
Dies ist nach Nr. 312 in die Formel

O 4-2:M
Jllfs = ||Ili T4 0 _.I_—-'!.—..”
; : 4 r o 1 <
einzusetzen und giebt
f.f r G .Fr"\ g fatoy a0 h:‘\]
e R 2 4L 2 [a=m -
] ] l._{ B ) ! (.' TR 3h20b3 -+ A*
TR MRS UnRS FIARE o cathty 4 Ak
aimw -4 [\r.'":-r b= 53 ,u-] 1 4 (H'_'f S _1)

was mit dem obicen Resultate {ibereinstimmt. Die Schichtenformel

war offenbar vorzuziehen.

317) Das zweimantelige Hyperboloid. Die Gleichung der
Hyperbel sei zuniichst dieselbe wie vorher, nur geschehe die Drehung
um die X-Achse. Um die Schichtenformel anzuwenden, verlege man
den Koordinatenanfang nach A, so dals man statt z zu schreiben hat
(z 4+ @), wihrend y unveriindert bleibt. Die Gleichung geht dadurch
iitber in

i | 2 2
- @) Y=
+ 7 1-;

e

oder 1n
2 b2
A

W
+ = S

der senkrechte Querschnitt des Drehungskorpers in der Ent-

"’f— T (158
so dals
fernung & von A wird

3 2 b biw o
g, =Y'm= T T

Fiir den von A bis z; (be (") reichenden Korper wird der von A

aus gerechnete Schwerpunktsabstand

o o <3
2 héx 4; b*x ;r_.'JL
( 3 @ 4 a8 -+ 3,
Wy = . F o A R |
2 \i:" Vxa 4 30 = &,
1 1
¢ 2 s 3

Ist z. B. AC =2, =1 und a =1, so folgt 2, = :" :li = :.I:' Der

fiir 2. oefundene Ausdruck ist von b unabhiingig. — Aus beiden

P

E——




248 Abschnitt VIIT.

Arten von Hyperboloiden lassen sich auch Gestalten ableiten, deren
Querschnitte #hnliche Polygone sind, z B. hyperbolische Gewdlbe.

318) Prismatoid. Im Method. Lehrbuch.
Bd. II, Stereometrie 37 bis 39, sind die all.

5

gemeinsten Prismatoide mit ebenen und
windschiefen Seitenflichen behandelt, und zwar
mit Hiilfe des sog. Halbtetraeders.

Fithrt man in Fig. 235 einen Horizontal-
sehnitt in der Hihe 9, s0 entsteht ein Parallelo-
gramm, dessen Winkel durch den Kreuzungs-
winkel der beiden Horizontalen @ und b be-
stimmt werden. Die Parallelogrammseiten b,
und @, ergeben sich aus ihnlichen Dreiecken
mit Hilfe der Proportionen y: 5 — b : b

)
und (A —y):h =a,:a als b =y , und

t = a — ;:Ef, s0 dals die Schnittfliche wird

: e B h ; ab ein y absiny .
=147 ;o A — =E 2 Q P = — 4= da, u>=
/, 1 ) 811 3 {\:.' h _.?;J 5 Y sy ) T
Die schraffierte Fliche des Halbtetraeders wird halb so grols, sein
Inhalt von der Héhe O bis zur Hihe iy, wird
s absin y : ."Jr-|_ 1 yltj—|
AT g h 3’

das statische Moment des bis dahin reichenden Kérpers in Bezug
auf die Grundfliche wird

M — .r.e_.".« sin y | Uy 1 ff1l_

2h L3 h 4

die entsprechende Sehwerpunktshihe also

¥y 1 iy
y 3 ih Y, 4 h 3 ¥,
Vs '.i'f-f '-’f_f 28k — 2y,
TR T

Ebenso konnte die Simpsonsche Regel angewandt werden, da ¢ den

zweiten Grad nicht iiberschreitet, Setzt man Yy = h, so erhilt man
h

&)

=

319) Die windschiefe Fliche des Halbtetraeders ist ein hyper-
bolisches Paraboloid, iiber weleches man Method. Lehrbuch, Band III,
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Kegelschnittflichen Nr. 42 vergleiche. In Fig. 234 hat man nur BD
zu ziehen, um den Raum des Halbtetraeders zu begrenzen.
Der ganze Raum wird

el e : :

2h 2 3h

al sin y fi
12

Sein Schwerpunkt liegt in <<
halber Héhe. Die Schicht
von beliebiger Hthe g, be-
stimmt sich nach den obigen
Formeln.

Damit sind sdmtliche
Flichen zweiten Grades 1m
wesentlichen erledigt.

320) Fig. 235 stellt ein
besonderes Prismatoid mit windschiefen Seitenflichen dar. Im Mefhod.
Lehrbuche I, Stereometrie 40, ist es behandelt worden. Man braucht
nur einen Eckpunkt der Grundfliche mit dem
driiber liegenden der oberen Fliche zu ver- Fig. 285
binden, um zu erkennen, dals aus dem
prismatischen Kérper vier Halbtetraeder
ausgeschnitten worden sind. Ganz IEnt
I)

sprechendes geschieht bei dem Prismatoid
mit zwei verschiedenen, ganz beliebig ge-
stalteten Grundfliichen. Aus dem Prismatoid
mit ebenen Seitenflichen sind Halbtetraeder
in beliebiger Zahl ausgeschnitten.

Daraus folgt, dals die Querschnitts-
formel der Prismatoide den zweiten
Grad nicht iibersteigt, dafls also Inhalt
und statisches Moment mit Hiilfe der
Simpsonschen Regel und ebenso mit
Hiilfe der Summenformel bestimmt
werden konnen.

Die einmanteligen Hyperboloide sind als Prismatoide zu betrachten,
deren Grundflichen regelmilsige Polygone mit unendlich vielen Seiten
oder entsprechende elliptische Polygone sind.

321) Zu den Prismatoiden gehren noch Formen, die man sich
in beliebiger Zahl darstellen kann.
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Kin Beispiel sei hier angegeben. Fig. 236 stellt einen Korper dar,

desgen untere Grundfliche ein Kreis ist, withrend die obere Grund-
fliche durch eine Gerade AB dargestellt wird, deren Projektion der

KCreisdurchmesser €D ist. Die senkrecht zu CD stehenden Sehnen,
z. B. KL, sind mit der oberen Projektion (z. B. N) ihres Halbierungs-
punktes N verbunden, so dals Dreiecke wie K LN, entstehen. Die
Schenkel dieser Dreiecke bilden eine krumme Fliche. Der Querschnitt
in halber Hohe wird eine Ellipse, deren Inhalt die Hilfte vom Kreis-
inhalte ist.

Auch dieser J.\':("}l'lr!*r‘ ist als Prismatoid zu hﬁt]*;‘l_(_-.htsl}]? kann also
nach der Simpsonschen Regel berechnet werden, Sein Inhalt ist

D

h 5 .275- 3[[

also gleich der Hilfte des zugehdrigen Cylinders, wie auch aus dem
Vergleich der Dreiecke mit den zugehérigen Rechtecken des Cylinders
folgt. Das statische Moment in Bezug auf die Grundfliche ist

{i h s i R h?
{4 [ = o || 2= . “] ” . j —_— e ; -“_I
| M G L’ T - Ji R -+ 5 :EJ 3 rem,
die Schwerpunktshohe also
M 9
| Jras A
| s 5 =,

wie auch sofort aus den Schwerpunkten der Dreiecksschnitte ge
schlossen werden kann.

Jeder Horizontalschnitt des Korpers ist eine Ellipse, die Ellipsen
gehen nach oben hin aus der Kreisgestalt allmihlich in die der
Geraden iiber. Der Kérper kann, wie der Kegel, nach oben hin
fortgesetzt werden, ebenso nach unten.
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(3}

322) Durch Horizontalverschiebung der Querschnitte erhdlt man
den in Affinititsbeziehung zum vorigen stehenden Schriigkorper.

Eine andere Transformation erhiilt man, wenn man statt der
parallelen Schnittebenen (Dreiecke) solche nimmt, die (z. B. ober
halb A B) sich in einer Kante schneiden, die senkrecht zur Zeichnungs
ebene steht. Dadurch erhélt man einen Korper, bei dem die Schneide
AB < OD ist, wihrend der Parallelismus erhalten bleibt. Auch jetzt
sind simtliche Horizontalschnitte Ellipsen, denu jede Ellipse ist eier
Centralprojektion unterworfen worden.

BEine weitere Umgestaltung erzielt man durch Drehung jedes
Querschnittes in seiner Ebene, z. B. um den Mittelpunkt.

An diesem Beispiele erkennt man, welche grofse Mannigfaltigkeit
im Gebiete der Prismatoide zu finden ist. KEine grofse Anzahl solcher
Korper sind in der ,Genetischen Stereometrie® von Heinze - Lucke
(Leipzig, bei Teubner, 1886) behandelt worden. Die Schwerpunkte
simtlicher sind der elementaren Bestimmung mit Hiilfe der Summen
formel und der Simpsonschen Regel zugiinglich, weil nirgends der
2. bzw. 3. Grad iiberstiegen wird.

323) Korper vom Querschnitt

g, =a-+by4cy’ + -+ kyP-
Nach Nr. 172 wird
. a bhz ehts o kh? T
= i ._|_, 2 + TR AR P —’5-_.]" ?
ah® hh® ch? Lpet2
M=co A pmerE o p+2?
folglich s
ah® bhs eht EhRP T
j 3_+§_+ 4 —'__l- -p—|—_‘.1:.
e ~ .
wh a’_J}r'-' Tt f_f: Sre s oo EhF "'l_
TEREE S g e SR

Hier kinnte noch durch i gekiirzt werden, jedoch wiirde die Formel
dadurch an Einfachheit verlieren.

Einige Beispiele sind frilher gegeben worden, z B. in der Tabelle
iither Parabeln héherer Ordnung.

324) Eine umfangreiche Gruppe von Drehungskorpern
Eine Kurve habe die Gleichung
z=a -+ by + .{_-?;f 4o kyl-
Dureh Drehung um die Y-Achse entsteht ein Drehungskérper, dessen
Quersehnittsformel ¢ = #*x auf die Form

I
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