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Jahrgang 1877, S. .‘J'l 62, ferner die Abhandlung von Lodge, Philo-
k[)}ﬂ-] magazine 1886, 8. 453—458) der Triigheitsmomente iluu‘h Kreise,
welche fitr die pre 'l]\l'!‘nf‘hi]l Anwendungen unm-.enfeihaft bequemer bmd
als die Ellipsen. Erst durch die hier enmn:..hehe Darstellung wird dw
Lehre von den Triigheitsmomenten auf diejenige von den statischen
Momenten zuriickgefithrt und dadurch fiir das Gebiet der graphischen
Statik gewonnen.”

Mohr fihrt dann damit fort, seine Zahlenrechnungen durch
graphische Operationen zu ersetzen, letztere im Anschluls an die
Streckentheorie, wodurch er in der That Vereinfachungen erzielt.

E. Einige Eigensehaften und Anwendungen der Culmannschen
Triigheitsellipse.

271) Geometrische Vorbemerkung. In Fig.199 ist ¢ die Polare
von @, so dals PQAD har 1110111th0 Punkte -\mt] Nach Pythagoras

ist »2 = M- M P, also MQ =

u P Fig 199
eine Beziechung, die fiir »r =1 in die ¢
. : i ; i
reciproke M () = - ibergeht. Macht | s o
i _# 5 \\
. P2 o / P kY
¥ — e : 1 ay | \
man M Q, MQ Grpr 50 hat Blo  (LT0R
man die entsprechende ,negative Ab- Sl e S g

Ebenso wie ¢ Polare zu @ ist, ist ¢
Antipolare zu Q. g
Hat @ die 1\:}01‘dmaten Loy Wy BO
ist die Gleichung der Polaren ¢ (vgl. Meth. Lehrbuch, II), voraus-
gesetzt, dals M \u[lpunkt des }\om‘dnmiena\atenh ist,

bildung®, und wie @ der Pol zu g ! \\ | E
heifst, so heilst ¢, der Antipol zu ¢. ‘ ™~
|

2Ly + YYo ="
[Ist letzteres nicht der Fall, sondern hat M die Koordinaten p und g,
so ist die Gleichung von g
(x—p) (#,— 1) + U — ) (o — @) = "]

Ist M Nullpunkt, so sind die Koordinaten des Antipols z, =

Mo (Hlote . T s lago G u

z, und 3y, = — y,. Die Gleichung von ¢ lautet in diesen Koor
dinaten

—
:
]

o | 5
X, T Y4 =
ader

zay +yy + 1 =0.
14%
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272) Denkt man sich die Fig. 199 durch Parallelprojektion auf eine
beliebige Ebene iibertragen, so dals sich der Kreis in eine Ellipse
verwandelt, so bleiben die harmonischen Beziehungen bestehen, ebenso
die reciproke Beziehung, die Gerade g aber wird parallel zu den

Tangenten in den
Fig. 200 Endpunkten 4 und
9/ BdesDurchmessers,

5 . S0

als es sich um
konjugierte  Rich-
tungen handelt.
Demmnach  sind
in Fig. 200 PQARB
harmonische Punk-
te, die Parallele ¢ zu
: den Tangenten in
A und B ist die

J Polare von ¢ und
zugleich die Anti-
polare von @;. Es ist MQ- MP— MA® MQ, - MP— — M A% Sind

ferner z, und y, die Koordinaten von @, so ist die Gleichung von ¢

Ty | YYa i

at AL rnd B
wo a und b die Hauptachsen der Ellipse bedeuten. Sind dagegen
2, und y, die Koordinaten von @,, so hat die Antipolare ¢ die Gleichung
H R
“u’: + J’;;il _il_ Gl
273) Aufgabe. Den Antipol einer Geraden ¢ zu bestimmen,
welche die Ellipse nicht sechneidet.
Auflésung. Man ziehe (Fig.
Fig. 201, 200)eine beliebige Sehne parallel
zu ¢ und verbinde ihren Halbie-
rungspunkt mit M. Dies giebt
den konjugierten Durchmesser
MP. Von P aus lege man Tan-
genten an die Ellipse. Die Ver-
bindungslinie der Beriihrungs-
punkte giebt den Schuittpunkt
. Man mache M@, = M@,
dann ist ¢, der Antipol.
Schneidet die Gerade die
Ellipse, so ist die Konstruktion noch etwas ecinfacher. (Fig. 201.)
Es giebt noch zahlreiche andere Losungen.




(iraphostatische Methoden zur Bestimmung von Trigheitsmomenten ete. 213

274) satz. Die Koordinaten des Antipols der Ordinaten-

achse in Bezug auf die Centralellipse einer Fliche F be-
stimmen sich mittels der Gleichungen

T Triigheitsmoment
AT --”_.,- = Hf-:-lti.-az-!.l.r'-s-' .-\'[t)l-;]-i‘_l]-t-?

M. Centrifngalmoment
"h="H ¥y = &'_I'iiiiﬂ('l_lz‘;-'_il—(mli‘,l.'ll '

-y
n

Boweis. In Fig. 202 sei S der Schwerpunkt der Fliche F, seine
Koordinaten seien ¢ und p; P sei der nach obiger Methode kon-
struierte Antipol der Ordinaten-

achse OY in Bezug auf die Sl
Centralellipse. Die Hauptachsen Y | y
T sy . . -
der letzteren bilden ein zweites T ‘H 'S
Koordinatensystem . In diesem ‘ e
System habe P die Koordinaten ', / /’ \ -
& und 7, m anderen z; und ¥, . | N 7 o
Die Gleichung der Anfi polare S 4 \% e b
0 Y ist dann in ersterem System (e I/
nach Obigem i
EE 177 N - "'-/’ i \
ol G e B S EEly 2= ] I /(""'—""" 12
e - LR 1 : p ! i-‘;' 2l
Al el '. >
< E : S = L .
Setzt man £ = (0 und dann V %
y =0, so findet man die Ab- ,.-’i‘l
schnmtte
a* Vs
S4d=———, SB=——-
':E}l T

Hat « die aus Fig. 202 ersichtliche Bedeutung, so ist mit Hiilfe der
Schwerpunktskoordinaten
S e — Tons Ny B8 et

gin o’ Cos o

Qetzt man dies in die vorigen Gleichungen ein, so folgen die Ko-
ordinaten des Antipols P als

a? . bh®
= —sine, g = C08¢c.

» : »
Zwischen den Koordinaten z, ¥y, & und %, bestehen aber folgende
Beziehungen:

e

@, = p -+ & sine - 7, cos e,

Y, =g + & cose — gy simne.

Einsetzung der Werte von und %, giebt
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g iy [ &7 En®e b cos® &
i Sy BT
P r
@ sin @ cos w« b? sin @ cos o

Y =q -+ - o
¥ S P P

oder, wenn man gleichnamig macht und a® — p2 — ¢2 setzt,

}!2 S a? sin? ¢ + b* cos®w
P !

P -+ e 8in o« cos o
11: — ——
h P
Multipliziert man oben und unten mit F, so wird

Fp® 4 Fa® sin®« + Fb® cos «
_‘_TI _ — = e — — 3
I'p

_ Fpg+ Felsina cosw
™y Fp

Nach Abschnitt 133) ist die erste Gleichung nichts anderes, als
das eine im Satze Behauptete, denn Fa? sin? ¢ -+ F'b* cos® ¢ bedeutet
das Triigheitsmoment fiir die durch Drehung um ¢ gewonnene Achse,
und p*F' ist der Verschiebungsteil, d. h.

Yy

Fp* 4 Fa®sin?e 4+ Fb® cos? e — Fo*

18t das Trigheitsmoment der Fliche £ in Ba‘-zug auf die Ordmaten-
achse,

275) Ebenso ist in der zweiten Gleichung Fpg der Verschiebungs-
teil des Centrifugalmomentes, wihrend nach Nr. 140

Fe* sine cos ¢ = F= sin 2 = F3?2

das durch Drehung gewonnene Centrifugalmoment ist.
Die Nenner in beiden Gleichungen bedeuten das statische
Moment M,. Es ist also in der That
T M

* o 1}

e o 8 T
¥ Sy

®

Demnach stimmt der Antipol iiberein mit dem Angriffs-
punkte der Centrifugalkraft der um die Ordinatenachse ge-
drehten Fliche F, ebenso mit dem A ngriffspunkte des seit-
lichen Wasserdrucks gegen diese Fliche, vorausgesetst,
dals die Ordinatenachse Wasserstandslinje ist, mit der
Schwerpunktsprojektion des mittels einer durch QY gehen-
den Ebene a bgest-.hrligh:n Cylinders, und das Entsprechende
21lt von allen andern physikalischen, mechanischen und ste-
reometrischen Problemen, die frither besprochen worden sind.
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Graphisch lassen sich also die entsprechenden Punkte mit Hiilfe
der Culmannschen Centralellipse sehr leicht bestimmen.

976) Auch fiir den Zusammenhang zwischen der Culmannschen
(entralellipse und den iibrigen Culmannschen Triigheitsellipsen 1st
der Antipol von grundlegender Bedeutung, wie sich aus den folgenden
Betrachtungen ergiebt.

Satz. Die gemeinschaftlichen Tangenten zweler Cul-
mannschen Trigheitsellipsen sind parallel zu ihrer Centrale.

Beweis. Sind P, und P, die Mittelpunkte, und 1st Fp* das
Triigheitsmoment in Bezug auf die Achse P, [, s0 hat man auf der
letzteren in P, bezw. P, ein Lot ¢ zu errichten und durch seinen
Endpunkt eine Parallele zu legen, die sowohl Tangente der einen,
als auch der andern Triigheitsellipse wird. Damit ist der Beweis
geliefert.

Dafs es sich nur um #ufsere Tangenten handeln kann, ergiebt
sich aus dem Parallelismus zur Centrale und erhirtet sich gelegentlich
des folgenden Satzes.

277) Satz. Die Polare des Flichenschwerpun ktes in Bezug
auf eine heliebige Trigheitsellipse 1st zugleich die Anti-
polare des Mittelpunktes dieser Ellipse in Bezug auf die
Centralellipse.

Fig. 203

Beweis: In Fig. 203 ist die um S gelegte Centralellipse und die
um einen beliebigen Punkt O gelegte Triigheitsellipse dargestellt.
Die gemeinschaftlichen Tangenten sind nach Nr. 276 parallel zu OS.
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Die in den Schnittpunkten L, H, K, J dieser Geraden mit den
Ellipsen an die letzteren gelegten Tangenten sind simtlich parallel
(konjugierte Richtung zum Durchmesser 0S). Die Gerade s, die
Polare des Punktes S in Bezug auf die Ellipse O, ist parallel zu den
Tangenten, ebenso die zu 0S konjugierten Halbmesser OF und S@.
Der von diesen konjugierten Richtungen eingeschlossene spitze Winkel
sel «, der senkrechte Abstand der gemeinschaftlichen Tangenten vom
Durchmesser OS also OF - sin ¢, wihrend 0 H - sin ¢ der Abstand der
in H und J beriihrenden Tangenten von O ist.
Das Trigheitsmoment der Fliche F fiir die Achse OF ist. wie
sich aus der Erklirung der Culmannschen Ellipse ergiebt,
Fo* = F(OH-sing)? =T

12
das in Bezug auf die Achse SG genommen ist ebenso
I'= F (SK . sin «)®.
Nach dem Verschiebungssatze ist ferner

T, — T+ &F,

also hier
F.-(OH: sine) =F-(SK-sina) + F(OS:sine)

denn OS- sin« ist die Verschiebungslinge von S nach OF. Daraus
'f'l'.l],{_"f

Nach den vorangegangenen Krliuterungen besteht aber die reciproke
Beziehung
OH?= 08- 0P, =
also folgt
SK* 4+ 08 = 08.0P,
so dals
SK*= 08 (0P — 085)= 08.8P
ist,
Daraus aber folgt, dals O der Antipol von s in Bezug
auf die Centralellipse ist. :
Damit ist der Satz bewiesen. Zugleich ergiebt sich aus
OH® = S8SK® 4 08,
dals OH > 08 ist. Der Sehwerpunkt S wird also von jeder
Culmannschen Trigheitsellipse umschlossen.

Bemerkung. Kennt man mehrere Triigheitsellipsen und den
Schwerpunkt, so kann man auch mehrere (doppelt so viel) Tangenten
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der Centralellipse zeichnen. Es muls demmnach eine ganze Reihe
von Konstruktionsaufgaben hestehen, z. B.:

278) Aufgabe. Die Triigheitsellipse einer Fliche F' fiir
einen beliebigen Punkt O sei gegeben, ebenso der Schwer-
punkt S der
Fliche; die Cen- Fig. 204,
tralellipse mit
ithren Haupt-
achsen soll kon-
struiert werden.

Aufldsung. Die
m Figur 204 um O

gelegte Ellipse sei

die gegebene, S, wel- [ e

ches nach Obigem Yos 2 b S
innerhalb -Hogen y/ -
mufs, sei c}ur ge- \“‘“---h 3 G
gebene Schwer- T LB o2

punkt. Man ziehe =

0S und die beiden
parallelen Tangenten, konstruiere zu S die Polare s und bestimme
SK — SI mittels der Gleichung (vgl. Nr. 277)
SK:= 80 PS.
Legt man durch K und L Parallele zur Polare, so erhiilt man ein
Parallelogramm F'G HJ. Diesem
ist die Hauptellipse (die in den

Fig, 205.

Halbierungspunkten die Seiten be- ?;;f 3]
rithrt) einzubeschreiben, was leicht /,f——-—'-——-x__fhh ‘//
zu bewerkstelligen ist.  (Vgl 5 =Ny
Method. Lehrbuch, IL) a Py
s wird nun behauptet, die I.-'f Rt ._J-fi"‘:’“ -“_T‘:L:’{-K:.'f
Hauptachsen wiirden durch ll_ — HL_\‘“ _Hf\ll |
Halbierung des Brennstrahl- "-\ t H“‘“M‘H , “{\-H__.\u_f’l 2 ._'
winkels F,SF, un d seines L "'_;,-.’Hh; j.r' _‘.x'
Nebenwinkels der Lage nach S / lh“wf; ///
gefunden. Tl Aot
Beweis. Bildet die beliebige /

Achse 0Z mit OF, den Winkel ¢,
so ist mach Nr. 133 der Radius des Trigheitsmomentes in Bezug auf
diese Achse zu bestimmen aus

S B
[ COS” .

L il CREe
{.’i =) 4 .1 B ¥ 4 i {J




218 Abschnitt VII.

Fiir eine Parallele durch §, die von O um [ entfernt sein mag, ist
demnach

2 b 2 2 8
@ = 0,8 « - g, cos a« — [,
Z 2 ]
oder, da g, — p, = ¢ isi;
2 e R L S 2 2
0 =@ s+ ¢ s« p eos ¢ — |
oder
3 2 g i ch) 2 2 v ' -. . .
0 =9, T+ ¢sme—1U =g - (esine -+ ) (esine — ).

Zieht man nun die Lote F)¢) und F,RV, so ist

F@=c¢smna+41, RF,=¢sine—1I,

folglich

o*=10 -1 FQ RF,.

Sind nun # und p die Winkel, die Z, @ mit den Brennstrahlen p und ¢
bildet, so 1st
RFy = gsiny, F, Q= psinp,
also
0® = b* 4+ pgsin fsiny
oder

0 =b* + ;pq[eos(f — p) — cos (B + 7).

Hier ist rechts alles konstant, mit Ausnahme der Differenz (§ — ).
Ein Maximum tritt also ein, wenn 8 — py =0, folglich ist die
Winkelhalbierende die Achse des Maximalmomentes, das Lot dazu die
des Minimalmomentes.

Damit ist die Behauptung bewiesen. Zugleich ist die Grélse
des Maximalradius durch

Onay = 0" — ZLeos (B + ) = b — 22 cos (F, SF,)

Y AKX

bestimmt. Der Minimalradius ergiebt sich fiir g — » = 180°, also

cos (f — ) = — 1, so dals man erhilt
Onn =" — 211 | cos (F, S F,)).

279) satz. Die Achsen der Ebene, in Bezug auf die das
Trigheitsmoment einer Fliche konstanten Wert hat, um-
hiillen eine Schar confokaler Kegelschnitte, deren Brenn-
punkte die beiden Fixpunkte sind.

Beweis, Nach Nr. 145 war in Bezug auf eine Achse, die von
den Fixpunkten die Entfernung p, und p, hatte, der Trigheitsradius o
zu bestimmen aus der Gleichung

o =0, + b,
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Aus Figur 206 folgt ferner Lal i L
g g s 2 2 9 .3 '
SD—p + DD, =p -+ ¢ sin” e, _I___L{/L
y - = /‘—_'/
Aufserdem war schon in Nr. 145 ge- D |
zeigt, dals, wenn S () — ¢ gesetzt wird, A D A, |
| P E“ &2 eog? "»-*"‘/A-\ \p:| 4
PPy = P — € COS7 &, AN
also K~ \ \ &J \‘(\: b
= i o L2 |
. PP =1, p; & RO O \ \,—»*j“;\//ﬁ
Demnach ist —t LN o 4
T2 2 2 | Qe B f e -
SD; = p,p, + € €08 ¢ - € Sl & g \ \l
‘ral
2 g 2 /I|/ ¢ '
=p,p,+ € =DD -+ 0, — 05, - | JJ'
folglich unter Beriicksichtigung der ‘ /
ersten Gleichung

Ist nun o konstant, so ist auch SD); konstant, d. h. KL liegt
dann stets so, dafs die von €, und C aus darauf gefillten Lote in die

Peripherie des mit S, =1-/9j — .gj
um S geschlagenen Kreises fallen.
Dies ist aber eine bekannte
Brennpunktseigenschaft der Ellipse
und der Hyperbel. Ist SD, >e,
so schneidet KL die Gerade
C, €, aufserhalb der Strecke C,C,,
und es handelt sich um eine

Fig. 207,

i - - 2 i s

Ellipse. Dabei ist o — g, > ¢,
2 2 2 2

d. h. " — o, >0, — 0,, demnach

LS

handelt es sich um den Fall o > ;.
Ist dagegen SD, < e, so sehneidet
die Gerade KL zwischen C; und
C,, was auf den Fall der Hy-
perbel fithrt. Dabei ist o < 0.

Ist endlich SD, =e, so ist
o =a, d. h. die Strahlen geben
zwei Biischel durch €, wnd G,
welches gewissermalsen die un-
endlich flache Ellipse C;C, bezw.
die unendlich flache Hyperbel (die von C; nach - oo, von (, nach
— oo geht) umbhiillt.

Fig. 207 stellt die betreffende Doppelschar confokaler Kegel-

-y
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schnitte dar, Die eine Schar hat das Gesetz P+ ¢ = ¢, die andere
das Gesetz p — ¢ = ¢,.

2R0) | [);nw ist eines der wichtigsten isothermischen Kurvensysteme.
Nach Kap. VIII der Einfithrung in die Theorie der isogonalen Ver-
\\*111f11=~u11c:1’r{11 wird die {'mdmim he Einteilung erreicht, wenn in
: [’I + J =
- ¥ T

die Werte von #» der geometrischen Reihe

folgen, withrend

die # der arithmetischen Reihe

Oy —e, +2«¢, + 3a,-:-

folgen. Das hys’rvnl entsteht mit Hiilfe der l (# -+ )

bezw. 2 = Z 4/ Z* — 1 aus dem System der concentrischen Krejse
und Radien dm z-Ebene, aber auch mit Hiilfe der Abbildung Z = cosz

bezw. 2z = are cos Z aus der Doppelschar der Horizontalen und Verti-
Ty " 1 i 3 B

kalen der z-Ebene. Dabei ist zu beachten, dals cos z — (,.,., 4 _fJ ist.

5 . ;

was den Zusammenhang der beiden Abbildungsarten aufllirt,
Die so definierten elliptischen Koordinaten geben zu zahlreichen
geometrischen und physikalischen Bet trachtungen Anlafs. Interessant

ist, dafs bei der Abbi ldung Z = | f o Ij dem Kreishiischel durch

die Fixpunkte 4 1 in der einen Ebene wiederum ein solches in der
andern entspricht, nur dafs der Schnittwinkel zweier Individuen in
der einen jedesmal doppelt so grofs ist, wie in der andern. Bin
Teil der aus diesen Dingen hervorgehenden Folgerungen ist in
Kapitel VIII der ,‘]m]{uhrunw h(i_nmlcr]

281) Satz. Der geometrische Ort aller Punkte der E} ene,
fiir welche die H-uipttr.|w1u‘1i-m hsen parallel sind, ist eine
durch die Fixpunkte gehende gleichseitige Hy pmhel, deren
Mittelpunkt der Hah“mpunkt 18t und flmun Asymptoten
den beiden gegebenen Richtungen parallel sind.

Beweis. Die Figur stelle die um S gelegte Centralellipse dar.
Die Achsen & und % sollen die gegebene konstante Richtung der
zu untersuchenden Hauptachsen r1a1-tcll-:~11 Die Winkelhalbierenden X
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und ¥ geben also die BAERI S
Richtungen der Gleich-
heitzsachsen an, die eben
falls fiir alle zu unter-
suchenden Punkte kon-
stant sind. Diese letz-
teren mogen mit der
Hauptachse der Central-
ellipse den Winkel « ein-
schlielsen.

[st nun P ein Punkt
des zu umntersuchenden
Ortes, so ist nach demVer
schiebungssatze und dem
Drehungssatze in Bezug
auf die beiden Koordi-
naten 2 und y fiir dasTriig
heit.-_anu_n}m]lt{__vgl.Nr. 133

=)

1

& .

gy 8
= g, SIN_ « 4+ 0

cos” & y'"',

0

£

5] g

2 9. = 2 2
0, =0, COS @ -+ o, sin @ 4 ¥,

Da aber X und Y die Gleichheitsachsen sind, so sind die lmken
Seiten, folglich auch die rechten Seiten gleich. s folgt also

2 Z g 2 2 2 PSS R e e (iant
Yy — & = C08 & (92 = QI) — Bl & (92 - 91) = ¢ (LUH o — 8In ri)

oder
y®? — a? = é* cos 2,

oder. auch

2° — y? = ¢% cos (180° — 2a).

Demnach ist der geometrische Ort eine gleichseitige Hyperbel, die durch
die Fixpunkte C; und G geht, weil deren Koordinaten e cos e« und e sin ¢
der Gleichung y® — 2 = ¢* cos” & ¢? sin® ¢ geniigen. Thre Asymptoten
aber haben die Richtung &, %. Die Halbachse dieser Hyperbel 1st

gleich e }/cos (180° — 2¢), der Scheitel liegt also auf der durch
r? — ¢ cos (180° — 2a)
bestimmten Lemniskate.
9892} Das durch die Fixpunkte gehende Biischel gleichseitiger

Hyperbeln giebt die geometrischen Orte fiir alle moglichen konstanten
Richtungen von Hauptachsen an. Die Figur ist nichts anderes, als
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bg
(K]

8V

Trig. 209. die Abbildung der
nebenstehenden mit
Hiilte der Funktion
7 =)/ 2, wobei C'nach
den Fixpunkten C,
und ¢, transformiert
wird. Das Strahlen-

v biischel durch C'giebt
das Hyperbelbiischel
durch C; und C,
der Fulspunktkreis
durch O wund C
giebt die Lemniskate
durch O, C; und C,.

So haben denn
die Betrachtungen des vorigen Kapitels neue Bedeutung fiir die
graphische Statik gefunden.

F. Ersatz der homogenen ebenen Fliche F durch
drei Massenpunkte nach Reye.

283) Soll eine Fliche F' in mechanischer Hinsicht durch drei
Massenpunkte m,, m,, m, ersetzt werden, z. B. beziiglich der Drehung
um irgend einen Punkt oder eine Gerade der Ebene, so mufs zu-
niichst sein
1) my - my + my = F.

Werden hierbei s, und m, willkiirlich gewiihlt, so ist die dritte Masse
durch my — F — (m; - m,) bestimmt.

Fig. 210. Damit z B. auch die Centrifugal-

Y] krifte iibereinstimmen, miissen die sta-
m, tischen Momente der Fliche und des
Punktsystems in Bezug auf willkiirliche
Koordinatenachsen identisch sein, so dafs
auch die Schwerpunkte zusammenfallen.
5 ; Um die Gleichungen méglichst einfach
2, X zu machen, kann man die Gerade My My zUY
U Y-Achse machen, das vom Schwerpunkte S
i auf diese Gerade gefillte Lot zur X Achse.
| Dann mufs in Bezug auf die Y-Achse sein

My By - My @y -+ my 2y — Fz,
oder, da 2, =2, =0,

2) my &y = Fao = Fp.
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