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Jahrgang 1877, S . 51 —62, ferner die Abhandlung von Lodge , Philo¬
soph . magazine 1886, S . 453—458 ) der Trägheitsmomente durch Kreise,
welche für die praktischen Anwendungen unzweifelhaft bequemer sind,
als die Ellipsen . Erst durch die hier entwickelte Darstellung wird die
Lehre von den Trägheitsmomenten auf diejenige von den statischen
Momenten zurückgeführt und dadurch für das Gebiet der graphischen
Statik gewonnen .

“
Mohr fährt dann damit fort , seine Zahlenrechnungen durch

graphische Operationen zu ersetzen , letztere im Anschiufs an die
Streckentheorie , wodurch er in der That Vereinfachungen erzielt .

E . Einige Eigenschaften und Anwendungen der Culmannschen
Trägheitsellipse .

271 ) Geometrische Vorbemerkung . In Fig . 199 ist q die Polare

von Q , so dafs PQAB harmonische Punkte sind. Nach Pythagoras
ist r 2 = MQ ■ MP , also MQ = jjp ,
eine Beziehung , die für r = 1 in die

reciproke MQ = übergeht . Macht

man MQ X = — MQ = — MP ’ so

man die entsprechende „negative Ab¬
bildung “

, und wie Q der Pol zu q
heilst , so heifst Qt der Antipol zu q.
Ebenso wie q Polare zu Q ist , ist q
Antipolare zu Qr

Hat Q die Koordinaten x0 , y0 , so
ist die Gleichung der Polaren q (vgl. Meth. Lehrbuch , II ) , voraus¬
gesetzt , dafs M Nullpunkt des Koordinatensystems ist,

xx 0 + yy0 == r 2 .

[Ist letzteres nicht der Fall , sondern hat M die Koordinaten p und q,
so ist die Gleichung von q

(* — P) (*o
— P) + (ß — i ) (jto — 2) = yS -]

Ist M Nullpunkt , so sind die Koordinaten des Antipols x1 —
— x0 und y1 = — y0 . Die Gleichung von q lautet in diesen Koor¬
dinaten

+ yyi = — ^
oder

+ yyi + r2 = o .
u *
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272) Denkt man sich die Fig . 199 durch Parallelprojektion auf eine
beliebige Ebene übertragen , so dafs sich der Kreis in eine Ellipse
verwandelt , so bleiben die harmonischen Beziehungen bestehen , ebenso
die reciproke Beziehung , die Gerade q aber wird parallel zu den

Tangenten in den
Endpunkten A und
B desDurchmessers ,
so dafs es sich um
konjugierte Bich¬
tungen handelt .

Demnach sind
in Fig . 209 BQ AB
harmonische Punk¬
te, die Parallele q zu
den Tangenten in
A und B ist die
Polare von Q und
zugleich die Anti¬

polare von Qv Es ist MQ ■MB = MA %
, ■MQ 1 ■MB = — MA 2

. Sind
ferner x0 und y0 die Koordinaten von Q , so ist die Gleichung von q

Wo i yy 0 _ -i
a % ' b 2 ’

wo a und b die Hauptachsen der Ellipse bedeuten . Sind dagegen
xx und yt die Koordinaten von Q1 ; so hat die Antipolare q die Gleichung

Fig . 200 .

, mk
a? ' 6 2 + 1 = 0 .

Fig . 201 .

273) Aufgabe . Den Antipol einer Geraden q zu bestimmen ,welche die Ellipse nicht schneidet .
Auflösung . Man ziehe (Pig .

200) einebeliebige Sehneparallel
zu q und verbinde ihren Halbie¬
rungspunkt mit M . Dies giebt
den konjugierten Durchmesser
MB . Von P aus lege man Tan¬
genten an die Ellipse . Die Ver¬
bindungslinie der Berührungs¬
punkte giebt den Schnittpunkt
Q. Man mache MQ1 = MQ,dann ist Qt der Antipol .

Schneidet die Gerade die
Ellipse , so ist die Konstruktion noch etwas einfacher . (Fig . 201 .)Es giebt noch zahlreiche andere Lösungen.
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274) Satz . Die Koordinaten des Antipols der Ordinaten -
achse in Bezug auf die Centralellipse einer Fläche F be¬
stimmen sich mittels der Gleichungen

xx = M „
Trägheitsmoment
statisches Moment ’

Vi = Mv
Centrifugalmoment
statisches Moment

Beweis . In Fig . 202 sei S der Schwerpunkt der Fläche F ; seine

Koordinaten seien q und p : P sei der nach obiger Methode kon¬
struierte Antipol der Ordinaten -
achse OY in Bezug auf die
Centralellipse . Die Hauptachsen
der letzteren bilden ein zweites
Koordinatensystem § rj . In diesem
System habe P die Koordinaten
Ih und rj1 } im anderen xx und yx .
Die Gleichung der Antipolare
0 Y ist dann in ersterem System
nach Obigem

S + ^ + 1 - o .
Setzt man § = 0 und dann

rj = 0 , so findet man die Ab¬
schnitte

Fig . 202 .

5i
SB = b *

ni

Hat a die aus Fig . 202 ersichtliche Bedeutung , so ist mit Hülfe der

Schwerpunktskoordinaten
SA — - A - , SB = —

sm cc 7 _j >
_.

cos a

Setzt man dies in die vorigen Gleichungen ein , so folgen die Ko¬
ordinaten des Antipols P als

<. a * . bs

Zwischen den Koordinaten xu yv und rjl bestehen aber folgende
Beziehungen :

xx = p -f- li sin « -f - % cos « ,

yt = q cos a — rji sin a .

Einsetzung der Werte von %x und % giebt
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= 1J + « - S' " 2 r,gin ^ /v 7i2 rns ^ /v

cos a &2 sin a cos a
2/i = 2 +

or sm a cos a
P

oder, wenn man gleichnamig macht und a2 — b 2 = e2 setzt ,
p 2 - f- « 2 sin2 a -j- &2 cos 2 a

P
Pi + « 2 sin a cos a

Multipliziert man oben und unten mit F , so wird
Fp s -f - Fa 2 sin2 a -f- FW cos aX ' Fp •

_ Fpq -f- Fe s sin a cos a
Vi

Nach Abschnitt 133) ist die erste Gleichung nichts anderes, als
das eine im Satze Behauptete , denn Fa 2 sin2 « -f- Fb 2 cos2 « bedeutet
das Trägheitsmoment für die durch Drehung um a gewonnene Achse,und p 2F ist der Yerschiebungsteil , d . h.

Fp 2 -j- Fa 2 sin2 « -f- Fb 2 cos 2 « = Fq 2
ist das Trägheitsmoment der Fläche F in Bezug auf die Ordinaten -
achse.

275) Ebenso ist in der zweiten Gleichung Fpq der Yerschiebungs¬teil des Centrifugalmomentes , während nach Nr . 140

Fe 2 sin « cos a = F e— sin 2 « = Fl 2

das durch Drehung gewonnene Centrifugalmoment ist .Die Nenner in beiden Gleichungen bedeuten das statischeMoment My . Es ist also in der That

Demnach stimmt der Antipol überein mit dem Angriffs¬punkte der Centrifugalkraft der um die Ordinatenachse ge¬drehten Fläche F , ebenso mit dem Angriffspunkte des seit¬lichen Wasserdrucks gegen diese Fläche , vorausgesetzt ,dafs die Ordinatenachse Wasserstandslinie ist , mit der
Schwerpunktsprojektion des mittels einer durch OY gehen¬den Ebene abgeschrägten Cylinders , und das Entsprechendegilt von allen andern physikalischen , mechanischen und ste -
reometrischenProblemen , die früher besprochen worden sind .
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Graphisch lassen sich also die entsprechenden Punkte mit Hülfe
der Culmannschen Centralellipse sehr leicht bestimmen .

276) Auch für den Zusammenhang zwischen der Culmannschen

Centralellipse und den übrigen Culmannschen Trägheitsellipsen ist
der Antipol von grundlegender Bedeutung , wie sich aus den folgenden
Betrachtungen ergiebt .

Satz . Die gemeinschaftlichen Tangenten zweier Cul¬

mannschen Trägheitsellipsen sind parallel zu ihrer Centrale .

Beweis . Sind I\ und P 2 die Mittelpunkte , und ist Fq 2 das

Trägheitsmoment in Bezug auf die Achse P 1 P 2 } so hat man auf der

letzteren in P x bezw. P 2 ein Lot q zu errichten und durch seinen

Endpunkt eine Parallele zu legen , die sowohl Tangente der einen,
als auch der andern Trägheitsellipse wird . Damit ist der Beweis

geliefert .
Dafs es sich nur um äufsere Tangenten handeln kann , ergiebt

sich aus dem Parallelismus zur Centrale und erhärtet sich gelegentlich
des folgenden Satzes.

277) Satz . Die Polare des Flächenschwerpunktes in Bezug
auf eine beliebige Trägheitsellipse ist zugleich die Anti¬

polare des Mittelpunktes dieser Ellipse in Bezug auf die

Centralellipse .
Kg . 203 .

Beweis : In Fig . 203 ist die um 8 gelegte Centralellipse und die

um einen beliebigen Punkt 0 gelegte Trägheitsellipse dargestellt .

Die gemeinschaftlichen Tangenten sind nach Nr . 276 parallel zu 08 .
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Die in den Schnittpunkten L , S , K , J dieser Geraden mit den
Ellipsen an die letzteren gelegten Tangenten sind sämtlich parallel
(konjugierte Richtung zum Durchmesser 08 ) . Die Gerade s , die
Polare des Punktes 8 in Bezug auf die Ellipse 0 , ist parallel zu den
Tangenten , ebenso die zu OS konjugierten Halbmesser OE und SG .
Der von diesen konjugierten Richtungen eingeschlossene spitze Winkel
sei «, der senkrechte Abstand der gemeinschaftlichen Tangenten vom
Durchmesser OS also OE ■ sin « , während OH - sin « der Abstand der
in H und J berührenden Tangenten von 0 ist .

Das Trägheitsmoment der Fläche F für die Achse OE ist , wie
sich aus der Erklärung der Culmannschen Ellipse ergiebt ,

Fq 2 = F ( OE ■ sin «) 2 = T1 :
das in Bezug auf die Achse SG genommen ist ebenso

T = F (SK ■ sin «)2 .
Hach dem Yersehiebungssatze ist ferner

T, = T + e2F ,also hier

F ■ ( OS ■ sin «) 2 = F ■ (SK ■ sina )2 -j- F ( OS ■ sin «) 2
,
’

denn OS ■ sina ist die Verschiebungslänge von SG nach OE . Daraus
folgt

OH 2 = SK 2 + OS2 .
Nach den vorangegangenen Erläuterungen besteht aber die reciproke
Beziehung

also folgt
OS 2 = OS - OP ,

SK 2 -f- 0S 2 = OS - OP ,so dafs
SK 2 = OS ( OP — OS) = OS ■ SP

ist .
Daraus aber folgt , dafs 0 der Antipol von s in Bezugauf die Centralellipse ist .
Damit ist der Satz bewiesen. Zugleich ergiebt sich aus

OH '2 = S'A 2 + OS2 ,
dafs 0H > OS ist . Der Schwerpunkt S wird al so von jederCulmannschen Trägheitsellipse umschlossen .

Bemerkung . Kennt man mehrere Trägheitsellipsen und den
Schwerpunkt , so kann man auch mehrere (doppelt so viel) Tangenten
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der Centralellipse zeichnen . Es mufs demnach eine ganze Reihe
von Konstruktionsaufgaben bestehen , z . B . :

278 ) Aufgabe . Die Trägheitsellipse einer Fläche F für
einen beliebigen Punkt 0 sei gegeben , ebenso der Schwer¬

punkt 8 der
Fläche ; die Cen - Kg-

tralellipse mit
ihren Haupt¬
achsen soll kon¬
struiert werden .

Auflösung . Die
in Figur 204 um 0
gelegte Ellipse sei
die gegebene , S . wel¬
ches nach Obigem
innerhalb liegen
mufs , sei der ge¬
gebene Schwer¬
punkt . Man ziehe
OS und die beiden
parallelen Tangenten , konstruiere zu S die Polare s und bestimme
SK = SL mittels der Gleichung (vgl . Nr . 277)

SJP = SO ■ PS .

Legt man durch K und L Parallele zur Polare , so erhält man ein

Parallelogramm FGHJ . Diesem
ist die Hauptellipse (die in den ftg ' 205-

Halbierungspunkten die Seiten be¬
rührt ) einzubeschreiben , was leicht
zu bewerkstelligen ist . (Ygl .
Method . Lehrbuch , II .)

Es wird nun behauptet , die
Hauptachsen würden durch
Halbierung des Brennstrahl¬
winkels F 1 SF .g und seines
Nebenwinkels der Lage nach
gefunden .

Beweis . Bildet die beliebige
Achse OZ mit 0 F .2 den Winkel a,
so ist nach Nr . 133 der Radius des Trägheitsmomentes in Bezug auf
diese Achse zu bestimmen aus

9 p
2 sin 2

cc - j- p
2 cos2

cc .
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Für eine Parallele durch. S , die von 0 um l entfernt sein mag , ist
demnach

p
2 = 02 sin2

cc -f- p
2 cos2

cc — t ,
oder , da p

2 — p
2 = e

2 ist ,

p = pj sin « -f- e sm « - f- p x cos « — i
oder

q = qi e sm a — l = p + ( e sm a + l) ( e sm cc — l).
Zieht man nun die Lote i \ Q und F 2 BV , so ist

F x Q = e sin a l , BF 2 = e sin a — l ,
folglich

f ^ V + F. Q - BF, .
Sind nun ß und y die Winkel , die Zx Q mit den Brennstrahlen p und q
bildet , so ist

also

oder

BF 2 = qsmy , F x Q — p sin/3,

p 2 = V - )- pq sin ß sin y

p 2 == -f \ pq [cos (ß — y) — cos (ß + y)\
Hier ist rechts alles konstant , mit Ausnahme der Differenz (ß — y) .
Ein Maximum tritt also ein , wenn ß — y = 0 , folglich ist die
Winkelhalbierende die Achse des Maximalmomentes, das Lot dazu die
des Minimalmomentes.

Damit ist die Behauptung bewiesen. Zugleich ist die Gröfse
des Maximalradius durch

pL , = b 2 — ^ cos (ß + y) = b2 — ?£ cos (F x SF 2)
bestimmt . Der Minimalradius ergiebt sich für ß — y = 180°

, also
cos (ß — y) — — 1 , so dafs man erhält

pL = ^ - v [l + «os (^ SJi )] .

279) Satz . Die Achsen der Ebene , in Bezug auf die das
Trägheitsmoment einer Fläche konstanten Wert hat , um¬
hüllen eine Schar confokaler Kegelschnitte , deren Brenn¬
punkte die beiden Fixpunkte sind .

Beweis . Nach Nr , 145 war in Bezug auf eine Achse , die von
den Fixpunkten die Entfernung p x und p 2 hatte , der Trägheitsradius p
zu bestimmen aus der Gleichung

p
2 = Pi + P1P2 •
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Aus Figur 206 folgt ferner

jSDj = p + BB X
= p ~{- e sm a .

Aufserdem war schon in Nr . 145 ge¬
zeigt, dafs, wenn SCX = e gesetzt wird,

Fig . 206.

also
P1P2 = P — e eoB ^ a,

p % — PiPz -j - e2 cos2 « .
Demnach ist

SD * — p t Pz + e
2 cos2 u e sin2 a

= PXP%+ e
2 = PXP* + Ql ~ (?l ,

folglich unter Berücksichtigung der
ersten Gleichung

SD 2 = p
2 - p

2 = SD 2 .

Fig . 207.

Ist nun p konstant , so ist auch SD X konstant , d . h . KL liegt
dann stets so , dafs die von C1 und C2 aus darauf gefällten Lote in die

Peripherie des mit SD t = |/p — p2
um S geschlagenen Kreises fallen .
Dies ist aber eine bekannte
Brennpunktseigenschaft der Ellipse
und der Hyperbel . Ist SD X > e ,
so schneidet KL die Gerade
CXC2 aufserhalb der Strecke CXC2 ,
und es handelt sich um eine

Ellipse . Dabei ist p
2 — p

2 > e
2

,
d . h . p

2 — p
2 > p

2 — p
2

, demnach
handelt es sich um den Pall p > • p2 .
Ist dagegen SD t <i e , so schneidet
die Gerade KL zwischen Cx und
C2 , was auf den Fall der Hy¬
perbel führt . Dabei ist p < p1 .

Ist endlich SDj^
— e , so ist

p = a , d. h . die Strahlen geben
zwei Büschel durch Cx und 02 ,
welches gewissermafsen die un¬
endlich flache Ellipse Ct C2 bezw.
die unendlich flache Hyperbel (die von Cx nach -f - 00 , von C2 nach
— 00 geht ) umhüllt .

Fig . 207 stellt die betreffende Doppelschar confokaler Kegel-
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schnitte dar . Die eine Schar hat das Gesetz p -f - Q. — c , die andere
das Gesetz p — q = cx .

280) [Dies ist eines der wichtigsten isothermischen Kurvensysteme .Nach Kap . VIII der Einführung in die Theorie der isogonalen Ver¬
wandtschaften wird die quadratische Einteilung erreicht , wenn in

die Werte von r der geometrischen Reihe

gO a 2 a 3 a . . .

folgen , während in
p — q .— = cos & = e1

die d- der arithmetischen Reihe
0 , —|— cCj Gl 2c; , —h 3 « , • • •

folgen . Das System entsteht mit Hülfe der Abbildung Z = ~ (s -f- -i
bezw. e = Z + }/Z 2 — 1 aus dem System der concentrischen Kreise
und Radien der «-Ebene , aber auch mit Hülfe der Abbildung Z = cos «bezw. « = arc cos Z aus der Doppelschar der Horizontalen und Verti -

(*" + ? )
1
J

kalen der .«-Ebene . Dabei ist zu beachten , dafs cos z
was den Zusammenhang der beiden Abbildungsarten aufklärt .

Die so definierten elliptischen Koordinaten geben zu zahlreichen
geometrischen und physikalischen Betrachtungen Anlafs. Interessant

(* + 7) demist , dafs bei der Abbildung Kreisbüschel durch
die Fixpunkte + 1 ii1 der einen Ebene wiederum ein solches in der
andern entspricht , nur dafs der Schnittwinkel zweier Individuen in
der einen jedesmal doppelt so grofs ist , wie in der andern . Ein
Teil der aus diesen Dingen hervorgehenden Folgerungen ist in
Kapitel VIII der „Einführung “ behandelt .]

281 ) Satz . Der geometrische Ort aller Punkte der Ebene ,für welche die Hauptträgheitsachsen parallel sind , ist eine
durch die Fixpunkte gehende gleichseitige Hyperbel , deren
Mittelpunkt der Schwerpunkt ist und deren Asymptotenden beiden gegebenen Richtungen parallel sind .

Beweis . Die Figur stelle die um 8 gelegte Centralellipse dar .
Die Achsen % und p sollen die gegebene konstante Richtung der
zu untersuchenden Hauptachsen darstellen . Die Winkelhalbierenden X
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und Y geben also die
Richtungen der Gleich¬
heitsachsen an, die eben¬
falls für alle zu unter¬

lag . 208 .

iCC- 45

suchenden Punkte kon¬
stant sind . Diese letz¬
teren mögen mit der
Hauptachse der Central¬
ellipse den Winkel a ein-
schliefsen.

Ist nun P ein Punkt
des zu untersuchenden
Ortes, so ist nach demYer-
schiebungssatze und dem
Drehungssatze in Bezug
auf die beiden Koordi¬
naten « und y für das Träg¬
heitsmoment (ygl .Nr .133)

2 - 2 , 2 2 I 2
p2 sm a -j- pj cos a y .

p
2 cos3 « -f- pj sin2 a -f- x .

Da aber X und Y die Gleichheitsachsen sind , so sind die linken
Seiten, folglich auch die rechten Seiten gleich . Es folgt also

cos a sm acos K sm cc

e2 cos 2a
oder auch

x2 — y2 = e2 cos ( 180 ° — 2 a) .

Demnach ist der geometrische Ort eine gleichseitige Hyperbel , die durch

die Fixpunkte 01 und C2 geht , weil deren Koordinaten e cos a und e sin a
der Gleichung ft — x%= e2 cos2 a — e2, sin2 a genügen . Ihre Asymptoten
aber haben die Richtung j- , rj . Die Halbachse dieser Hyperbel ist

gleich e ]/cos (1800 — 2 a) , der Scheitel liegt also auf der durch

r % = e2 cos (180° — 2 a)

bestimmten Lemniskate .

282) Das durch die Fixpunkte gehende Büschel gleichseitiger
Hyperbeln giebt die geometrischen Orte für alle möglichen konstanten

Richtungen von Hauptachsen an . Die Figur ist nichts anderes , als
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JFig . 209 .

die Betrachtungen des vorigen Kapitels neue
graphische Statik gefunden.

die Abbildung der
nebenstehenden mit
Hülfe der Funktion
Z = ys , wobei C nach
den Fixpunkten Gt
und C2 transformiert
wird . Das Strahlen¬
büschel durch Ggiebt
das Hyperbelbüschel
durch G1 und C2 ,
der Fufspunktkreis
durch 0 und G
giebt die Lemniskate
durch 0 , Cj und C2 .

So haben denn
Bedeutung für die

F . Ersatz der homogenen ebenen Fläche F durch
drei Massenpunkte nach Reye .

283) Soll eine Fläche F in mechanischer Hinsicht durch drei
Massenpunkte m1 , m2 , ms ersetzt werden, z . B . bezüglich der Drehungum irgend einen Punkt oder eine Gerade der Ebene , so mufs zu¬
nächst sein
1 ) m1 m2 ms = F .

Fig . 210 .

Werden hierbei »% und m% willkürlich gewählt , so ist die dritte Masse
durch ms = F — (inx -f- m2) bestimmt .

Damit z . B . auch die Centrifugal -
kräfte übereinstimmen , müssen die sta¬
tischen Momente der Fläche und des
Punktsystems in Bezug auf willkürliche
Koordinatenachsen identisch sein, so dafs
auch die Schwerpunkte zusammenfallen.
Um die Gleichungen möglichst einfach
zu machen, kann man die Gerade m2 ms zur
Y-Achse machen, das vom Schwerpunkte S
auf diese Gerade gefällte Lot zur X -Achse.
Dann mufs in Bezug auf die X-Achse sein

m1 xx Iffljij -f m3 xB = Fx ,

Y

&

S
&

f m x

iis

m3

oder , da x2
— xs

2)
0 ,

mi xi — Fx
s

= Fp .
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