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212 Abschnitt VII,

272) Denkt man sich die Fig. 199 durch Parallelprojektion auf eine
beliebige Ebene iibertragen, so dals sich der Kreis in eine Ellipse
verwandelt, so bleiben die harmonischen Beziehungen bestehen, ebenso
die reciproke Beziehung, die Gerade g aber wird parallel zu den

Tangenten in den
Fig. 200 Endpunkten 4 und
9/ BdesDurchmessers,

5 . S0

als es sich um
konjugierte  Rich-
tungen handelt.
Demmnach  sind
in Fig. 200 PQARB
harmonische Punk-
te, die Parallele ¢ zu
: den Tangenten in
A und B ist die

J Polare von ¢ und
zugleich die Anti-
polare von @;. Es ist MQ- MP— MA® MQ, - MP— — M A% Sind

ferner z, und y, die Koordinaten von @, so ist die Gleichung von ¢

Ty | YYa i

at AL rnd B
wo a und b die Hauptachsen der Ellipse bedeuten. Sind dagegen
2, und y, die Koordinaten von @,, so hat die Antipolare ¢ die Gleichung
H R
“u’: + J’;;il _il_ Gl
273) Aufgabe. Den Antipol einer Geraden ¢ zu bestimmen,
welche die Ellipse nicht sechneidet.
Auflésung. Man ziehe (Fig.
Fig. 201, 200)eine beliebige Sehne parallel
zu ¢ und verbinde ihren Halbie-
rungspunkt mit M. Dies giebt
den konjugierten Durchmesser
MP. Von P aus lege man Tan-
genten an die Ellipse. Die Ver-
bindungslinie der Beriihrungs-
punkte giebt den Schuittpunkt
. Man mache M@, = M@,
dann ist ¢, der Antipol.
Schneidet die Gerade die
Ellipse, so ist die Konstruktion noch etwas ecinfacher. (Fig. 201.)
Es giebt noch zahlreiche andere Losungen.
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274) satz. Die Koordinaten des Antipols der Ordinaten-

achse in Bezug auf die Centralellipse einer Fliche F be-
stimmen sich mittels der Gleichungen

T Triigheitsmoment
AT --”_.,- = Hf-:-lti.-az-!.l.r'-s-' .-\'[t)l-;]-i‘_l]-t-?

M. Centrifngalmoment
"h="H ¥y = &'_I'iiiiﬂ('l_lz‘;-'_il—(mli‘,l.'ll '

-y
n

Boweis. In Fig. 202 sei S der Schwerpunkt der Fliche F, seine
Koordinaten seien ¢ und p; P sei der nach obiger Methode kon-
struierte Antipol der Ordinaten-

achse OY in Bezug auf die Sl
Centralellipse. Die Hauptachsen Y | y
T sy . . -
der letzteren bilden ein zweites T ‘H 'S
Koordinatensystem . In diesem ‘ e
System habe P die Koordinaten ', / /’ \ -
& und 7, m anderen z; und ¥, . | N 7 o
Die Gleichung der Anfi polare S 4 \% e b
0 Y ist dann in ersterem System (e I/
nach Obigem i
EE 177 N - "'-/’ i \
ol G e B S EEly 2= ] I /(""'—""" 12
e - LR 1 : p ! i-‘;' 2l
Al el '. >
< E : S = L .
Setzt man £ = (0 und dann V %
y =0, so findet man die Ab- ,.-’i‘l
schnmtte
a* Vs
S4d=———, SB=——-
':E}l T

Hat « die aus Fig. 202 ersichtliche Bedeutung, so ist mit Hiilfe der
Schwerpunktskoordinaten
S e — Tons Ny B8 et

gin o’ Cos o

Qetzt man dies in die vorigen Gleichungen ein, so folgen die Ko-
ordinaten des Antipols P als

a? . bh®
= —sine, g = C08¢c.

» : »
Zwischen den Koordinaten z, ¥y, & und %, bestehen aber folgende
Beziehungen:

e

@, = p -+ & sine - 7, cos e,

Y, =g + & cose — gy simne.

Einsetzung der Werte von und %, giebt
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g iy [ &7 En®e b cos® &
i Sy BT
P r
@ sin @ cos w« b? sin @ cos o

Y =q -+ - o
¥ S P P

oder, wenn man gleichnamig macht und a® — p2 — ¢2 setzt,

}!2 S a? sin? ¢ + b* cos®w
P !

P -+ e 8in o« cos o
11: — ——
h P
Multipliziert man oben und unten mit F, so wird

Fp® 4 Fa® sin®« + Fb® cos «
_‘_TI _ — = e — — 3
I'p

_ Fpg+ Felsina cosw
™y Fp

Nach Abschnitt 133) ist die erste Gleichung nichts anderes, als
das eine im Satze Behauptete, denn Fa? sin? ¢ -+ F'b* cos® ¢ bedeutet
das Triigheitsmoment fiir die durch Drehung um ¢ gewonnene Achse,
und p*F' ist der Verschiebungsteil, d. h.

Yy

Fp* 4 Fa®sin?e 4+ Fb® cos? e — Fo*

18t das Trigheitsmoment der Fliche £ in Ba‘-zug auf die Ordmaten-
achse,

275) Ebenso ist in der zweiten Gleichung Fpg der Verschiebungs-
teil des Centrifugalmomentes, wihrend nach Nr. 140

Fe* sine cos ¢ = F= sin 2 = F3?2

das durch Drehung gewonnene Centrifugalmoment ist.
Die Nenner in beiden Gleichungen bedeuten das statische
Moment M,. Es ist also in der That
T M

* o 1}

e o 8 T
¥ Sy

®

Demnach stimmt der Antipol iiberein mit dem Angriffs-
punkte der Centrifugalkraft der um die Ordinatenachse ge-
drehten Fliche F, ebenso mit dem A ngriffspunkte des seit-
lichen Wasserdrucks gegen diese Fliche, vorausgesetst,
dals die Ordinatenachse Wasserstandslinje ist, mit der
Schwerpunktsprojektion des mittels einer durch QY gehen-
den Ebene a bgest-.hrligh:n Cylinders, und das Entsprechende
21lt von allen andern physikalischen, mechanischen und ste-
reometrischen Problemen, die frither besprochen worden sind.
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Graphisch lassen sich also die entsprechenden Punkte mit Hiilfe
der Culmannschen Centralellipse sehr leicht bestimmen.

976) Auch fiir den Zusammenhang zwischen der Culmannschen
(entralellipse und den iibrigen Culmannschen Triigheitsellipsen 1st
der Antipol von grundlegender Bedeutung, wie sich aus den folgenden
Betrachtungen ergiebt.

Satz. Die gemeinschaftlichen Tangenten zweler Cul-
mannschen Trigheitsellipsen sind parallel zu ihrer Centrale.

Beweis. Sind P, und P, die Mittelpunkte, und 1st Fp* das
Triigheitsmoment in Bezug auf die Achse P, [, s0 hat man auf der
letzteren in P, bezw. P, ein Lot ¢ zu errichten und durch seinen
Endpunkt eine Parallele zu legen, die sowohl Tangente der einen,
als auch der andern Triigheitsellipse wird. Damit ist der Beweis
geliefert.

Dafs es sich nur um #ufsere Tangenten handeln kann, ergiebt
sich aus dem Parallelismus zur Centrale und erhirtet sich gelegentlich
des folgenden Satzes.

277) Satz. Die Polare des Flichenschwerpun ktes in Bezug
auf eine heliebige Trigheitsellipse 1st zugleich die Anti-
polare des Mittelpunktes dieser Ellipse in Bezug auf die
Centralellipse.

Fig. 203

Beweis: In Fig. 203 ist die um S gelegte Centralellipse und die
um einen beliebigen Punkt O gelegte Triigheitsellipse dargestellt.
Die gemeinschaftlichen Tangenten sind nach Nr. 276 parallel zu OS.
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