UNIVERSITATS-
BIBLIOTHEK
PADERBORN

®

Die Ingenieur-Mathematik in elementarer Behandiung

Enthaltend die statischen Momente und Schwerpunktslagen, die
Tragheits- und Centrifugalmomente fur die wichtigsten
Querschnittsformen und Korper der technischen Mechanik in rechnender
und graphischer Behandlung unter Berucksichtigung der Methoden von
Nehls, Mohr, Culmann, Land und Reye

Holzmiiller, Gustav

Leipzig, 1897

Auftreten konfokaler Kegelschnitte.

urn:nbn:de:hbz:466:1-76845

Visual \\Llibrary


https://nbn-resolving.org/urn:nbn:de:hbz:466:1-76845

218 Abschnitt VII.

Fiir eine Parallele durch §, die von O um [ entfernt sein mag, ist
demnach

2 b 2 2 8
@ = 0,8 « - g, cos a« — [,
Z 2 ]
oder, da g, — p, = ¢ isi;
2 e R L S 2 2
0 =@ s+ ¢ s« p eos ¢ — |
oder
3 2 g i ch) 2 2 v ' -. . .
0 =9, T+ ¢sme—1U =g - (esine -+ ) (esine — ).

Zieht man nun die Lote F)¢) und F,RV, so ist

F@=c¢smna+41, RF,=¢sine—1I,

folglich

o*=10 -1 FQ RF,.

Sind nun # und p die Winkel, die Z, @ mit den Brennstrahlen p und ¢
bildet, so 1st
RFy = gsiny, F, Q= psinp,
also
0® = b* 4+ pgsin fsiny
oder

0 =b* + ;pq[eos(f — p) — cos (B + 7).

Hier ist rechts alles konstant, mit Ausnahme der Differenz (§ — ).
Ein Maximum tritt also ein, wenn 8 — py =0, folglich ist die
Winkelhalbierende die Achse des Maximalmomentes, das Lot dazu die
des Minimalmomentes.

Damit ist die Behauptung bewiesen. Zugleich ist die Grélse
des Maximalradius durch

Onay = 0" — ZLeos (B + ) = b — 22 cos (F, SF,)

Y AKX

bestimmt. Der Minimalradius ergiebt sich fiir g — » = 180°, also

cos (f — ) = — 1, so dals man erhilt
Onn =" — 211 | cos (F, S F,)).

279) satz. Die Achsen der Ebene, in Bezug auf die das
Trigheitsmoment einer Fliche konstanten Wert hat, um-
hiillen eine Schar confokaler Kegelschnitte, deren Brenn-
punkte die beiden Fixpunkte sind.

Beweis, Nach Nr. 145 war in Bezug auf eine Achse, die von
den Fixpunkten die Entfernung p, und p, hatte, der Trigheitsradius o
zu bestimmen aus der Gleichung

o =0, + b,
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Aus Figur 206 folgt ferner Lal i L
g g s 2 2 9 .3 '
SD—p + DD, =p -+ ¢ sin” e, _I___L{/L
y - = /‘—_'/
Aufserdem war schon in Nr. 145 ge- D |
zeigt, dals, wenn S () — ¢ gesetzt wird, A D A, |
| P E“ &2 eog? "»-*"‘/A-\ \p:| 4
PPy = P — € COS7 &, AN
also K~ \ \ &J \‘(\: b
= i o L2 |
. PP =1, p; & RO O \ \,—»*j“;\//ﬁ
Demnach ist —t LN o 4
T2 2 2 | Qe B f e -
SD; = p,p, + € €08 ¢ - € Sl & g \ \l
‘ral
2 g 2 /I|/ ¢ '
=p,p,+ € =DD -+ 0, — 05, - | JJ'
folglich unter Beriicksichtigung der ‘ /
ersten Gleichung

Ist nun o konstant, so ist auch SD); konstant, d. h. KL liegt
dann stets so, dafs die von €, und C aus darauf gefillten Lote in die

Peripherie des mit S, =1-/9j — .gj
um S geschlagenen Kreises fallen.
Dies ist aber eine bekannte
Brennpunktseigenschaft der Ellipse
und der Hyperbel. Ist SD, >e,
so schneidet KL die Gerade
C, €, aufserhalb der Strecke C,C,,
und es handelt sich um eine

Fig. 207,

i - - 2 i s

Ellipse. Dabei ist o — g, > ¢,
2 2 2 2

d. h. " — o, >0, — 0,, demnach

LS

handelt es sich um den Fall o > ;.
Ist dagegen SD, < e, so sehneidet
die Gerade KL zwischen C; und
C,, was auf den Fall der Hy-
perbel fithrt. Dabei ist o < 0.

Ist endlich SD, =e, so ist
o =a, d. h. die Strahlen geben
zwei Biischel durch €, wnd G,
welches gewissermalsen die un-
endlich flache Ellipse C;C, bezw.
die unendlich flache Hyperbel (die von C; nach - oo, von (, nach
— oo geht) umbhiillt.

Fig. 207 stellt die betreffende Doppelschar confokaler Kegel-

-y
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schnitte dar, Die eine Schar hat das Gesetz P+ ¢ = ¢, die andere
das Gesetz p — ¢ = ¢,.

2R0) | [);nw ist eines der wichtigsten isothermischen Kurvensysteme.
Nach Kap. VIII der Einfithrung in die Theorie der isogonalen Ver-
\\*111f11=~u11c:1’r{11 wird die {'mdmim he Einteilung erreicht, wenn in
: [’I + J =
- ¥ T

die Werte von #» der geometrischen Reihe

folgen, withrend

die # der arithmetischen Reihe

Oy —e, +2«¢, + 3a,-:-

folgen. Das hys’rvnl entsteht mit Hiilfe der l (# -+ )

bezw. 2 = Z 4/ Z* — 1 aus dem System der concentrischen Krejse
und Radien dm z-Ebene, aber auch mit Hiilfe der Abbildung Z = cosz

bezw. 2z = are cos Z aus der Doppelschar der Horizontalen und Verti-
Ty " 1 i 3 B

kalen der z-Ebene. Dabei ist zu beachten, dals cos z — (,.,., 4 _fJ ist.

5 . ;

was den Zusammenhang der beiden Abbildungsarten aufllirt,
Die so definierten elliptischen Koordinaten geben zu zahlreichen
geometrischen und physikalischen Bet trachtungen Anlafs. Interessant

ist, dafs bei der Abbi ldung Z = | f o Ij dem Kreishiischel durch

die Fixpunkte 4 1 in der einen Ebene wiederum ein solches in der
andern entspricht, nur dafs der Schnittwinkel zweier Individuen in
der einen jedesmal doppelt so grofs ist, wie in der andern. Bin
Teil der aus diesen Dingen hervorgehenden Folgerungen ist in
Kapitel VIII der ,‘]m]{uhrunw h(i_nmlcr]

281) Satz. Der geometrische Ort aller Punkte der E} ene,
fiir welche die H-uipttr.|w1u‘1i-m hsen parallel sind, ist eine
durch die Fixpunkte gehende gleichseitige Hy pmhel, deren
Mittelpunkt der Hah“mpunkt 18t und flmun Asymptoten
den beiden gegebenen Richtungen parallel sind.

Beweis. Die Figur stelle die um S gelegte Centralellipse dar.
Die Achsen & und % sollen die gegebene konstante Richtung der
zu untersuchenden Hauptachsen r1a1-tcll-:~11 Die Winkelhalbierenden X
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