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Trig. 209. die Abbildung der
nebenstehenden mit
Hiilte der Funktion
7 =)/ 2, wobei C'nach
den Fixpunkten C,
und ¢, transformiert
wird. Das Strahlen-

v biischel durch C'giebt
das Hyperbelbiischel
durch C; und C,
der Fulspunktkreis
durch O wund C
giebt die Lemniskate
durch O, C; und C,.

So haben denn
die Betrachtungen des vorigen Kapitels neue Bedeutung fiir die
graphische Statik gefunden.

F. Ersatz der homogenen ebenen Fliche F durch
drei Massenpunkte nach Reye.

283) Soll eine Fliche F' in mechanischer Hinsicht durch drei
Massenpunkte m,, m,, m, ersetzt werden, z. B. beziiglich der Drehung
um irgend einen Punkt oder eine Gerade der Ebene, so mufs zu-
niichst sein
1) my - my + my = F.

Werden hierbei s, und m, willkiirlich gewiihlt, so ist die dritte Masse
durch my — F — (m; - m,) bestimmt.

Fig. 210. Damit z B. auch die Centrifugal-

Y] krifte iibereinstimmen, miissen die sta-
m, tischen Momente der Fliche und des
Punktsystems in Bezug auf willkiirliche
Koordinatenachsen identisch sein, so dafs
auch die Schwerpunkte zusammenfallen.
5 ; Um die Gleichungen méglichst einfach
2, X zu machen, kann man die Gerade My My zUY
U Y-Achse machen, das vom Schwerpunkte S
i auf diese Gerade gefillte Lot zur X Achse.
| Dann mufs in Bezug auf die Y-Achse sein

My By - My @y -+ my 2y — Fz,
oder, da 2, =2, =0,

2) my &y = Fao = Fp.
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In Bezug auf die X-Achse muls sein

3) moyy +mgyy +mgyy="F.y =F-0=0.

Damit auch die Triigheitsmomente iibereinstimmen, so mulfs fir die
gewithlten Koordinatenachsen sein

2 | T e ]
m, &, -+ m, T, + M, Xy = Iy
oder, da 2, = 0 = &, 1st,
4) m,x, =T,
und
= : 2 I 2 r;n
D) m, Y, + MYy T MYy — L.

Endlich ist noch Ubereinstimmung der Centrifugalmomente erforderlich,
d. h. es muls sein

. a4 A b R, 4 P e

Wy Ly Yy | My Ty Yy - Mg Ly Yy = j{r;,:
oder einfacher
6) my x4y =M, .
Da die Anzahl der Unbekannten m,, my, Mg, 2y, Yy, T, Yoy T Ys grofser ist,
als die der Gleichungen, so kann man die Grofse und Lage der drei
Massenpunkte nicht durch Rechnung bestimmen, sondern man darf
drei Elemente willkiirlich wihlen und die iibrigen sechs berechnen.
An Stelle der Rechnung aber kionnen geometrische Beziehungen treten,
wie sie aus der Lehre vom geometrischen Orte bekannt sind.

Zuniichst ergiebt sich Folgendes: Aus Gleichung 2) und 4) folgt

durch Division

R Ty _ Trigheitsmoment
L™ pF ~ statisches Moment’
aus 6) und 2) folgt
M,, M, Centrifugalmoment
Y1 = Tmaz, = pF ~ statisches Moment

Nach Nr.274 ist demnach m, der Antipol der Koordinatenachsen in
Bezug auf die Centralellipse der Fliche. Ist diese bekannt, so kann
also die Lage von m, nach Nr. 273 leicht konstruiert werden, sobald
nur i, und m, festgelegt sind.

Was von der Geraden m, m, gilt, gilt auch von den Geraden
my m, und m; my. Also:

Die drei Massenpunkte miissen so liegen, dafls jeder von ihnen
der Antipol fiir die Verbindungslinie der beiden andern in Bezug
auf die Centralellipse von [ 1st.

S =
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Angenommen, diese Aufgabe wire gelost, dann findet sich die
Grofse der Massen aus den Gleichungen

Fp

.'|'.|

wWy — , My -y = F — my, My Yy My Y = — My Y-

Damit wiirde die Aufgabe iiberhaupt erledigt sein.

284) Um weitere Gesichtspunkte aufzufinden, denke man sich die
Massen m,, m, und m, der Gréfse nach willkiirlich gegeben und nach
Art der Figur 211 die Centralellipse in das System eingezeichnet, wo
bei zuniichst nur darauf Riicksicht zu nehmen ist, dals #; als Antipol
der Koordinatenachsen erscheint.

In Nr. 274 war nun

p* - a®sin® o 4 b2 cos? & | a*sinae | b*eostw
e = 1) =1 = )
Ay P I I » | P ]
also
1, oo s1n” h®cos® o
== ] 7 = JI_ o E ’
P P P
oder, da nach Gleichung 2)
' I @ ' = m
L—e " also 2 —1l="— —1="——
P n, ) My iy
Fig. 211 ist,
¥ ' g Py
. F By @ 8ine b* eos® &
B | =t e
|\\\- : ” my P P
i ';//
: = 7 Dort war ferner

-~ = \
i /...--:"'_‘ 5 /'\/, = (FhiE h* )
e )\ X \ §y =——38lle, 1 =——COS U
i o /)-» | =1 . st LS 1 P H
| gy ; .

i p
P
o

gso dals man hat

T 1 = ‘ri'..

Demnach ist der geo

! metrische Ort von My eine
. ! : : et

| i Ellipse mit dem Mittelpunkte
S, die der Centralellipse

iihnlich ist und &hnlich zu ihr liegt. Ihre Achsen sind von der Liinge

) AT
a, = a 1,-" Loob=0b 1 a1

iy 1

Ebenso ist es mit den andern Massenpunkten. Also:
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Denkt man sich m,, m, (und dadurch m,) der Grilse
nach gewahlt, so sind die drei Punkte in ihrer Lage auf
drei Ellipsen mit dem Mittelpunkte S beschriinkt, die dhn-
lich und ihnlich liegend zur Centralellipse sind und folgende

Gleichungen haben:

.9 2 v -2 2 T
& { N1 F'— ny £ . M '— my
e TR o — i 3 TR 2 — e
- = J”l " h= ”"g
g 9 5
55 i3 F'— mg
s T 53— .
a” i My

285) Einen von den Punkten darf man auf der ihm entsprechenden
Ellipse willkiirlich legen. Die Lage der andern ergiebt sich dann
aus Folgendem:

Es wird sich zeigen, dals das von den Punkten gebildete Dreieck
einen konstanten Inhalt haben muls.

Nach (Hleichung 1) und 5) ist namlich

my ~+ mg = F—m,,

2 g
+ myy, = T, — m,y, ,

L

m,y

folglich durch Multiplikation

22 2 - a3 e 1 ' 2 Z. 2
Wy Yy ~+ Mg (-yj - '-’f:;) + myy, =T, (F m,) — Fm y, + my, .

Da nach Gleichung 3)
W 1 + myyy = — My,

und durch Quadrierung

w

myfy ~ 2mgmgy, i, + Mgy = My,

ist, so ergiebt sich durch Subtraktion

il & 1r gl g | " y il 3
m, M, (,,, — 290+ _i’ju) = T B -xm ) —Emy,;.

Multipliziert man beiderseits mit m, z, , so folgt

o i

o \ — {1-.__ . \ I'-J-'I b .';'__.'J &
m, Moty (Y, — Yy )" & = | F m,) m o, T — FEm 2.y, .

Nun ist der Inhalt des von den drei Punkten gebildeten Dreiecks
Ad =5 \#a — Ys) %1,
folglich
+ 1 VR : 2
4.4 m mom, = 4 - (Y — Yg )" Ty M MMy
— (FP—m )ma, T — F'm &y,

Holzmiller, Ingenieur - Mathematik. I 15
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Da nach Gleichung 6)
my = M

und, wenn 7' das Trigheitsmoment von F' in Bezug auf die senk-

rechte Schwerpunktsachse bedeutet,

ist, so folgt

44 m mgmy, = (' —m ) (T 4 Fp) i FM:

1 i
oder

ddmmm, = FI.T, — FM, + T, [Fp’ — m, (T, 4+ Fp’)].

E‘{ '|I'I i '; h r') o A+ : ‘- — |-2' :-I Y , (| 4 -r‘ Lj _— -: ':‘L l-'
detzt man wieder wmyz, = F'p- und m (7,4 Fp') = mz, ein,
so wird der dritte Posten gleich Null, und es bleibt stehen

4 A" m, mym, — Bl o et ]
woraus folgt

A8 =TT M

Nach dem Verschiebungssatze fiir das Centrifugalmoment ist dieses

fiir die X-Achse und die durch S gelegte Senkrechte ebenso grofs,
wie M . so dals man schreiben kann

; M, =M.
Nach Nr. 152 ist dann

M =TT —ab F*
oder

T — ..fi'i_"_' —a b F~.
Dies in die obige Gleichung eingesetzt giebt

4 BT . 2R,
so dals

ok a b __,-” I

2 1y Wy Mg

Damit 1st nachgewiesen, dals das von den Massenpunkten
gebildete Dreieck nicht von der Lage der Punkte auf
den drei Ellipsen abhiingig ist, sondern einen konstanten
Inhalt hat. Hat man eins von diesen Dreiecken, so kann man
unendlich viele andere leicht konstruieren. Sind ndimlich »,, »,, r, die
Radien von drei coneentrischen Kreisen, auf deren Umfingen die Ecken
eines Dreiecks ABC liegen, so berithrt jede Seite einen concen-
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trischen Kreis «, 8, . Beginnt SR
man das Tangentenziehen an einer
andern Stelle 4, des ersten Kreises,
so schhielst die Figur stets und
erhilt konstanten Inhalt.

Durch Parallelprojektion ent-
steht eme Figur aus con-
centrischen und @hnlichen Ellipsen.
Auch bei diesen schhielst die
Tangentenkonstruktion stets wund
agiebt ebenfalls flichengleiche Drei-
ecke. Daraus ergeben sich un-
endlich viele mogliche Lagen der
drei Punkte.

286) Aufgabe. Rine Fliche F durch drei mit gleicher
Magsse belegte Punkte zu ersetzen.

&

: : : : I
Auflssung. Jede der Massen ist gleich — zu setzen.

Die drei oben besprochenen Ellipsen fallen in eine einzige
zusammen, deren Gleichung wird

i
o g ' jl T
= s e 9
i) L b2 I
3
oder
l;": II'E

. 3 | =
I.r_n'-’ Ve --53 Uk |2 e
Thre Achsen sind also das }/2-fache von den Achsen der Central-
ellipse.

Das von den drei Massenpunkten gebildete Dreieck erhiilt den
Inhalt

b, JFT  84b _,
i o I I/x f N 3 1 ) ll",}

2 | 7 2

O

Dies ist aber, wie leicht gezeigt werden kann, der Inhalt der
ordlsten Dreiecke, die sich iiberhaupt einer Kllipse einbeschreiben
lassen.

Das grifste aller Dreiecke, die dem Kreise einbeschrieben werden
konnen, ist, wie leicht bewiesen werden kann, das gleichseitige. Sein

o 8

Inhalt ist r; VE}.

Er verhiilt sich zum Kreisinhalte, wie

T ——y
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b
B3
an

3

5 ol T Ra/B
]-/331 s r?x  oder wie iy ]
4

' . . . - . . ¥ )
Alle diese Dreiecke sind einem Kreise vom Radius - umbeschrieben.

Durch Paral
den grolsten Dreiecken der Ellipse und ihrem Inhalte stattfindet,

elprojektion folgt, dals dasselbe Verhiiltnis zwischen

dals also

38
4 7

__'.i':r.rl.'alj‘rz 14!

also

__ f':] i
1

ist. Hier aber war

FI] —— !”jl}. IJ)I —— (fl l,"'!'_’.| 5

:‘t|.~.¢|a
nf]f':] = 2uab,
&5 tﬁi Jl]:-iu
A= —ab} 3.
Damt 1st die obige Behauptung bewiesen. Alle diese Dreiecke sind

aber einer iihnlichen Ellipse halben Malsstabes umbeschrieben.
In Fig. 213 sei die mittlere
Fig. 213 Ellipse die Centralellipse der
Fliche F mit den Halb-
achsen ¢ und b; die grifste
Ellipse habe die Halbachsen

a)/'2 und b}/ 2, die kleinste
& - 'r’]
die Halbachsen « )/~ und

b i*’l Um die kleinste
Ellipse lassen sich tunend-
lich viele Tangentendreiecke
legen, die ihre Heken auf
der grifsten Ellipse haben.
Bringt man in den Eecken

; i ; : S I
eines beliebigen dieser Dreiecke Massen von der Gréfse — an, so

o

konnen diese Massen die Fliiche ¥ in mechanischer Hinsicht ersetzen.

287) Der Hauptvorteil der Reyeschen Methode beruht darin,
dals man die statischen und die Trigheitsmomente einer Figur fiir
beliebige Achsen sofort hinschreiben kann, sobald man eins der

Punktdreiecke kennt. Sind niimlich #,, #,, a, die Entfernungen der
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Punkte von der Achse, so ist das gesuchte 7' = x° +- IR

1] !
dagegen ist M = m,z, + mya, 4 mya,, also z B.
1 o <r i
{5 My Ty —+ Mgy mﬁ;a-:‘:
;’l.l'.'_h, = MLy - My — Mgy

Dasselbe kann in Bezug auf jede Senkrechte zu jener Achse gemacht
werden, wodurch man 7, erhilt, so dafs man auch 7), ableiten kann.

Ferner wird M., =— m., x4 < m.x.y, - m.2.y,, woraus sich z. B.
& 1 |Jr] ! 2 ,_,.Jlr_, | 20 d5)

Ti?' X 'T-'.r s b i

% ynd —Z entwickeln lifst.

i i,

Endlich lassen sich durch Parallelprojektion (Collineation) Schliisse
auf andere Figuren ziehen. Kennt man die Centralellipse, so sind
auch die beiden andern Ellipsen bekannt und alle Berechnungen
kommen auf die eines Punktdreiecks hinaus.

Einige Beispiele werden dies erliiutern.

988) Das Dreieck. Sollen die Punkte gleiche Massen - haben,

gl
so muls fiir den Fall, dafs die Verbindungslinie m,m; der Basis
parallel sein soll, S4:SB=1:2
sein. [Es folgt also

o P S O F'h®
e T e ) R
3 ] 5 B ] = ab =
m'lf."]' B2 _“‘h
2= ey
also
h h L 8
Jf e g7 :"'J ?J’ e g ! 2

d h. der untere Punkt fillt in die Grundlinie, die beiden andern in
die Verbindungslinie der Halbierungspunkte. Fiir das oleichseitige
Dreieck also ist das Fuls-
punktdreieck der Hohen, fiir
jedes beliebige Dreieck durch
Parallelprojektion das Fuls
punktdreieck der Mittellinien
eins der gesuchten. Von der
dulseren Ellipse hat man,
da SG=GD, SH=SE,
SJ = SF sein muls, sechs
Punkte. Diese Ellipse aber
ist identisch mit der 1n
D. E. F beriihrenden, Dies konnte auch durch Projektion aus dem
Falle des gleichseitigen Dreiecks geschlossen werden, wo es sich um

+
___*-“;('
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den In-Kreis handelt. Die Verkleinerung auf I/f' und l des Mals
stabes giebt die Centralellipse und die einbeschrichene Ellipse fiir
samtliche miglichen Punktdreiecke. Die Richtungen der Hauptachsen

sind mit Hiilfe eines

Fig. 216 Kreises um S, der in

symmetrisch liegenden
Punkten schneidet, be-
quem zu bestimmen.

. T

h

289) Das Rechteck.
Die Ellipse der Punkt-
dreiecke fiir gleiche
Massen hat die Mittel-
linien zur Symmetrie-

. e e R achse. Demnach miissen

zwel der Dreiecke sym-
metrisch, wie m,, m,, m, liegen, wobei SB = 2 A4S sein muls. s
folgt fiir die X-Achse

e e
1

.. T ¥ g LR b F'h?
Loe= s AU B0 =
also
2 @ -IJ: 1 ?ﬂ
T e !}'—*‘rfl/h =~k

= o ¥ e 5 hh® Fh*
Iy=yg2°+ 38+ 520 =2F = 12 -~ 12’
also
- e
G — T
24 ¢
daher
J'J b _ .':1
.,l':_-—. — 1 _;}',‘:—- B
l-":-l 2 } G /6

Durch Symmetrie gegen die beiden Achsen findet man drei neue

Punkte der Ellipse, die also bestimmt ist. Die eine Halbachse ist
F h g 5 . r .
t, = 22 = —, die andere bestimmt sich, wenn man Vorkenntnisse
Ve ,

nicht voraussetzt, aus dem Punkte m,, dessen Koordinaten der Ellipsen-
gleichung geniigen miissen, also aus

oder
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= -
e il h i
)4 F:" Q ||‘,I-
]
1 h*
oder = ol
8 h
e 5 ) o
;1]_\:‘1) [ g iy [i. . I'lllj = iff l’: ~y
H If)lll, k7 (1]

Die Halbachsen verhalten sich also wie b und h, was nach
Nr. 135 selbstverstindlich war.
b e Fig. 217.
200) PFir das : : = S eralies ol e,

Parallelogramm er- ;

geben sich die drei

[llipsen durch Pa-

rallelprojektion der

Figur 216. [hre

konjugierten  Halb-

achsen  bestimmen

sich als 11: und l: . Eins der Punktdreiecke ist eingezeichnet. Die
/6 /6

drei Ellipsen sind #hnlich der einbeschriebenen Hauptellipse des
Parallelogramms,
: Fig. 18
201) Kreis. Aus

b S el i R e T L o e 1
s ¥+ Dl gdtly =g 7=

]
3]

folgt
Aus 5 Fa = }*:u :
foleat

p—r Ve, 20— d, =1 11:

Die drei Punkte bilden einen Kreis mit

Radius @, = r |/ L. Die beiden andern Kreise sind leicht einzuzeichnen,

202) Ellipse. Durch Projektion folgt aus dem Vorigen S4 =a V=i
: 1/ 1 B /8
fiir m, folgt der Abstand a V-, fiir m, und my der Abstand + b} -
Nun muls m, der Ellipsengleichung geniigen, d. h. es muls sein

— = e = I.

ey
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Fig. 219 1 3 b2
s di=h; =1
e ‘|- _-_-H“"“-,. 8N
e e T
SR = o ! oder =
/ R R S 03
L T I L By o
| i = Vaoe iimye ) i s - - :
o . i TR / Es folgt b, =10 I/fi . Die beiden
e | o N Ellipsen sind also #hnlich, die

H”“-xtr'_‘; L ____r..e”'/ andern Ellipsen sind leicht ein-
& =5 zuzelchnen.

In dhnlicher Weise kann man mit andern Gestalten fortfahren.

Zahlreiche weitere Beispiele lassen sich aus den fritheren Resul-
taten entnehmen. Im iibrigen sei auf die Reyeschen Abhandlungen
in der Zeitschrift fiir Mathematik und Physik, Band 10, Seite 433
und in der Zeitschrift deutscher Ingenieure, Band 19, Seite 401 ver-
wiesen. Hier handelte es sich nur darum. die T\Icr;;i!{*.};]{t--lf. des Er-
satzes durch drei Punkte nachzuweisen.

293) Schlufsbemerkung zu den graphischen Methoden.
Von den graphischen Methoden, deren Wichtigkeit in hiherem Grade
auf dem Gebiete des Bauwesens, als auf dem des Maschinenbaues liegt
ist bisher noch keine zur unbestrittenen Alleinherrschaft gu[mlgt.
Aus diesem Grunde mulsten die bekannter gewordenen hier simtlich
zur Sprache kommen. Welche von ihnen sich einen dauernden Platz
auf dem Unterrichtsgebiete und in der Praxis sichern wird, das mulfs
die Zukunft lehren. Wie auf andern mathematischen Gebieten, so
scheint es auch hier das Richtige zu sein, jede Methode an der
Stelle anzuwenden, wo gerade sie am schnellsten und einfachsten
zum Ziele filhrt. Es gab eie Zeit, wo die graphische Statik etwas
tiberschiitzt wurde. Uns sind hervorragende Lehver des Maschinen-
baues bekannt, die sie so zu sagen gar nicht anwenden. Eine Reihe
von Errungenschaften der graphischen Statik ist zwar von hohem
theoretischen, aber von geringerem praktischen Werte. Binen Vorzug
besitzt sie: anschaulicher zu sein, als der abstrakte Funktionsbegriff
oder die Integralformel. Wo es '-]{_h nicht um allzugrolse i;rmnmwkml
handelt, und wo Ubung im Gebranche des I’ﬂLiJJl]‘l]]ITTlLfPIH und
HO!]\*]‘T{J mechanischer [tlt{'i)'ldl..f}]!'ll ‘) vorhanden ist, scheint sie am
ersten am Platze zu sein. Der Blick dafiir, welche besondere Methode
i den einzelnen Fillen am besten zu gebrauchen ist, schirft sich
durch den praktischen Gebrauch. An eine vollstindige Ver dringung
der rechnenden Methoden ist nicht zu denken.

*) Das sonst gebriuchliche Wort _ Integraph® ist als sprachliche Mifshildung
zu vermeliden, da inte ger and "J[J{’t}'(d in der !’]lm"i{ﬂjl‘[{"]‘jaetgunn etwas ganz anderes
ergeben wiirden.
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