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Abschnitt V.
Finige Hiilfsmittel der Elementar-Mathematik.

(Methode der unendlich diinnen Schichten.)

154) Bisher kamen nur mathematische Vorkenntnisse zur An-
wendung, die auf simtlichen hoheren Schulen erworben werden kinnen.
(Hochstens die Guldinsche Formel ist hier und dort noch vom
Grymnasium ausgeschlossen.) Von jetzt ab sollen Fortschritte dadurch
erzielt werden, dafs auch die Newton-Simpsonsche Regel, die
Schichtenformel oder Summenformel fiir ganze positive Ex-
ponenten und die Schichtenformel fiir gebrochene und fiir
negative Exponenten zur Anwendung gelangen. In dem Metho-
dischen Lehrbuche des Verfassers iiber die Elementarmathematik ist
das Notigste dariiber gesagt, auch sind dort zahlreiche Beispiele ge
geben, besonders im dritten Teile. Fiir Nichtbesitzer des Buches sei
das Notigste auch hier auszugsweise dargestellt. Jede der drei Formeln
ist ein formlicher Hebel der Elementarmathematik, mit dessen Hiilfe
weite Gebiete der Technik bezwungen werden komnen. Zum Schluls
soll noch die erweiterte Simpsonregel fiir angeniiherte Berech-
nungen erortert werden.

\. Die Newton-Simpsonsche Regel fiir Korper und Flichen und

die Sehichtenformel fiir Querschnitte bis zur dritten Ordnung.

155) Fig. 130 stellt den Aufrifs von vier Kdérpern gleicher Hohe
dar. Der erste sei ein Prisma oder ein Cylinder, dessen Querschmitts-
fliiche iiberall gleich a ist. Sein Inhalt ist ah. Der zweite sei ein
Dreieckskorper, dessen Querschnittsfliiche m jeder Hihe y gleich by sei,
bh?

also in der Hoéhe h gleich bh. Sein Inhalt ist Bei dem dritten

nehme die Querschnittsfliche zu, wie bei einem geraden Kreiskegel
L

oder einer geraden Pyramide, die auf die Spitze gestellt sind, d. h.
die Querschnittsfliche soll proportional dem Quadrate der Hohe sein,
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z. B. gleich ¢y* in jeder Héhe y, gleich. ¢h* in der Héhe h. In der
Zeichnung ist der Korper so gedacht, dafs er als gerade Siule iiber
der Zeichnungsebene steht und zwar tther der gezeichneten Fliche, die
nach dem Fritheren auf der einen Seite parabolisch begrenzt sein
muls. Der gezeichnete Koérper, und der mit ihm verglickene Kegel,
bezw. die mit ihm verglichene Pyramide haben siimtlich die Hihe h
und die Grundfliche ¢h? ihre Querschnittsfliichen sind in gleichen

fig. 130
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Hohen inhaltsgleich, folglich stimmen nach Cavalier] auch die kirper-
lichen Inhalte iiberein. Jeder ist also, wie die Pyramide, vomt Inhalt

R ch? e ; :
G oder ——. (Die Parabel schneidet vom Rechteck den dritten

Teil ab.) Bei dem vierten Korper sei die Querschnittsfziche proportional

der 3%n Potenz der

s Héhe, und zwar soll
. S L _ dh’ - den Hohen y und h
! ' > bezw. dy* berw. di®
| =8/ o entsprechen. Dals er
: e = f]E‘I]I]]iIE![tr-”f‘ hat, lilst
i | ey dy? 4 '

I i e sich folgendermalsen
; Bk "f.vﬁ"r ; zeigen: Figur 131 stellt
G |.' den dritten und vierten

it Korper noech einmal

PR e O | 2 dar, nur ist beim dritten

d statt ¢ geschrieben.
Nach Cavalieri liegt bei dem letzteren der Schwerpunkt, wie bei der
Pyramide, in der Héhe 1 h. Das statische Moment des Korpers in
S ER ‘ : dh® 3 o f?
Bezug auf die Grundfliiche ist also M — J b= =
Das statische Moment der Fliche dy® in Bezug auf die Grund-
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fliiche ist aber dy?.y = dy’, das der obersten Fliche di*-h = dF’,
und gerade so grofs sind die entsprechenden Querschmittsflichen des
daneben stehenden Korpers. Weil nun die Malszahlen fiir die Quer-
schnittsfliichen des letzteren ebenso grols sind, wie die Malszahlen der
statischen Momente fiir die Flichen des vorigen, so muls die Malszahl
fiir den Inhalt des letzten Kiorpers dieselbe sein, wie die Malszahl
dh?

fiir das statische Moment des vorigen, nimlich

So hat man zuniichst folgenden Patz:

[st der Querschnitt eines Korpers in jeder Hiohe » von
der Form ¢ = a, oder ¢ = by, oder ¢ = ey?, oder g = dy’,
so ist der Inhalt von der Héhe O bis zur Hohe s genommen
hh® eh? . d Rt . : ;

—, o = 5= J = o Es wird sich unten
zeigen, dals man ganz allgemein fiir jedes positive p sagen kann, zum
: = - : Jeh?
Querschnitte ¢ = ky? gehire der Inhalt J = L

= . L ) - 1

Weil jede von diesen Formeln durch Betrachtung der Querschnitts-
flichen oder besser der unendlich diinnen Schichten gewonnen wird,
deren Summe den korperlichen Inhalt giebt, kann man jede als eine
Schichtenformel oder Summenformel bezeichnen.

J = al bezw. J ==

156) Was von den vier gezeichneten Kérpern gilt, gilt auch von
ithren Aufrifsflichen in Fig. 132. Also:
[st die Querlinie einer ebenen KFliche in jeder Hiohe y

von der Linge ¢ = a, oder g =0y oder ¢ = ¢y* oder g = dy’,
so ist der Inhalt von der Héhe Null bis zur Hohe h ge-
: o LA - cht : dh*
nommen IF=ah beaw. l'—=—, F=-—, F= i
F s L

Mit anderen Worten: Die Parabel Oter, 1ter, 2ter  3Jter (Jrdnung
schneidet vom Rechteck den 1ten, Zten Jten gten Mgl ab (; l, s i) .
Hier sind also zwei Gerade als Parabeln 0'" bezw. 1** Ordnung he-
zeichnet worden.

Dies gilt auch dann, wenn man jeden Querschnitt in seinem
Niveau irgendwie verschiebt. So kann z B. die linke Grenzlinie auch
eine schriige Gerade, oder eine Parabel 2*r oder 3% Ordnung sein,
an die sich dann die horizontalen Schnitte anzulegen haben. Dadurch
wird nun die folgende Betrachtung ermiglicht.

157) Denkt man sich die in gleichen Héhen liegenden Schichten
der vier Korper vereinigt, so entsteht ein Korper, dessen Querschnitts-
fliche in jeder Hohe y ist ¢ = a + by + cy® + dy’.  Sein Inhalt

: ; it h bh* ch® dht
aber muls sem J = - T T
&) -

1 2
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Nach Cavalieri muls dieses Resultat allgemeine Geltung haben.
Do erhilt man den

@ . &r"p > i ' 3 a5’

U R L ; E'-fe’/".'“.'j:j‘f,"'-

Satz: Hat ein Kérper in jeder Héhe y den Querschnitt
1) 0= a+ by + ey + dy?

so 1st sein Inhalt von der Hohe Null bis zur Hohe & ge-
rechnet
9 __,.::Izujfl._i'_h_b::_ .f-i'f“_i_rfh'

G 1 2 3 4

lrm Ebenso gilt der
Satz: Hat eine ehene Fliche in jeder Hohe y die Quer-

linie
1) q=a—+ by + cy* -+ dy,
so 1st 1hr Inhalt von der H6he Null bis zur Hohe /i oe-

=
rechnet
ah bh® ch® dh?
= i |
2) = 8 LA Lol gl
0 “

Jede Formel 2) soll als die Schichtenformel (Pummentormel) fiir
Korper bezw. Flichen bis zur dritten Ordnung bezeichnet werden.

159) Es lifst sich nun zeigen, dals damit ‘auch die Simpson
Newtonsche Regel hewiesen ist, welche lautet:
Hat ein Kérper in jeder Hohe y die Querschnittsfliiche

g == _E_ j’;ﬂ,“ _"_ {.yil —f_ Hr‘ij:",

so ist sein Inhalt von der Héhe Null bis zur Héhe /i be-
rechnet



FEinige Hiilfsmittel der Elementar-Mathematik. 113

i .
J=2 [T+ 0+ 4M],

wo U7 den Unterschnitt, O den Oberschnitt, M den Mittel-
sechnitt bedeutet.

Beweis. In Fig. 132 ist der Unterschnitt, d. h. der Schnitt fiir die
Hohe y = 0, U = a, der Oberschnitt O = a 4 bh -} ch® 4 dh’, der
& 5 z 2 B ) nh2 1he
Mittelschnitt M = a 4 b fi == fij - ;E{’:} = a+ 'F_fé + i =+ Ff: .

e : o : : :
Setzt man dies in 5 [U+ O+ 4M] ein, so ergiebt sich
; i 2

I ' 2 5 v bl ch® dit®
|0 + (@ 4+ bh + eh® 4 di®) 4 4 {.” + —- T S )|

alr hh* ch? dh?

— 4+ S+

Letzteres 1st aber nach Nr. 157 der Inhalt .J, folglich ist

I . : .
5 [ U4+ 04+ 4M]| =
160) Ebenso gilt fiir Flichen der Satz:
Hat eine Fliiche in jeder Hohe y eine Querlinie von der
Linge

gi=d —|- f;__l__.' - pyﬁ _g_ ”Ty:},

so ist ihr Inhalt, von der H6he Null bis zur Hohe A ge-
rechnet,

B = h, [# 4 0 4 4m]

5

wo # die unterste, o die oberste, m die in halber Hbhe
liegende Querlinie bedeutet.

161) Selbstverstiindlich kénnen bei beiden Sitzen beliebig viele der
Faktoren @, b, ¢ und d gleich Null sein. Demnach wird bald die
Schichtenformel, bald die Simpsonsche Regel das Bequemere sein.

Wiithrend, wie sich zelgen wird, die Schichtenformel iiber die
3 Ordnung hinaus weiter gilt, ist dies bei der Simpsonregel nicht
der Fall. Diese gilt z B. nicht mehr fiir den Korper mit {Qlu'-::.-.r]mii'.i'..q-
formel ¢ = dy*. Bei diesem wiirde sie geben
- lapt e 2] = 5 e,

G| 4 24

i ; AT
=7 [u + dit+4(5) | = !
was falsch 1st, da nach der spiiter zu beweisenden richtigen Formel
rfirl oder _’. dh® herauskommen miifste. Hier also kinnte die Simpson-
Newtonsche Regel hochstens als rohe Anmiherungsformel gebraucht
werden.

Holzmller, Ingenieur - Mathematik, I

oo
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Sobald es sich um ganze positive Exponnenten handelt
und in der Querschnittsformel der dritte Grad nicht iiber-
stiegen wird, kann die Simpsonsche Regel angewandt werden,
sonst ist ihre A nwendung nicht zulissig.

162) Beziiglich der Summenformel ist noch Folgendes zu bemerken.

Aus

ah, bh:
g o s

Pt o feag loca

che I\ ki
und

l.rh;‘ r.rJ":J : .-'J,:; f';l'r;li : r.".l'r';

SRS PR + TR

folgt durch beiderseitige Subtraktion als Fliche von by bis h,

fy  a(ly- hy) . b(Rg—n3)  e(hd—n}) . a(hy— k)

1 =i 2 i 3 + 4 ?
wotiir man wohl auch abgekiirzt schreibt

o fia
J;"—;l | ey —|— by* R ey’ 1 dy?

1 D 4

B
1

Damit werden die Parallelschichten der entsprechenden Korper und
Flichen in der Regel bequemer, als mit der Simpsonschen Regel, be-
rechnet, weil bei dieser der Mittelschnitt besonderer Berechnung be-
darf, die hier iiberfliissig ist.

Fiir die einfachen Parabeln bis zur dritten Ordnung sind die ent
sprechenden Inhaltsformeln:

h.—h ha B — R By g B By ke T
F—=g-= : , F=ph-= r , F=¢ - : , I'=d 2 =
. i 3 T e 1

163) Die Anwendungen auf Flichen sind znniichst von geringerer
Bedeutung. Dagegen lassen sich, wie im 2% und 3%® Bande des
Methodischen Lehrbuchs gezeigt wird, zahlreiche Korper auf dem
vorgeschlagenen Wege berechnen. Von dem Prisma, dem Dachkérper
Pyramide abgesehen, hande

und der t es sich z. B. um Pyramiden-
stumpf, Kegelstumpf, Prismatoid mit ebenen und windschiefen Seiten
fiichen, mit geradlinig oder krummlinig begrenzten Grundfliichen, um
die Kugel mit ihren Segmenten und Parallelschichten, das Drehungs-
ellipsoid und dreiachsige Ellipsoid mit Segmenten und Parallel-
schichten, um die Parallelschichten des emmanteligen Drehungs-
hyperboloids und des einmanteligen dreiachsigen Hyperboloids, um
die Segmente und Schichten des zweimanteligen Hyperboloids und um

einige Arten von Drehungsparaboloiden hoherer Ordnung.
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164) Die Formeln lassen aber noch anderweitige Deutungen zu.

[t
1) q=a -+ by + cy® + di’
das statische Moment des Flichen- oder Kérperquerschnitts in Bezug
auf die Basis, so 1st

i 9 alid .
9) Mo rr].fr —I— e’:ir- —I-' L:.FI + u’f-‘
0 -‘ & E

gesamte statische Moment der Fliche, von 0 bis A genommen.
[st 1) die Formel fiir das Trigheitsmoment der Fliche oder
Kérpers in Bezug auf die Basis, so 1st

ah . Dh* ch® | dht

a i . 1

o) = 4L 4 — +
o 1 ! 2 ] 4

das gesamte Trigheitsmoment in Bezug aut die Basis.

Ist 1) die Formel fiir den Querschnitt des Arbeitsdiagramms, be-
deutet es also die Grifse der Kraft an der Stelle y, so ist

& » ‘
: ah bh? eh? | dht
4) "Ul_ i G e e el 2
die gesamte Arbeit lings des Weges O bis /.

[st 1) das Gewicht des Querschnitts in der Hohe y, so ist das
Gresamtgewicht

i £ ,

= : af th® ch” daht
2% :I,}:' e A S

165) Beispiel des Trapezes.
Der Querschnitt in Héhe y ist fiir das nebenstehende Trapez

b, — b
1) x="b-+ - =— ¥ Fig. 152D,
. WL ; AL ! b,
wie sich aus der Zerlegung in Parallelogramm (Recht- [ ——
eck) und Dreieck ergiebt. /
Das statische Moment des Querschnitts in Bezug /
i s s ST | b=xb, f’
auf die Grundlinie ist Eel)
-) 'h‘] _I{F o j" -_________f
2) zy = by + ——— y?, L /
! X h 2 !
h /
das entsprechende Triagheitsmoment \ /
B B ". e !J'J — 9 | L. L._ __AIII
el i v
Da keine dieser Querschnittsformeln den dritten Grad iibersteigh, so
darf auf simtliche die Simpsonsche Formel angewandt werden. Die
Fliche wird nach 1)
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. TSy b+ b7 B, :
) F=2[b40b 44 ‘f_} 1| =%5[3b+ i 6t
J 2 I
Das statische Moment wird
; e, bbb A7 WL j 0 :
) = 6 !_J"J-H—!- frJ] /i I 4 4_1 : '.E_i 6 [.";l —I— UJ IL‘ 'I; b | !fJ —{- _"-!'rfj 15
Das '['ri-i_t_f;}leit:munnunt der Fliche wird
. ’ -+ b, S LN b0 R®
i | 2 F | 1 [
6) T,—=[6-0°4bht44° ;__3}_- R e e [T A
Daraus 4-!'3_:;1'14;1' sich die Hl‘h“'i'?'!]ll'[l|(|".‘-i!it.]|"|f'
7 Il'l,l = '”,.,: 3 I |_-f'.r ! ‘_’|"!l"|
G J 347
der Trigheitsradius in Bezug auf die X-Achse
4 /7T R 30
| Y ."’ U — asdaiiipni, L : -
o) Qu __l I h 6 (b - 6,)?
die Hohe des Schwingungspunktes bei Drehung um dieselbe Achse |

T Wb+ 3b,)

0 e = S 2
. .I .I'r’_-,-,- .”F 216 - 20,

1

Emfacher wiirde die Summenformel aus 1) oeben:

# bh b, — b h? b - h
oY =2 | 1 aelly il b i
:: s Wl e b

Aus 2) wiirde folgen
: SR L
M, — S e (b4 20,).
Aus 3) erhilt man
2 bh? b, b ki I e ,
A e ey e T L
Das Centrifugalmoment in Bezug auf die Geraden b und A wiirde fiir
den Querschnitt werden
a4 02 < b 1] I;H"J |:.-|[Jl — b 'J-”-'i h* Ir; ;"JI J].l"' 9 -':E.ﬂl —1’1'::“"{]!'.:
W) Sue=oydtam e e s gl e 2

Da der dritte Grad mthl iiberstiegen wird, liefse sich auch hierauf
die Silnp.‘w‘mliurnwl anwenden. Sie wiirde geben

2 e I flj [ lf.i IR 2 "Iif-_'
i, ---"*L R (s ly Jl : ;@+( et

-

lr:

(1200 + 0" + 200, + b

oder

1 ].I :l;r_,-.,.. —_ }; |J|lJ_ A BRI TR s fr_l ] .
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Die Sehichtenformel wiirde }__g'l:h('—]l

bTR? | bb, —b*RY | (D, —D)° A W raqe ) T . 0 > o B A o el
i RRE e G R W T ;_hh + 8bb, — 8" 4 3b; +5b —600, |
Hl]i‘i'
M., = W [k 159 hh, =8 b |
e e S el e PR W
2 . - L 2
166) Beispiel der Parabel 2 = i
B
Das statische Moment und das Trigheitsmoment des Querschmtts
2 . S cisteyt i
wiirde fiir die Grundfliche werden hj }'fq , das Centrifugalmoment
Ty e 2 !
L Ty L T y b :
wiirde sein -l-]- e J,"“:- ’: = }j’r._— Die Simpsonsche Regel ist also
e [ r. =it

hier nur fiir die Berechnung der Fliche und des statischen Momentes
zu gebrauchen, denn alles Ubrige iibersteigt den dritten Grad. Das
Resultat wiirde werden

_hr ¢ ft eh*

|_H-Er_f;-h_—‘..1 =

f0ferall=2¢ch; M, = L 2

4| 5 ==

IF‘ —

=g

Die iibrigen Dinge kénnen erst im Abschnitt B behandelt werden.
167) Die Gleichung einer Kurve sel

2= a4+ by + cy* + dy’.

Der durch Dréhung um die Y-Achse aus ihr entstehende

Kérper hat die Querschnittsformel

G — %= a% bay + exy” + dmi’.

Da der dritte Grad nicht iiberstiegen wird, kann sowohl die Simpson-
sche Regel als auch die Summenformel angewandt werden. Der
Inhalt wird
2 h bh* ch? dhi]
= ] 1
J "rl s ttead L

Im besonderen Falle 22 = dy* handelt es sich um die sogenannte
sche Parabel. Die allgemeinere Curve wird

semikubisehe oder Nei
bisweilen als Neiloide bezeichnet, withrend andere den entsprechenden
Drehungskorper mit dem Namen Neiloid belegen.

168) Ist die Gleichung von der Form
2 = a4 by + e,
so erhiilt der Drehungskorper den Inhalt
~ah bk E’F:”"I ;

.-_:v'r--'— o - _]— —l" 5

o
(4]

Der Querschnitt hat in Bezug auf die Grundfliche das statische
Moment
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2y = m(ay + by? 4 ey®),
demnach ist die Simpsonscheé Regel anwendbar auf die Berechnung
des statischen Momentes

B e o2

3 4 s

[st endlich die Curvengleichung von der Form

' =a + by,
so lilst sich auch das Triigheitsmoment 7T, des Drehungskdrpers mit
Hiilfe jener Regel berechnen. Die Resultate werden
(el bhh® (ah* hh?® By (ah bR
R L W S R L

2 ! v \ B

Die angegebenen Beschriinkungen, die z. B. die Anwendung auf das
Trigheitsmoment der Kugel ausschliefsen, lassen die Ausdehnung der
Schichtenformel auf hohere Potenzen als wiinschenswert  erscheinen.
Diese soll in Abschnitt B. durchgefithrt werden.

169) Noch sei darauf aufmerksam gemacht, dafs bei der Curven-

’ 1 - z 7
gleichung @ = - das statische Moment des Querschnitts
e "
1
Ly = —gy=1,
T el ;
. br . 9 | . . : .
sein Triigheitsmoment zy* — ==y wird, so dals siech fiir die

beiden letzten die Simpsonsehe Regel anwenden lifst. Bei der
o 1 : B AL . :
Gleichung &=, die dem Gravitationsgesetze entspricht, ist das
Trigheitsmoment des Querschnitts der Diagrammkurve
g 1 5

XY = — = o= [

. g
der entsprechenden Behandlung zugiinglich.

170) Eine weitere Deutung ergiebt sich folgendermafsen:
Die Gleichung einer Kurve sei

T bag® N b dyt
e .'J| | . 1 , R T A
1 R e e A

In der Héhe y hat sie eine Tangente, die gegen die ¥-Achse
eine gewisse Neigung & hat. Diese berechnet sich nach dem Anhange
von Teil 3 des Methodischen Lehrbuchs Seite 132 nach der Formel

i Ady®

2 by dcy?
o ' 4

tanpg = g - —— L

i o
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oder mnach
tan ¢« — a + by + ey’ + dy’.

Folglich: Deutet man die Gleichung
1) g = i Il_ L_?f _|_ "'H: %_ r!r.ijf::

als die trigonometrische Tangente des \t‘]<"1111§_=|\\\|11|u‘|-1 den die
~ru=mm'i11u.1w Tangente einer gewissen Kurve in der Hohe y ge-
nommen gegen die Y-Achse h:lt so ist die Gleichung der Kurve

-4 1 a 1
ey ay i by? e ey | dy'
i 2 A
Hierzu kann aber noch eine Konstante k. kommen, deren Gréfse nur
von der Wahl des Niveaus fiir die X-Achse abhiingt, die also fir
die Gestalt der Kurve ohne Bedeutung ist.

B. Die Schichtenformel fiir ganze positive Exponenten
von beliebiger Grofse.
171) Figur 133 stelle eine Parabel ganzzahliger Ordnung dar,
die einem Rechteck mit den Seiten b unr] h n:ulw-«.,hneben ist.
Ihre Gleichung ser

i . Fig. 133
e— W
he ¥ - = T
was fir y = 0 den Querschnitt 0, fiir x = J den | = 7]
Querschnitt i i
b T '
jrifl — |'r) | j,-' |
h® . A iﬁ
wiebt, wie es nach der Figur auch sein muls. [ i

Man denke sich die Hohe b in # gleiche Teile
gerlegt und durch die ](‘lll‘jull!\tt" Parallele ge-
legt. Die Streifen mogen, wie in der Figur, zu 1
Rechtecken l_"|'q:r.[11'.-ﬁt werden. Jedes dieser Rechtecke

o % 5 b
hat die Hohe “_. die Grundlinien aber sind nach der Formel z = —y?
der Reihe mach

-F‘“ ( : \.};I} FJ' ("”? Lf‘. lllll” 1‘ :i—fr \)!J. S b (H f@'-)lu

pe \n pE\n/’ AR
oder
17 2P 34 7
— b, b, -0, 0,
n? n? ! nt

so dals die Summe der Rechtecksinhalte wird
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