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Einige Hiilfsmittel der Elementar-Mathematik, 15

Ist 1) der Querschnitt eines Kérpers, so gelten die Formeln 2)
bis 6) in Bezug auf die Ebene, von der aus die y gerechnet werden.

Um die obigen Betrachtungen fiir die Y-Achse zu wiederholen, muls
man ¢ durch z ausdriicken, was auf Irrationalitiiten und auf gebrochene

|

Exponenten fithrt. . Daher muls fiir solche das Notigste gesagt werden.

(. Die Parabeln gebrochener und negativer Ordnung und die
Schichtenformel fiir gebrochene und negative Exponenten.

179) Oben war gezeigt worden, dals die Parabel p'** Ordnung

o)
#=yP, wenn p ganz ist, von dem Rechteck mit den Seiten s und
h=h? den (p - 1) Teil abschneidet, so dals die Fliche gleich
e . i : i :
5 ist. Die Fliche von h, bis h, wiirde sem

'J“'—'_ .IF:; rEd ."e;l'i !

e

"y

Es fragt sich, was davon richtig bleibt, wenn p auch gebrochene und
negative Werte annimmdt.

Die Betrachtung soll auf den ersten Quadranten eingeschrinkt

werden, da sich die iibrigen ebenso behandeln lassen und gerade in

der Y-Achse die kritische Stelle liegt, die Zweifel bringen konnte.

Bs handle sich also um die Kurve 2 = ¢, wo « lediglich der Be
dingung gehorchen soll, reell zu sein. Im Methodischen Lehrbuche, Band 3,

M,
| I oy \ 7
! Y I g
¥ § | ;
ot— S

Algebr. Analysis V, ist dieser Fall behande
handlung auf andere Weise geschehen. Zuniichst 1st zu bemerken, dals
- - 3

t worden; hier soll die Be-

bei positivem « die Kurve von O aus aufsteigt, und zwar bis zu unend
licher Hohe, dals sie dagegen bei negativem e« aus unendlicher Hhe
bis zu Null herabsinkt. Welcher Fall vorhegt, ist vorliutig gleichgiiltig,

5

Es kommt darauf an, an Stelle von & = y* eine Reihe zu er-

ll:l“l‘n, die n;u-h canyen :qu'I'_ix'ctn Potenzen fortschreitet. Zu
g*




152 Absachnitt V.,

diesem Zwecke hat man nur notig, das Koordinatensystem zu ver-
schieben, z. B. den Nullpunkt in senkrechter Richtung von O nach 4
zu verlegen, wobei z B. 04 =1 sein soll. In diesem Sonderfalle
wird die neue Ordmate 2 =y — 1, (also y =2 -} 1), wihrend 2 un-
verindert bleibt. Nach dem binomischen Satze fiir gebrochene und
negative Exponenten, dessen Beweis man 1m dritten Bande des Meth.
Lehrbuchs findet, ist dann die neue Kurvengleichung

; o fhibe e D e 0 D)o i 1) (o — 2} 2
e R e R e SR
eine Reihe, die Geltung hat fiir 1 — <2< 4+ 1, so dals man sich

zunichst innerhalb dieses Konvergenzbereiches zu halten hat.
Nach der Schichtenformel ist dann

.‘1 4 o [ (. ele— 1} ] (oo — 1) (¢ 2 Iy
':rl_l—l_l"l‘.‘%' 1-2.8 g |

Um rechts wieder eine binomische Reihe zu erhalten, multipliziere
man beiderseits mit (¢ 4 1) und addiere beiderseits 1. Dies giebt

=it @11 ¢ 1) e 2 fee—1) (e f-';'.
L (b ) Bt S T, pfE e 51

123 bt s

so dals sich ergiebt
z w a1
e )
0 a1 @1’

folglich, wenn man zum alten Koordinatensystem zuriickkehrt,

1 yi " 1
e —

'; o | 1 (4 _.:._. 1
Bildet man dieselbe Formel fiir F', go findet man duwreh beiderseitige
|

e 3 ; : 1 ;
Subtraktion, wobei der Zusatz i sich weghebt,
' e L 2

e
T o
| ’
/ —_

¥

so dals die urspriingliche, fiir positive, ganze Fxponenten geltende
Formel fiir den Konvergenzbereich als bestehen bleibend nachgewiesen
ist. Nur der Fall « = — 1 ist auszuschlielsen, weil er auf den un-
bestimmten Wert  fithrt. Dieser Fall ist mit Hiilfe des natiirlichen
Logarithmus zu erledigen. (Method. Lehrbuch Band 3, Algebr. Ana
Iysis I1.)
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180) Der Konvergenzhereich kann aber durch beliebige Verschie-
bung des Koordinatensystems beliebig gefindert werden.
Verschiebung um die Strecke 2 w iirde z B. die Kurvengleichung

geben: : ‘
TP ot A e S 7 T | A
.-‘-—.I',f( -—I__’:.'-JI'.:»- = 2 (] =1 3]
oder
r e (2 o (o 1) fz)\* o foe — 1) (e — 2) 249 1|
I i \ g SRl 3 Rk
x =21+ slml iy 5 'L_?} 51 1.2-3 tx} ey
die fiir © absolut < 1 oder z absolut < 2 konvergiert. Die Schichten-
formel giebt jetzt
1 g o o e — 1 R 2 (o= 1){or=="2) (1 24 1
T Y O o] b ) Iy X =4 ool : = Lol Bl e | 5
=iy [l 1*&,:-3.) : 1-2 ‘.‘L:;,) : 1.2-3 {w 1' : |

Rechts und links multipliziere man mit (¢ -+ 1) und aufserdem auf
der rechten Seite oben und unten mit 2. Man erhilt

i w1z (1) (e 1) (o —1) f2,\" g

o 1) = a1 "1 ‘I’ X%y __-. i N /

(e -1) F'= l + t ] 1.9.8 L et ‘

i - Nt _i" 1 —

_ gt |_(1 +3)

so dals

5 9 ! ] 1 P S W, e £
#2448 —t]=letar

I LS

i :,_J_ct 1]

und daher auch

ist. Daraus folgt ebenso, wie oben, mit Hiilfe von ] und beider-

seitiger Subtraktion
e - ”w -+ 1 20 nr-‘r—'—]
e a o1

) = _
; e+ 1

¥1 3
Die Formel 1) gilt also auch fiir den neuen Konvergenzbereich. Man
kann auf diese Weise ihre Giiltigkeit fiir die ganze positive
reelle Achse nachweisen, vorausgesetzt, dals e ve: rschieden

von st

181) Kritisch sind nur die Stellen 0 und co. Dariiber ist Folgendes

ZU sagen. &1
Ist ¢ > — 1, so ist fiir y, = 0 der Werth von — j—_i_-:—l- =) T
diesem Falle wird '
i o oAl 0 y2 11
”_r{—rl_r’i_l::r:-, 1
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Folglich:

Filr « > I schneiden die Kurven den (« -4 1)%® Teil des
Rechtecks ab, mige nun « positiv (Fig. 140) oder negativ (Fig. 141)
1
: e 1 : . -
sein. o 18t z. B. fiir ¢ — - —, also fiir die Kurve & — BTy
! i : 1
: iy 2 iy 2 :
! oo o s el ) 2
{ = b 1 aly =y

was das Doppelte des Rechtecks bedeutet. Das Diagramm reicht

dabei nach rechts bis # = oo und hat trotzdem endlichen Inhalt.
Fig. 140,
i s P
| | i
! '//. ' ‘\.
| __f ¥ '\
v | { %
. / | 5
! / S
: | 2
|
| | 7
- T R o =t=1 .
Ist dagegen & < L, so1st fir y, =00 y," =0, wel ¢ 4 1
negativ ist, und die Formel geht iiber in
o ==1 i 1
" FEaR i
Fig. 142, f scr e N s /1
. e o 41 o 41 o+ 1
] ¥
was positiv ist, weil der Nenner

negativ ist. In diesem Falle ist also

der nach oben bis ins Unendliche fort-

|
i 275N zusetzende schraffierte  Flichenteil
& gleich dem (e 4 1)t» Teil des Recht
\‘\.',M_ ecks, wiihrend der darunterliegende
e unendlich grols werden wiirde. Also

auch hier behilt der Ausdruck:
PO = e =8 ol + 1)er Teil des Rechtecks®
einen bestimmten Sinn, Die
Formel 1) aber bleibt fiir alle posi-
tiven y, und g, richtig, nur ist der Werth Null jetzt auszuschlielsen, denn
das nach rechts gehende Diagramm ist jetzt von unendlich grolsem Inhalte.

182) Der Fall ¢« = — 1 ep]

edigt sich nach dem Meth. Lehrbuche
{
i

Band 3, Algebr. Analysis II dadurch, dafs fiir die Kurve z
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F=-loy

]
wird.
Damit ist die Angelegenheit fiir technische Zwecke ithberhaupt
geklirt und ein weiterer Bereich fiir wichtigce Anwendungen er-

schlossen.

183) Konstruktion der Parabeln héherer Ordnung.

Die Curven z = y* fiir beliebiges reelles « einschlielslich des
Falles & = — 1 haben eine einfache Kon-
struktionsmethode, die sich aus Folgendem

ergiebt:

Ist @, mittlere Proportionale zu Yo e ~ B
und @, also | /
Xyt g = Ty 2 Ty [ ;
1 2 2 H X )
/A ';r{’ i
so folgt aus der Kurvengleichung, dals Ve
XL
u _'." [ i
‘!Jrnl. . I.r;::’ = ff._.' . _.'j;i- ; -'! I; .‘Fj._. |
LYY |
g 1 [ il
folglich auch ol
) | -
l{;l : l.lllf:l — IJ)IL_I' : .rfli i ___{-J e —_— b —

ist. Also: Ist die mittlere Abscisse
mittlere Proportionale zwischen den
aulsenliegenden Absecissen, so ist anch die mittlere Ordinate
mittlere Proportionale zwischen den aufsenliegenden Ordi
naten.

Sind also von einer Parabel x = y® zwei Punkte 4 und B be-
kannt, so kann man durch Einfragen mittlerer Proportionalen einen
dritten Punkt € konstruieren, sodann zwischen 4 und C, C und B
ebenfalls neue Punkte einschalten u. s. w.

Auch nach aufsen lifst sich die Curve fortsetzen. Da es sich
danm um ein Fortschreiten nach geometrischer Weise handelt,
so ergiebt sich folgender Konstruktionsmechanismus.

Sind in Fig. 144 4 und B gegeben, so ziehe man beliebig 0K
und bilde durch Projektion A4, 4, und BB B, Zieht man 4,5,
sodann parallel dazu B,C;, darauf im Zickzack C,C,, C,D, | 4,5,
D.D,, D,E, | 4B, u. s. w,, 80 erhiilt man die in geometrischer
Weise aufeinander folgenden Abscissen. Ebenso verfahre man in
Bezug auf die beliebige Gerade OL mit A AW, BB,YB, und
AW, u s. w., was die Ordinaten G, D, u. s. w. giebt. Dadurch
werden Punkte ), D, E ... der Kurve bestimmt, die auch riickwiirts
fortgesetzt werden kann.

R ———————
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Fig. 144,

3y
H

184) So ist man im Stande, jede Parabel hoherer Ordnung leicht
zu konstruieren, z B. auch die gleichseitige Hyperbel ( Diagrammeurve
fiir das Mariottesche Gesetz) und die adiabatischen Diagramm-
curven

1,41 125
= und y=uwx —

fiir atmosphiirische Luft und gesittigte Wasserdimpfe,
Die Diagrammfliichen fiir die letztern ergeben sich nach Obigem als

2 gLl 1Al ] ay 041 p— 0 a— AL — 041
e LEIENARE o ; 1 | At
i =1 d4l-3 — 0,41 0,41 !
-3
bezw.
9 iy 1 1
T _.'_~!_|_i 8 8 e 1
‘] T, S 1.'! 9 .r!l 3
I = = O ( s E }
o i i hg
) e
a8 S

sodals sich die Diagramme fiir die Expansionsarbeit und Kom-
pressionsarbeit leicht berechnen lassen. (Vergl. Meth. Lehrbuch,

Teil 3, Algebr. Anal. V, d.)

¥
185) Dasselbe gilt von der Newtonschen Gravitationskurve

ity — ]

( Anziehung umgekehrt proportional dem Quadrate der Entfernung), deren
Fliche
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die Hebungsarbeit giebt, die z. B. erforderlich ist, einen Korper, der an
der Erdoberfliche das Gewicht p hat, zu beliebiger Héhe zu heben.
Die Diagrammfliche ist identisch mit

der Potentialdifferenz. Auch hierbe: S
vergl. das Methodische Lehrbuch 3, Algebr. |
Anal. V,e. Fiir die Elektrizititslebre, wo H
es sich auch um Abstofsung handeln lann, p
ist dies von fundamentaler Wichtigkeit. IRy
Vgl. Fig. 145. h p
: . 416
186)Parabolische Berechnungen. I \ ’
Es handelt sich hier um Parabeln i‘}f*—-l\fq
hoherer Ordnung. Willkiirlich wird die v
gewdhnliche Parabel 2% Ordnung als Bei- 2t AL
spiel herausgegriffen. Die '}3['1'w-11r1u|1g : \‘“'-x.qw_

der {iibrigen g = s

|
|
geschieht ebenso.  Zum e J
Schlufs soll eine Tabelle iiber die wver- / ‘\

schiedenen Ordnungen aufgestellt werden. —%ﬁ——i——;'—

In das Koordinatenrechteck A BCD 2 /
(Fig. 146) se1 die Parabel
b ; € .2 |
1) e
einbeschrieben, die 4 zum Scheitel, 4B Fig. 146,
zur Achse hat. lhre Fliche ist . T st
2) g 2 S | |

S /
Das statische Moment des Streifens 1) in o /.r/' |
e . c § *”! o |
Bezug auf die X-Achse ist 2y = ;5 das = / e
Moment der Gesamtfliche also: ol
) W ¢ ht eh? / :
3) My=g = / i
: y it . g i 5
Demnach liegt der Schwerpunkt der Fliche %! I e
ACD in der Hohe
ch*
-”I'r' 4 3
4) | et e Fery h.
3

Das Triigheitsmoment des Querschnittes 1) in Bezug auf die X-Achse

et 7 W ¢ o i :
ist wy* = 5y, das der Gesamtfliche also:
: PR

5) Eftiren {; fa‘-_"' = (!{.{_-‘l :
3 h? b bl

S
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Fiir die wagerechte Schwerpunktsachse dagegen' wird es

, e ch® e g f 13 ch?
0) ! AT B Jll!\ F = ch {1 = l-ij " 80
Der Trigheitsradius in Bezug auf 4B ist
.ff(_;:
7 y— : — , f & - - w=nY > —1Y06.

i

Der Schwingungspunkt der Fliche 4CD in Bezug auf AB liegt in
der Hohe

chd
' 1 b 4
bl - S ——t ),
L M, ok =h.
l

Auf die Folgerungen fiir die Pendel- und Stolstheorie sei nur hin-
gewiesen.

Das Centrifugalmoment des Streifens 1) in Bezug auf die
Koordinatenachsen ergiebt sich nach Nr. 165 als

-'-‘l
H H

= ,.)r e 'I: ;f,'- :;.)H :,; _JIJF _",I'EI~

Demnach ist fiir die Gesamtfliche 4 (D in Bezug auf jene Achse

ot e k]
{ 7 S el gelo O 5
9) M R s
Der Sehiwerpunkt des mit Hiilfe von A B abgeschriigten Korpers, dessen
Dehrigebene zuniichst die Neigung 45° habe, dessen Inhalt sich dann aus
eh*

M, . ergiebt, hat daher seine Projektion an der Stelle
Mk | T4 :

Bis hierher wiirde die Lehre von den ganzen Exponenten ausgereicht
haben. Jetzt aber soll die Achse 4D zu Grunde ge

egt werden,
wobel ;_J__'E_'III'U{!IH‘IJ.L‘ l';xill.ml,']n'l,!n auftreten. Zuniichst L'l';j‘Ei_'ht sich der
Querschnitt

11) oo HG — HF = h— -2 57,
so dals die Fliche wiederum wird
=1
Jrl'[ h &2 it 3 eh
i B A T he j e =
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Das statische Moment des Streifens 11) in Bezug auf 4D ist

’ L 3
,I'r! I ( hl e ) X = fr | .ﬁl e
c2 ol
Daraus folgt fiir die Fliche das Moment
he? h e2 e 2 he®
£) — e —— | ——— .
12) JI—"’ 2 {5 he ( ; 10
el 2

Daraus i‘!’l!_’;il‘hi sich als SL']!WL‘T_EJUI]].{?-HF'{k_llll"lIl]-“i'ltl'

he®
_ pelw e
2 Sy e Ay e
3

Das Trigheitsmoment des Streifens mm Bezug auf A D 1st

1 £y
hoi® — ( L x? J 2% = ha® — = 2% .
1 1
Fiir die Flache folgt als Trigheitsmoment fiir 4.0
1
o he? R oe2 g 1 @ fie®
14) Iy=="— 7 =he (5—3) =%

Fiir die senkrechte Schwerpunktsachse wird das Trigheitsmoment

k S het ! he? G¢2 eh e 3 4 37 he?
15) Ty = 21 Y, = SO L (,:l ;nu,) = STy
Das polare Triigheitsmoment wird demnach
: . o = I 3T het i g .
16) T,—=F Pt 2 010 32 12206 ¢
¢ 80 ' 92100 16 8010
ch = )
_— () FHe 48 =],
Sirh [105 /* + 14 |

Der polare Trigheitsradiug wird

! ch [105 7if - 148 &
= , ! "IJ;, /-’ S400) | . | : 105 R* --{- 148 ¢
v @ I ; / ch 3 l 2800
3

Der Trigheitsradius in Bezug auf AD wird

: ;.-"h B
py / 21 & &
E-. 1 gy = '-I — _— — = ' =
2 i F / ;f:;: Vo =l

Der mittels 4 D abgeschriigte Korper hat die Schwerpunktsprojektion

an der Stelle
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RS nict
(9 1 21 10 M 12 b i
Tt e o et Tl e i
10 10
Auch der Schwingungspunkt der Fliche in Bezug aut 4 1) liegt in der
Entfernung 2 ad
1y 21 10
,lJ L —— i i
VM ke S
- 10
Die iibrigen physikalischen Deutungen sind den fritheren Bemerkungen

entsprechend.
Durch Drehung um A .D entsteht ein parabolischer Korper, dessen
Querschnittsformel ist

- a I,.:
LJ”.' y = &' = X f)’l‘T:
dessen Inhalt also wird
:_’1 | -I =3 f:Ji‘I‘ }fl-l — — r-:n;ll -
ki 5 51 2

was den fiinften Teil des zugehorigen Cylinders bedeutet.
Das statische Moment des Schnittes 20) in Bezug auf die Grund-
fliiche ist

g f'::ZF :
Gy Y= TmY = Y

das Moment des Kérpers wird also

22) M, — clmh’ b’

S

Der Schwerpunkt des Korpers liegt also in der Hohe

ctmh®
93 e My = =_1'. & r .
: o e h iz
&
Das Trigheitsmoment des Kérpers in Bezug auf die Grundfliche ist aus
BB [ e'm 5
el es e U =
zu berechnen als
o c?x h? c*mwh?
o W
Das Triigheitsmoment jeder Schicht in Bezug auf Achse 4D ist
« ik 4
5+ =5
das des ganzen Korpers also
25) T2 ¢' mh®  e'wh

BIERREY
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In Bezug auf jeden Hauptschnitt dureh T ist es halb so grofs, also

5 o etah
26) flr-'n.
ab

in Bezug auf die Gerade AB also

S = = cigl . c*xh’ €2 om0 S
!F — 'fl. i f”_ - _ﬂl_ -—i— ~ == [ —l— -'“! Ja.'_,-,
4 ity i iy

b

Auf sonstige physikalische Dinge sei nur hingedeutet. Ebenso leicht
ist der durch Drehung um A B entstehende Korper zu behandeln.

187) Macht man entsprechende Betrachtungen fiir die au feinander
1 hoherer Ordnung, so ergiebt sich die nach-

folgenden Parabe
stehende Tabelle. Betrachtet man die nach rechts au
Ausdriicke, so zeigt sich, dafs die entsprechenden Zahlen nach ein
fachen arithmetischen Reihen aufeinander folgen. Man kann also
nicht nur fir die ganzen Exponenten alles ohne weiteres hinschreiben,
sondern auch fiir die zwischenliegenden gebrochenen Exponenten leichte
[nterpolationen machen. Damit ist die Theorie fiir die einfachen
Parabeln héherer Ordnung erledigt.

einander folgenden

188) Tabelle iiber Parabeln héherer Ordnung.

Fig. 147
e I ] - ter Oy ater (Jyd- ater Ul'l|—
Parabel ik ] - t._1L :
nung nung nung nung
it { ¢ ol
A l i i . ’(‘f .-(‘- -
| [ | e [
| *'_,'r-_ [ rJ"..“. ‘||'_;-J ' | I t'//
» | i ‘ I 7 i .-f A IJ I:"F
¥ v = ' rl |
a) Parabholigsche Fliichen.
Querschnitt 1In I & d 4
- H €, ! = Y
Héhe iy I Y % ¥ Ti )
1. Fliche wvon ¥ j,"", et i bh ch dl
=0 bis y= s g TR 9 7 37 s
9 otatisches Mo-

; ; ah® bh? ch® dh*
ment in Bezug M, = — -, —, s =3
auf Grundlinie

3. Trigheitsmo- == % :
SR o ah® O h? ch dh?
mentfirGrund- T, = = : — e
L » L}

linie
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)

Ps

. senkrechte Quer

linie im Abstan-
[El' M

. statisches Mo-

ment in Bezug
auf Begrenzung

links

Trigheitsmoment

fiir diese Linie

. Centrifugalmo-

ment in  Bezug
auf die beiden
Grenzlinien

. Sehwerpunkts-

héhe

. Sehwerpunktsab-

stand horizontal
Héhe des 'I'?'Eij_f-
heitsmittelpunk
tes m Bezug auf
Grundlinie

. Horizontalab

stand des Triig-
heitsmittelpunk
tes 1 Bezug auf
linke Grenzlinie
Sehwingungs-
]|11H|{f' bei Dreh

ungum Grundlinie

5. Schwingungs

punkt bei Dreh
ung um (renz-

linie links

L Quotient aus Cen

trifugalmoment
tiir beide Achsen
und statischem
Moment M,
Quotientaus Cen-
trifugalmoment
und M,

Abschnitt

arabel Qe [J|'|||||in_|_:"

{951

x

M,

= I .lr"r-I _l

e,

' I,

Lter Ordnung

v

b lff: ':.

j

ot

fi

F Ordnung

I

x

L%,

o

3 Ordnung . ..

Ji

h
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189) Alles andere lilst sich aus diesen Tabellen leicht ableiten,
insbesondere auch die Momente fiir die Restflichen, deren Drehungs-
¢ mathe-
matischer und mechanischer Art, z B. iiber abgeschriigte Kirper, die
iiber diesen Flichen stehen und ihre Schwerpunkte, iiber Centrifuga
kriifte der massenbelegten Flichen, iiber seitlichen Wasserdruck

korper sich ebenso leicht behandeln lassen. Ubungsbeispie

-

regen solche Flichen, iiber die Dynamik der genannten Drehungs

=

a

kirper lassen sich in grofser Zahl anschliefsen. Die Fortsetzung der
Tabellen nach rechts kann ohne Miihe auf Grund arithmetischer Reihen
geschehen, ebenso die Imterpolation fiir gebrochene Exponenten, fiir
die unter 190) ein Beispiel gegeben werden soll.

190) Beispiel der Neilschen Parabel (semikubische Parabel)

B
Durch I-‘:iT]Stfl'l.'L'Jf-iE]lg zwischen die zweite und dritte Kolonne
findet man aus der Tabelle sofort

: ke 5 kh? 9 A . Lk g g
Fe = kh, M= =2k, T,="%_ 2pps
2 5 8. ' 4 ' i
2 2 2 :
- A hi* SREL kh® 3 5
.E]f.f, e 8 3 j.,, —— a1 = 35 7 J_—I-_'I—.'.!l, — 10 i .?j\ 2 1 II'I,' = 7 flr.
% 3 / o
Z, h' b= |:“. fl? 0y h / = i l,/ J' .
4
~ 1 4 1
e & r 2 i o
0. '_-.IFE ”‘i"—'i _:"J'l;’, . IE_J--—;f li ' J'rf. |F T I” ,]J'r- = v
"”'i i ! i | ”.3' i |
f, = T i 0k €= G =3 h, w 8 w

Ebenso ist der Drehungskérper der Neilschen Parabel leicht
mittels der Interpolation innerhalb der Tabelle zu behandeln.

1 1
27 37 4
auch so behandelt werden, dafs man die Parabel Jrer e dtar 5 gexg
Ordnung um die Gerade von 45° Neigung klappt. Es handelt sich
also nur um eine Vertauschung der Koordinaten, im iibrigen sind
die Rechnungen und Resultate dieselben.

Um zu zeigen, wie man aus den Resultaten der Tabelle dje
Resultate fiir die Restflichen der Rechtecke ableiten kann, werde
das Beispiel der gewdhnlichen Parabel behandelt. .

191) Die Parabeln von der Ul'[ﬁmmg 1. 5. w. kionnen
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192) Beispiel der gewthnlichen Parabel. Die Flichen ver-
halten sich wie 1: '_-i’, E'nlj_;;“rh "\] M:MS=2: l, ebenso AB: BC
T L0 o lr" u'l . - J[ o e |

und DE: EF. Da AB=-—_h — — g0 ist BCO= : folglich

1 9 47

i 3 e T2 Lk e S G KA T e e nie
F'S = — h; da ferner DE =5 — g c=55¢, 80 folgt EF = 5 und
diot | g =t 5
daher CS =, c= ¢ und CF = —c. Rig. 148.
Die statischen Momente sind = 35 sy
1 . _.'.;;_ = ,--""’.J
daher D _m__f_._s;\ il
— a 3 ch* S &
J'lf__‘. = 5 f.‘.l'lf " Jll!l — { ? | :::-/
; : ; | - :
| A \ euite st b
x 9 3 9 g |
M,=ch-w¢c=he. e \'\, B €
7% ’f'”‘ i ; S
Die Trigheitsmomente, durch Sub- |/ . ¢
L ! / |8 |
traktion aus dem Rechteck abgeleitet, | | | | _y
sind 0 7 I - “
s ch? cl? 9 0
T =— e ot
o 15 15 /
22 het I e® )
T, = TR le?

Fiir den Sehwerpunkt erhilt man

e=— . —dt (~ f’):l ; - ol ch ' he — ph3 (]_' ey ) T .Ll:. rih:‘l}

16 3 G4 | B2 50
[T, — F (2 =2 het — Lkl = hf (2l — -

193) Aufeabe. Bin Haken habe an der am stiirksten bean
spruchten Stelle einen Querschnitt, der nach der einen Seite
durch einen Halbkreis mit Radius @ begrenzt ist, nach der
andern dureh eine Pa-
rabel. dieeinem Rechteck

Fig. 149 a.

mit den Seiten 3a und Z2a
i'inj_-'t'n't'!!r'il-]ll'l'! ist. Der
Schwerpunkt und das
malsgebende Trigheits-
moment sollen berechnet
werdel.

Auflésung. Nach vori-
gem Abschnitte 1st

3

A8, =2 ¢=2aq,

3] i

aulserdem 1st

o = S 8 il i 2 ¢ c ; (" I
.4.{] J\;.u = )i b i — : [ l:vr —I!- 1 I JLI = a __jp"f . :}r{ — -l .(,"I} j‘_) —_— 5 =
= Aar 4o A ' L e -

Holzmiiller, Ingenieur-Mathematik. 1 10
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Folglich ist in Bezug auf OY

- 3 e ~ = 9 5 1 SO =
M, = AS, - F, + AS; - F, = - a-4a” S (47 - 1)
S6a®  Ba(dm-1) (1 v al
= B 4 LI A oo N B S i e 305 - 61):
5 | g “J|_ = I bR 1:"( I | || 1“[ ] ] T ) _.T!_
Folglich
3 308 - 60
308 - 60 : ;
1S M, a0l i @ [308 -+ 60 =]
'y _ r‘l —_— : e —_ = — : =
; 'fl! : ‘F-:! gl 20 oty it
4 a* - 5

Fiir die Parabel ist in Bezug auf HJ

T 8he® 8.2a-((3al 432 gt
fesS R = 175 ==
Verschoben mufs werden um 5,8 = ¢, ~a. Demnach ist in Bezug
auf HF
g 432 a* [ g oNE g
f_ —_— p— ---!- ff'\_ — f‘l’) l a8 .
175 \ b
Fiir den Kreis ist in Bezug auf KL
T = el
Ty =1t (= — qt :
! { ] ) .-r) [ 5 '.i,-rJ
- S g * a1
Verschoben wird um S8, = A8; —e= o (4 4+ 1) — e,. Dem
nach ist in Bezug auf HE
oy . —a 2
b=y {h el = tm 4+ 1) —e &

Das gesuchte Trigheitsmoment ist
L= <=

Die numerische Ausrechnung fiir einen beliebigen Wert von @ macht
keine Schwierigkeiten.

194) Die gleichseitige Hyperbel & = s

Der Querschnitt ist # = = demnach wird die Flache von 1 his
L1

f — "J;._l' .

Das statische Moment des Querschnitts in Bezug auf die X-Achse
. 1 el ¥ Ty g ¥ a g ELd ) Figh
ist 2y = — y =1, folglich fiir die Fliche von O bis y

i

jv.'! = 4
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obwohl diese Fliche sich nach rechts ins Unendliche erstreekt. Hiir
die Fliche von 1 bis y ist

Die Schwerpunktshohe der letzteren Kliche ist also
M
F "Ig_;j

Y d

Dagegen ist das statische Moment in Bezug auf die Y-Achse mit
Hiilfe der Querschnittsformel

& 1 1

- Ay sewi iy i
Ll b e 2yt 2 Y
su berechnen. Fiir die Fliche von y =1 bis /] ergiebt sich
1 1
i 1 i1 B, 1 ) 1
M, = - = P e
M, ) i 8 —1 2 l~._l u,) 2y 7

so dafs ihre andere Schwerpunktskoordinate wird
3 14
(Bt
e ( 3f.) y—3
F gy 2y lg
Das Trigheitsmoment 7. entspringt der Querschnittsformel
1

=1y,
,')'J 4

a
r.f‘_.' M .H_ ———

demnach wird fiir die Fliche von O bis y

= il N \ ]
y I l’! 3 wu 1) ‘r,- .".ul"" 3100 |
{j_” — J - == ) : — f ; s
Z 1 ey AT lg o
1

5
4

der Schwingungspunkt liegt fiir die Fliche von 1 bis y in der Hohe

Y, = =i'.”_:_l|,~

fiir die Fliche von 0 bis y in der Hohe

]
e gL
H,_,, R ] D
1

[”:E:
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148
Das Trigheitsmoment in Bezug auf die Y-Achse ist aus
x* 1 1 i :
., == == " o g9
J'l:-" 2 3 g 3 Jr
abzuleiten. Es ergiebt sich fiir die Fliche von 1 his y
5= Ly S fee I S
T, = - — - = (1 5] =
- 3 2 J S b\ oY=/ by-
Der entsprechende Trigheitsradius ist
e
e i et v ’
d 6y*lg y
der entsprechende Schwingungspunkt
i !:j.f =y Yy — 1 21 y -1
PR IR g SR s

Das Centrifugalmoment in Bezug auf beide Achsen ist aus der Quer-

schnittsformel
e i 1 1
W= e il T 3y

zu berechnen.
Fiir die Fliche von 1 bis y ergiebt sich
; 1, o }
M, —lgy —5lgl — - “gy.
Auch fiir ein Segment dieser Hyperbel, welches durch eine Gerade
~ 45" abgeschnitten wird, lassen sich alle diese Berechnungen

von -
durchfiihren, indem man vom ganzen Dreieck die entsprechenden

Teile abzieht.
Dreht sich die Hyperbel um die Y-Achse, so wird der Quer-

schnitt des entstehenden |{E}r‘]}c_-|‘.-«'

. ; 1 -
A i ;—1 P { 1Y T I}
'[Jr :T(- =1 1) —1) .Ir'(\l =3 .”J = 9 3
A B
J—-:c(l— 1.\]—rr.
; 5 0 )
Das statische Moment fiir die Grundfiiche wird aus

gy =@ Y= — i —
: ! ik y

berechnet als

y
M==x‘lgy.
1
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s . . -. e s 7T
Das Triigheitsmoment fiir die Grundfliche wird nach ¢, = Y=
R
r:l'l. ] l.l)l l\ il ’. :
{=-:z(] BN ,--_]—rl:{.y— D
bhezw.
W
I'= =y,
L]
q i AT s ok - . 1 .F!TF' T
Sein Trigheitsmoment fiir die ¥-Achse folgt aus ¢, ==~ = 55 als
H ! b 3 39
i P | o \
r T (! i Eer ! 13
T=— {"f-—.:" :) = — (l - -"-4):
i L Ne—) . 6 oy
2B
r, ko i (1 iy T
e ;) (i
0OF Y it : 1 i + - i
195) Beispiel der Gravitationskurve z = il
: 3

Querschnitt g, = ,50 Seil statisches Moment fiir die X-Achse

1 o s T . . 4 n .
oy = -, Sem Irigheitsmoment fiir dieselbe zy” = 1. Folglich
F-’:.___ A = 1__’ SR e
: e e y Y. .
z. B.
- 1
| ——
| oo
Statisches Moment
_ﬂf — g Y,
a
Trigheitsmoment
.Y L
{ pk (e Vi I
Das statische Moment fiir die Y-Achse folgt aus g, = ~ = — als

¥ Tt l_;;- il 1)

das Trigheitsmoment aus ¢, = & = i
5 b 5 ‘-
f. —B — 5% / 5
yvmp 1 (Y L ] 13- 1 }
|Jr."" S ( S Ty =— 15 ( = ey ?

-5

Auf die Bedeutung fiir die kosmische Physik und die Potential-
theorie sei im Anschlufs an das Methodische Lehrbuch aufmerksam

gemacht.
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195b) Ein transcendentes Beispiel. Nicht der technischen

Wichtigkeit halber, sondern um zu zelgen, wie man transcendente

Kurven aller Art, z. B. auch die Sinuskurve, die Cosinuskurve, die Ketten
.i-_! v

e

linie -g':' d . 8. W. behandeln kann, soll die iH‘_{';’LL'iti]ttll-:-st'_|'_1t'
. o

Linie y = ¢* oder z = ‘lg y als Beispiel eingehender untersucht werden.
In Fig. 149b 1st sie dargestellt.

s

Fig: 149b

A A
i
Pl T
i
g |
.
ol
e o
- e !
| £ 2 - (‘ I' | I; — .\r
2 - f rf}' ey 2 5
.I'I.. o
| ar
Zunichst folgt aus
I I | .'lJf — " = l B 1 _i_ Y = 3] —i.. 1 =t
| b N 17 e Ara Nas : -
i nach Nr. 170, dafs die Neigung « der in dem Kurvenpunkte z, ¢
angelegten Tangente sich aus
1! I R Bz . 4x?
{ tne=04 ;457422 4220
: ] | o] 48 :
maa it
berechnet also aus
2) fan ¢ — ¢* —= Y = Z;j :
Demnach ist die Projektion der in angelegten Tangente
i stets gleich 1, wo auch € auf der Kurve liege. Die Tangente
in € wird also konstruiert, indem man das Lot OB tiallt, von B
aus nach links die Strecke 1 abtriigt und den freien Endpunkt mit ¢
verbindet.
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Fir die Fliche 4 BCE folgt nach der Schichtenformel aus I

t 5 ¥ . 5 2 ¥ i
Do s T S R e e L e D S e e, S
III 1 S i o i e E plele T L B T SR T
L
oder
3) =g 1
So ist z. B.
]
Fel—e¢g*=1
o
In Fig. 149 b ist fiir jedes Lot BC = y — ¢* das statische Moment
in Bezug auf die Y- Achse
i ¥ o L AN el
Yo = L =&~ Jr T g7 T gr T 7

folglich st das statische Moment der Fliche A BCE m Bezug

auf die ¥Y-Achse

Fa T : riI E f:.l | [.":-_L
‘—II__‘.*_'_J'i-{ atd, * glg ]
oder
g 1 1 B 1 | 4 1 1
M, = a (1' . u'] + @ (z‘ A= ,} 1 2 {J' o l') |
( 1 n? g 1 \} L= i (i
—o(G+ o+ mt+ )G rEt D)
= .¢'{(""—--1|—(r’—1 = lf.::)=rr,' — "+ 1 —xtax=nxe*—e"41,
SlS50

4 «-1.-;_.; BOEes = 1y “Jr 1

Das 'I'riigh(rii.s.mu‘;mnut der Geraden BC in Bezug aut die
Y- Achse 1st

8 ah 5

o] o B el e S et e M| [
e e i e
so dafs fiir die Fliche von O bis z wird

.- |,.'1 .":' 'H

e 5z T 3e T

Nun ist aber der Reihe nach

u.s. w. Folglich ist
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m 2t Sl TR g i by A T 3 2) ! 4
Jrlr = (l' Ra 21 =1 ’:,-l] =1 f; { - T I'f) {— 1 (’I e ,'J -
E B[ | : = I [ '_]'.L o I ! ehe
= 1] 5 21 LE 3 _| <% 'J ! 3! _| A | i
i ,r"I b ;
Eoa T - —_ — et [ g _ S -~
S| T TR B R ‘ s 1) = (’» 1 I.]
B L e VR D=
_|!_ 2 | [ [ 11 — 5 —— i e ') '_'J 1 __; € e . 2:, N ) J
-+ Zx 20 — 2 =¢*(x — 22 -+ 2 2.
HI||‘.J' E_'.tLi'lJii{.h
5) o= ¥ (42 = O IOy
Das statische Moment M, in Bezug auf die X-Achse ist zu

behandeln mit Hiilfe der Querschnittsformel

v B . 5 Y |
e L % 1 ) & L j o | 16
i T, £ S o= Sl =l ]
S e O e TR -_-ll R R R G T P R

Fiir die Fliche von 0 bis # giebt dies

M T I e I_h;'_!_
= II | 112 | 219 | 314 |
.'[ir | & ® | B x® 16 2! |
P TN ERe (R e e e
oder
i 1

6) M, —

Das Trigheitsmoment 7., verlangt die Behandlung der Quer-
schnittsformel

Phk [ 82 | 92 R o :
e R TR R

oder
7) :l,rr; — .1 I:r,-l:.':.:-. 1‘ :

Fiir den Schwerpunkt der Fliche 4 BOE folgen die Koordinaten

M, &z —1)—1 M w1

) = - = S — R — = (¥ 1Y
¥ s e O s = e
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Die Trigheitsradien in Bezug auf die beiden Achsen sind

z /@ —2e+2) —2
9) Oy !"_ — L/ A I J ;
7
Ve ST W Ve

Die Abstinde der Schwingungspunkte in Bezug auf beide
Achsen sind

: Ty e (2 — 202 4 2) —2
10} e = T 2
11',-_,..,- (:" :":r_' S 1
1 o
.}r-r K ( rn xro_ l | : "JI‘{ ¥ i
"I,f — _ - = : = " o
R “ 1 2 1) o2 q

Auch das Centrifugalmoment I,, in Bezug auf beide Achsen lilst

sich berechnen. Die entsprechende Querschnittsformel ist
[ o%)" e .lf_ s T '-'1 i ) i e -i_.r:-' L Q 8 ' 16 2 -
2 = 2 | {1 | 21 ] 31 1 4! 1 J
oder
1 '-. T o 4 ; S L 16 18 : |
a0 |0 1= S S s oy S b

JT”.--_» = _|_'

1 g f1
- 'Ig.F'I"(
5 | / 1!

oder, getrennt geschrieben:

L —-'2.:. '—J:.-i-

= <L) Ll i 1 2a)” (2a
[ 3 Lo i 25 i = = L s ;
-” =g 11 l a1 ] 3 51 31 [ :
oder
7 220 o9, % 2 2]
11) _-]-f_J,,l, = |l.r | | — | o2 1 : |
o 1 F!\J'I |
22— 1] —= [22 — 22 1] — [22 — 1] 4 -
o & -]

[n gleicher Weise lifst sich dieselbe Kurve mit Hilfe der Gleichung
»— gy,

oder, indem man den Nullpunkt um die Strecke 1 nach oben ver-

schiebt, mit Hiilfe von

1:L:'| i I“ ] _}_ g Z e 2 _I 8 2

1 e L 4
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behandeln. . Man kann aber die obigen Resultate 'von den zum Recht-
eck ABCD gehirigen abziehen und so das Notige filr die Fliche
CDE sofort hinschreihen. So ist z. B.

Irg ] Ji'" S Jr = e = E.n".'r - ] | = g% (4 — I | —— l — I.')' | [.'(_—'\.."l! | | 2ibs I

I
fithren, Man achte darauf, dals die Formeln fiir 7 und M, identisch
sind,

Die Behandlung der Reihe 12) wiirde auf (1 4 2) Ng(142)—1]41

Das statische Moment von CDFE fiir die ¥Y-Achse wird

:]u‘: — ',_:! —— |f"' (g — 1)< 1]=¢"| '_} a2 -—:— 1 | =t
—y|slgy)—lgy 41| —1.

Man achte darauf, dals dies die Hilfte von T, ist.
Das Trigheitsmoment fiir die Y-Achse wird

¥ -
L £ L e 9 g 0N )] A 3 s 5
Jr-h. -_\'——.."! | —_‘.‘J——r-f,—— _‘?l-_-.rr 3 —= —|—-_;,'.f _',,:——_J
. et o
= | (lgy)P — (lgy)* 4+ 21gy — 2| 4 2

Als statisches Moment fiir die X-Achse findet man

M — (z¢) 5 — e — =5 — 1)+ 1 —o*[Flay— 1]+ 1,

als Trigheitsmoment fiir die X-Achse

el e ) e i sl 1 i
.I'r = 3 |.r — l | = | 3 — '_l + l = I.Fl|"5 I_:: lif ff— = -|— ] &
Das Centrifugalmoment von CDFE fiir beide Achsen wird
: P (& \2 L : 2 . : 5
T de (D . 24 i LA (] I
e — = — (20 — Dt o 28
¥ o (1 )2 2lepy -1 1
e b,-|._-.n‘f)'.l — i Al i |+T
Der Schwerpunkt der Fliche ('DE hat die Koordinaten
- ¥ | b L 1 I LISt 1 \ ]
"ifl’ ¢ 5 T | |+ (g )’ la 1 I 1
Ly = —mr = e - F— - = 3 =
I & [w— 1] - 1 yllgy — 1]+ 1
T e Sl ]
M ; B e e o 2 1 y* = lgy —— |41
.{f\ i — -fr'-' = __ = _— - :[ : _I
ef ] - yllgy — 1]+ 1

Die Trigheitsradien sind
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i s 5 =1
oy = Y=1/ — -
! f fa’ r:ll.-j'—'ll_j]
I [y L gy — Qgw)* + 21gy — 2] + 2
= y [lgy — 1] 4 1 :
"l = - |

Sy
Y |58y
y gy —1]

PR B 1 /
% ‘ g . -9 I G X l/
Fla— 1]+ 1

Die Schwingungspunkte in Bezug auf beide Achsen sind
_;'n'!'.I -
Z]'”I,:, r"( ‘ : — 2 + D — D i o
I:,_I_ ot " 1il==11
.3 i
:'f‘ ],F]}_,-H\I_ le ()2 4 2lgy — _}J 9
?’J’['-]?”M‘z—l“ gL —1 /
bEe A o :
o G e | o S A TR | sk
i e - BT = J
I ].FTI e B 15 | g 1 - 7 1 T
¥ FLl |l —35 I -1 1 iy | 5 gy T |
: g Mg Moy .,
L 5 r £ i Y G ..,.
Auf die mt i 0. IF un 5

I i o u
physikalischen Dinge braucht nur hingewiesen zu werden.

Auch der durch Drehung um die X-Achse aus

l.'—};—':

o |

_]I_' 1

zusammenhiingenden

der Kurve

y = ¢* entstehende Korper lifst sich nach jeder Richtung bequem

berechnen. Denn Querschnitt

i i 8 x® 16 &
Ff.a‘ — y—;‘r -~ — L ""J'T_'

w1437 + S +

folglich Inhalt

i Ipe X 2o I 4 i B ! 5
,I_:l',['l 1! + = I 91 0 e 41___
r ! 2 ! !
w[2m o d&* 81 16 ;3
T TR TR (R e
oder
&£
T a2
o — : II".'- — 1]
[0
Sein statisches Moment in Bezug auf die durch die Y-

gestellte Ehene ist aus der Querschnittsformel

gl i 4]

Achse dar-
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: B 8 B 8t
Vo ol 1 e Bl
g = TYim — xetPs ax |l 5 - T b
e e braadd ™ Bt 5
Sk e e e T .

zu berechnen. HKs ergiebt sich

oder endlich

Das Trigheitsmoment in Bezug auf dieselbe Ebene folgt aus der

Querschnittsformel

3 3 8 it T
. = Y 'mwr: = £ F
o! rl
|
s folot Y
LS Tolot
& 3 < 4 )
T=m[% 4 g+ st oo o]
< 3 14T gt e
=R LS i ;
Die Zerlegung in Nr. 195 giebt
b _r..
e J(] 2 -8 ,,uf,_l._-(J & e 5 -(r 2 2\
=—| [ - - - [ & a0 — -1 = =
'{ ) A i Br o) e g ':) B My ety J}-
T/ 22, (22) 2 4 e 2 )t 2a)® (2 @) 5
€ ) ( = | 7 . F i) { &%
= I._:!.'rl [E‘—}- T o . — |3; - .]I.“ = / ||
e B 21 3 | 8 2 4! J
‘..”rl-' _*' g 2 1) e (2.1)0 o i
L ST R UL T el
P y R 2 a A 22 4 p?-
e e TNy SRl AT g e 4
T /! 1 | 1 2
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Der durch Drehung um die Y-Achse entstehende Kérper kann mit

Hiilfe der Querschnittsformel
Pr=nllg(l1+ 2 == = S E + .. ¢

behandelt werden. Rinfacher geschieht die Berechnung jedes seier
beiden Teile, indem man von dem durch Drehung des Rechtecks
ABCD entstehenden Cylinder den vorher berechneten Korper ab-
sicht. Ebenso verfihrt man mit dem statischen und dem Triigheits-
Momente.

Damit kann die Untersuchung von y =¢* und z = "‘lgy ab-
geschlossen und als Beispiel fiir die Behandlung anderer transeendenter
Kurven hingestellt werden.

D. Die Schichtenformel fiir Kreishogen.

196) Die Tragweite der Schichtenformel Iilst sich dadurch er-
weitern. dals man sie auch auf concentrische Kreishogen anwendet.
Ein Beispiel wird dies kliren.

Kreisbogen und Kreisfliche. Irig. 150,
l?ii- : Kreislinie von llflllilll.‘-i r hat den = 5. 3%
Umfang 2rx. IThre siimtlichen Punkte e _\
haben vom Centrum die Entfernung ». / // ‘\‘/"\__
Wiihrend also e ~ Neer &
D e | | ¢ | L ' \
(], = Z% I 1 r e (A ) 1
4 | il, M /1 |1 |.|"'J
. 1 % . 7 1
als Querschnitt aufzufassen ist, kann man |\ oA ;‘f
: i ==
: o 'l !
gr = (20rm)r = 21°n \\ e /f
als Polarmoment erster Ordnung, N S A
¢, = (2rm)r’ = 27°nm TR

als Polarmoment zweiter Ordnung betrachten.
Demmnach wird die Fliche des Kreises von 0 bis r

das Polarmoment zweiter Ordnung der Kreisfliche

T Qoprd i
A e

Letzteres ist das polare Trigheitsmoment.
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