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09 Abschnitt TV,

142) Die Curve der Radien des Centrifugalmomentes.
In Nr. 140 war zur Berechnung des Cenfrifugalmomentes fiir die
nm gc-l[rphu-n Achsen folegende Formel ;lJl;__-"m\'iL]]tH.‘

1) M, =cos2eM,., + ;sin2e(T, — 15).

o -

Fithrt man die Radien der Momente durch die Gleichungen

FA¥=M,, Fi, =M., Fo,—1T., Fp

1

ein und dividiert man beiderseits durch I, so entsteht die Gleichung

2 A= f; cos 2@ + = (9

<
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a3 B s 3
9}) SIN & 0.

Sind hier T, und 7, die beiden Grenzmomente, sind also die Achsen

die Hauptachsen, so ist M,, = 0, also auch 4, = 0, die Gleichung
vereimfacht sich also zu

3% 2 1 2 2 i

3) A= (g,,—gl}sm_’u,

s
-

- 0 15t

Hier seien die Benemnungen wieder so gewiihlt, dals g,
Dann bilde man

4) 0, — 0, =026,

so dals sich ergiebt

B . "'.'3 + 9] 7 . N Y
D) 4 = - sin 2 ¢ = (¢ sin a) (€ cos a),

so dafs 4 mittlere Proportionale zwischen e sine und e cos e ist.
Dies fiithrt zu fol-
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' = ; und Minimal-
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O FIHE _____f__/-/ Manbilde 0.4 —e¢
- “=h l!‘, - {;T und

schlage den zu 0 A
als Durchmesser gehorigen Kreis, ziehe die Sehnen OF und OC
unter ¢! und o' — 90° Neigung und verbinde E mit A. Zu
AFE =¢c¢smae wmd OF = ¢ cose¢ bilde man die mittlere Proportionale
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2 und trage sie von O aus als Halbierende OP des Winkels EOC
ein. Damn ist OP der Radius des gesuchten Centrifugalmomentes.

Bezeichnet man den Winkel 4 0P mit ¢, so 18t ¢ — a — 45°
also ¢ = @ - 45° so dals Gleichung 3) iibergeht m

[ <

A= ] LO — 0, sin (2¢ 4 90%) = = (Qﬁ == {JU sin (90° — 2 @)

oder in
2 1 2 2 5 et
6) A= (pg — 91) cos2q@ = - cos 2.

Da jetzt 4 und ¢ susammengehoren, was bei 4 und @ nicht der
Fall war, so kann man 6) als Gleichung der gesuchten Kurve
in Polarkoordi-
naten betrachten.

In Gleichung 6) B
liegt  aber eine
neuere und ein-
fachere Konstruk-
tionfiirdenRadius
1 des Centrifugal-
momentes.

Man zeichne
denselben Kreis
wie vorher und \
trage MOC=2g¢ | 0 /
ein. Als Winkel- =
halbierende trage
man die mittlere Proportionale zwischen OM und OC ein,
was OP =4 giebt. Dies ist der Radius des Centrifugalmomentes
fir die beiden unter - 45° gegen OP geneigten Achsen.

Fig. 113.

Boweis. Nach der Konstruktion ist
OM:0P= 0OP: 0C,
also
OP:—= OM-0C= 0M- 04 cos2¢p = : (ecos2 @) = ;i: cos 2 @.

Dies stimmt mit der Gleichung 6) iiberem.

Man achte auf die Ahnlichkeit der Dreiecke OMP und OMC.
Das in dieser Konstruktion liegende Abbildungsprinzip wird uns
noch mehrfach beschiftigen.

Triigt man® O P auch in entgegengesetzter Richtung ab, was der

(Hleichung ¢ = —+ l - f"-'-.-'f- entspricht, so bilden die Endpunkte aller so

konstruierten Radien OP eine schleifenférmige Kurve, die sogenannte
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Lemniskate, genauer bezeichnet, die ¢

=

leichseitige Lemniskate,
tiber die spiiter eingehender zu sprechen sein wird.

145) Dasselbe Resultat hiitte man gefunden, wenn man von

den G

eichheitsachsen ausgegangen wire. Fiir diese geht,

da fiir sie 7, = T, also 0, = 0, 1st, Gleichung 2) iiber in
22 a2 e*
A= A cosZ o - cos 2«
1 | 9 17
L . e - - . ¥ e |
denn jetzt ist 4] gleich dem Maximalwerte ~-, also 1, =—¢)/! = 0D

in Fig. 119 und 4 wiire aufzutragen gewesen auf die Gerade, die den
Winkel zwischen ¢, und «, -+ 909 die also mit der einen Gleichheits

¢, -+ (e, - 907

achse den Winkel o = o; - 45" bildet. Setzt man
o, + 45" = @, also «, = @, — 45°, so geht die Gleichung fiir 2
tiber in

o e? ; e

Lf = _ cos 2 (g, 45%)
Hitte man aber von der um 45° zuriickliegenden Hauptachse aus
den Winkel geziihlt, so hiitte man statt ¢, zu schreiben @ -+ 45°
und aus @, — 45" wiire geworden @ +45° — 45" = . Demnach

hiitte man wieder die Gleichung

i =i {.;"
(i) At= _cos2 g

gefunden.

144) Bemerkungen iiber die Lemniskate des Centrifugal
momentes.
0A und OB sind die Hauptachsen der Trigheitsellipse. Da

= . 1 = : : .
g, = @, angenommen war, 1st < —, d. h. die grolse Achse der
a 0y 0’ :
Triigheitsellipse fiillt in die Richtung 04, die kleine in die Richtung
OB. Man bezeichnet "die Punkte M und M, als Brenmpunkte der
. e 5 . 5 e o2 T . i
Lemniskate. Fiir ¢ = 0 ist 1* — o 080 =, dies giebt den
/1

Maximalwert O = ¢}

momentes. Fiir ¢ = -} 45° erhiilt man

(J_ilj tiir den Radius des l,'|-1|1.|'jj‘11la_1_'-,;l.

o e
a— - €08 900 — ().

Demmach geben die Richtungen -}~ 45° unendlich kleine Sehuen, d. h.
Tangenten. Im Punkte O haben also die Tangenten ‘der Lemmiskate
die Richtungen - 45°. Es verhiilt sich

8

OM:0D=:: . Y2=1:)2.

- -
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Durch G
dargestellt. In gewohnlichen Koordinaten wiirde sie folgendermalsen
zu bilden sein. Es ist

eichung 6) war die Lemniskate in Polarkoordinaten

] e B SR S & & : y W
-y = A, COBQ = e ——, Slllgp = - = = =
L 'E wt -yt A 'l a2 _'_ y*
al=o
g 5 e il y* i i
S el SRR ]
COE Z @ — COs s11 —_— e = e = — [
¥ ¢ =ty P y o1y
(Hleichung 6) geht aber iiber in
o [ A
2y = 2
. -+ Y 2 2+ y®
oder in
1) (@ 4+ y°)f = < (&° Y
Fig. 121
|
Fig. 120
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Die Haupteigenschaft der Kurve ergiebt sich aus Folgendem:
Man verbinde einen Lemniskatenpunkt P mit M und M,, dann ist

PP — [.‘r b2 ;J" 1 ;?f"'.

g / eh\2 5
= v = ) T ‘i 2
S ey [

folglich

= , = = E =

plet = | (.'f"': ol :,',-; =F E;J il ("""_J ; (: i '."J"'J ] 1) er

oder
{.'"

o= (@ + P 5@+ ) F o — St

Nach Gleichung 7) ist aber fiir die Lemmiskatenpunkte

0= (224 ) — = (22 — ¢?)-
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Durch Subtraktion folgt aus den letzten beiden Gleichungen

: Tt 1] !'" g 2 et
g =g = T i i T 6
also ist
" (,'.‘. ren s
h.] -}Jf{:Tz f_—_; :

Das Produkt der ,,Brennstrahlen® einer Lemniskate ist also

eine konstante Grolse.

Ist 2., der H;!};i!rlrz!|is_‘i|';lg Hir den Radius des Centrifugal

- o . A1 i
momentes, so ist 4, = e}/, man kann also auch schreiben
I. ':-m ' 2 ) = ;'.j.'
Y = 4 = o

Aus der Eigenschaft 8), welche die Lemmiskate als besonderen Fall
der Cassinischen Kurven pg — a? erscheinen lifst, folgt eine weitere
einfache Konstruktion

kiirlich an, so konstruiert man nach 8) ¢ mit Hiilfe der Proportion

der Lemniskate. Nimmt man niimlich p will-

[; £

Moo= gl

Die Lemniskate fiillt eine gewisse Liicke in der Kurvenlehre aus.

f|1_'.'|"|?l P q = 2q und e = Za sind !]I:l {l||4'§t‘h[|]]IL{1'_\jL der H ]jl]"“"
1 i} . . . - . .
und der Hyperbel, £ — ¢ ist die Gleichung des Kreises. Hier er-
! ) g {
scheint p-g = ¢ als Gleichung der Lemniskate, womit eine gewisse
Gruppe von Kurven abgeschlossen ist. — Spiiter soll nither auf diese

Kurve eingegangen werden.

145) Die Fixpunkte oder die Punkte
momentes.

constanten Trigheits-

Die durch den Schwerpunkt gehenden Koordinatenachsen seien
die Achsen kleinsten und grifsten Trigheitsmomentes 77, und e
Auf der Y-Achse trage man die Emtfernungen SC| und S¢, gleich

, = ¢ ab. Dann wird behauptet, €, und €, seien fiir die

Vo, —e

beliebig gestaltete Fliiche F' die Punkte konstanten Trigheitsmomentes.
Beweis. Fiir jede Achse, die mit der Hauptachse X den Winkel ¢

bildet, ist, da fiir die Hauptachse M,, = 0 ist, nach Nr. 133

o

0, =@

L/

] g a9
Sl ¢ - g, cos -

5

[

also 1st fiir die parallele um p entfernte Achse K nach dem Ver-
schiehungssatze (wo I sich weghebt)

9 ¥ 7 g

@ =09, tp =g,sin ¢+ g cos a-+p
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