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Diese Ellipse ist namentlich in graphischer Hinsicht von Wichtig-
keit, und sie wird hier nur vorliiufig erwiihnt, um Verwechselungen vor-
zubeugen. Ist O der Schwerpunkt S, so hat man die Culmannsche
(.’t%litt'ufﬂJi],me_-,

Die Culmannsche Triigheitsellipse ist iihnlich und #hnlich liegend
zur ersten Ellipse. Die Mittelpunkte beider fallen zusammen. Die
Brennpunkte der Lemniskate des Centrifugalmoments liegen auf der
grofsen Achse beider Ellipsen, die Fixpunkte auf dex kleinen. Spiiter
soll die zweite Ellipse eingehend behandelt werden.

147) Um zu erkenmnen, auf was es bei den Berechnungen dieses
Kapitels ankommt; mufls man einige numerische Beispiele nach jeder
Richtung hin durchrechnen. Wird z. B. mit Millimetern gerechnet,
so nimmt die Trigheitsellipse erster Art mikroskopisch kleine Dimen-
sionen an, so dals man sie in 1000- bis 10000-fachem Malsstabe
zeichnen muls, um sie zu veranschaulichen. Die Culmannsche Ellipse
dagegen erhiilt brauchbare Dimensionen. Fir den Maschinenbau
sind solche Berechnungen von geringerer Wichtigkeit, wohl aber fiir
die Fisenkonstruktionen des Hochbau- und Briickenbauwesens. Fiir
die dort auftretenden Querschnitte sind Normalprofile festgestellt.
Jedes derselben kann als lehrreiches l"'h11ng‘rd'reiﬁpiu1 Verwendung finden.
Im nachstehenden Abschnitte ist ein ungleichschenkliges Winkeleisen
numerisch behandelt. Ein Normalprofil wurde absichtlich nicht ge-
nommen, um gewisse Eigentiimlich-
keiten schiirfer hervortreten zu lassen.

Abgesehen von der rein prak-
tischen Verwertung fiir die Festig

Fig. 124,
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148) Beispiel des ungleich- ' <
schenkligen Winkeleisens.

Gegeben sei /i = 300 mm, &, -
20mm = b, b, = 200 mm. Die
Hauptaufgabe soll darin bestehen, v 1 [ ¥t %
die Lage der Haupttriigheitsachsen
fiir den Schwerpunkt zu bestimmen
und daraus gewisse Schliisse zu ziehen. Der Einfachheit halber sind
die Resultate jedesmal auf ganze Millimeter abgerundet. Dadurch treten
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100 Abgehnitt TV.

Ungenanigkeiten in die Rechnung, die praktisch ohne Belang sind,
da der hu]]]ruf_gu-!'h- Charakter des Materials doch mniemals \'{=rh1'i!'|¢_{t
werden kann.

) Schwerpunktsbestimmung. Die Koordinaten des Schwer-

punkts werden nach Nr. 3)

i
i

; byhy + bahy (2hy + hy) 90 . 280% - 200 - 20 (560 - 20)
g 2R + bR N 2(20 - 280 - 200 - 20)

3 888 000 .
= = ~ 203 mm,

19 200
byhy -+ byhy 202 . 280 4 2002 20 912 000 48
o —— —— — — [ &,
1 2(b hy 4 byhy) 2(20 . 280 4 200 - 20) 19 200 i ey

b) Die Trigheitsmomente 7', und T, werden nach Nr. 61)

Jr == ll i.l".rl.‘rﬂ:‘i ~~|— I}:Hij h:i”;

— 520 208% 4 200 - 97° — 180 - T7%| = ~ 89 220 000.
L, =5 he, — he + hye, |
e | 800 - 48% — 280 . 28% + 20+ 152° | =~ 32420 000 .

Demnach ist das polare Triigheitsmoment fiir den Schwerpunkt
T, = 121 640 000.

¢) Das Centrifugalmoment M,, fiir die Schwerpunkts-
achsen. i

Fiir den Mittelpunkt jedes Rechtecks ist das Centrifugalmoment
gleich Null. Nach dem Verschiebungssatze ist dann M, — 0 - p g, F,,

My =04 p,q, Iy, und zwar sind die p positiv einzustellen bei
Verschiebung nach links, die ¢ positiv bei Verschichung nach unten.
Fiir das Rechteck mit Seite 300 sind die Verschiebungen p, 38,
g = — 93, die Fliche F, = 6000. Fiir das Rechteck mit Seite
200 20 — 120 sind die Verschiebungen ps = 4 62, g, = 4 87,

die Fliche F, = 3600.

So ergiebt sich

M, — 0 -1 ( 38) (— H3) 6000 = 12 080 000 .
M, = 0 + (4 62) (4 87) 3600 = 19 420 000 ,

folglich ist das gesamte Centrifugalmoment

M,,= M, + M, = 31500000.

d) Die Lage der Haupttrigheitsachsen,

Nach Nr. 140 ist
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; ] T G3 000 000 G50
ban Do — — 1 == SN
: g A ) A 200 000 AR
G630 Fa o [
lg o = lg tan & =0,04499, also gehért zum positiven Bruche
im ersten Quadranten der Winkel § = 47°58', zum negativen Bruche

also im zweiten Quadranten der Winkel 2 ¢

662 1°
i.v:‘i', |'113E_§_§Jii'|l!

= 132°2". so dals & —

Die eine Hauptachse der Triigheit ist unter 66° 1" gegen die
positive Richtung der X-Achse geneigh. Die andere steht senkrecht

dagegen.
e) Das maximale und das minimale Trigheitsmoment.
Nach Nr. 141) wird fiir die beiden Grenzmomente
S o i gty
I— = | : = gec 2o

28 400 000

- (50 820 000 -~ _— B0 820 000 == 42 420 000 ,

- ¢os 132" 2
Folglich 1st
T — 103 240 00 hs T = 18 400 000,

NAax min
Die Summe beider giebt selbstverstindlich wieder 7.
) Das maximale Centrifugalmoment fir das Strahlen-
biischel durch S ist
o
B U ML 40400600

nmiax s

i =

Die Grenzwerte der Trigheitsradien.

,"l 1

17/ S
mMax A 1085 240 000 ey T o
0= ]/’ e — " — 103,71 mm = ~ 104 mm ,
5 I o 600 ?
nmax
LTE
r
£ i S 15 400 000 o G
n— |f’ ';'f' P —= 4378 mm = ~ 44 mm.
min oht

h) Die erste Centralellipse wiirde die Halbachsen ]_;lll mm
und ll1 mm erhalten, so dafs ihre graphische Darstellung bei den an-
agenommenen Mafsen nicht praktisch erscheint. In umstehender Figur
ist sie 1m willkiirlich gewiihlten 10 000-fachen Malsstabe eingetragen,
was b = 96 mm, ¢ = 227 mm giebt. Letzteres fiillt in die Richtung
K I, ersteres in die Richtung MN.

Hauptachse ist das Verhiiltnis 104 : 44 oder 26 : 11 oder etwa
H: 2 fiir beide Achsen.




102 Abschnitt TV, "

Man erkennt fiir die Festigkeitslehre sofort Folgendes: Bei

Strebbeanspruchung giebt das Winkeleisen in der Richtung M N

nach, hilt aber stand in der

Fig. 125 Richtung K L. Die Tragfihigkeit

im einfachsten Einspannungs-

falle ist, wie die Festigkeits-
ehre zeigt, hichstens

A

wo P die Tragfihigkeit, & der

Elasticitiitsmodul des Materials,

| [ S/ | die Hohe ist. (Alles auf Kilo-
II &/ / o grammeund Millimeter reduziert.)
\\\ e ' Bei Biegungsheanspruchung
K -

durch emn in senkrechter Ebene
wirkendes !'(r';'if'f'c'-]rz!'rtt‘ wiirde es
am giinstigsten sein, M N hori-
zontal anzubringen. Im Falle des Freitriigers wiirde die Grenze der Trag-
fihigkeit sein P = '\f” ; Wo S die zulissige Spannung des Materrals,
[ die Linge des Freitriigers, W — KI bezw. W = :r das Widerstands-
moment (auch Querschnittsmodul Z genannt) des Quersehnitts be-
deutet. M N ist bei dieser Belastungsart neutrale Achse. e, und e,
sind die Entfernungen der fuflsersten Fasern des Materials, wo die
Zug- und Druckspannung am stirksten werden. Welcher von den
beiden Moduln zu wihlen ist, hiingt von den Tragmoduln des Materials
fiir Zug und Druck ab.

Die Festigkeitslehre zeigh ferner Folgendes. Wird der Frei
triiger in beliebiger Lage eingemauert, z. B. in der gezeichneten, und
wirkt das Kriiftepaar in  senkrechter Ebene. so gilt als neutrale
Achse der zu dieser Ebene konjugierte Durchmesser der
Ellipse, dessen Richtung sich aus der Tangente im Schnittpunkte
ergiebt.

Denkt man sich den Querschnitt homogen mit Masse helegt
und um eine in seiner Ebene liegende Schwerpunktsachse gedreht, so
setzt er der beschleunigten Drehung den grifsten Widerstand ent-
gegen, wenn M N Drehungsachse ist, den germgsten, wenn KL als

soleche gewiihlt wird., Die entsprechende Energie wird im ersten

Fal

rrr o SR B 3 = . . S
e 7, im andern 7 5 » Wo & die Winkelgeschwindigkeit ist.

max = min =

Aus der Drehung um eine Achse, die in § auf der Querschnitts-
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ebene senkrecht steht, wird die Centrifugalkraft gleich Null, die Energie
wird 7, -

5
i) Die Culmannsche Triigheitsellipse. Ihre.lange Haupt-

achse fillt mit der der ersten '.I.“r'i.lf_:'ltl,'ii'rif"l|i1!h‘£'ﬂ

zusammen, der sie iihnlich ist. Die Hauptachse Fig. 126.
4, = 104 mm fillt in die Richtung MN. Die N
Brennpunkte # und F; liegen in den Ent-

fernungen

P = l"fQ: - {]! = ]’:"f]H-I-2 — d44F = | 04 mm

nmax min

von S auf MN.
Triigt man diese Entfernungen von 5 aus aut

K L ab, so findet man die Fixpunkte €' und C, des
Querschnittes. Fiir diese sind also die Trigheits-

ellipsen Kreise vom Radius o = 104 mm. Fiir

max
beliebig gerichtete durch Cund () gehende Achsen

sind die Trigheitsmomente gleich 7'= 103 240 000. Man erhilt den
; max
Triigheitsradius fiir eine beliebige Achse der Ebene durch die Gleichung

P =0+ p 1= 104* + p, ps.,
nas
wo p, und p, die von den Fixpunkten aus auf die neue Achse ge-
fiillten Lote sind.

Fiir jede durch S gehende Achse findet man den Trigheits
radius, indem man auf die parallele Tangente der zweiten Ellipse
ein Lot fillt.

k) Die Lemniskate der Centri
fugalmomente fiir je zwei Schwer- 0

Fig. 127 a

N

punktsachsen.
Ihre Brennpunkte fallen in die
Richtung M N und haben von S die

Entfernung - I = 0= + 47. Der A~

»
grifste Halbmesser SG  wird gleich
1 1 o sl o
,,-].:’ - = 94 ].-" ;= 00 mm = A V-
I}i-.l ,;.-_I I": —..]'-lrmslx “‘(‘_‘T'Ei{*“ 'I]']l[[‘.‘%: 50
ergiebt sich hier eine wichtige Rech- : _
nungsprobe. Man erhiilt in der That den M U R
fritheren Werth A%. 9600 — 42 420 000.
Einige Punkte der Lemniskate hitte man aus dem Obigen
ableiten kénnen. Fiir die unter 45° geneigte Gerade hiitte man als




104 Absehnitt IV,

; i y :p . T 17 My /81500 000
Radius des Centrifugalmoments gefunden 2,, —= |/- = % o
— ~d{mm. Dies muls mit der Zeichnung iibereinstimmen und

giebt durch Symmetrie noch drei andere Punkte déer Kurve,
1) Bei der Drehung um irgend eine in der Querscl

liegende Scl

mittsebene
hwerpunktsachse entsteht im

allgemeinen ein aus zwei
senkrecht gegen diese gerichteten Centrifugalkyiiften zu

[lelli_'_Tlf!l,'."I
Centrifugalmoment, dessen Grofse durch d

en winkelhalbierenden Radins

der Lemniskate angegeben wird. Dieser Radius ist gleich Null in

Fig, 127D,

den Richtungen der Tangente R @ und V W, folglich ist das Centrifugal
moment gleich Null fiir die Hauptachsen KL und MN., Diese

Fig. 127 e

sind also freie Achsen des Querschnittes. Die dritt

e freie Achse
ist das in S auf der Querschnittsebene errichtete Lot
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m) Auf andere Aufgaben der Mechanik, bei denen es sich um
Pendelschwingungen, excentrischen Stols, um Mittelpunkt des Wasser-

drucks und degl. handelt, sei gelegentlich dieses Ubungsbeispiels nur

kurz hingedeutet, da sie nur fiir die Ubung im Ansatze, nicht aber

fiir die Praxis Wert haben.
149) Im Anschluss an Culmanns Graphische Statik sind in den

nebenstehenden Figuren mnoch einige Centralellipsen zweiter Art
ewisse Querschnitte skizziert worden, die fiir Ubungsbeispiele

fiir g
brauchbar sind.

Fig. 187 ¢

|
E-_"'- ______ ""' ‘:-'—-__i:'-_-:\li'__'_'_"_-'--------’-’.
7 Fig. 127Th

stellt den Querschnitt einer Schiene dar, Fig, 127° ein
127° ein Z-Eisen, Fig. 127f

Fig. 127"
Winkeleisen, Fig. 127 ein L-Eisen, Fig.
ein U-Eisen, Fig. 127¢ ein T -Eisen,

Fig. 127* em Quadrant-Kisen, auch Fig. 128
Zores-Kisen genannt. e .
| R ¥
. = glo
150) Aufeabe. Die Grenztrig- . X
- i = = et ¢l ;
Viertelkreises ) i \\

] Ll \

|

[]L_‘?‘i

heitsmomente
fiir den Mittelpunkt zu berechnen
. e roaw "
Aus T, = T, = -~ folot nach der P45
15 08 —y = 1y
U b =
s

Gleichung

lo=1T,cos*c-} T, sin*e¢—sin2aM,,

fiir den <C ¢ = 45"
sin 2&.M,, = 1T, sin 2a M, , .

I. = T,(cos* ¢ + sin®e)

L , folglich

Nun ist aber M,
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