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§ 56. Triagheitsmomente von ebenen Flachen.

905. Das Trigheitsmoment eines Rechteckes in bezug auf die Grund-
linie als Achse. Fig. 170.

Auflésung: Man denke sich das Rechteck in unendlich viele Streifen,
welche senkrecht zur Grundlinie stehen, zer-
legt. Ein solcher kann dann als materielle
Linie aufgefaBt werden. Ist die Masse des-
selben m, so hat letztere in bezug aui die
Grundlinie des Rechteckes das Trigheitsmo-

mh> . A 1
ment — — Demnach ist dasjenige des
3]

Al J  ganzen Rechteckes
. « (m B BE e
J:,u — ln\ 3 ._.' =3 -2 (m), d. h.
M. .
Jy= 5 hE .. . (186)

b

?
t.J Qetzt man statt M die Fliche des Recht-

L g’ eckes bk ein, so ergibt sich das geometri-
flﬁ___ s sche Trigheitsmoment
. bR
3

206. Das Trigheitsmoment des Rechteckes in bezug auf die zur Grund-

linie parallele Schwerachse. Fig. 170.

s (IR

Fig. 170. J,=

Auflésung: Laut Reduktionsformel (179) wird

i .1 '1.
J =J —M - = Ifa'*— Ifa'*‘. d. h.
7 J 4 3 1
i) o
Jo=Toh? oo (188)

Wird statt M die Fliche des Rechteckes b-h eingesetzt, so ergibt sich
das geometrische Trigheitsmoment
: bh?
Ly
207. Polares Trigheitsmoment eines Rechteckes in bezug auf seinen
Schwerpunkt als Pol. Fig. 170,

cew s (189)

Auflésung: Laut (181) ist

: i i i
J =dJ L Jy= ] he = & b2, somit
P Ay 12 ol
M

(PR e RO

"P =

12

Das geometrische, polare Trigheitsmoment wird

[5G penes e
Tp=15 (Bh4BRY). . ... .. (A9)
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208, Das Trigheitsmoment eines Dreieckes in bezug auf die zur Grund-
linie parallele Schwerachse. Fig. 171.

Auflssung: Da die Dreiecksiliche 4 BC gleich ist der halben Fliche des
Parallelogrammes 4 BCD, welches mit ihm gleiche Basis und gleiche Héhe

£ & 7
e L],
B e
| | f ;,
¥ A | | F.."
ot !
!lr “1{ | f."l ']"t
y b i
s
4\
¥ : = jj
(q (r4__ PR B =
1 2
||‘__ AL }F RS R T = _)—|
- == = Ef._ — SR =

Fig. 171

hat, so ist das Trigheitsmoment des Dreieckes in bezug auf eine zur Basis

parallele, die Hohe halbierende Achse

1 2M B!
—_— . }g.l'" e I
m— 91D 12

}'!‘E

Demnach in bezug auf die zur Grundlinie parallele Schwerachse

. fh\* M i
J=dJd —M| | = . k- 1 h*
£ 8/ 12 36
M
ot g = ‘z....-.r-n... 1"-2
! 'IHh (192)
Das geometrische Trigheitsmoment wird
bh’
J,= e Sl = ey (il
36 L

209. Das Triigheitsmoment eines Dreieckes in bezug auf die Grundlinie
als Achse. Fig. 171

. . (RN M e B 6 2 :
Auflésung: J =J, 4+ M | {, =kt B =— -)‘ ME2, somit
g A \3/ 18 9 36
|/
-;( = {' R e e e e e R e e (19-‘-)
i
Das geometrische Trigheitsmoment st
bh’ 5
J!,_—-]i..............[1!]5})

210. Das Trigheitsmoment eines Dreieckes in bezug auf eine durch die
Spitze parallel zur Grundlinie gelegte Achse. Fig. 171.
Auflosung:

M for N& M +
J —— b= M-(Sh) =Rk = MA® somit
sp 18 i 8 =0
1/

Tp="ght .. .o (106)
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Das geometrische Trigheitsmoment ist

i b’ ¥
'!_e_;a' 4 oo (]!]I)
211. Das polare Triigheitsmoment eines Dreieckes in bezug auf den
Schwerpunkt als Pol. — Fig. 171. — Gegeben nur die Seiten a, b und e.
Auflosung : Es st J =J - Jy
: p .
Bedeuten A, und A, die Massen der Dreiecke ACG und BCG, dann
lafit sich schreiben
A rof B2
Y R R Lt a | = 2y
J*.J - ! m:—— —= n>— M ]
6 LLEh i 2/
Da A, A,= A ACG: BOG
und A ACG: A BOG=m:n, folgt
f" -
FAS b
Nun (A, (m—-n):n
und (A, 4 A,): Ay=m-4n):n
. m "
Daraus A, — Mund A, = — .M
e el 7 /) = Tt
Demnach ergibt sich durch Substitution von A, und A,
L3 5 5 W M W
. m E [ i a - 8 oy i ; 3
of == — M- M ——(2n—b) =—=(m*—mn+n%)— —(n—m)®
6 (m +mn) 6 (m—n) 9 6 9
L 3 A .
J =—h — (m*—mn - n*) — (n* — mn - m>)
P 18 6 4 2
Mo S .
— (B - m* - n® - m-n)
18 ° !
- *1I 3 3 TP ¥ ; 3 ¥y =
= 36 [(A% - m®) 4 (h* 4 n?) - (m® -+ m n - n?)]

.[,,:jlf; (@®+0*+¢¥)..........(198)

Das geometrische, polare Triagheitsmoment in bezug auf den Schwerpunkt
als Pol 1st dann

J,,:_f;__ (@b ley . .. .. . (199)

£ S 212. Geometrisches Trig-
heitsmoment des Trapezes in

| R # Fiih i1 bezug auf die zur Grund-
N 2 4 |z linie parallele Schwerachse.
- o R L
N w7 Fig. 172
, et T Auflésung: Das Trigheits-
\ K3 E i J:J! moment des Trapezes in be-
L ot " . = .
4, . . . zug auf die Achse J ist so
It =5 ' B Syt 0
| 15 0 | groB wie dasjenige des flichen-
. gro g
r  gleichen Rechteckes, also
1A H = A ; i
CESE e e it 5l a—b k'
4L JJ.:.- — .

Fig. 172. 2 12
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Dasselbe soll nun auf die Schwerachse reduziert werden. Zunichst ist

lerzu & notig. ) | o
hierz g IEJ;!.;LJ_E{JIE‘_J% __ a5 b'h-&'
R AT 2 :
. h a-+2b
& CIE 1 b
i -k kR al-25 R .r‘} 2(a--2b)| h a—b
6_‘_’-_:22_1 - b LT T 6 a--b
= a i b .’t: @ —I}— b FI|-\-"_.?a @ — i; 2
2 12 2 e e % -
J — 4] hﬂ — f:: , (@ = b)* _ [
e 24 2 a-}b
T fﬂ : 3(a-=b)— (a—Db)*"
) 12 i
B 3a-LBabt30°—a®+2ab— 07
J =—" . :
F [ = b =
7 i3 a2 -1 8ab-l-2b%) ,.;_-_T = L
RS T:.’H:--E-Ix]-q—“ s tot od ] %

Sl : Fig. 173.
, n a*4+4ab-+b° :
Jy=5z" ' ' s e Yl Lo ek iRtk (200D
36 -0
213. Geometrisches Trigheitsmoment eines gleichschenkligen Trapezes in
bezug auf die die Mittelpunkte der Parallelseiten verbindende Achse. Fig. 173.

Auflosung: [ [a- =
e hib? Lalg (RS a3 :Ir_ a— b If{ Wi b\-:l'rl
JEA 36 ) = b )
o= hb? Ao h [ h(a flh]": i f.?; e _:”u- —:— 2 {J"'::g '
TR L 8:36 ] N 6 /
he*  2h(a—b) by e
= o) = =3 [l_rf—hj--i--‘.*-{a-i—-:.‘b)‘]
hb®  2h(e—1 :
e FI 1 =1 J-l:” 26 ) (a* —2ab-+b*4-2a* -1 Bab-| 857
= - ab
kbt o hla—1 -
" 20E—0) s T iean 1 99%)
L= 8- 36 - : :
At . 2h(e—B) ., | . e
J = e 8.1 (a® -4 2ab - 3b%)
= j; (4% a® —a*b - 2a°b —2ab*4-3 abt—35%)
e el I 5 i
o — 18 (a® 4 a*b |- ab® - b%)

i
J l: [ (a - b) 52 (a - B)]

Jorigmas 2o | !
J == (@0 (a+b) ..... 000 (201)
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914. Polares Trigheitsmoment eines reguliren Polygons in bezug auf
dessen Schwerpunkt als Pol. Fig. 174.
Auflosung: Das regulire Polygon habe n Seiten und die Masse M. —
: _ M ; , 4
Ein Dreieck S4B hat die Masse . — Das Trigheitsmoment dieses Drei-
(i B
eckes in bezug auf die Achse SF ist

S M ey
D% "om 6\2/  24nm

@
g®

In bezug auf die zu SF senkrechte
Achze ist dasselbe

Daher ist das polare Trigheitsmo-
ment dieses Dreieckes in bezug anf die
Spitze als Pol

Mo ear o M B2
- v g*  J2e - —
P 2n Zn n \24 2
} M 35
Fig. 174. Ady=p i\ B T 15

Alle Dreiecke haben nun in bezug auf S dasselbe polare Trigheitsmoment,
daher gilt fiir das ganze Polygon

M8
Jp=- .I\h--- 13) (202)
Das geometrische, polare Trigheitsmoment des Polygons wird
‘-F.-r Il,-' - .“,-_‘\.I
e 2.1 ] |
o= [ 2 . (203)
: 2 ‘
Fiir den Kreis wird s =0 und A=, daher
=, M (d* N )
Od,= B == UJ, somit
M .
O p= < O gt il & ol o e B e 1 '
T . Ay 1 7T B =3 N | .
Wird statt M die Fliche 3 1 gesetzt, so ergibt sich das geometrische,
polare Trigheitsmoment des Krelses mit
T =
:.:‘;r‘f‘” = :;\-J fr‘l N T R R R e PR PR (2'].})

Fiir den Kreisring, Fig. 175, werden, wenn M die Masse des duleren
und m diejenige des inneren Kreises 1st:
i

M. .
mech JJ,—"- = D — = d® oder

1

mich O =— 1 (M D*—md? .......(2006)




I fo Freh )
geom | = Dt — — d*| oder
C R 8 \4 Bl

goom J},'——:;E(D"—{I"} e el {2”:)

915. Das iquatoriale Trigheitsmoment eines reguliren Polygons in bezug
auf eine Schwerachse. Fig. 175.

Auflosung: Das Tragheitsmoment des Po-
lygons in bezug auf die Achse Sd 1st ebhenso
groB wie in bezug auf die Achse SF, weil die-
selbe ebenfalls durch den Schwerpunkt und einen
Eckpunkt des Polygons hindurchgeht. Ist nun
SA4 gegen die Achse SF unter dem Winkel «
geneigt und heifit das Trigheitsmoment des Po-
lygons in bezug auf sie J,, so ist J =l

Somit wird laut Formel (180)

g, = J’.-{'trh"llr-_‘--_ J ssin®e=J_ oder

o eo(l= cos ) = J;I_-.-aiuf{c. d. 1.1.
'Jr” = J.J.' =J 1y

Das Triigheitsmoment des Polygons in bezug auf jede durch Schwerpunkt
und Eekpunkt gehende Achse wire demnach konstant.

Fig. 175.

Fiir eine unter dem Winkel ¢ gegen die Achse SF geneigte Achse er-
pibt sich
J,=dJ_cos?p | J” sin®
I)ﬂ J_.': r;{“ iﬁl‘-_. 1‘!)1%.{_‘.-
J,— {enste -+ sinp) =4J_, d. h.

Temdy =, . - s st (308)

., Das Triigheitsmoment eines reguliren Polygons ist fiir jede Schwerachse
gleich.*

Da die Summe zweier iquatorialen Triigheitsmomente in bezug auf zwel
aufeinander senkrecht stehende Achsen das polare Trigheitsmoment des Quer-
schnittes in bezug auf den Schnittpunkt dieser Achsen als Pol ist, folgt

M et
- (A2 = | J +J =2 J., daher
g N Tl mesl W
: | B R A ’
0 Y 1 |I\ft-'—|— 12 | (209)

e

Das weometrische, #dquatoriale Trigheitsmoment des Polygons 1st dann
- . | : i

) _Il'." Lol .,-2\
a}m:rfy = '_I_L*'_;“' .;_]J L RIVE NG S L, P, B S, IO (2[{}}

4\
Fiir den kreisformigen Querschnitt ist das mechanische, dquatoriale Trig-
) d
heitsmoment wegen s =0 und A= _
M

o i o uiadpme gy, met A1

o
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und das geometrische, dquatoriale
B
S ey R R e S s e R g )
G4 A=ty

Fiur den ringformigen Querschnitt ergibt sich das mechanische, dquatoriale
Trigheifsmoment mit
M D 1
e = —_ i
16 16

und das geometrische, dquatoriale mit

7 R R

| 5 T 2 %
J=—D*— _d? oder mit

64 b
oy RO, RN e B[
64

216, Die geometrischen Triagheitsmomente einer Ellipse in bezug auf

= ihre Achsen zu suchen. Fig. 176.
> | Auflosung: In bezug auf die
kleine Achse ist das Tragheitsmoment
des Fliachenstreifens ABGH

s B ADd=AB-§. 2
= P w—— ; .
{ - Wegen BO:C0=F§:CS oder
/-,a Xi \'l BO:CO=0b:a ist
| | .~ b
L 3 R o AB=2.08B— .00

MBS el a
! ;} ¥ ] 3
Fig. 176. AdJ=—.00.8-2°

. a

Das Trigheitsmoment der Ellipse in bezug aunf die kleine Achse ist
demnach

b .\
J=2.2|—.C0-§-2" |
\a J
b :
J=—-2Z(2:.00.9:z>)
@

2.00-8 izt der Inhalt des dem Kreise angehorenden Flichenstreifens
DCJEK. — Daher wird

b Lkt
J -2 (DCJK - z7)

il

y b
.-;r:: -J-JO—' J-_rt'i

¢ A a 4
J':..z—'n‘-"'b_________,......{2153)

Ebenso findet man in bezug auf die grofie Achse

B eV s s (E0)
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