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Das Trägheitsmoment des ersten Flächenstreifens f1 in bezug auf MN
ist 4 y * —

F
Da A010 ~ a & 7 , folgt y1 : —- = ab : f1 , so daß sich ergibt

2t

— F
f1 Vi = ab • -- und

— F
fiyi = ah -

^
- Vi

ah ■ yx
ist die doppelte Fläche abl . Demnach wird

fiyi * = F - flabI
Desgleichen . f^ ys

* = F - fl bell

fio Vio = F - fl fdX

Somit ist das gesuchte Trägheitsmoment in bezug auf die Achse LIN
J == A ( /y 2

) = F • fl (al II . . . . Xla )
Für die Schwerachse AB wird

J — J — F • e 1
S

Da das Dreieck a Al gleichschenklig ist , folgt
al — 2e und

fl Aal = 2 e • ^ = e2
z

Dann wird J s = J — Fe 1 = F ■ fl (al II . . . Xla ) — F • fl ( A al )
J S = F F 0 . (217)

wenn die von den Seilpolygonseiten und den Verlängerungen der äußersten
Seilpolygonseiten eingeschlossene Fläche F

o genannt wird .

§ 58 . Trägheitsmomente von Körpern.
217 . Das Trägheitsmoment eines Kreiszylinders in bezug auf seine Längs¬

achse . Fig . 178 .
Auflösung : Der Zylinder werde in unendlich dünne , konzentrische Schich¬

ten zerlegt . Das Trägheitsmoment einer solchen in
der Entfernung q von der Achse ist dann

A J = [ (2 n q ■ A Q ) l - ■ Q

Somit ist das Gesamtträgheitsmoment

J = 2nl ~ • X ( q s • A q)

« Der Ausdruck X ( p 8 - A ß ) ist leicht und folgender¬
maßen zu ermitteln . Eine quadratische Pyramide mit

Fig. 178 . der Seite r werde im Abstande ß von der Spitze
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parallel zur Basis geschnitten , Fig . 179 . Ein gleicher Schnitt werde in der
Höhe A Q über letzterem geführt . Dann entsteht ein Körperchen mit quadrati¬
scher Basis , deren Seite q ist , die Höhe desselben ist A Q -

Die Summe der statischen Momente aller solchen
unendlich kleinen Körperchen in bezug auf eine
durch die Spitze der Pyramide parallel zur Basis
liegenden Achse ist dann gleich dem statischen
Momente der Pyramide selbst in bezug auf diese
Achse , also

^ [ (p 2 - A 9 ) - 9 ] = »-2 • ^ - | r

2 ( Q
s ■ A ß ) = ^

_ . T 2 nly r 4,
^ nr 2 lySomit wird . . . / == - - • - ; da M = - -

9 4 g
die Masse des Zylinders ist , wird das gesuchte Trägheitsmoment

J = ~ Mr 2 . (218)

218 . Trägheitsmoment eines Zylinders in bezug
auf eine im Mittelpunkte der Höhe liegende und
auf derselben senkrecht stehende Achse . Fig . 180 .

Auflösung : Wird jede Zylinderhälfte durch
unendlich viele , zur Basis parallele Schnitte geteilt ,

nr ^ - l
so entstehen dünne Scheiben vom Inhalte

n
Jede derselben kann als Kreis mit dem Trägheits¬
momente

w a m 0 nr 2 ly r2

16 4 n • g 4

betrachtet werden [laut ( 211 ) ] .

Demnach wird
Fig . 180 .

J = 2
i \ nr 2 ly

_
r2

\ L gn 4

nr 2 ly r2

+
^nrHy fl \ 2 nr 2 ly r 2 ~

+
L gn \ nj 1 gn 4 _

nr 2 ly /2A a
+

gn
+ • • • • +

nr 2 ly f nr 2 ly r 2

L gn
n ~ j - j-nj gn

l 2 -f 2 2 + 3 2 -f . . . . -f n 2
j = — (s . § 27 , Beisp . 112 )

n = qo ^

2nr 2 l y ( r 2
{

l2 n 3'

gn \ 4 ' n 2 3
13 *
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71 r 2 • 2Z • yNun M = - daher
9

M ( r °- l2 ri
n - -

4 ' 3
r % 1 -

(219)
219 . Trägheitsmoment eines Hohlzylinders in bezug auf seine Höhe als

Achse . Fig . 181 .
Auflösung : Wird der Hohlzylinder durch unendlich viele , zur Basis

parallele Schnittebenen in Kreisringe zerlegt , so ist laut (206) das Trägheits¬
moment eines solchen

i = {m1 D2 — m2
d2

) ,

wenn m1 und m , die Massen der ganzen und
der inneren Kreisfläche bedeuten . Ist die
Masse pro Flächeneinheit <5, so wird

8 \ 4 . 4 /

— A « 4 <o ‘ - ä*)

> - T J J - fD' + J*)
Seh .K* t £ //zco - JZccsiS pefziArt . .

'M - , * Mcc $ se c£es/ € retses
■■U-<2 - 6> * *

Fig . 181 .

i = \ . ^ {B 2 - d 2
) . d . ± { R 2 + r2)

Nun ist — (D 2
4

d2
) - b — m , die Masse des Kreisringes . Es wird das Träg¬

heitsmoment des Hohlzylinders dann

J = 2 {%) ■ ( R2 + r 2
) - 2 (D 2 — d 2

) ■ö
1

( R2 - |- r 2
) - 2 (m)

Fig . 182 .

Ist M die Masse des Hohlzylinders , so
ist endlich

J = \ - M (K 2 + r 2) . ( 220)

220. Trägheitsmoment eines Kreiskegels
in bezug auf die Höhe als Achse . Fig . 182 .

Auflösung : Der Kegel werde durch un¬
endlich viele , zur Basis parallele Schnitte in
Scheiben zerlegt . Jede solche kann als ein
Kreis betrachtet werden . Die Inhalte der
einzelnen Scheiben sind



Die Trägheitsmomente derselben sind

(t + A . !’ '
(+ [

A+ A . Z . I + V
\ nj n g 2 \ n J \ n ) n g 2 \ nj

Demnach wird das Trägheitsmoment des ganzen Kegels
nr ^ hy
2n B - q

■ ( l 4 + 2‘ + • • • ■ + n ‘)

Die Summe in der Klammer kann erst bestimmt werden , wenn l 8 + 2 S +
n s gefunden ist .

Es gilt (n -j- 1 )
4 = w4 + 4 ns - f- 6 » 3 - (- 4 n - |- 1

n = 0 . . . . 7 . 7771 + = 0 + 0 +
"
Ö + 0 + T

n = 1 . 2 4 = 1 4 —j— 4 - 1 8 —(— 6 • l 2 + 6 - 1 + 1

n = 2 . 3 4 = 2 4 -f 4 • 2 3 + 6 - 2 2 -f 6 - 2 + 1

n . . . (n — 1 ) . . . . n 4 == (w — l )
4 + 4 ( w — l )

8 - |- 6 (w — 1 )
2 —[— 4 (n — 1 ) -f 1

n . . . n . (n - |- l )
4 = n4 + 4 n :i - j- 6w2 - j- 4 n - )- 1

1 4 + . . . . + w4 (» + 1 ) 4 = 1 4 + . . . —f—w 4 - J—4 ( 1 3 —)—. . . + w :i) -f 6 ( l s —(—. .
+ 4 ( l + . . . + n ) + ( w + l )

71 7h

(» + l )
* = 4 ( l 8 + . . . + » 8

) + 6 . - (» + l ) ( 2 » + l ) + 4 - (» + l ) + (n + 1 )

l3 ^ 2 8 + . . . + w8 = = TiT —
j (» + l ) (2 » + l ) —- | (» + ! )—

= —i — (n8 -f 3n 2 + 3n + 1 — 2w2 — n — 2 n — 1 )

( w8 -f n 1
) ■ n 1

(n + l ) 2

n -
n --
n --

Nun ebenso
(n -}- l )

5

=o77T7
= i . . . .
=2 . . . .

i 5 = o
2 5 = 1 R

3 5 = 2 5

13 2 8 -f . . . + m8

+ 5w4

To
+ 5 - 1 4
-4- 5 - 2 4

3 \ n
n 4 = - (« + l ) f

2

+ 10w3 -f 10 w2 + 5w, + 1

+ o + 0 + o + 1

+ 10 - 1 3 + 10 - 1 2 + 5 - 1 + 1

+ 10 - 2 3 + 10 - 2 2 + 5 - 2 + 1

n . . . (n — 1 ) . . . nB= (n — l ) 8 + 5 (w — l )
4+ 10 (w — 1 ) 8+ 10 (w — l )

2+ 5 (w — l ) - j- 1

. (»j - (- l ) 5 = )i5 + 5 «4 + 10 » 8 - )- 10w3 -f5 n - )- l
l 5 + ■-TTf » 5 + 5 ( l * +777 + w 4

) —f- 10 ( l 3 —[— . . . -\- ns
) +

- (- 10 ( l 2 -f . . . - j- w2
) - (- 5 (1 -f . . . -f n ) -f (n -f 1 )

(w + l )
5 = 5 (l 4 + . . . + w4

) + 10 - T±T - j- 10 ^ -f - 1 ) (2 ^ - j- 1 ) - f

+ 5 | (w + 1 ) + (w + 1 )
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Yh I 1
= —± - - [6 (m + l )

4 — 15m2
(n -f 1 ) — IOm (2 n -f 1 ) — 15m — 6]

üU

n - 1- 1
30 ( 6m 4 - |- 24m3 - |- 36m2 - |- 24m - |- 6 — 15 m8— 15 m2— 20 m2— 10 m— 15 m — 6)

m ~J- 1 „ , , a „ . , 6m 5 - I- 9m 4 4 - m 3 — m 2 —|— 6 m4 —j— 9 m8 —1— m 2— n— 1— ( 6m 4 + 9ms 4- m2 — m = - 1- 1- LA.- AL- AL-
30 v ' ' ' 30

l 4 - )- 2 4 - )-

Daher wird

nr ^ hy fl
2g \ 5

für m

nr 2 hy J

Fig . 183 .

221 . Das Trägheitsmoment einer Kugel in bezug auf eine Schwerachse
zu finden . Fig . 183 .

Auflösung : Jede Halbkugel werde durch unendlich viele , parallele Schnitt¬
ebenen senkrecht zur Trägheitsachse in Kreisscheiben zerlegt . Das polare
Trägheitsmoment einer solchen ist dann

A J = Q
2 n - — • — . -ig 2 = (r2 — x2

) - n - ~ - \ (r 2 —■ x 2)
m g 2 u ng 2

Das Trägheitsmoment der Halbkugel wird daher

J nry
2 ng

nr 4 — 2 r 2 - . ( ! * + . . . + B*)

j nr y
n = oo 2 g

2 Yl~ . - (n + l ) ( 2m + 1 )

j.r 2 r4
"
5 3 _

1
5

8 nr ° y 4 nr ° y
15 2g 15 g
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Für die ganze Kugel ist daher
8 nr ° yJ =
15 9
4 nr 8 yM - r 9

J
M

8
15
T
¥

5
( 222)

§ 59 . Beispiele über die gleichförmig rotierende Bewegung starrer
Körper um eine feste Achse.

222 . Auf einer Welle mit dem Kadius r sitzt eine Scheibe mit dem

Radius R . Wie viele Touren macht diese Scheibe , bis die Bewegung durch

den Reibungswiderstand in den Lagern der Welle aufgehoben ist , wenn im

Momente der Betrachtung die Umfangsgeschwindigkeit der letzteren c beträgt
und der Reibungskoeffizient <p ist ? Die Wellenmasse ist nicht zu berücksichtigen .

Auflösung : Die lebendige Kraft der Scheibe ist ^ - - «7 , die Arbeit des

Reibungswiderstandes an den beiden Zapfen bis zum Eintreten des Ruhe¬

zustandes cpG - x , wenn bis dahin ein Punkt des Zapfenumfanges den Weg x

beschreibt . Es muß demnach sein
m ~

- J — cp - G - x
2

c2 G
2T’- '

Tq
G

R2 = cpGx

c *

nr d R 2 = cpGx
y

c2 - R2

4 cpgr
wenn n die verlangte Tourenzahl ist

c2 - Ä2
n -■

■■2m n ,

icpgr 2 ■2m

n -
Scpg - n - r 8

223 . Ein starrer Körper dreht sich nm al in der Minute um eine feste
Achse . Wie groß ist seine Winkelgeschwindigkeit ?

2 - 1 - n - n
Auflösung : m = 60

co = n n
BÖ ( 22B )
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