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Der durch Drehung um die Y-Achse entstehende Kérper kann mit

Hiilfe der Querschnittsformel
Pr=nllg(l1+ 2 == = S E + .. ¢

behandelt werden. Rinfacher geschieht die Berechnung jedes seier
beiden Teile, indem man von dem durch Drehung des Rechtecks
ABCD entstehenden Cylinder den vorher berechneten Korper ab-
sicht. Ebenso verfihrt man mit dem statischen und dem Triigheits-
Momente.

Damit kann die Untersuchung von y =¢* und z = "‘lgy ab-
geschlossen und als Beispiel fiir die Behandlung anderer transeendenter
Kurven hingestellt werden.

D. Die Schichtenformel fiir Kreishogen.

196) Die Tragweite der Schichtenformel Iilst sich dadurch er-
weitern. dals man sie auch auf concentrische Kreishogen anwendet.
Ein Beispiel wird dies kliren.

Kreisbogen und Kreisfliche. Irig. 150,
l?ii- : Kreislinie von llflllilll.‘-i r hat den = 5. 3%
Umfang 2rx. IThre siimtlichen Punkte e _\
haben vom Centrum die Entfernung ». / // ‘\‘/"\__
Wiihrend also e ~ Neer &
D e | | ¢ | L ' \
(], = Z% I 1 r e (A ) 1
4 | il, M /1 |1 |.|"'J
. 1 % . 7 1
als Querschnitt aufzufassen ist, kann man |\ oA ;‘f
: i ==
: o 'l !
gr = (20rm)r = 21°n \\ e /f
als Polarmoment erster Ordnung, N S A
¢, = (2rm)r’ = 27°nm TR

als Polarmoment zweiter Ordnung betrachten.
Demmnach wird die Fliche des Kreises von 0 bis r

das Polarmoment zweiter Ordnung der Kreisfliche

T Qoprd i
A e

Letzteres ist das polare Trigheitsmoment.
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Das Polarmoment erster Ordnung findet Anwendung z B. bei
er Untersuchung der mittleren Drehungsgeschwindigkeit fiir
den Fall, «

{

als die Fliche sich um eine Achse dreht, die senkrecht zu
threr Ebene steht. Ist & die auf den Radius » reduzierte Geschw indig
keit, so ist fiir jedes in der Entfernung r liegendes Flichenteilchen
die sogenannte Bewegungsquantitit

My = mrd,

fiir den entsprechenden Kreishogen also (207) 78 — 29228, und fiir
die Gesamtfliiche

2 !; — W

[st nun w,, die mittlere Geschwindigkeit der Fliche, so ist zu setzen

Ol = Mo — 279"

folglich ist die mittlere Geschwindigkeit

27
M 5 2
Uy = — O =— = =i,
j 4 ]’
ZJ:T" J.a

Der Radius der mittleren Geschwindigkeit ist also

Hig. 151 2
e M, 3 5
X e P = —= 5 7
e e e ; i Sy 5
¢ ——
.-_\?_\___ = e
s v 7 | Seine Bedeutung ist die, dals die in ihm
| 3 T g vereinigh gedachte Masse dieselbe Be-
i T See O wegungsquantitit giebt. Man kann sich
\ e e -5 das Polarmoment veranschaulichen als den
e o, P Aulsenkorper, der dadurch entsteht, dafs

man aus dem iiber der Fliiche stehenden
Uylinder (bezw. Siule) einen Kegel von 45° Seitenneigung aus-
schneidet,

197) Fiir den Kreissektor erhilt man in entsprechender Weise,
wenn & der zum Radius 1 gehirige Bogen des Sektors ist, als Quer-

o

schnitt ¢, = er, als Fliche F — 5 » als Polarmoment erster Ordnung
(1] =

: = [ ) : : ) - ; SN - e} ot

M — = als Polarmoment zweiter Ordnung 7, — =

Fiir den Sektor des concentrischen Kreisrings ergiebt sich als
Fliche
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; 9 fu gt .f-[
}I; i ;L F| bt --,
I:, == fl
was noch durch », — r, gekiirzt werden kinnte.

198) Dies eignet sich nicht nur fir die Berechnung der Polar
momente, sondern auch fiir die Berechnung der axialen Momente, nur
mufls man dann das Notige fiir den Einzelbogen bereits
herechnet haben. Fig. 152

Beispiel der Halbkreisfliche. |

Der Schwerpunkt des Halbkreishbogens liegt in

1 . 2 . . [ {
der Entfernung _, sem Axialmoment erster Ordnung \

. 2r g v . . i
ist also rz — = 2+ Folglich ist das statische Mo- 2r \'L
AL o o I AR I
: ! e . o =T
ment der Halbkreisfliche in Bezug auf AB M, — - i /
Der Schwerpunktsabstand also ist 74

e H I

Das polare Trigheitsmoment des Halbkreisbogens ist »rmr", das

1 rogr ; ! e
e also ~=— =-"- Daher ist fiir die ganze Fliiche

axia

199) Die Polarmomente erster Ordnung sind nicht so leicht und
elegant zu behandeln wie die der zweiten Ordnung, da weder ein
Verschiebungssatz von einfacher Form besteht, noch eme emfach zu
hehandelnde Beziehung zu den M, und M,. So bietet z. B. die Auf-
gabe, das Polarmoment erster Ordnung fiir ein Quadrat zu berechnen
und daraus den Punkt mittlerer Geschwindigkeit zu bestimmen,
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“ig. 153 fiir die elementare Behandlung

[ILIIIIG'||I'!'E(':i Hl'}l'\'n.'l:-(‘ri}_";\'l']lrl’]]. [J"'x
wiirde sich um den I\:Hl'pm' han-
deln, der stehen bleibt, wenn der
7 Kegel von 4H° Seitenneigung

aus der quadratischen Siule aus-

geschnitten wird, bei dem also

l - -z hyperbolische Grenzlinien auf
5 N iae E
o i treten =),
200) Dagegen lassen sich leichte
Betrachtungen iiber Spiralen anschliefsen. Zuniichst gelten die fiir

den Kreissektor abgeleiteten Formeln auch fiir den entsprechenden
Raum zwischen zwei kongruenten Spiralen irgend welcher
Art, die gegeneinander um den Winkel «

Fig. 154. gedreht sind.
et Ber der Archimedischen Spirale
H s 5 . - 5
N \\\ sind die Bogen, vom Anfangsradius M 4
i '\\ aus gerechnet, proportional dem Quadrate
I \L T ¥ 1 .- { 1 - o Ly : a0 At
AN B, des Radius. Die Quersehnittsformel wird
! L s LY 2
r"” PSS -‘-"h"" also =z B.
.I i | - -.\ f = Ll j“‘l
! ’ T S | ;
j o SefLs : 2
) P A \ \ Verhalten sich in der Figur die
i 2 ONE gt \l". Bogen wie 1:4:9:16, so entspricht
L A P Y1 \ \ s 2 > § i -
S T \ ' dies Winkeln &, 28, 38, 48. Die Be-
Ifrl-__:p’.'i' V2 or | | | =iy j : 4 . =) 1
— 14 rechnungen geschehen ganz nach Art der
Parabel zweiter Ordnung. Die Fliche wird
i 1 3 a f.'u
; iy 2y :
F'—= —— = - pektor. Das Polarmoment erster Ordnung wird M, = .

[ f— i =5 . .
das Polarmoment zweiter Ordnung 7, = — Der Radius mttlerer
Drehungsgeschwindigkeit hat die Linge r,, = :I' r, der Trigheitsradius die

- 3
Linge — 7.

Fiir die Spirale nichsthoherer Ordnung ist ¢ = ar’, fir sie ist

.{'1 i J'1 | 2 5 ars = s
M= — = _ Sektor, M,——, T,-= e TR
0 4 = 4 s o 3 B 7

Nas . | ks bt . . i ] * " 1] =
Fiir die Spirale mit Querschnittsformel ¢, = a~ ist die Fliche

'}

*) Analytisch kommt die Sache auf die Integration eines cyklometrischen

Ausdrneks hinauns, die sich nur mit Hiilfe langwieriger Reihenbetrachtungen ele-

egeben

mentar umgehen 1 bpiiter aber soll ein Abbildungsverfahren ang

werden, durch welches sich die Aufgube bequem erledigt.
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-
von # = 1 aus zu rechnen und ergiebt sich als ' = a ‘lgr. Dagegen

7

ist, von O bis » gerechnet M, =a, T,=a,:-

A as . C = # x o 1 . . rul L]
Fiir die Spirale mit Querschnittsformel ¢ = a_; st die Fliche

v oo —1
. . o {1
von 1 bis co gerechnet F' = — — = —, das Polarmoment erster
Ordnung von 1 bis » gerechnet, M, = a ‘lg», das Triigheitsmoment
s ai
Die Analogie mit den Parabeln ist also eine vollkommene und
soll hier nur deshalb nicht weiter ertrtert werden, weil der Gegen-
stand fiir die Technik von geringerer Bedeutung ist.

s

s : : o ; el
Bei der logarithmischen Spirale » = xe” oder & = ‘Ig - handelt

i : ; 3 s I g .
es sich um die Querschnittsformel ¢ = r& —r‘lg - Dabei hat
*

man sich fiir die elementare Behandlung der bekannten Reihen-
entwickelung zu bedienen und auf die Reihe die Schichtenformel an-
zuwenden.

Fiir die Kugel sei beiliufig bemerkt, dafs der Schwerpunkt des
Meridiankeils, der nach 50) fiir sehr kleine Keilwinkel ¢ in der Ent-
: 5 2 : = : ! 4 a e
fernung —=v liegt, der Punkt mittlerer Drehungsgeschwindigkeit ist,

; U ] .

L

denn bei unendlich kleinem e fillt der Punkt mittlerer Entfernung
von der Achse mit dem Punkte mittlerer Entfernung von der ent-
sprechenden Ebene zusammen, so dafs es sich in beiden Fiillen um
den Schwerpunkt des Keils handelt. Die Bewegungsquantitif der
Kugel ist also

37 4 3 pim?
Zrsrine =119,
wenn & die Winkelgeschwindigkeit ist.
Der darin liegende Schlufs ist dadurch gerechtfertigt, dals die

Schwerpunkte der Teilkirper simtlich auf einem Kreise liegen.

Ll

Fiir Drehungskorper also handelt es sich stets um den durch 4

gegebenen Punkt, sobald die Hauptachse des Kdrpers mit der Drehungs-
achse zusammenfiillt. Darin liegt eine meue Bedeutung fiir diese
wichtige Formel. Sie giebt die Punkte mittlerer Entfernung von der
Hauptachse fiir Drehungskorper an.

Um allgemeineres iiber Kreissegmente und K reisabschnitte zu
erhalten, lése man folgende

Holzmiille r, Ingenieur- Mathematik. I. 11
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201) Hillfsaufgabe. Der Kreisbogen mit Winkel « hat in
Bezug auf den senkrecht zur Symmetrieachse stehenden
Durchmesser welches Trigheitsmoment?

Auflssung. Man projiziere jedes Bogenteilechen s auf die zum

m . : h ;
Durchmesser parallele Tangente K17, dann ist #s = — - r, eine Be-
4 (i
merkung, die man von der Berechnung der Kugelkalotte bhezw. Zone

her kennt (2275 =2rm J” F Demnach 1st ber Einteilung in gleiche :’
: r. S e fi LTy fi P h o E g
o Pyt B - R R 1 i S Pt I “"—I .
und
. T L el Lo

Der letzte Bruch bedeutet, da auch A7) in gleiche Teile, deren Zahl
unendlich grols zu nehmen ist, eingeteilt wurde,
A die mittlere Hohe des Flichenstiickes A BECTD :

iiber der Grundhinie 40. Diese ist also
Sektor MBEC 4 24MCD
i{ == == o
Grundlinie k
e I
! = { Lon
360° 2
o :
oder '
3 o D Bt 4 g e O
oo 360 T T COs 9 =T Bln 9
oy
! [/
- [ g ey Lo I
= e el SN o
- o R e
& 7
Demnach ist
5 i A
= e 1T oen T g Sin
L8 fi ! e — hor
. L I
oder
o : q o 1 & ]
E sg? — 9 | w + - sine
: ' | ,'iF;” 1 &
das gesuchte Triigheitsmoment.
[Probe fiir ¢« = 180° giebt —~, was die Hiilfte von +*x und der .

vierte Teil von (2rm)+® ist. Letateres aber ist offenbar das polare
Triigheitsmoment der Kreislinie fir ihren Mittelpunkt.]

Nach der zur Probe gemachten Bemerkung ist fiir den Mittel-
punkt M

el [ e (o
A= Zla — L
’ 860° 180"
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das polare Triigheitsmoment des Bogens, demnach ist das andere axiale
. o & . o Sl
I=1T,—1,=2r7 — — g — — »’ - sine
: £ 4 360 360 2
oder
7 g o o T
L= | w— S e |.
s a0 e j

202) Aufgabe. DasTriigheitsmoment des Kreisaussehnittes
(Sektors) in Bezug auf den zur Symmetrieachse senkrecht
stehenden Durchmesser zu finden.

Auflésung. Die vorige Formel gilt fiir jeden
einzelnen der im Fig. 1566 gezeichneten Bogen
innerhalb des Sektors. Falst man aber in

G —r (ﬂ’u -+ = :n'iu(,-:}
: 360 2 )
r als veriinderliche Grofse auf, so geht nach der
Schichtenformel, die auch hier angewandt werden
o

- fiber, so dals man fir die Sektor

dart, #* in
fiiche hat

4 r 4 y

£ T id 1 - I o A 1

=g+ s sine|==|w - + sine |
ly= 1|3 T w80 [=73 [71%

4 K o ST I . N e
(Probe: Ist & = 180° so folgt T, = ——, was mit dem Friiheren

iibereinstimmt. Ebenso ist fiir ¢ = 90°

N L. e e )
L] LR

Ebenso fiir ¢ = 45°

A ] o - X
Ty=7|5 +sVv)=mlz+2/2])

i oo rire

2 360 720

folglich ist das Triigheitsmoment in Bezug auf die Symmetrieachse M FE

. o S s o 1 . | g4
s = = pe— SN | =
I =T, — Ty= T 350 ; s |

T . F
=111 &

Der Schwerpunktsabstand ist nach Nr. 10

240 sin -

2rh ¥
Sy T s 7T 0
Die Reduktion auf den Schwerpunkt giebt

11%
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: g syl
240%* sin® — 1604 sin®

7 rim o 2 i o i 2
, — . = - i " ?"’:Ir s —— =y e — —
£ 2 360 ot 360 2 860 T 0
. gl
160 sin* l
il W 2
—— —_— -

720 o

Ebenso 1st dann

. Al
1607 sin*®
| = 4+ sing| — — —
| 7T 0
203) Aufgabe. Die Triigheitsmomente des Kreisabschnittes
zu finden.
Auflésung. In Fig. 156 war fiir den Durchmesser

: r oo -
T, — sin « |.
¥ 8 L180 —[_ %)

Abzuziehen ist fiir das Dreieck M D (

' P L e o ¥ 0
3 2r s — r° cos® ri8im o cos? ; ; ;
7 hb? 2 2 2 rétsme (1 4+ cos o)
: 4 1 + 55 8

Demnach wird fiir das Segment BEC in Bezug auf den Durchmesser

o o - i — aa
i i - : : i o . i
Ty = 8 LSH +sme —sme(l 4 cose) | = 5 |50 — Sl e cose |
oder
: r rmoe i i
1 % m e e ST )
J f_., 16 |90 5IN &€ | .
Fiir M E war
; M roee :
i e LT sin .9;:|
Abzuziehen ist fiir Dreieck MDC
e ’g. AR I e o A R A
j.- RS P cos 5 (u.l s1n 2) et a4 - E C08 2 #1n 5 Sin -2-

= — = £ P —_—

i 43 48 48
oder

5 - o
74 gin @ 8in® - :
G o rsine (1 — cos o)
o e e b e R

12 24

Demnach wird fiir das Segment in Bezug auf ME
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i"‘|':'rcx . / y ¥ T i ; 1
F sy (st - | ) ; ', S—— - | ( — 08 [=— | —— 48 3 &
@ 8 | 180 S1I 3 l]la’l.l 0 fﬁ_] 31| 60 ‘:l‘-IT] rc—{—mncccosa |

oder

- el e . 1, oanes rt oo i ol na |
== (EIT idoue e TR L7 LS ain 2 AL st ) a1 D v |
T 5% |5 4sine + .L,luuw:! T [30 Hsma—}—meaJ,

Addiert man dazu

. rt rwe i
jﬁ:ié :-:i‘(')‘—i"'} Hlﬂ.&’f{},

so erhélt man in Bezug auf M

rt ree £ : T o
T,—=-—| —8sine -+ sin2«¢ + — + 3 sin 2«
R [30 ' T+ 35 |

i . : z
el 4 s1n Zee |.
@15 sine -+ 4 sin er:J

?.I

Die Reduktion auf den Schierpunkt geschieht mit Hiilfe von ¢, F, wo

I3 h?
IrJ"'_lﬂF_l,ﬁ" [\ S L
o (Trl"qﬁ 51n ﬁ)
Es ist also fiir 7, und T, abzuziehen
68 8 n o SOl G
M R R Sy s
T e 1T o S R e e T
29.8%. ¢y |— — 8 9r® | —= — sin
i [130 kmaJ i [180 sin &

= 44
1604 sin® —

~ e — 180 sin o
(Probe fiir den Halbkreis stimmt.)

Bemerkung. Diese Aufgabe ist von Wiehtigkeit fiir die Centrifugen-
theorie, denn bei etwa kugelférmiger Gestalt

kann der Querschnitt der schnell rotierenden Hig, 107,
Fliissigkeit als Kreissegment betrachtet werden. X o
:‘Z.Irl-; Sa

Formel 1) ist in die Formel K =— T8* in

= . g
Nr. 49 emnzusetzen.
204) Aufgabe. Die Trigheitsmomente A7
des Ringsektors zu berechnen. T
Nach 44 handelt es sich in Bezug auf den

Durchmesser um

4 4 -
T, = gty ['Fm — sinr::J
A T T ?

in Bezug auf ME um

A -
1 = }. 4 "
s LEE . sine Jl-‘




T R 2,

I
ﬁ.
[
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und in Bezug auf M um

Ty = ——m«
{20
Da nach 11
> ) . (¢4 -z 'i” . £ o f
o 1 i =car 8N — 8 e a2l 81n — P S,
o of “n 1 “ 1 = 1
;I}r;_tj = |’_'_‘_ _ — = - = S 5 5 — = - - o
; 2 a R =
80 9 e 8. 92pmss i i I'y r
a60
1st, so mufs fir 7, und 7,
T e i 180 sin? X g 349
DAN0=E oy = e B T g Q 2 . o -
S > 24.0° s1n 5 B r:’)." I\!,. — 1}) we 60 gin 5 (2 "
e F =t = e e — e
; el (r" —n 850 e (- —)

abgezogen werden, wenn man die Reduktion auf den Schwerpunkt
durchfithren will.

200) Aufgabe. Die maximalen Centrifugalmomente in
Bezug anf M fiir die letzten Querschnitte zu berechnen.
Auflésung. Sektor:

Lo — 0% [ e ; P 7
M, ==__=-ZF - — Jsm e | - — — sing |
e 2 16 | 180 i) 16 | 180 A
24 gin ¢ #4 sin o
6= W FaH

Segment:

~ { e T ri | o S g | o — = |
M, =—=—"1_——F— —D smfrr:J : — —8sine -4 sn2e |

2 96 | 80 96 | 80
e .o Moo G
= [8 sine — 4 sin 2| = 53 [2 sine — sin 2el.
g6 | . 54 L
Ringsektor:
po B A .4 A 4 '
W Ty T F— " rma 4 : | L e (i S
M = — e — - § — = - | —— — sin e«
E an 3 16 180 illf\f- 6 | 160 Hl{_]‘
- r'f & o e r: ;
—= 2 8¢ = — 81N .
16 S11 & 8

206) Bemerkung. Die hier durchgefiihrte Methode lilst sich
nicht nur auf concentrische Kreise, sondern auch auf Parallelkurven
anwenden, die bekanntlich durch Abwickelung einer gemeinschaftlichen
Evolute entstehen. Hierher gehort z. B. die Inhaltsberechnung der
Kreisevolvente. Dagegen ist die Anwendung auf die Doppelschar
gleichseitiger Hyperbeln, auf die konfokalen Ellipsen und Hyperbeln,
auf konfokale Lemniskatenscharen und Hyperbelbiischel u. s. w. aus-
geschlossen, weil hier die Breite der Elementarstreifen verinderlich
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i - ; ] i B
ist. so dals die Anwendung der Rechtecksformel — -1, wo die
i T

Breite, ! die Linge des Streifens ist, unzulissig erscheint. Dort
miissen also andere Methoden eintreten. Aunf die Evolventen soll
erst im niichsten Bande eingegangen werden.

E. Einige Aufgaben iitber Maxima und Minima.

907) Nach dem Methodischen Lehrbuche Teil II, Anhang, 1st,
wenn die Querschnittsformel einer Kurve die Gestalt
o 014 —I— .IrJ:.iJf —I— r'lifﬂ —I— If!rl’j —: {.’_ﬂf': J,— G
hat, die Neigung der Tangente gegen die Y-Achse an der Stelle y
zu berechnen aus
AN o= [ %— 2r:‘.'f — L’JH’I‘.'JF: + —1-{':€f:' --i— (RN 7

Bin Maximum oder Minimum kann im allgemeinen nur dann statt-
finden. wenn dieser Wert gleich Null ist. Die fraglichen Stellen be-
rechnen sich also aus

h —- jfy — 3 dy + -l-tfl.r;:‘ ~+ o= 0.
Die wirkliche Auswertung kann elementar hichstens bis zum 4** Grade
achen. Trotzdem lassen sich einige wichtige Aunfgaben mit Hiilfe solcher
Betrachtungen erledigen, wie die nachstehenden Beispiele zeigen.

Die Untersuchung, ob an entsprechender Stelle ein Maximum
oder ein Minimum stattfindet, oder ob die Kurve dort einen Riick-
kehrpunkt (eine Spitze), oder einen Wendepunkt oder sonstige Unregel-
miifsigkeiten hat, Lifst sich nur mit Hiilfe der hoheren Differential-
quotienten hinlinglich schart entscheiden. Darauf soll hier nicht

eingegangen werden.
Fig. 158.

908) Aufgabe. Aus einem kreis: —
runden Balken den rechteckigen Balken Do & -t::‘!('
von grolster 'l']*-rLgﬁlhjg}wii- auszi- ,/\\
schneiden. AR

Auflosung. Die Tragfihigkeit ist, wie
in der Festigkeitslehre gezeigt wird, pro

: s /
portional dem Ausdrucke 'j .—oder auch /
2
4 9 3 s co Vi
Y =2 (df — z?) = d®x — 2% Stellt man o
y— d®x — o graphisch dar, so ergiebt sich A o

als trigonometrische Tangente der geome-

trischen Tangente tan ¢ = d* — 32°. Eine Maximalstelle ist nur mogliel,
o a9 .8 : 5 o /1
wenn @ — 3a* — 0 ist, d. h. a® = oder s =d}/5- Man kann z




	Polarmomente 1. und 2. Ordnung.
	Seite 157
	Seite 158

	Beispiel des Kreises, des Sektors und der Halbkreisfläche.
	Seite 158
	Seite 159
	Seite 160

	Archimedische und andere Spiralen.
	Seite 160
	Seite 161
	Seite 162

	Kreisbogen und Kreissektor.
	Seite 162
	Seite 163
	Seite 164

	Kreisabschnitt, Ringsektor.
	Seite 164
	Seite 165
	Seite 166
	Seite 167


