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Abschnitt VI.

Anwendung der lemniskatischen Abbildung auf
die Bestimmung polarer Trigheitsmomente und
polarer Momente erster Ordnung.

218) In Nr. 142 wurde eine Konstruktion besprochen, die einen
Kreis in eine Lemniskate verwandelt. Macht man die entsprechende
Transformation mit

allen Punkten der Fig. 162.
Ebene, und trigt })’i

man, um die Zeich-
nung mnicht zu ver-
wirren, das ,Bild“
jedes Punktes in einer
besonderen Zeich-
nungsebene ein, so
ergeben sich fiir beide
Ebenen interessante
gegenseitige Bezieh-
ungen, die einen
eigentiimlichen Hin-
blick in die héhere
Mathematik und in die mathematische Physik geben und auch fiir
den Techniker von Wichtigkeit sind.

Um das Bild P des Punktes ¢ zu finden, hat man die mittlere
Proportionale zwischen OM = 1 und O(' als Winkelhalbierende ein-
zutragen.  Will man mng{alwhrt das Bild ¢ zu P finden, so setze
man auf die Seite OP des Dreiecks OM P das ihnliche Dreieck O P(!

219) Die erste Konstruktion verwandelt den Winkel CO M =@ =2¢
in den Winkel POD —= ¢ = e den Radius OC = R = »* in den

<L F)

Radius OP =V 00 =r = VR




176 Abschnitt VL

I Die zweite verwandelt den Winkel @ in 2 ¢, den Radius » m »~ ‘:
! | [Die erste entspricht der Moivreschen Formel :

i VR (cos @ + ¢ sin @) = V'R (cos 1 @+ isin, ), ;
i die zweite der Formel fl
r [r (cos @ + ¢ sin )] = #* (cos 2 12 sin 2¢). |

Wegen dieses Zusammenhanges soll die erste Transformation als die
Abbildung z = VZ, die zweite als die Abbildung Z = 2* bezeichnet
, werden.

it Auf den Zusammenhang mit der Lehre von den komplexen
Grofsen soll hier zu Gunsten der elementaren Darstellung nicht ein- ‘
gegangen werden. Die entsprechende Behandlung findet man in des
Verfassers , Einfithrung in die Theorie der isogonalen Verwandtschaften®.]

T

Bl S B 4 b

P e -

|

| 99(0)) Zwischen den Polarkoordinaten aller Punkte beider Ebenen, @
‘ von denen die eme die Z-Ebene, die andere die z-Ebene heilst, finden
l
|

BT = amecw =

jetzt folgende Beziehungen statt:
Dem Punkte mit den Koordinaten R und @ (bezw. @ 360°)

entspricht in der Z-Ebene ein Punkt der z-Ebene mit den |
I ; : |

Koordinaten r=}R und ¢ = i_ @ (huzw, @ = 1 D - ]3“‘3);
dem Punkte der z-Ebene mit den Koordinaten » und ¢ (bezw. ‘
g + 180°) entspricht in der Z-Ebene ein Punkt mit den
Koordinaten R=1r" und @ = 2 g.

Dem um den Nullpunkt der Z-Ebene geschlagenen Kreise mit
dem Radius R = ¢ entspricht in der z-Ebene der Kreis r = Ve odex
»2 — ¢; dem vom Nullpunkte der Z-Ebene ausgehenden Strahle von
y (bezw. @ = y | 360°) entspricht in der z-Ebene

4 180°
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der Neigung @ —

>

ein Strahl von der Neigung ¢ = oder 2p—yp (hezw. @ =
oder 2 = y -+ 360°).

Das doppelte Entsprechen beim Winkel giebt gewissermalsen
die beiden Wurzelwerte an.
i Umgekehrt geht jeder Kreis der z-Ebene, der mit Radius r =¢
um den Nullpunkt geschlagen ist, tiber in einen Kreis R = ¢* oder

VR = ¢ der Z-Ebene, jeder Strahl, der mit Neigung ¢ = p (bezw.
. - ol . = . 1]

_, -+ 180°) vom Nullpunkte ausgeht, in einen Strahl @ =2y oder 5 =1y.
i S ; ; v an

i Jeder der genannten Kreise der Z-Ebene ist doppelt durchlaufen
zu denken, wenn der der z-Ebene einmal durchlaufen wird, denn der
Winkel 360° entspricht dem Winkel 180°. Die ganze Z-Ebene wird
auf der Halbebene z dargestellt, die zweischichtig mit Punkten zu
bedeckende Z-Ebene auf der ganzen einschichtigen z-Ebene.
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Auf das zweifache Entsprechen soll nur noch aufmerksam ge-
macht werden, wenn es besonders nétig erscheint.

221) Jeder Punktfolge oder Curve der einen Ebene entspricht eine
Curve der andern. In Polarkoordinaten entsprechen einander die
Y |
Curven

f(R,®)=0 und F£[(),(2¢)] =0,
f _I]/:H), {\q_:v) -| =0 und f(r,@)=0.

222) Wichtig ist nun Folgendes:

Jedeni rechtwinkligen Flichenstiicke 4 BC'D der Z-Ebene, welches
von den besprochenen Kreisen und
(reraden begrenzt wird, entspricht ein Yig. 168
rechtwinkliges Flichenstiick 4, B, C, D,
der andern Xbene, und zwar wird
behauptet, bei hinreichender Klein-
heit seien beide ,Rechtecke®
einander dhnlich, 1thre Malsstibe
verhielten sich wie 2p:1, wo

o=04,, also p>= 04 ist, ihre !
Fléachen also wie 49%:1. e
Beweis. Man setze 04, = o, 43 op
eweis. _1.1:1 setze O ,.I[ : 0. //’/
also OAd=¢9% OB,=r, also OB=1r", = = 7 ——
den zum Radius OM =1 gehirigen s
Bogen FE\F, = o, also EF = 2¢,

so dals Bogen 4, D =gpa, AD = ¢*2a¢ = 2 p*« und demnach

I ;F-J 2o 2p
'_I’ }; o oo o=,
it ok
wird. HEbenso wird
4'___\-" T
LG, =ru, DO—r Sasesligte:
folglich
B 2o A
e — — 3
B C T 1

wofiir, wenn die Dimensionen der Rechtecke unendlich klein sind,

also fiir die Grenze r = g zu setzen ist, geschrieben werden kann
B( 20
e - = 1
B G

Fiir die beiden Hugulrfa‘;m]-v 18t also das nhj}_{&‘ Verhialtnis als l'it'.'lit'ig
nachgewiesen.

Holzmitller, Ingenienr- Mathematik, 1. 13
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