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Anwendung der lemmskatischen Abbildung efe. 183

Jedes der hyperbolischen Quadrate der Fig. 168 hat in
1
s

Bezug auf O das polare Trigheitsmoment 7, =
Jede Quadratseite der Z-Ebene hat die Linge 1, folglich:

Jede Seite der hyperbolischen Quadrate hat in Bezug
|

auf den Nullpunkt das Polarmoment erster Ordnung M, =

232) Aus den.Beziehungen X =2 — %* und ¥ = 22y folgt
ferner der

Satz: Jeder Kurve f(XY)=0 der Z-Ebene entspricht in
der z-Ebene eine Kurve f|(a* — ¥*), (2ay)] = 0.

Da aus jenen Beziehungen folgende sich ergeben:

VX F T4 X e g T
g 0ty Pl ,

so folgt der entsprechende
Satz: Jeder Kurve f(azy) =0 der z-Ebene entspricht in
der Z-Ebene eine Kurve

},[ l f l;_.l,-_- —_ z + X -I:I,f’ Y X _]_'j_* — X] Sy

2

233) Aufgabe. Was entspricht der Geraden

L. 4 = tan
X TS S . o
durch den Punkt a der Z-Ebene?

Auflésung. Ihr entspricht die Kurve

2ay i g 2
=3 3 =t
S —=if ==

= oder z* — ¢* — 1%y = a.
Setzt man zugleich — z und — ¢ statt 2 und y em, so #ndert sich
nichts, so dafs es sich um die Mittelpunktsgleichung eines Kegel-
schnitts handelt, der, weil er unendlich ferne Punkte enthalt, eine
Hyperbel semm mufs. Nun lic‘c___a;{:n aber die unendlich fernen Punkte
der (leraden auch von O aus gesehen in den Richtungen « und
« -+ 180°% folglich die der Hyperbel, von O aus gesehen, in den

Richtungen % und ;—|—E]H"_ Dies sind also die Asymptoten-

5
richtungen, und da sie auf eiander senkrecht stehen, handelt es sich
wieder um eine gleichseitige Hyperbel.

Folgerung: Jedem schrigen Quadratnetz in der Z-Ebene
entspricht ein schriges Quadratnetz gleichseitiger
Hyperbeln.
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R AED, Ferner: Die iso-
: v gonalen Trajekto-
A rien jeder solchen

gt Hyperbelschar
/ i e sind - wiederum
- o £ gleichseitige Hy-

3 —— Y perbeln.

T 4 234 ) Fiir jede solche
I'l / Hyperbel besteht eine
III _ wichtige =~ Winkelbe-
ik | ziehung. Verbindet
\ \ man nimlich einen he-

S liebigen Punkt P der
Kurve mit den Schnitt-
punkten - J'a auf der X-Achse, so folet fiir die Neigungswinkel 9,

1

und 8, der Verbindungslinien p, und p, Folgendes:

CP Yy q, cr ¥
tan &, — i T tan 4, - T e Vo
tolelich
1y ; i
| tan 4; - tan 4, at—Va oz +Va 2ay
tan (& + ;) = 1 — tan @, tan 8, | yes Ik Andead - yi—a

r—Va x-+Va

Nach Obigem ist aber letzteres gleich 4 oder gleich tan «, es folgt
also
tan (&, 4 9,) = tan ¢,
folglich auch

gy T+ dy=u.

Also, wenn man die Geraden p, und p, als Radii veetores (nicht mit
den gewdhnlichen Brennstrahlen zu verwechseln) bezeichnen will:

Fir die gleichseitige Hyperbel ist die Winkelsumme
der Radii vectores konstant.

Jetzt kann man sich kurz foleendermalsen ausdriicken:

Der Geraden ® — p durch den Punkt a der Z-Ebene
entspricht die gleichseitige Hyperbel &, + #, = y durch die
Punkte - }/a der #-Ebene.

Dem Strahlenbiischel durech den Punkt o, dessen
Neigungswinkel durch 0, ¢, 2¢, 3e, ... gegeben sind, ent-
spricht ein Biischel gleichseitiger Hyperbeln durch die
Punkte -+ Va, deren Winkelsummen (#, + &) nach derselben
teihe aufeinander folgen.



Anwendung der lemniskatischen Abbildung ete. 185

235) Aufgabe. Was entspricht dem Kreise B =¢ um den
Punkt ¢ der Z-Ebene?
Auflésung. lhm entspricht, da sich statt B = ¢ auch (X — a)*

+ Y*® = ¢® schreiben lifst, nach Nr. 232 die Kurve

(@ —y—aP+ Lay)r==

deren Gleichung sich folgendermalfsen umformen lafst:

- —|— ‘f_!'l HEE 2 .";:y_" — 2 ax® —{— 2 nfli,"" + i r_:"',

:.\7'2 —|r'— f;"l —I— a -!-"I — l H.'.f'j = €7,

B+ tat2zVa)z?+ 9P +a—22Va)=¢

Verbindet man aber wiederum einen Punkt P der Kurve mit den
Punkten - Va, so gilt fir die Verbindungslinien
p=@—Va)+y =24y +a—2zVa,

30 e i o AN ik
Pi=(o+Va) +¢ =o' +o +at+20Va

Demnach liifst sich die Kurvengleichung auch schreiben als p; p, = ¢, oder
endlich als
Fig. 170,
PPy = C. ,
Dies ist die bekannte
Gleichung der Lemnis- o
ftaten zweiter Ord- o /

nung oder Cassinischen el o p/
Kurven, zu denen auch 2= /
die in Nr. 142 besprochene __,— T
oleichseitige Lemniskate e i
gehirt. Die Punkte + J/a
heilsen thre Brennpunkte,
die Geraden p, und p, ihre |
Brennstrahlen. Also:

Jedem Kreise R=¢ um den Punkt ¢ der Z-KEbene ent-
spricht in der z-Ebene eine Cassinische Kurve p, p, = ¢ mit

I
den Brennpunkten + Ja.

Folgen die Radien der Kreise der Grifse nach folgendermalsen
aufeinander:

B s L eI G S

so folgen die konstanten Produkte p,p, nach derselben Reihe auf-

einander.




1 R6 Abschnitt VI.

236) Folgerung: Ist in der Z-Ebene eine Kurve in Polar-
koordinaten in Bezug auf den Punkt a durch die Gleichung
f(R, ®) =0 gegeben, so entspricht ihr in der z-Ebene eine

Kurve von der auf - J/a bezogenen Gleichung

Fl(pipy), (8 +8,)] =0.
Die Variabelen (p,p,) und (8, 4 9,) sind die zuerst von Lamé auf-
gestellten lemniskatischen Koordinaten, deren Anwendung fiir die
mathematische Physik von grofser Bedeutung ist und viele Rechnungs-
erleichterungen giebt.

237) Aufgabe. Es soll bewiesen werden, dals alles, was vom
Punkte a gesagt ist, auch von jedem beliebigen Punkte mit den
Koordinaten @ und & gilt.

Die Ausfithrung ist nur eine Wiederholung der obigen Rechnungen.

238) In Fig. 161 und 162 ist das gegenseitige Entsprechen in
Bezug auf den Punkt a dargestellt (O = a). Dem Quadratnetz
der Polarkoordinaten entspricht das Quadratnetz der lemnis-
katischen Koordinaten.

[ / [“’
| | &y
i & i
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o ) o
“\-""--J \ -

Z-Ehene,

259) Aufgabe. Wie grols ist das polare Trigheitsmoment
fir die halbe Lemniskate, fiir jede halbe Cassinische Kurve,
fiir jeden hyperbolischen Sektor einer solchen u. s w. in
Bezug auf den Nullpunkt?
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¢ mit den
e . 1 J.I'“- ‘ - - .
Brennpunkten -}~ }/¢ entspricht ein Kreis R =¢ um den Punkt e

Auflésung. Der gewiohnlichen Lemniskate p, p, =

Fig. 172.

s - Ebene

o o ; . : o, 4 e . :
Sein Inhalt ist ¢*a, folglich ist i das gesuchte Trigheitsmoment der
halben Lemniskate. Ebenso ist fiir die zugehdrigen konfokalen (assi-

£

L
. = S . i “1
nischen Kurven p, p, = ¢; das Trigheitsmoment 7, = 3
2
T : = ; . Gr s
Fiir jeden der gezeichneten Kreissektoren ist F'= —-, folglich
3 - & g I.Tﬂ' ]
fiir jeden der hyperbolischen Lemniskatensektoren 7, = i Fiir
jeden Kreisring ist F'= =z (¢ ﬁ-;)j folglich fiir jeden halben lemnis-
2 AR T N | T e g i O '.3_ )
katischen Ring 7, = - (f . }

240) Aufgabe. Wie grofs ist das Polarmoment erster
Ordnung der lemniskatischen und hyperbolischen Kurven
in Bezug anf den Nullpunkt?

Auflssung. Der Lemniskate p, p, = ¢ mit den Brennpunkten
-+ Ve entspricht ein Kreis vom Umfange 2¢x. Das Polarmoment
der Halblemniskate ist halb so grols, also gleich ex. Fiir jede
konfokale Cassinische Kurve p, p, = ¢, ist jener Kreisumfang gleich
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