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aufeinander, so schneiden die Parabeln der Z-Ebene Fig. kit
die X-Achse an den Stellen |

0, 4+ a* 4 4a°, 4 9a%, 4 1647

_l.‘

N

die Y-Achse an den Stellen

, g s
0, | 2a?, - 8a® - 1847 -|- 824% - 7 n|
243 ) Bemerkung. Die schraffierte parabolische
Fliche hat, wenn 04 = 1 ist, den Inhalt i
i — [“? folglich hat das Rechteck D BC in Bezug auf O das
polare Trigheitsmoment : - [Probe:
G+5)+6 1 2=G+o+i—75]

Allgemein handelt es sich bei der Parabelfliche durch + ¢* um

T 2 f a1 o 16 o = . : 1 L
den Inhalt 3 (2¢°) (4a*) = 7 a’, also bei dem Rechteck von der
0 s - 4 iy g
Breite @ und. der Hohe 2a um - a® = T,.

r

244) Die Parabel hat nach dem Methodischen Lehrbuch, I1TI, Sehluls-
seite, von B bis D die Liinge £ [)/2 4 1g (1 4+ ¥2)] = 1,1478 p.
Ist also 04 = a® und BD = p = 4a” so handelt es sich um die
Lénge

2a® [1V2 4 lg (1 4 J/2) = 1,1478 . 442

Halb so grofs ist das Polarmoment der Fig. 175

Geraden von Liinge BD=2a (Fig. 174)
im Abstande @ von O, also gleich

e 4 O | 3
a® 2 4+ lg (1 + y2)| + b
i ) 0 o 5 R = ' | :
= 1,1478 - 2a® = 2,2956 a*. : _ | 5
Denkt man sich jetzt die Linge 2¢ und {J'!-----::'":'—':if—';'"
hstand veranderlich als 2% bozw. 2 e
den Abstand veriinderhich als 2z bhezw. x, UMt
g0 hat man im letzten eine Querschnitts- il e
formel - Ul
o 5 f ~ /5 T /4
g =22 [YV2 +1g (1 + V2) D 1

fiir ein Dreieck 0AB in Bezug auf O.

(Fig. 175.) Fiir dieses ganze Dreieck ist also das Polarmoment
erster Ordnung nach der Schichtenformel

1,1478 - 228

M=% V2 +1g(1 + V2)] =55
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fiir das Quadrat 4 BCD mit Basis 22 ist also in Bezug auf O

M, 43 V2 +1g(1 4 ¥2)] = ‘i .1,1478

3,0608 2.
Dreht sich das Quadrat in seiner Ebene um O mit konstanter Winkel-
geschwindigkeit &, so ist demnach die mittlere Geschwindigkeit
Mg — Y2 g (14V/2)] 0 = I 1147820 —0,765249,
also ist der Radius der mittleren Geschw indigkeit

o = U, (bd2x

Dies 18t zugleich der mittlere Abstand siimtlicher Punkte der Quadrat
fliche vom Mittelpunkte.

245) Damit ist zugleich der in Fig. 153

dargestellte Diagramm
kérper berechnet.

Sein Inhalt ist fiir 2 — °

-

e ; - 1,1478 b° s
M, === lJ02 - 1g{ 1 V2) — 57— — 0,5826 %

i & /1 a1/ 1 P 7
Der ganze Rechteckskorper hat den Inhalt 2. b |/ - =1/ - — 07071 H°
der innere, trichterfirmige Raum also ist

;3 l’f L

M, = 0,7071 1* — 0,3826 3% — 0,3245 b*

Der auf der Spitze stehende Kegel hat die Hihe & lrli und den
: 1/
Radius b}/ =, also den Inhalt

b - * 1 i s s

‘)"f L [/ L = ‘: lff — 00,7071 (,-r: = 00,3702 3,

5 3 5 ; 5 ) )

Von ihm sind vier gleiche hyperbolische Teile abgeschnitten, deren
Gesamtinhalt ist
i'l,:i:'r-lllf’l I Ij 1 ,U, 3 35 [_ﬂ"]- T 1 ;i! _f:= 023709 0 :'r.)_l_;'
Bk s (b TR J’.)Z i WG T _‘%_i- p=0 MYy illa — U, 0a3d )
— 0045713,
so dals jeder Abschnitt fiir sich den Inhalt 0,0139#® hat.
Damit ist iiberhaupt gezeigt, wie hyperbolische Abschnitte solcher

Art zu berechnen sind.

246) Aufgabe. Das Polarmoment erster Ordnung fiir das
Rechteck mit den Seiten 24 wnd 26 zu bestimmen.

Den Geraden B und C'B der z-Ebene entsprechen nach Nr. 242
Parabeln von den Gleichungen



w
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Fig. 176.

VXE+ Y24 X =242
und
VYXEL-LPr—_X-—99
aus denen durch Subfraktion folgt
2N = 2¢q% — 2p°
i'!ll_l_"i'
X =a*— P,

durch Addition dagegen

2YX?+ Y2 =2 (a+ 1?)
uti:_"r'

R=VYX*+ Y:=a®+ b

so dals Z-Ehone.

T ]-/;Tfi' B 'l__f[H_"—’ ey a? — b¥)? = 'I,*".'_| a?h? = -+ 2ab.
Nach dem’ Methodischen Lehrbuch, III, Schlufsseite, ist die Parabel-
linge AB fiir gegebenes ¥ Fig. 177,

~ Y s Y 4 Vp' F T¢
s =3, VP + P4 pig—TFE ]
] : 1 - !i L
also fiir p = 2¢* und ¥ = 2ab der ganze Bogen

L —

B = 2% Via* + &ab?

+ 2a? g 2ab 4 Via* 4 4a®h®

o] 2t

oder : -Ebene.

I

fﬁ)’ = 2} ._[.-’ffff + ;’f‘; —I— f:!:" |g’ Y _I— |"(f.”

({3

Demnach ist das Polarmoment der Geraden HB halb so grols, nimlich

et 3 b-1a® -+ B2
M, = bY@+ 5 + arag 2TV +
T i o b
— at a1 e P TF ! : )
a [” l s L S ]t‘-{ [ @ F 1 ) l

oder

M, — a? [tan B1/1 + tan® B -} “Ig (tan g 4 }/'1 4 tan® g)].
Setzt man nun @ verdnderlich gleich z, so folgt fiir das Dreieck
OB H in Fig. 177 nach der Schichtenformel

o}
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M, = ,;. [tan /1 - Eafngﬁ i (tan ﬁ + V1 -+ tan® ﬁ ]

2ot

Z-Ehena,

Fig. 179,

| 1

_}1
.
%
£~ Ehene.
f v '}

Bl 8 'l i
: ;Lﬂ V“- - 1 i 1 J | — 8a @ :]

s b+ H"I—:— E

P‘] ; - = :
Va? _{_E}_ + - ]-f—’f S ) e S

o (L

Das Dreieck OBD giebt {‘TI‘L-HIH‘L'L;II[‘IIIJ

{ a® - h*
M, — = Vu -+ 3* % AL 5 I'i_ =0
also wird fiir das :___fi_*.\'tiiili’&‘ Rechteck HBD F
M Syt g8 o 2 g, O Y
] £ 3 ) i
2b° 10 Yot b
F R e

Der Radius der mittleren Geschwindigkeit er-
. : My i
giebt sich aus 5= 1.y Auch die betreffenden

Kegelabschnitte sind leicht zu berechnen.

247) Bemerkung. Die Parabelfliche 4 B
in Fig. 176 hat, da Z0 — p2- a®, also ZA = b?
ist, den Inhalt > 4ab. b — 1 ab®. Der vierte Teil
dayon, ; al?’, ist das polare Triigheitsmoment der
hyperbolisch begrenzten TFliiche 4 HBZ der
z-Ebene, fir die 07 = Vb — a® ist.  Die
Gleichung der Hyperbel in Fig. 177 ist also

Y —a = b — 4

248) Aufgabe. Das polare Tri igheits-
moment des Segments der gleichseitigen
Hyperbel in Fig. 179 zu berechnen.

Reicht das Il\]}uh{ Isegment von 1 bis a,
so entspricht ihm in der Z Ebene (Fig. 178) ein
Pars abelsegment, von 1 bis 11_~1(hmnl. Aus

(a® 1):a0° = ¥2: 444
oder

Y:2a2 = V.rs'-' — 1:a
ihigt‘

Y = 2¢ }"fr:'-' —1,

das P:lra-bu]segnwnl- wird also

. :4]:3

3
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Demmnach ist das polare Triigheitsmoment der Hyperbelffiiche

]

e (a0t 1) 2

In Bezug auf die Gleichheitsachsen & und % wird
?.: = ?”J: = -, ||'."2 — Ii!,

Da nach Nr. 178 M:, berechnet werden kann, so lifst sich auch
T. und T, hestimmen.

249) Aufgabe. Was entspricht dem Kreise » — ¢ um den
Punkt a der z-Ebene?
Auflosung. Die Gleichung des Kreises Lilst sich schreiben als

5 SRR o N I el S R o
(& —a)f 4y =c¢ oder 2°+f+y 2ax 4+ a® = ¢

reht iiber in

Dies g¢

S ”:i = piZ

9y l y X .j)'ﬂ +X

L2
]

oder in

— = /- Xe 1 Yo | Y
ir" Xz —| e e b l } ! 5 ! @ =c,
oder auch
; E-- R cos @& 5 =
— 2 ] ] : 2 + @ = ¢
oder
) =7 q] S =
1) R—2a ].-f_.-'g + COS - 07 = ¢~
Ist dabei @ = ¢, so entsteht die emfachere (xleichung
X5 ¥2 —="2a%( J,f";\""' + ¥* 4 X)
oder
R* = 2a* (R + R cos @)
oder
el ros @ 5 g D
2' J“= -l--f{.' - =8 == -l—re" GOS8~

Dies ist die Gleichung der Cardioide, die allgemeineren Kurven 1)
mogen daher als cardioidische Kurven bezeichnet werden. Sie
kommen spiiter noch einmal als c¢yklische Kurven zum Vorschein.

250) Aufgabe. Den Inhalt der Cardioide zu berechnen,
deren Grundkreis den Radius 1 hat.

Holzmilller, Ingeniour- Mathematik. T, 15
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Hig: 180. Auflésung. Der entsprechende
Y Kreis der z-Ebene hat in Bezug
auf O das Trigheitsmoment

folglich ist der Inhalt der Car-
dioide das Vierfache davon, d. h.

F— 6.

251) Aufgabe. Wie grols ist
die Fliche zwischen dieser
Cardioide und der symme-
trisch teilenden Parabel?

Auflésung. Der schraffierte
Halbkreis hat fiir O das Triig-
heitsmoment

(o 8 / 4r\2pig
el il
k b7 e
also fiir » =1
Fig. 181. 737
e ST
¥
folglich ist die gesuchte Fliche
, :
D I*T_ :;ﬂ'.' + |::.:l'
Der Rest ist
0

bx — {;55:7, - “’J = Fm 2.

So kann man jeden der entsprechenden para-
bolischen Sektoren der Cardioide berechnen.
[Setzt man den Umfang der Cardioide, 16,
also hier 16, als bekannt voraus, so folgt das Polarmoment erster Ordnung
der Kreislinie vom Radius » = 1 in Bezug auf seinen Randpunkt O
2

16 - ; ! 16 ) r - o '
als | = 8; allgemein als - !’, — = 8r fiir den Kreis vom Radius

Vr, also 8¢ fiir den Kreis mit Radius g.]

Weiteres iiber diese Kurven siehe in des Verfassers , Einfiithrung
in die Theorie der isogonalen Verwandtschaften”. Noch sei
bemerkt, dals man auch bei Spiralensektoren der Lemniskaten die
Triigheitsmomente sofort hinschreiben kann, ebenso die Polarmomente
erster Ordnung fiir die Bogen der lemmiskatischen Spiralen, wozu
man nur die logarithmischen Spiralen der Kreisschar vergleiche.



Anwendung der lemniskafischen Abbildung ete. 195

252) Aufgabe. Symmetrische Brennstrahlsektoren der
Parabel zu berechnen.
Das polare Triigheitsmoment des Dreiecks in Bezug auf O ist

. o (4

B i -2 tan = ot tan =

[ .*}H:'I—-I— LR = D2 | . _:" i H{E — =) ,‘:’ Lt “—J.ﬁ_ 3
w1267+ b%) s ’71 2a°+4a® tan® - g } - tan®

Folglich ist die entsprechende o

1 an =t Pig. 182,

Fliche der Parabel das Vier- Fig. 188,
fache, ndmlich :
- ; \
LA B B e g @ |

50 tan — | 3 4 tan® 5 J : a

(Probe: fiir ¢ =900 entsteht : o A

ki< I des Rechtecks A BCD, / |

wo 04 =ga°> 0D =2a" ist.) ™

253 ) Bemerkung. Vergleicht G
man die Gleichungen der Lemnis-
kate und der gleichseitigen Hy
perbel in Polarkoordinaten, so _
erkennt man, dals die Lemnis- ey
kate die reciproke Kurve
der gleichseitigen Hyperbel ist. Die Transformation der Figur 184,
in der Kreis und Gerade 4B von O aus gerechnet reciprok sind,
mittels der Funktion Z = }/z, giebt b
den Beweis dafiir, denn dabei ver- K |
wandeln sich Kreis und Tangente in '
Lemniskate bezw. Hyperbel.

Transformiert man dieselbe Figur
mittels Z = 2°, so gehen Kreis und
Tangente in Cardioide und Parabel

iiber, und so folgt, dals die Cardioide
reciproke Kurve der Parabel in Bezug
auf den Brennpunkt ist.

Weil das Inversionshild eines
Kreises stets ein Kreis ist, so ist das
Inversionsbild jeder Cassinischen Linie

vom Mittelpunkt aus stets eine Cassi-
nische Linie, das einer cardioidischen
Kurve in Bezug auf O stets eine car-
dioidische Kurve. Dem Sonderfalle der Geraden entsprechen die
Sonderfiille der gleichseitigen Hyperbel und der Parabel.

18*
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