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166 Abschnitt VI

Transformiert man das System der confokalen Lemniskaten und
der orthogonalen Schar gleichseitiger Hyperbeln noch einmal mittels

der Funktion Z = }/z, so entstehen Lemniskaten 4ter Ordnung von
der Gleichung p, p, p,p, = e und Hyperbeln 4%t Ordnung von der
H|r']'t'|]u1]g' &y + &y + By -+ &, = p, die ebenfalls fiir die Festiokeits-

lehre von Bedeutung sind.

204) Als Gesamtresultat des Obigen kann man fiir die Theorie
der Polarmomente 1** und 2'" Ordnung Folgendes hinstellen:

a) Kennt man den Inhalt einer Fliche, zu deren Be
grenzung erade, Kreise, Parabeln, ecardioidische Kurven,
gleichseitige Hyperbeln, Lemniskaten 2% Ordnung im Sinne
der obigen Darlegungen gehoren, so kennt man fiir die
durch # —=)Z% entstehende Fliche, die beziiglich von gleich-
seitigen Hyperbeln, Lemniskaten 2% Ordnung, Geraden,
Kreisen, Hyperbeln 4% Ordnung, Lemniskaten d4ter Ordnung
begrenzt ist, das polare Trigheitsmoment in Bezug auf den
Nullpunkt.

b) Kennt man umgekehrt das Triigheitsmoment der
letzteren Fliche in Bezug auf den Nullpunkt, so kennt man
aunch den [nhalt der ersteren Fliche.

¢) Kennt man die Peripherie der ersten Fliche, so kennt
man das Polarmoment 1* Ordnung fiir die Peripherie der
zwelten Fliche.

d) Kennt man umgekehrt das Polarmoment 1% Ordnung
tiir die Peripherie der
der ersteren Fliche.

etzteren, so kennt man die }'1-1'i]'r[] erie

255) Physikalische Bemerkungen zu den behandelten
Kurvensystemen.

Um fiir die besproehenen Kurvenscharen zu imteressieren, migen
einige physi

calische Bemerkungen iiber dieselben eingeschaltet werden. *)
a) Fig. 168. Stromt lings der Koordinatenachsen Elektrizitit kon-
stanter Spannung in die leitende Platte ein, die unbegrenzt zu denken
ist, und wird die Elektrizitit in unendlich grolser Entfernung auf den
Winkelhalbierenden abgeleitet, so ist die eine Hyperbelgruppe die der
Ptromungslinien der Elektrizitiit, die andere Gruppe ist die der Linien
gleicher Spannung, sobald der stationiire Zustand eingetreten ist.

) Die Bemerkungen in den eingeklammerten Abschnitten sind nur fir vor
geschrittene Leser bestimmt. Sie mogen als eine Hindeutung darauf, dals es
noch héhere Gebiete giebt, aufgefalst werden, Dort kommt die hohere Analysis
zur Geltung, die im Anfange des Studinms noch entbehrt werden kann.
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An Stelle der stationiiren Elektrizitiitsstromung kann man eine
stationiire Wiirmestromung setzen. Die Stromlinien behalten dann
ihre Bedeutung und die Spannungscurven werden Isothermen. Solche
Kurvensysteme bezeichnet man daher als isothermische Kurven-
systeme.

Erkennt man die Forchheimersche Theorie der Grundwasser-
stinde fiir gleichmiilsig durchlissiges Erdreich als richtig an, so gilt
von der Figur 168 Folgendes: Man denke sich die Koordinatenachsen
als sehr weitgehende Sickerschlitze, die energisch ausgepumpt werden,
dann geben die einen Hyperbeln die Stromung des Grundwassers an,
die andern die Niveaukurven des Grundwasserstandes. Durch die
einzelnen . Quadrate® flielsen dabei stets gleich grolse Fliissighkeits-
mengen, sobald nur das Niveau in den Schlitzen als iiberall gleich-
miifsig betrachtet werden darf. Man vergleiche auch die Theorie des
Helmholtzschen Geschwindigkeits- Potentials.

b) Fig. 172. Man denke sich die Brenmpunkte der konfokalen
Lemniskaten als Einstrémungsstellen konstant gespannter Elektrizitit
in die chene Platte und den unendlich fernen Bereich derselben als
Ausstrémungsstelle, dann ist das Biischel der Hyperbeln das System
der Stromlinien, withrend die Lemniskaten zweiter Ordnung die Linien
konstanter Spannung sind. Beziiglich der Wiirmestromung und der
Grundwasserbewegung findet Analoges statt, wie vorher. Ubrigens

o}

lassen sich die Stromlinien und Spannungskurven bei geeignetem
Arrangement mit einander vertauschen. MM, und das Lot in O sind
dabei als Einstromungslinien, die beiderseitigen Fortsetzungen nach
aulsen als Ausstromungslinien zu betrachten.

Hat man ein Gefils, dessen Gestalt die iufsere Lemniskate
der Figur 172 ist und denkt man sich den Boden an den Brenn-
punkten durchbohrt, so hat man ein angenihertes Bild von
dem Gange der Stromlinien und Niveaukurven unter Voraussetzung
niedrigen Wasserstandes und Konstanthaltung desselben am Rande
des (efilses.

Denkt man sich eine elastische Platte von der Form der iulseren
Lemniskate der Figur 172, die lings des Randes horizontal aufliegt
und in den Bremnpunkten gleich stark helastet wird, so hat man
unter gewissen theoretischen Voraussetzungen ein angenihertes
Bild von Biegung der Platte, und zwar kann man mehrere Theorien
aifstellen. Nach der einen wiirden die Lemniskaten Niveaulinien sein,
die Hyperbeln Linien stiirksten Gefilles. Nach einer andern wiirden
die Lemniskaten Linien fiir konstante Werte einer Funktion der
arifsten Biegungsspannung sein, woraus sich Entsprechendes iiber
die Kriimmungsradien aussagen lassen wiirde. Damit soll iiber die
Richtigkeit solcher Theorien nichts behauptet werden. Ls steht zu
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vermuten, dals eine Reihe von Physikern ihre Theorien der Lehre
von der konformen Abbildung geradezu anbequemt haben, so dals
an Stelle ihrer Hypothesen eine einzige gesetzt werden kénnte, welche
die Erhaltung der Konformitit und der unendlich Kleinen Quadrate
bedeutet. Dies diirfte z. B. bei der Forchheimerschen Theorie der
Grundwasserstinde der Fall gewesen sem, ebenso bei der Theorie
frerer Ausflulsstrahlen von Helmholtz und Kirchhoff.

Zu Fig. 180 lifst sich beziiglich der Parabeln und cardioidischen
Kurven Entsprechendes aussagen, nur tritt fiir die aulserhalb der
Cardioide liegenden Isothermen die Unbequemlichkeit ein, dafs man
sich die Ebenen doppelt bedeckt denken mufs.

Auf kartographische und andere Deutungen soll hier nicht ein-

gegangen werden, auch nicht auf den schwierigen Fall der Torsions-
probleme nach 8t. Venants Theorie, auch nicht auf gewisse Probleme
der Kapillaritit.)
[266) Die reiche Anwendbarkeit der Transformationen Z — +* und
2 =VZ auf die Lehre von den Polarmomenten 1ter ynd ter Ordnung,
von der Flichen- und Bogenberechnung, von der Elastizitiit, von den
stationiren Stromungen der Elektrizitiit, der Wiirme, des Grundwassers
und der Fliissigkeiten iiberhaupt, auf stereometrische Berechnungen
u. dgl. sollten die Ingenieure veranlassen, sich in héherem Girade mit
der Lehre von den konformen Abbildungen zu beschiiftigen.

Es wird gestattet sein, aulserhalb des Zusammenhanges auf einige
besonders wichtige Anwendungen der Abbildungslehre hinzudeuten.

Die Abbildungen

. 1 - =+ bz [ l
Z=-, Z=7"— (2B Z—

nr,.l.'

[}

=

sind identisch mit der Kreisverwandtschaft von Mobius. An den
entsprechenden Kreishiischeln und Kreisscharen hat Kirehhoff zuerst
die Theorie der stationiiren Elektrizititsstromung erértert, Thomson

5

zuerst die Theorie der elektrischen Bilder erliutert. An die A bbildung

Z = - lassen sich gewisse Gravitationsprobleme anschliefsen.
Die Abbildung
I{ P f- ";— J

fithrt auf die wichtigen elliptischen Koordinaten (Fig. 207) und wurde
zuerst von Prof. B. Heine physikalisch verwertet. Die erste Ein-
fihrung der letzteren verdankt man Jacobi. :

Durch die Abbilding Z — z* bezw. 2 — VZ lernt man die
Lemniskaten und Hyperbeln snter Ordnung kennen, die ebenfalls in
physikalischer Hinsicht von Wichtigkeit sind.
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Die Abbildungen
Z=V1—¢, Z=sinz, Z=—0082
fithren auf die zuerst von Lamé behandelten lemniskatischen Koor-
dinaten, die oben eingehender besprochen wurden.

Die Abbildungen Z =lgz und z = ¢? geben den Zusammenhang
der Mercatorkarte mit der Polarkarte von Hipparch und Ptolemiius,
erleichtern die Theorie der logarithmischen Spiralen und lassen im
Anschlufs an Burmesters Untersuchungen kinematische Deutungen
su. Auch Gravitations- und Potentialprobleme lassen sich anschliefsen.

Ganz neue Bereiche des mathematischen Denkens werden durech
die Abbildung mittels der elliptischen Funktionen Z — sin am 2,
7 — cos am ¢ und Z = 4 am g erotinet, durch deren doppelt-
periodischen Charakter die Moglichkeit erdffnet wird, die ganze
Ebene auf ein Rechteck konform zu iibertragen.

S0 ist z B. im Anschlufs an Jacobi, Schering und Schwarz
durch Peirce gezeigt worden, wie man im Stande ist, die Kugelober-
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fliche mit dem Netz der Meridiane und Parallelkreise auf der Fliche
emes Quadrates darzustellen. Die Unste tigkeitspunkte sind geschickter
Weise in den Ocean verlegt worden. Der ";rfluirn erscheint als Quadrat.
Die symmetrische Fortsetzung der einzelnen Oktanten 1Lifst zwanglos
die doppelte Periodizitiit erkennen. Aus geographischen Griinden ist
in Figur 185 nicht die Einte tlung in kleine Quadrate gewiihlt, sondern
die Einteilng in Rechtecke, die, wie auf dem Globus, nur in der
Nihe des ’u[aa.ttnh qll.lr;t itisch erscheine n, dagegen nach den Polen hin
das Verhiilltnis der Linge zur Breite gesetzmillsio zunehmen lassen. #)

Fig. 186

D ! 7

Die entsprechenden physikalischen Deutm ngen sind leicht im

Anschluls an die .(n:utnunn des Gradnetzes zu oeben,
Es handelt sich z B. um Einstromung der Elektrizitit oder
Wiirme in der Mitte, _-‘\11.»'><i'i‘i'mj|n|lr_:' in den Eckpunkten 4, B, (! und D.
Die Figuren 185 und 186 sind nach einem Cliché angefertigt worden,

welehes von Herrn Prof Adr. Guébhard in Paris freandlichst zur Verfiigung
gestellt wurde.
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Denkt man sich das Quadrat 4, B, C, D, aus der Figur heraus
geschnitten, so lassen sich Deutungen entsprechender Art ablesen,
auch solche iiher den Zustand eimer quadratisch geformten elastischen
Platte, die i der Mitte belastet ist, auch iiber die Kapillaritit im
Innern emes engen Rohrchens von quadratischem Querschnitt, oder
iiber die Wasserstandslinien in dem Terrain einer quadratisch ge-
formten Insel, in deren Mitte sich ein Pumpwerk befindet. Nur ist
zu beachten, dals die Annahme der Hypothesen, die dem Charakter
der Konformitit mit den emfacheren Koordinatensystemen ent-
sprechen, an der Hand des Experimentes auf ihre Zuldssickeit zu
priifen ist. ]

Ohne Kenntnis des konformen Zusammenhanges ist ein Ein-
dringen in die feineren Theorien undenkbar. Dieser spielt schon jetat
in einigen Lehrbiichern der Mechanik eine hervorragende Rolle, und
Kirchhoff und Helmholtz haben mit dem Hiilfsmittel der kon-
formen Abbildung sogar die schwierige Theorie der freien Ausfluls-
strahlen angebahnt. Deshalb sei an dieser Stelle auf die , Ein-
fithrung in die Theorie der isogonalen Verwandtschaften
und der konformen Abbildungen® hingewiesen, zu deren Studium
grolsere Kenntnisse aus der hoheren Amnalysis nur fiir den Schlulsteil

nitig sind, wihrend der Anfang ganz elementar gehalten ist. Die
oben genannten Abbildungen und zahlreiche andere sind dort eingehend
behandelt und die angedeuteten physikalischen Beziehungen erliutert.]
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