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9 I Bud). Cinleit. 1.

-

fante 5, Pihenfante 4 LQingeneinbeiten mift). Diefe Wrt der
Darftellung (welche ald allgenteine Kabalierperipet:
tive bejeichnet wird) ift bet dem meiften Abbilbungen im fol-
genden beniifst™).

Damit eine Ebene iitberhaupt dargejtellt werdben fann, dentt
man fid) aud ihr ein vedhtectiged ©tiid ausdgejdnitten und bilbet
biejes ab. Das hindert jedod) nicht, fich in der inneven Unjcdhau-
ung die Ebene unendlid)y audgedehut borzuftellen, toie jie i der
That gedacht twerden mup. — Diejenigen Flvei Randlinien besd
Rechtectd, an denen die Dide der Cbhene jichtbar fein iwiivde,
jpenn fie (etwwa als Brett gedad)t) eine endliche Dide bHaben
tpiirde, werden, um eine plajtijdje Lirfung zu erzielen, mit etwasd
ftacteren Stridhen mavtiert (vgl. Fig. 2, &. 6).

Xt eine Linte durch einen vor ihy befindlichen Teil bes
viumlichen Gebildes verdectt, fo ird fie in der Ybbildung meijt
punttiert gejeichnet, indem man fich den berdecfenden FTeil ded
Gebilves halb-durchiichtig venft (bgl. Fig. 1.

Grites Bud.

Gerade und Ebenen im Ranme,

A CEitad i tyone
1—6: Lage-Begiehunaen,

1. Agriom von bet Gevaden. Haben zwei Gerade
swei Punfte gemein, jo haben fie jamtliche Puntte gemein.

*) Bei Fig. 1, wie dtberhaupt bei den meiften folgenden Figuren,
ift bad BVerkiraungsverhiltnid der Tiefendimenfionen = Vs, ibr Winfel
mit der Breifenvichtung = 60° gewdhlt. — Dem Lernenden ijt jehr
au empfehlen, in ber Herjtellung von Abbilbungen nad) diefer Methode
fich moglichjt rajd) eine gewifje Fertigleit zu erwerben durch Jeichnung
etnfadjer Gegenftdude (wie Hausd, Tijd), Stuhl, Grabfrenz, Turm mit
Binnen, Treppe mit Wangen . {. w.).
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— Durd) gwei Puntte [dft fidh) immer eine Gerabe legen und
nur eine, ober: eine Geradbe ift beftimmt dburd el Punkte.

2. Ariom von Der Gbene. Hat eine Gerabe mit
einer Gbene jwei Punfte gemein, fo liegt fie mit allen ihren
Puntten in der Chene. — Durd) zwei Punfte laffen fidh
unendlich viele Cbenen legen; jede enthélt auch die BVerbin-
bungsgerabe der zwei Punfte.

3. a. Haben zwei Cbenen bdrei Punfte, die nidht in
gerader Linie liegen, gemein, fo haben fie jamtlide Punfte
gemein. (Denn fie haben, nadh 2, zunddyft die drei Ver:
bindbungslinien ber dret Punfte gemein. Aieht man nun dburd
einent beliebigen Puntt X Dder erjten Gbene in biefer eine
Gerade, welde swei von jenen Verbindungslinien {hneidet,
jo gehbren die jwei Scnittpuntte audh ber zweiten Ghene an,
Die Gerade hat alfo mit der zweiten Ebene zwei Punfte —
und folglich auch jeden anderen Punft, 3. B. Punft X, ge-
mein.) — Durdh) bdret Punfte, die nidht in gevaver Linie
liegen, ldpt fid) immer eine Cbene legen und nur eine,
oder: eine Cbene ift beftimmt durd) drei Puntte. Sie ent-
halt auch die dret Verbinbungsgeraben ber bdret Puntte.

b. Smwei Gbenen fonnen immer jur Dedung gebradt
werven. Denn (nad) a) geniigt hiesu, daf man bdie eine Ehene
beliebig buvd) drei Deliebige Puntte der andern legt. Da dies
auf unendlid) verjdyiedene Weife gejchehen tann, o folat weiter:
Cine Cbene fann beliebig in jich jelbft verichoben mwerden.

¢. Aud a folgt ferner: Cine Cbene ift aud) beftimmt
ourd) eine Geradbe und einen auperhald bderfelben liegenden
Punit, bdesgleichen durd) jwei fich fdneidende Geradbe oder
ourd) einen Wintel. Cine Cbene fann evzeugt gedbadht wer-
pent durdy eine Gevade, die fih um einen fejten Punft dreht
uno gleidzeitig an einer fejten Gervaden Hingleitet.

4, a. Bwei Gerabde liegen entweder in ber nim-

lichen GCbene ober nidht. — Jm erjten Fal jdhneiden
fie fih oder find fie pavallel. Dod) Fonnen aud) zwei
13'1=
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parallele Gerabe aufgefapt werden ald Gerade, Dbie fidh
jdhneiden, Deren Sdnittpuntt aber in unendlide Entfernung
gevitdft ift. — Jm gweiten Fall jdhneiden fid) die Geraden
nicht und bheiffen windjchief.

b. Da bie burd) einen Punft mit einer Seraben gezogene
Rarallele (nadh) a) in der dburd) denm Punit und die Gerade
beftimmten Gbene liegen muf, fo ift aud im Raum durd
einen Punft mit einer Geraden nur eine Parallele miglid).

c. Ferner folgt: Cine Gbene ift beftimmt dburd) gwei
parallele Gerade. Cine Cbene fann erzeugt gebacht werben
burd) eine Geradbe, die an einer fejten Geraven hingleitet
und fid) babei beftdndig pavallel bleibt.

d. Unter dem Winfel gweier windjdiefen Ge:
taden verfteht man den Winfel, den zwei durd) einen be-
liebigen Punft su den Windidyiefen gejogene Parallelen ein-
jhliefen. (Tap die Grope diefes Winkels eine vollfommen
bejftimmte, von Dber Wahl bed Sdheitelpuntted unabhingige
ift, wird in B. 4. Buf. bewiejen werden.)

5 €ine Geradbeund eine Ebene mijjen ent:
weder {id) fdhneiden, ober zu einander parallel fein, ober muf
bie Gerabe in ber Chene liegen. — Jm erjtern Fall haben fie
nur einen Punft gemein, welder ihr Shnittpunit ober
Spurpuntt heift; (venn hitten fie ywei Punite gemein, jo
miite die Gerade, nady 2, mit allen ibren Punften in bdie
Cbhene fallen.) — JIm zweiten Fall ift diefer Sdnittpuntt in
unendlidhe Entfernung geciict; bdie (Serabe und die Ebhene
haben feinen Punft im Cndliden gemein.

6. a. 3wei Cbhenen miflen entwebder fidh {dhneiden
ober parallel jein. — Jm ervjten Fall haben fie eine Gerabde
gemein, weldje thre Sdhnittlinie oder Spurlinie heift;
(venn bdtten fie drei niht in gevaber Linie liegende Punite
gemein, fo miigten fie, nad) 8. a, zujammenfallen.) — Sm
gweiten Fall ijt diefe Schnittlinie in unendlige Entfernung
geviift; die zwei Cbenen Daben feinen Punft in endlicher
Entfernung gemein.
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AUnm. 3u 4 a, 5 und 6.a. Jnjoferne man unendlicdh entfernte
Puntte ald uneigentliche Puntte betvachten fann, jagt man and fur:
eine Gjerade oder Ebene wird von einer ihr paralielen Geraben ober
Ehene nicht gejcdhnitten.

b. Sdneiben fid) jwei Ebenen, und liegt in einer von
ihnen eine Gevabe, jo liegt deren Sdnittpunft mit der an:
pern Cbene in ber Sdnittlinie beider Ebhenen.

c. Sind jzwei Cbenen pavallel, fo ift jebe Gerade,
die in Der einen Cbene liegt, su der anbern parallel. (Demn
fie fann mit biefer feinen Punft gemein Haben.)

d. Drei Cbenen haben im allgemeinen einen Punkt ge-
mein, welder ihr Sdhnittpuntt heift. Durd) ihn gehen
die brei Gevaden, nad) denen fie fih je zu sweten Jdyneiben.

—9: IMaf-Besiehungen,

7. a. Wan jagt, eine Gerade ftehe auf einer
Cbene fenfredt, wenn fie fenfreht fteht lauf allen Ge-
raben, die i ber Cbene burd) ihren Spurpunft gejogen wer:
oent tonnen. (Daf eine jolde Stellung einer Geraden;ju
einer Cbene moglidh ift, wird in B. 6. a bewiefen werden.)
Der Spurpunft der Senfredhten in bder Gbene bheift ibr
Fuppunit. Man fagt aud), die Chene fei auf der Geraden
jenfredt.

b. Fdlt man von einem Punft auferhalb einer Ebene
bie Senfrechte auf die Chene™), fo bezeihnet man deven Fub-
punft aud) al die Projeftion bes Punttes auf die Cbene.
Die Cbene beift dann die Projeftiondebene, die Sent:
redyte Deifit bas projizietende Lot

c. lnter der Cntfernung eines Runftesd von
einer Cbene verfteht man bie Cntfernung des Punftes
von feiner Projeftion auf die Gbene.

*) Daf nur eine Senfredyte moglich ift, wird in B. 7. a be-
iviefen werden.
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d. Bwei Punfte, bdbie auf verjdhicbenen Seiten einer
Ghene auf der namlien Senfredhten zu ihr liegen und
gleide Entfernungen von ihr haben, heifen ju einanbder
fymmetriid) in Beziehung auf bie Chene;
pie Chene bheipt ihre Symmetvalebene. Bwei rdum:
lide Gebilbe heifen zu einanber fymmetrijh in Bejiehung
auf eine Cbene, wenn jedem Punft ded einen Gebilbes ein
Punit bes anbern Gebildes entfpricht, der zu ihm jymine:
trijdh in Beg. auf bie Cbene ift.

8. a. Projiziert man einen beliebigen Punit A (Fig. 2)
einer Geraden AB auf eine Gbeme M, und legt durch die

Gerade und bad projizierende Lot

NA AF eine €bene N, weldhe die Pro-

jeftionsebene M nadh FG jchneidet:

.z jo Dejeichnet man die Linie FG al3

. bdieProjeftionderGerabden

e RN / auf dbie Gbene M. Die Ehene

s 8 N bheift bdie projizietenbe

M Ebene. (Daf e3 gleichaiiltia it

von weldem Punft der Geraben

oad projizievende Lot gefdllt mwirtd, witd in B. 8, Buf. 3

bewiefen werden.) — Sdyneivet die Gerade bdie Projettions:

ebene, fo gebt (nadh 6. b) ibre PLrojeftion durd) den Spur-
punft S.

b. Cine Gerade heiht {hief su einer Cbene, wenn
jte su ihr weder parvallel nod) fenfrecht iff. Unier dem
Neigungdmwminfel ber Geraden gegen bdie Chene (oder
auch ber Cbene gegen die Gerabe) verjteht man dann ben
jpigen Winfel ASK (Fig. 2), ben bdie Gerade mit ihrer
Brojeftion auf dbie Ebene madht.

9. a. Bwei fid) jdhneidbende Cbenen M und M’ (Fig. 3)
teilen ben Naum in vier Teile, welhe Keile oder FId:
Genmwinfel Deifen. Die Schnittlinie AB Dheipt ihre Keil:
fante oder Scheitelfante. Die dburdh) die Keilfante
begrensten Cbenenftiicde, die einen RKeil einfchlieen, Beigen

oig. 2.
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veflen Reilbldattes. Ein Keil fann langs feiner Keilfante
in fid) felbft verjchoben werden (nach 3. b).

Crrichtet man in den zwei Keilbldttern eined Keils im
ndamlicgen Punft C bder Keilfante die Senfredhiten CD und
CD’ sur Keiltante, jo Deipt
Der von ihnen gebilbete Win-
Fel DCD/ber Reilminfel.
Flir feine Grofe ijt die Wahl
oe3 Sdyeitelpunttes C gleidy-
gitltig. (Denn zwei Keilwinfel
mit verjchicdenen Sdyeitel:
puntten fonnen zur Dedung
gebradyt werben, indem ber
Seil in fich felbjt verfchoben
wird.)

b. Bwei S&eile bheifen 3ig. 3.
gleid), wenn fie yur Dedung gebradt werden fonnen.
Bwei gleidhe RKeile Dhaben gleiche RKeilwinfel; denn bringt
man die Keile zur Dedung und fonjtruiert ihre Keilwinfel
fiiv den ndmlichen Punft C der gemeinjdyaftlichen Kante, fo
pecten {idh auch biefe Winfel. (Daf bder Sap aud) umge:-
feprt gilt, wird in B. 7. 3uj. bewiefen werben.)

c. Cin Keil bat feinen Ketlwinfel zum Maf; er bhat
ebenfoviel Keilgrane als fein Keilwinfel Winfelgrabde.
Der Keilwinfel ijt zugleidhy dad Maf fiir bie Grofe ber
Drebung um bdie Keilfante, durd) bdie bad eine Keilblatt
in bie Lage de3 anberen gebradt mwerden Fann. Ein Keil
beibt 1pif oder ftumpf ober ein Recdhter, wenn fein
Keilwinfel fpif oder ftumpf oder ein Rechter ift. Bwei Keile
heiBen Mebenfeile oder Scheitelfeile, wenn ihre
Ketlwinfel Nebenwintel ober Scheitelwinfel find.

d. Unter bem Neigungdwinfel einer Cbene gegen
eine andere Cbene wverfteht man den Reilwinfel bed von
beiben Ebenen gebildeten fpiBen Keils.
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e. Swei Cbenen ftehen auf einanber jenfredt,
wenn einer der vier von ihnen gebilbeten Keile ein NRechier
ift. Auch die andern drei Keile {ind dbann JFechte.

BB ehelale

1—5: Parallele Gerade und Ebenen.

fehriaty 1.

a. Jft eine Gerade parallel einer Chene,
und legt man durd) bie Gervabe eine jweite
Cbhene, welde die erjte Jhneidbet: fo ift aud
bie Sdnittlinie dber Gervaben parvallel.

b, Jft eine Gerabe parallel einer zweiten
Geradben, jo ift fie aud jeber burd diefe ge-
legten €bene parallel. Dber: Jft eine Ge-
rabe parvallel einer in einer Gbhene liegenden
Gervaden, {o ift fie aud der Cbene parvallel.

c. Jfteine Gevadbe parallel einer Cbene,
und zieht man dburd einen beliebigen Punit
ber Cbene bie Pavallele ur Geraden, fo muf
pieje gang in dbie Gbene fallen.

Beweid. a. Die Gerade fei g (Fig. 4), die ibr pa:
rallele €bene et M; die durch g gelegte Ebene N jdhneide M

f'l’“'-l P .
A i 3! 3

Fig. 4.
nad) der Geraden s. Wire nun s nidht | g, fo miipten beide
fidh fhneiden, weil fie in einer Chene N liegen. Der Sdnitt-
punft U mwdre aber bann ein gemeinjamer Punft der Ge-
rabent g und ber Gbene M, — mwad der Vorausfesung
wiberjpridht. Folglidh mup s g fein.
b. Die gwei parallelen Geraden feien g und s (Fig. 4);
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burd) s fei bie Cbene M gelegt. Qegt man durd) g und s
bie Cbene N, fo ftellt s jugleich die Sehnittlinie von N und
M vor. Wiitde nun g bie Chene M fdhneiden, fo mitfte
(nad) I. Ginl. 6. b) ber Sdnittpuntt U in der Schnittlinie s
liegen, b. h. g miifite s fdhneiden; — wasz gegen bdie Bor:
ausieung ift. Folglich mup g der Gbene M parallel fein.

¢. Die Gerade fei g (Fig. 4), die mit ihr paralele
Cbene fei M; burd) den in M liegenden Lunft A fei bie
®erade s parallel 3u g gesogen. Wiirdbe nun s nicht in die
Cbene M fallen, jo wiirde e3 aufer s dburd) den Punft A
nod) eine jweite Pavallele 3u g geben, namlidh die Schnitt:
linie ber Gbene M mit der burd) g und A gelegten Ehene
N (nad) €ehrf. a); — was nidt mdglich ift (I Ginl. 4. b).
Folglih mup s in bie Chene M fallen.

Bujap. Aus c folgt: 1) Die unendlich vielen Ehenen, die
purd) einen: Punft pavallel mit einer Geraden gelegt toerben
tonnen, jdyneiden {ich alle nach einer und derfelben Geraden, ném-
lih nad) der durd) ben Punft zu der Geraben gejogenen Paral-
lelen. 2) Gine Gevabde, bie gweien Gbenen pavallel ift, ift ihrer
Sdynittlinie parallel.

fehrjaty 2.

Werden swei pavallele Ghenen von einer
britten Cbene gefdnitten, Jo find bdie gmet
Sdnittlinien parallel.

Fig. 5.
Beweis. Die gwei pavallelen Chenen M und N (Fig. 5)
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werben von ber Gbene E gefdhnitten nach m und n. Waren
mun m und n nidt parallel, fo miifiten fie fich fchneiben, weil
beibe in ber Gbene E liegen. Shr Sdnittpuntt U wdre aber
bann ein gemeinfamer Punft der zwei Ebenen M und N,
— was der Vorausfebung widerjpricht. Folglidh miifjen m
und n parallel fein.

(Divefter Beweis mitteld 1. €inl. 6. ¢ und L 1. a.)

Bufap Die unendlich vielen Geradben, die durd) einen
Buntt pavallel mit einer Ebene gezogen tverben fommen, liegen
alle i einer und derjelben Ebene, nimlich in dexr dburch den Punft
st ber Gbene gefegten Pavallelebene. (BVew. mitteld I. 1. a, 1. 2
und L Ginl. 4. b.)

Eehrial 5.

a. feqgt man durd zwei parallele Gervabe
swei Chenen, die fid) Tdhneiden, Jo ift bie Shnitt:
[inie ben wei Geraben parallel.

b. ©ind jwei Gerabde einer dritten pavallel,
jo{ind fie einander parallel.

Beweid. a. Die swei parallelen Geraben feienn m und n
(Fig. 6. a), oie burd) fie ge-
legten €benen jeien M und N,
veren Sdynittlinie jeis. Da

?’“_-'I |'|:s~ n m || 1, o ift m aud {] ju bder

ourd) n gelegten Gbene N

] ; (I. 1. b), und weil biefe Chene
JH | ‘A

e ; J — N von der burd) m gelegten

Fig. 6. a. Sig. 6. b M nach s gejchnitten wirb, o
ift aud) sfim (I. 1. a). Ebenjo wird bewiejen, dag s || n.

b. €3 fei (Kig. 6. b) ajlc und b je. Man lege durd
c und b eine Cbene, ferner durd) a und einen beliebigen
Punft X der Geraden b eine Chene, welde bdie erjte Chene
nach b’ fdnetbe; dann it b/ a und (¢ (nadh) Lehef. a).
LWeil aber aud) b (¢ ijt, fo mup b mit b’ jujammenfallen
(I €inl. 4. b) und alfo audy || a fein.

Bujah. Lehrl. a lapt fidh auch fo ausdjprecdjen: Sind
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bort dent drei Sdmittlinien dreter Chenen (L. Cinl. 6. d) 3tvei pa-
vallef, o find alle drei pavallel. Der Schnittpunft der bdrei
Cbenen famn dann als in unendliche Enifernung geriidt aufge-
faBt fverden.

$ehriafy 4.

a. ©ind die Sdhentel gweier Winfel eingeln
patallel, o {ind ihre Cbenen parvallel.

b. ©ind bie Shentel jweier Winfel eingeln
pavallel, und Jind beidbe Paare pavalleler
Sdentel gleid) geridhtet ober beide entgegen:
gefett geridhtet, fo find die Wintel gleid.

Beweisd. a. Wiirden die zwei Ebenen fich {dhneiben, fo
miigte (nach I 8. a) die Sdnittlinie pavallel fein fowoh!
mit dem einen al8 mit dem andern Schentel eines Wintels;
— wad nidht moglich ijt (I. Ginl. 4. b). Folglih miijjen die
ECbenen pavallel jein.

b. Die Wintel feien BAC und B’AC’ (Fig. 7), e3
jei AB mit A’‘B,, AC mit A‘C/ pa: B
vallel und gleid) gerichtet; man madge , - —C
AB 2 A'B'aamb AC = A/, giehe - 7T - A
BC, B“C’, ferner AA‘, BB*, C(’. Da '
nun AB $ A‘BY, jo ift ABB/A’ ein

_ )
PBarvallelogramm, aljo aud) AA’ 3+ BB*; e i
ebenio beweift man, daff AA‘ § CC/; e e '
paber ift audy BB/ #= CC/ (I. 3. b), Fig. 7.

folglid) BB/CC ebenfall3 ein Parallelogramm, alfo BC = BC*.
Pieraus aber folgt: A ABC £ AB‘CY, baber 2B BAC
=-B2A0

Sind beide Paare paralleler Schentel entgegengefebt ge-
vidhtet, o ijt (nad) obigem Beweis) der eine Winkel gleid) bem
Sdyeitelwinfel bes anbern und alfo auch gleich diefem felbjt.

Bujap. Audb folgt, daf der Winfel, durch ben der Winfel
joeter windjdyiefen Geraben gemeffen wird (I Einl. 4. d), jtetd die-
jelbe Groge Hat, o aud) fein Scheitel angenommen werden mag.
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Sehriafy 5.

Sind jwei €benen einer dritten pavallel,
jo finb jie einander parallel.

Beweid, €3 jei (Fig. 8) Cbhene
M P und Cbene N | P. Durd
eine die brei Gbenen jdneidende
Gerade 1 lege man zwei weitere
Cbenen B und B/, welde die drei
exften {chneiden nad) m, n, p und
m’, n’, p’. Dann ift m | p und
nip (I 2), alfo aud) m j n.
Cbenjo wird bewiefen, daf m’ (| n.
Nun {dneiden fih m und w’,
n und n’, und bilden alfo zwet
_ Wintel, deren Schenfel einzeln

Fig. 8. parallel finb. Daber ijt Ebene
MIN (I 4. a).

Bujah. Durd) etnen auBerhalh einer Ehene liegenden Punft
fann nur eine zu diefer Gbene pavallele Ghene gelegt werden.
(Denn gibe e3 deren 3twei, jo miiiten fie unter fich parallel jein,
wibrend fie dod) einen Punft gemein Haben.)

6—11: Senkvedite Gerade und Gbenen,
fehriaf 6.

a. Steht eine Gerade fenfredht auf zwei
andern fid fdhneidbenden Geraden in deren
Sdhnittpuntt, jo fteht jie aud auf der Ghene
ver gwei Geradben Jenfredt.

b. Stehen mehrere Gerabe jenfredt auf
berfelben Geraben in bemfelben Bunft, fo
liegen fie alle in einer Ghene, die su der
lebteren Geraden fenfredt iit.
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Beweisd, a. €3 fei (Fig. 9) AB fenfrecht auf den in
ber Chene M [iegenden Geraden AC und AD. €3 ijt (nadh
I. Ginl. 7. a) ju beweifen, dap
AB aud) auf jeber anbern in
ver Ebene M burdh A gezogenen
Geraben AK fenfredht jteht. Bu il
biefem Bmwed siche man in Meine < /

B,

beliebige Cinie, welche die brei A
Geraben AC, AD, AE in C, e
D, E jdueidet, verldngere fer-
et BA um eine Strede AB-
= BA und verbinbe B und B’
mit pen orei Puniten C, D, E.
Run ift A ABC 2 ABC, und dig- 9.
ABD 22 AB'D, aljo BC = B/C und BD = B‘D. $ieraus folat:
A BCD =22 B'CD, 8. BCD = B‘CD, und bafer audy A BCE
= BCE, BE = B’E. Damit fann aber jeft bewiefen wer:
ben, baB A ABE = AB‘E, folgli) BAE ein redter Wintel
iff. — Gbenjo wird bewiefen, baf AB jenfrecht fteht auf
allen andern in der Cbene M durd) A gejogenen Geraden.
Solglich jteht AB fenfredht auf der Gbene M.

Anderer Veweisd. (Fig. 9%). €3 ijt ftets mdglidh,
vie Kinie CD in ber Cbene M fo ju ziehen, daf ihre 3101
jthen AC und AD fallende Strecte burch AE halbiert wird T
Dann it BE Sdwerlinie des Dreiecdtd BOD, und AR
Sdwerlinie des Dreteds ACD. Man Bhat daber (nadh be:
tanntem Safe ber ebenen Geometrie):

2 (BE? 4+ CE?) = BC® + BD¢?,

: 2 (AE? + CE%) = AC? + AD2,

jubtr.: 2 (BE? — AE?) = BOT — AC? + BD? — AD?
=0 B

Vi

*) Wean benfe jid) in Fig. 9 die von B’ audgehenden Linien Hinweg.
**) Man ziehe nimlicy dburch bden beliebig gewdfiten Puntt E bdie
Parallele mit CA, mwelde AD jdneiden muf, in U; verlingere AU
um ein Stiid UD = AU, ziehe DE, weldje AC jdhneiden mufg, in C.
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alfo: BE? — AE? = AB?
woraud folgt, bap BAE ein vedter Winfel ift.
b. Die Geraben AC, AD, AE, . . . jtehen alle

jenfrecdht auj der Geraden AB in bemfjelben Punft A. Man
lege burd) AC und AD bie Gbene M. &Rdge nun AE nidt
in biefer Cbene, fo wiitbe die durdh AB und AE gelegte
Ghene N bdie GCbene M nach einer andern Geraden AR’
fdhneiden, bdie (nad) a) fenfredht zu AB fein miite. Man
batte aljo in berfelben €bene N zmwei Geradbe AE und AE/,
pie in demjelben Punft A auf AB fjenfredht ftitnben, —
wad nidht miglid ijt. Folglich mup AE — und aud dem
gleichen Grunve aud) jebe der anbern Senfrecdhten — in der
burch) AC und AD gelegten Ebene liegen.

BSujap 1. Nennt man mit Bezugnahme auj L Einl. 4. d
3ivet Winbdjchiefe, deven Winfel ein Necdhter ift: auf einanbder
jenfredt, jo [(dBt fidh Lehr]. a folgendermafen verallgemei-
nern: Cine Geradbe jteht jenfredht auf eimer Ebene, wenn fie
jenfrecht fteht auf trgend ziveien in der Ebene liegenden (abex
nidyt parallelen) Gevaden; fie fteht alddbann auc) fenfrecht auf
jeder andern in der Gbene gezogenen Gerabden.

Bujab 2. Lebhr]. b Gkt jidh aud) fo auddbriicen: Dreht
man einen rechten LWinfel um einen feiner Schentel, fo bejdhreibt
ber andere ecine Gbene, die auj bem erfien fenfredht feht. —
Hievausd folgt weiter: Dreht man die durch einen Punft und eine
Gerade gelegte Ebene um die Gerade ald Achie fo lange Herum,
big fie fvieder in ihre erjte Lage juriickgefehrt ijt, o hat der
Puntt einen Kreid bejchrieben, deflen Ebene fenfrecht 3ur Drebadie,
pefjen Halbmrefjer die bon bem Punft auf die Drehachfe ge-
fillte Genfrechte, und bdeffen Mittelpunft der Fufpuntt bdiefer
Senfrechten ift.

Bujab 3. Die Ehene eined Keilwintels (1. Cinl. 9. a) fteht
jenfrecht zur Reilfante.

$ehrijaly 7.

a. Nuf einer Cbene [dft jidh in eimem
Puntte bevielben nur cine Senfredte er
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ridgten, und auf eine Cbene (aft Jidh von einem
Buntt auBerhalb derfelben nur eine Sent:
recdhte fallen.

b. Durdh einen Bunft (auf ober auper
halb einer Gevaben) [dft Jich nuv eine u bev
Gevaden fenfredte Cbene legen.

Beweid. a. Gdbe e3 durd) den Bunft A (welder in
oder auferbhalb der Cbene M liegen mag) zwei Senfredyte
s M, o wiirden diefe (nad) I. Cinl. 7. a) aud) fenfredhit jtehen
auf bder Linie, nad) Dber bdbie durd) beide Senfredite ge-
legte Cbene N die Gbene M jdhneibet. Pian bdtte aljo in
derfelben Ghene N jzwei Senfredhte ju einer Geraben durd
penfelben Punft, — wasd niht moglich ift. Folglich fann e3
auf der Cbene durd) den Punft nur eine Senfredite geben.

b. Gdabe e3 bdurd) den Punft A zwei jenfredpte
Cbenen M und M’ 3u ber Geraden g, {o wiirden biefe, falld

UJ

A auferhalb g legt (Fig. 10. a), von bder bdurd

' N
| (T Ty
; ' |
|
— ] L e 3 Sy
ig- 10. a, aig. 10, b.

A und g gelegten Ghene N nad) zwei Geradben m und m
geidnitten werden, die (nadh I. Ginl. 7. a) auf g fenfrecht
jtehen miiten. Man Datte alfo wieder in derfelben Ghene
swei Sentredhte ju einer Gevaden bdurd) denjelben LPunft,
— wad nidht moglich {jt. — Liegt dev Punft A auf der Ge-
tadent g (Jig. 10. b), jo lege man bdie Ghene N beliebig
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burd) g (doch fo, baB fie nidht dburd)y die Scbnittlinie s der
Cbenen M und M’ geht,) und made den gleichen Scjlug.

Bujap. Mitteld Lehr. b und L. 6. Buf. 3 betweift man
den fehriah von I Ginl. 9. b: Jwei Reile find gleidh, wenn thre
Keilwintel gleid) find. — Daraud folgt: Bwei ©djeitelfeile
finb gletd.

Sehrjafy 8.

a. Gteht eine Gerade auf einer Ghene jent:
vedt, jo fteht aud) jedbe durd fie gelegte Gbhene
auf der erjten CGbhene jenfredt.

b. Steht eine Gerade, die in einer von jwei
jentredten Gbenen liegt, fenfredt auf bderen
Sdnittlinie, fo fteht Jie aud fenfredit auf bex
anbern Ebhene.

c. Stehen eine Geradbe und eine CGbhene, die
einen Puntt gemein haben, auf einer gweiten Cbhene
jenfredt, fo liegt bie Gerabe gang in der erften
Chene.

d. Stehen zwei jid) jdhneidende Ghenen auf
einer dbritten fenfredt, jo iteht aud) ihre Sdhnitt-
[inie auf dber dritten Ghene jenfredt.

Beweid, a. Die Gerabe AB ftehe
/ jentredit auf der Cbene M im Punkt
wf B (Jig. 11). Eine durcd) AB ge-
| legte Gbene N {chmeive M nad)
- s ber (durch B gebenden) Geraden
5 f/ CD. Man ziehe in ber Ghene M
(‘_ L pie Rinie BE L CD. Da nun
Fig. 11. BA L CD (I. Ginl. 7. a) und BE
L CD ift, fo ift ABE ber SKeilwinfel des einen wvon ben
swei Cbenen gebildeten Reils (I. Ginl. 9. a); es ift aber .
ABE = R (I. €inl. 7. a), folglich jtehen bie swei Cbenen
auf einander fenfredt (I Ginl. 9. e).
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b. Gbene N fei jenfredit auf Cbene M (Fig. 11), CD
fei ihre Sdnittlinie; in ber Cbene N liege die Gerade AD,
unb e3 jei AB L CD. Man siehe in M die Linie BE L CD;
bann ift ABE ber Keilwinfel ded einen von den jwei Chenen
gebilbeten Keild, alfo W. ABE = R. Juum jteht AB fent:
red)t auf BE und BD, folglih aud) auf M (L. 6 a).

c. Die Gerade AB und die Chene N, welde den Lunft
A gemein Daben, ftehen beide fenfredht auj der Cbene M.
Lige mm AB nidht in N, jo fonnte man in N burd
A eine Gerade AB‘ fenfredht zu ihrer Spurlinie CD
siehen, welde (nad) b) aud) jenfrecht ju M mdre; e3
wiirben aljo durd) A 3wei Senfredhte u M vorhanden fein;
— was nidht mbglidh ift (I. 7. a). Folglih mup AB in
N liegen.

d. Die zwei Chenen N unb N jeien jenfrecht auj der
Gbene M. Lon einem beliebigen Punite der Sdynitilinie der
Gbenen N und N fille man die Senfredyte auf M; bdann
muf diefe (nad) ¢) fowohl in N als in N liegen, aljo mit
ber Sdnittlinie von N und N sufammenfallen ; jolglid) fteht
bie Sdnittlinie fenfred)t auj M.

Bujap 1. Qehrf. a aft fih aud) jo auddriiden: Cine
©bene fteht auf einer andern Gbene jenfrecht, wenn fie auf einer
in diefer (iegenden Gevaben fenfrecht fjtebt.

Bujab 2. Durd) eine Gevade [dft fid) mur eine Chene
jenfrecht zu eciner andern Gbene fegen. (Demn gabe ed Dderen
awet, fo wiitden, nacy b, von einem beliebigen Punit ber Ge-
vaben 3wei Senfrechte auf die EGbene miglich fein.)

Bujah 3. Die projizierende Ebene (I Einl. 8. a) einex
®erabdent jteht (nach a) jenfrecht auf der Projeftionsebene und ent-
halt (nach ¢) die projizierenden Lote ifrer jamilichen Punite;
bic Projeftionen bder eingelnen Punfte liegen daber alle in Dber
Projeftion ber Gevadem. E3 ijt folglich gleichgiiltig, twelder
Bunft einer Geraden zur Konftruftion ijrer Projeftion vertvendet
wird.  Man exhilt fie anch ald Verbindungslinie der Projet-
tionen von wei beliebigen Punften, ober ald Berbindungdlinie
der Projeftion cines Deliebigen Buntted mit dem Spurpunft. Die

Fommevell=Haud, Siereontetvic. 7o Nufle 2
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Projeftion einer Strecte ift ibentijdh mit ber Lerbindbungaftrece
per Projeftionen ifrer Endpuntte. — Die Projeftion einer zur
Projeftionsebene jenfrechten Geradben ift ein Punft, reldher iden-
tijd ijt mit ihrem Spurpuntt.

$ehriafy 9.

a. Cin redhter Wintel, defien einer Sdhentel
in einer Gbene liegt, projiziert {idh auf diefe
€hene wieder ald rediter Wintfel.

b. Jit dbie Projelftion eines Winfels, deffen
einer Sdenfel in der Projeftionsdebene Liegt, ein
Redyter, jo ift Der Winfel felbjt ein Redhter.

Beweid, a. Der Winfel ABC (Fig. 12%), bdeffen

4 Sdyenfel BC in der Cbene M liegt,

fei ein Medhter. Falt man AF L M
und zieht FB, fo ift F'B bdie Projef-
, tion von AB auf M (L 8. 3uf. 3).
T ”\_'7)‘_ Nun ftehen CB und FA auf ein:
o /aubcr fentredht (I. 6. Buf. 1); auBet:
z ar dem fteht CB fenfredit auf BA,

Fig. 12. folglicy iteht CB jenfrecht auj bder
Cbene BFA (L. 6. 3uf. 1), und daber aud) fenfredht auf BF.

h. Ter Wintel FBC (Fig. 12), welder die Projeftion
ve3 Winfeld ABC auf bie Ebene M vorftellt, fei ein Redhter.
Nun ift CB L BF und L FA, folglid L auf der Ebene
BFA, und daber audh L BA.

Anderer Beweis. a. Jit D (Fig. 12) ein De-
liebiger Punft auf BC, und zieht man DA und DF, jo ift:

BD? = AD? — AB?
— (AF? + FD?) — (AF? + FB?)
= FD?* — FB?,
folglich : FB L BD.

*) Man bente jich in Fig. 12 die Linten AD und FD zunddit hinmweg.

= )

= 3
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b. Macht man biefelbe Konftruftion wie in Bemw. a,
fo ift:
B =splys—— ps
= (AD*— AF?) — (AB? — AF?)
= AD? —. AB?
folglich : AB L BD.

Bdujap. G giebt nod) einen 3weiten Rebrial, namlidy:
Dat man wei vedte Winfel, bdie einen Sdyenfel und bden
Scheitel gemeinfam Habenr, und fallt von einem Puntt ded freten
Schenfel3 de3 erjten Winteld bdie Sentrechte auf ben freien Schen-
tel De3 zweiten, fo fteht diefe fentrecht auj der Ebene des weiten
Winkels. (Beweid dhnlih) wie a und b oder intdiveft.)

$ehrjay 10.

a. ©teht die eine von zwei parallelen Ge
vaden fenfredt auf einer Ghene, §o fteht aud) die
anbere jenfredt auf der Ebhene.

b. Stehen jwei Gevade auf derfelben
Chene fenfredt, o jind jie parallel.

Beweid, a. 63 fei (Fig. 13) AB | AB/, und AB L
auf ber Gbene M. B und A i
B’ feien die Spurpunfte von :

AB und A‘B. 3ieht man
in ber Gbene M durd) B = 4

swei Deliebige Gerabe BC ‘_j—__ ==
und BD, und durd) B’ die /_— AN et

Parallelen B‘C’ unb BD* 3u
ihnen, foift IW. ABC = A/BC/ Fig. 13.

und W. ABD = A'B‘D’ (L. 4. b). Da nun die W. ABC und
ABD Redyte find, jo miiffen audh die W. ABC/ und ABD
Jechte fein. Folglidh ift AB- L M (I. 6. a).

h. €3 fei ABL M und A/B’ L M; wére min A‘B’
nidgt parallel AB, fo fonnte man durd) B’ eine Gerabde
B’A” pavallel BA jiehen, welde (nad a) L M wdre; es
wiitden alfo auf M in B’ jwei Gerade fenfredyt ftehen, —

2#‘-
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wad nidht miglidy ift (I. 7. a); folglich mupg AB’ || AB
fen.

Bujafh. Aud b jolgt: Die Projeftionen paralleler Geraben
auf irgentd eine Ebene find pavallel. (Denn nach b und L 4. a
find die projizierenden Ebenen pavallel, folglich nadh T. 2 audy
pie ‘Projeftionen.)

fehrjay 11.

a. Steht eine Geradbe auj zwei Ehenen
fenfredt, jojind die €benen parvallel.

b. Steht eine Geradbeaufeiner von gwei
parallelen €benen fenfredt, o fteht fie aud
auf dber andern Jfenfredt.

Beweisd, a. Wdren die Cbenen nidht parallel, fo mwiir-
bert fie fid) jdhneiden. Wiirbe man dann einen Dbeliebigen
Punft der Schnittlinie verbindben mit den zwei Spurpuntten
ber Geraden, jo entftiinbe ein Dveied, in dem zwei Winfel
Rehte wirven; — wad nidht moglih ift. Folglich miiffen
bie: Ebenent parallel jein.

(Divetter Beweis durd) 1. 4. a.)

b. Gtiinben die Geradbe und die jweite Ebene nidht fent:
redt auf einanber, o fonnte man durdh) thren Sdnittpuntt
eine Gbene fenfrecht zur Gevaden legen, welde (nad) a)
der erften Cbene parvallel wdve; e3 wiitben aljo durdh
einen Punft zwei Parallelebenen zu einer E€bhene vorhanden
fein, — wad nidht moglidh it (L 5. Fuf.). Folglih mup
pie Gerade aud) auf der jweiten Cbene fenfredht ftehen.

(Direfter Beweid durd) I. 2 und L 6. a.)

12—15: Maf-Besiehungen.

Sehriag 12.

Bon allen Streden, bdie 3wifden einem
Puntte und einev Chene liegen, ift
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a. Die auf ver Chene fenfredite Strede die
fiivgefte.

b. Alle diejenigen jind gleic), beren Fup-
punfte gleid mweit vom Fuppuntt dber Sent:
tedhten entfernt find.

¢c. Sie {ind um Jo groBer, je weiter ihre
Fuppunfte vom Fuppunit der Senfredten
entfernt jind.

Beweid. a. Jjit A (Fig. 14) der Puntt, M bie Cbene,
AF bdie von A auf M gefillte 4
Genfredhte, AB irgend eine an- /N
pere Stfrede zwijdhen A und M:
jo ziehe man FB. Nun ift A AFB ' N\
redptwintlig, folglih Kathete AF g ,'_T\T_ /
tleiner als Hypotenuje AB. * /

b. 3it AC (Fig. 14) eine dritte ° 2
Strecde zwijden A und der Chene, Fig. 14.
unb it FC = FB, fo ift A AFC 2 AFB, folglih AC
= AB.

¢. 3t AD (Fig. 14) eine vierte Strede, und liegt ihr
Fuppuntt D jo, bap FD > FB, fo fann man von FD ein
Stiid FE = FB abjdneiden. Bieht man dann AE, {o ift
in ber Gbene AFD : AD > AE; da aber AE = AB (nad
b), fo ift audy AD > AB.

Bujap 1. Die Sdbe gelten aucdh) umgefehrt.

Bujap 2. Aud b jolat: Der geometrijche Ort eined Punt-
te3, bder in einer Gbene fiegt und von etnemt fejten Punft eine
geg. Gutfermumg hat, ift eine Rreiglinie, — gleichgiiltig ob Dder
fefte Puntt in der Ebene oder auferhalb derfelben liegt. Dad
gleiche qilt fiir Den geometrifchen Ort einer Geraben, die in einer
Cbene liegt und von eimem feften Puntt cine geg. Enifernung
hat (Beweid durcd) I. 9. b). — Ferner folgt: Der geometrijdhe
Ort eined Punfted, der von allen Puntten (und allen Tangenten)
einer Qreiglinie gleich tweit entfernt ift, ift die auj der Ebene
peg Rreifed in defjen Mittelpuntt ervichtete Senfrechte.
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fehria 13.

St eine Gevade fdhief su einer Cbene, fo
ift unter ben Winkeln, die jie mit ben durd
ihren Spurpuntt in der Ghene gesogenen @ e-
raden madt,

a. der fpige Winfel, den jie mit ihrer Pro-
jeftion madit, ber fleinite, beffenNebenmwinfel
Der grifte.

b. Diedibrigen Winfel find um fogroBer,
einen je groferen Winfel der in ber Cbhene
liegende Sdhentel mit dey Projeftion ber @ e-
raden madt.

C. Je gwei find gleidy, deren in der Chene
liegendbe Sdhenfel mit per Projeftion ber Ge-
raden gleidge Wintel maden.

Beweis. a. Die Gerade SA (Fig. 15) fdhneide die Chene
M in S; man fille AF 1 M uno ziehe SF, dbann ift SF bie

A Brojeltion von SA auf die Ghene
M (L 8. Buf. 3). SB fei eine

beliebige andere dburch S gehenbe
s Gerabe in M; man {dhneide von
"~/ ibr SB = SF ab, jiehe AB und
: "'/ FB. Damn ift in ben jwei Drei-
ar  eden ASF unb ASB : SA = SA,
Sig. 15. SF =8B, AF < AB (L 12. a);
jolgli) (nach befanntem Sal ber ebenen Geometrie): 9B,
ASF < ASB. — Hieraus folgt sugleidh, dap ber Neben:
winfel von ASF ber grofite ift. (Demnn gébe es einen nod
groferen, fo miite deffen Nebenwintel nod fléiner als 98.
ASF fein.)

b. Jit SB’ (Fig. 15) eine weitere ourd) S gehende Ge-
rade in M, und ift 8. FSB’ > FSB, fo madhe man SB’=SB
und giehe AB’ und FB’; dann ergiebt fid sunddit aug der
Bergleidung ber jwei Dreiecte FSB’ und FSB : FR > FB;
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bievaus folgt: AB’ > AB (I. 12. ¢), worauf fidh weiter
aud der Wergleidung der zwei Dreiecle ASB’ und ASB
ergiebt: 2. ASB’ > ASB.

e. Liegt SB” (Fig. 15) in M auf ber andern Seite
vont SE fo, baf 2W. FSB” = I'SB’: jo made man wieder
SB” = SB’ uno ziehe AB” und FB”; dann ijft A FSB”
< FSBY, FB” = FB’, und daher AB” = AB‘ (. 12. b);
bieraus aber folgt: A ASB” 22 ASB/, 2. ASB” = ASB".

Bujap 1. Die Sige gelten aud) umgefehrt.

Sujab 2. Die Neigung einer Geraden gegen eine Ebene
(I. €inl. 8. b) wird alfo durch ben Eleinjten wijdhen der Geraden
und der Ebene miglichenr Winkel gemefjen, ebenjo tvie die Enut:
fernung eined Puntied von einer Ebene durd) die Heinfte swijchen
Luntt und Ebene mogliche Strecte gemefjen wird.

Bujab 3. Lehri. I. 9. b fann alg fpezieller Fall bon
Lebr]. ¢ angejehen twerden.

fehrijaty 14.

a, Cine Gerabe madt mit patrallelen
Gbenen gleidhe Neigungsmwintel.

b. Parallele Geradbe maden mit einer
Chene gleide Neigungswintel.

¢. Parallele Streden zwifden zwei pa:
tallelen Gbenen jind gleid.

d Werbden mehreve Gervabe von einer An:
3abhl pavalleler Cbhenen gefdnitten, o {inbd
pie Ubjdnitte ber einzelnen Geraden jwi:
fdhen benjelben Chenen einander proportio:
niert.

Beweisd. a. Falt man von einem beliebigen Puntt ber
Gevaben auf eine dber parallelen Ebenen die Senfredyte, fo
jteht biefe aud) fenfrecht auj Dden dibrigen (L. 11. b). Legt
man daler durch die Gervade und bie Sentredhte eine Cbhene,
jo ftellen deren Sdnittlinien mit den parallelen Ebenen bie
Lrojettionen ver Geraden auf diefe vor (L Cinl, 8. a)./ o8

S
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aber bie Scnittlinien alle unter fich pavallel find (1. 2), fo
madt die Gevade mit allen ihren PLrojeftionen gleidhe Winfel,
folgli) aud) mit allen Ghenen (I. Ginl. 8. b).

b. Folgt aus I. 10. Buj. und 1. 4. b.

c. Sind AB und A‘B’ jwei parallele Strecen zwijdhen
swet parvallelen Ebenen, fo ift ABB‘A’ ein Barallelogramm
(L. 2), folglih AB = A‘B’.

d. Bwei Gerabe werden von
/4 / ben pavallelen Gbenen L, M, N

Sk / (Fig. 16) gefdhnitten in den Punt:
G %  ten A, B, Cund A%, B/, (. Man
S B A / siehe ACY, weldhe bie M fdhneidet

L : in B“; bie Cbene CAC’ jdhneidet
pant M nadh BBY, N nady CC’,

e / und es ift BB“ || CC’ (I. 2), wo:-
.'( Ay raus folgt: J;Lf = BE’C" Ebenjo
Fig. 16. giebt die Ebene AC’A“ bie parallelen

ST by 3 AR AR
froens L A A7 ?’u ,}: r \:-1 a - — :
CSdnittlinien AA* und B“B’, woraus folgt B¢~ BUO
Ah- A

BC B

Bujap 1. Sind zwei Ehenen parallel, o jind (mach Lehri.
c und L 10. b) alle Punkte der einen Gbeme von der andern
gleid) ivett entfernt; diefe Fonftante Cnifermung toird ald die
Cnifernung bder zwei parallelen Gbhenen be
geicdhnet. — Der geometrijdhe Ort einesd Bunttesd, der
boneiner Ebene eine gegebene Cntfernung hat,
wird gebilbet von zwei Ghenen, die in der geq. Entfernung pa-
vallel mit ber erjten Gbene zu beiden Seiten perjelben [iegen.

Bujas 2. It eine Gerade einer Ghene pavallel, jo Haben
alle ihre Puntte gleihe Entfernung von der Ebene; bdiefe Ent-
jevnung fird ald die Entfernung der Gevaden von
per Ebemne begeichnet.

Bujap 3. Die (in d bejprochenen) zwifdhen einer Anzahl
vavalleler Ebenen fiegenden Abjchnitte einey belichigen Gfevaden

Daber ift aud:
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find den Gnifernungen der pavallelen Ebenen proportioniert.
(Hicrnach) anderer Beweid bon d.)

Bujah 4. Eine Ebene madht mit pavallelen Chenen gleiche
Neigungdwinfel, (L. 6. Buj. 3 und L 10, a.)

$ehriaty 15.

Bwijden sweiwmindidiefen Geraben giebt
e8 immer eine Strece, Die auf beiden fenfredt
fteht und zuqgleid) die Fiivzefte Strede gwijdhen
ibnen ift.

Beweid. Die ywei windjchiefen Gevaden feien AB undb CD
(Fig. 17). Durd) einen beliebigen » »2 7 P 7
Puntt C der Geraden CD ziehe man e R
pie Parallele CE su AB unbd [ege ; | /
purd) CD und CE bdie €bene M; i

bannift AB | M (L. 1.b). Hierauf B
fille man von einem Dbeliebigen G "'f}‘/
Punft F’ der Geraben AB bdie Iz Z M
Genfredite F/G’ auf M unbd jiehe Fig. 17.

purdy den Fuppunft G die Pavallele 3u AB, welde in der
Ebene M liegt (I. 1. ¢) und, da fie aud) | CE ijt, CD jdneiden
‘mup, in G. Cndlidh ziehe man in der Cbene ABG'G burd
G bie Parallele ju GT’, welde AB jdhneidet in F. €8 ijt
nun FG L M (I 10. a), aljo L CD und L G‘G, und weil
AB | GG, aud L AB. Folglih ift FG die auf AB und
CD fenfrechte Strede.

3ieht man zwijhen AB undb CD eine beliebige anbdere
Strecte PQ, Jo ijt biefe ftetd qrofer ald FG. Denn filt
man PR L M, jo ift PR < PQ (L. 12. a), aljo, weil PR
= FG& (L 14. 3u). 2), audh FG < PQ.

Anmerfung. FG feift die titvzefte Cntjernung over
audy {dhlechtiveg die Entfernung der zwei windjdicjen Ge-
radert.

Buja. Durd) eine bon zwei windjdhiejen Geraven lapt
fich ftetd eine Ebene pavallel jur andern legen und nuv eine. —
Durd) 3tvel windjdhiefe Gevade (Gt jih jtetd ein Paavr parvalleler
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Ebenent legent und nur eines. Jhr Abftand ift gleich der fiiv-
jeften Entfernung der zwei Windjdjiefer. Diefe faun oud) er-
halten werben al8 Schnittlinie der 3wei Gbenen, die jenfrecht zu
e el parallelen Gbenen durch die Windjchiefen gelegt tverben.

CC A ufagaben

Yorbemerkuna,

Pojtulat dev Steveometrie Besiiglich der prat-
tifjhen Ausfiihrbarfeit von Ronftruftionen im Roum wird in
ber Gtereometrie bie Vorausfepung — aber nur die eine Vor-
audjepung — gemacht, daf man durd gegebene Punfte nach
Belieben Cbenen legen und in jeber Gbene die Sonfjtruttionen
ber ebenen ®eometrie ausfithren foune. Mt Bugrundelegung
biejer LVorausfepung twird in den folgenden Nummern 1—6 EAIE
ndacdhft eine NReihe von Sundamentalanfgaben geldft, bie
man damn i der Folge bei ftereometrijchen Sonftruftionen be-
niigt, ohne jededmal auf ihre Cingelausfithrung zuviidzugehen (in
anlicher TWeije tvie died in der ebenen Geometric beziiglich des
Jiehend von Parallelen, Senfrechten u. §. 1. aefchieht).

1—6: Zundamentalaufaaben,

Aufgabe 1.

a. Ddurd einen geg. Punft eine Gerabe
parallel 3ueiner geg. Geraden 3u ptehen.

b. Durd) einen geg. Puntt cine Ghene D a:
tallel 3u einer geg. Ghene 3u [egen,.

Nujldfung. a. Man lege durch den Punft und bie Ge:
rade eine Cbene und vollziehe die iibrige Sonftruftion in
diefet.

b. Man ziehe in ber geg. Ghene gwei beliebige Gerabde,
vie fid) fchneiden, ziehe au ihnen durch bden geg, Punft bie
Pavallelen (Aufg. a) und lege burd) diefe eine Chene: fo ift
fie bie verlangte.

(BVeweife burd) I. Ginl. 4. b und I. 4. a.)
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Aufgabe 2.

a. Durd eine geg. Gevabe eine Chene pa-
vallel zu einer jzweiten geg. Geradben ju
legen.,

b. Durcdh einen geg. Punft eine Chene pa:
vrallel gu gweien geg. Gervaden 3u legen.

Huflojung. a. Man ziehe durd) einen Deliebigen Punft
oer erften Geraben die Pavallele zur zweiten (Aufg. 1. a) und
[ege burd) die erfte Gerade und bie Parallele eine Ebene: fo
ijt biefe bie verlangte.

b. Man 3iehe durd) ben Punkt die Parallelen zu den
swei geq. Geraden und lege dburd) fie eine Cbene: fo ift
piefe bie verlangte.

(Beweife burd L. 1. b.)

Aufaabe 3.

a. Durd einen auf einer Geraden geg.
LPunft eine Chene fenfredt zu dber Geraben
su legen.

b. Durd einen auferhalb einer Geraben
geg. Puntt eine Chene fenfredt zu der Ge:
taden j3u legen.

Auflojung. a. Man lege dburd) die Gerade zwei be-
liebige Cbenen, ervidhte in ibnen auf dber Geraden in bem
geg. Punft je eine Senfredhte, und lege durd) bdie jwei
Sentredhten eine Ebene: o ijt diefe bie verlangte.

b. Man falle in der durd) Punft und Gerade gelegten
Chene die Senfredite von dem Punft auf die Gevabe, er-
vidte in deren Fubpunft auf dHer Geradben (in einer beliebig
burd) fie gelegten Cbene) eine jweite Senfredite, und lege
burd) beide Sentredhte eine Cbene: fo ift biefe die verlangte.

(Beweife durd) 1. 6. a.)
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Aufgabe 4.

a. Bon einem auferhald einer €bhene geg.

LPunft bie Sentredte auf bie Ebene 3u fallen.

b. Aufeiner Ebene ineinemgeg. Bunft der-
felben bie Senfredte su exrvidhten.

ujlojung. a. Jfit M (Fig. 18 %) die geg. Cbene, A der

4 geg. Puntt, jo ziehe man in M eine

Gerane CD beliebig, fdlle in der durd

A und CD gelegten €bene: AB L CD,

: siehe in ber Gbene M: BF L CD,

— o Jund fdlle in der dburd) AB und BF

e Seiromy gelegten Gbene: AT L BF, jo ift AF

¢ Ddie verlangte Senfredte.
&ig. 18. b. Jit M (Fis. 18) die geg.

Cbene, F der geg. Puntt, jo ziehe man in M eine Gerabe
CD beliebig, falle ¥B L CD, jiehe in einer beliebig durdh
CD gelegten Gbene: BA L CD, und ervichte in ber duvd
FB und BA gelegten €bene: FA L B, jo ijt FA bdie ver:
langte Senfredyte.

(Beweife dburd) 1. 9. Zuf.)

Aufgabe 5.

Durd) eine geg. Gerade eine Ebhene jenfredt
ju einer geg. Cbhene 3u legen.

uffofung. Man fille von einem beliebigen Punft der
Geraben die Senfredyte auf die Chene (Aufg. 4. a) und lege
purch) bie Gerabe und die Senfredhte eine Chene: fo ijt diefe
bie verlangte. (Riegt bie Gevabe in bder geg. Gbene, fo
fommt Aufg. 4. b gur Anmwendung.)

(Beweis durd) 1. 8. a)

*) Man ventfe fich in Fig. 18 die Linien AD uud FD Hinmweg.
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Aufgabe 6.

a. Den Shnittpuntt einer Gevaden mit
einet ihr nidht parvallelen Cbene jzu be
ftimmen.

b, Die Shnittlinie gweier Chenen zu be
ftimmen.

Yujlbjung. a. Man fille (Fig. 19) von einem beliebigen
Punft A der geg. Geraden AB Ddie
Cenfredhte AF auf die geg. Cbene A
M (Nufg. 4. a) und ziehe in Der

durd) AB und AT gelegten Ebene S
FG L FA: jo jdneidet PG die Ge- S

rabe AB in bem verlangten PuntS. /| /
b. Man jiehe in einer der gwei / & & S
aeg. Ghenen gwei Deliebige Gerade _ M
und Dbejtimme bderen Sdnittpuntte Big- 19,
mit der andern Cbene (UAufg. a): fo ijt die Verbindbungslinie
biejer zwei Sdmittpunfte bdie verlangte Sdhnittlinie. (Ve
Ausfihrung der Konjtruttion beniite man die vom Sdnitt-
punft der zwei Geraden auf bdie anbere Ebene gefdllte
Senfredte.)
(Beweije durd) I. 6. b und L Einl. 6. b.)

T—10: Beilpiele von Ronfiruktionsaufgaben,

Aufgabe 7.

a. Durd) einen geg. Punft —

b. Parallel 3u einer geg Nidhtungslinie
eine Gerabe su 3iehen, die zwei geq. winb:
fhiefe Gerabde jchneide.

uifojung. a. Man lege duvdh den geg. Punft und eine
ber swei geq. Geraden eine Ebene, Deftimme deven Sdnitt
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punft mit der andern Gevaben (Uufg. 6. a), und verbinde
diefen mit bem geg. Puntt: fo ift die BVerbindbungslinie bie
vetlangte Gerabe.

b. Man lege pavallel ju der geg. Ridhtungslinie durd
bie eine Ddev zwei geg. Geraden eine Gbene (Aujg. 2. a),
beftimme deren Sdnittpunft mit der anbdbern Geraden, und
siebe burd) diefen bie Pavallele sur geg. Ridhtungslinie: fo
ift {ie bie verlangte Gerabe.

(Beweife dburd) Cinl. 4. a undb L 1. ¢)

Aufgabe 8.

Sneiner Gbene einen Punit ju beftimmen,
ber von gwei andern Gbenen je einen geg. Ab-
ftand habe.

Aufdjung. Der verlangte Punft foll 1) in der Chene
M liegen, 2) von ber Gbene N ben Abftand a, 3) von der
Cbene N” ben Abjtand a’ haben. — Die Ehene M ftellt einen
geom. Ort fiiv ihn vor. Die zweite Bedinqung liefert einen
sweiten geom. Ort, der (nadh) L. 14. 3uf. 1) aus zwei Chenen
befteht, die parallel su N im Abftand a ju beiden Seiten von
N [iegen; fie fchneiden bdie Gbene M nadh swei parallelen
Geraden, auf benen ber gefuchte Punft legen muf. Um
aljo diefe Geraden zu fonftruieven, ercidhte man in einem
beliebigen Punft der Gbene N bie Senfredhte (Aufg. 4. b),
jdneide auf ihr vom Fufpunft aus nad) beiven Seiten bie
Strede a ab, lege durd) die Cndpunfte Gbhemen parallel 3
N (Yufg. 1. b), und beftimme Dderen Sdnittlinien mit M
(Aujg. 6. b). Jn gleidher Weife erhalt man aus ber dritten
Bedingung als dritten geom, Ort ein ju N pavalleled Ghenen:
paar, weldes die Chene M nad) einem jweiten Geradbenpaar
jdneidet, bas ebenjo Fonftruiert wird. Beive Geradenpaare
Jdhneiden fich nun in 4 Puntten, von denen jeder eine Lijung
der Aufgabe vorftelt. — (Die geg. Cbenen M, N, N“ biirfen
nidt su einer und derfelben Geraden parallel jein.)
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Aufgabe 9,

SneinerChenebdburd) ben Spurpuntt einex
geg. Geraden eine Linie zu ziehen, die mit
der Gervaden einen geg. Winfel made.

ujlojung. Die geg. Gerade g (Fig. 20) {dhneide die
geg. Cbene M in A; der geg. (Ypige) Winfel fei w. Ange-
nommen, AD wdre die gefuchie £
Linte, o falle man von einem /]
beliebigen Puntt B der Ge- al
taben g die Senfredhte BC Ay
auf M und ziehe AC; bdann et
ift AC dbie Projeftion von AB o “=———1p s
auf M. Falt man ferner e T
CD L AD und zieht BD, fo S A ——t=p /
iit audh BD L AD (L. 9. D).

Jn der fo entftandenen Figur Sig. 20.

ift mm A ABC nad) Gejtalt und Lage Dbefannt; A ABD
fann feiner Gejtalt nach) beftimmt werden aus Hyp. AB und
B. BAD = w. Dann aber fann audy A ACD aus Hyp.
AC und Kath. AD nady Geftalt und Lage in der Cbhene M
gezeichnet werben, wodurcdh AD gefunben ijt. Man hat dem-
nad) folgende Konjtrubtion:

Lon einem beliebigen Puntt B der Geraben g fille man
BC L M (Aufg. 4. a) und ziehe AC; bierauf fonftruiere man
(in einer Nebenfigur) ein rvehtw. Dreied ABD aus Hyp.
AB = AB und W. BAD = w; endlid) zeichne man in der
Ebene M ein redytw. Dreied ACD iiber AC al3 Hyp. mit
AD = AD ald Kath.: o it AD bdie verlangte Gerabe. —
Ware Winfel w ftumpf, jo wiirbe man diefelbe Konftrut-
tion mit jeinem jpiBen Supplement ausjiihren und jdlieh:
lidh DA diber A verldngern.

€3 qgiebt im allgemeinen jwei ufldjungen. LWann giebt
e3 nur eine und wann wird die Aufgabe unmiglich? (Vgl.
I 13. ¢ u. a, nebjt Buj. 8.)
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Aufgabe 10.

Bwifdhen j3wei windjdiefe Gerade eine
Strede von geg. Ydnge jo zu legen, dafp jie
mit beiden Geraben gleidhe Winfel made.

Ynflijung. Die jwei windjdhiefen Geraden feien AB
und CD (Fig. 21), AC jei ihre tiirzejte €ntfernung, M bdie
ourd) AB parallel zu CD gelegte Cbene (vgl. 1. 15). BD
jei bie gejuchte Lage der Strede, BD made aljo mit BA

2 s und DO gleiche Wintel. Jieht

A man nun durd) B bie Parallele

| ___—_7i_-;-,_.~----'—— —7 BF su CD (weldge nad) L 1. ¢

/l/ S ,;/ in M liegen muf), jo madht BD
[ B /

=t audhy mit BA und BF gleiche
Fig. 21. Wintel; bejtimmt man dabher die
Brojeftion von BD auf M, indem man DE L M fallt
und BE 3ieht, fo muf audy die Projeftion BE mif BA unbd
BF gleiche Winfel machen (L 13. ¢ mit Juf. 1). Bieht
man noch AE, jo ift AE | CD | BF, fjolglih 2. BEA
= EBF = EBA, aljo A BEA gleidjdentlis, AB = AE
= (D. — Da nun dad redtw. A BDE {einer Geftalt nad
geeichnet werben famn aus BD = ber geg. Sifvede und
DE = ber tiivzeften Cntfernung bder zwei Windjdhiefen, fo
eraiebt i) folgende Komjtruftion:
Man bejtimme (nadh) L. 15) die Eiivzefte Cntfernung AC
Der gwei Geraden und zeichne (in einer Nebenfigur) ein redhin.
Dreied BDE aud Hyp. BD = ber geg. Strede und Kath.
DE = CA; bievauf ziehe man durch A bdie Parallele AE 3u
CD und lege zwijhen die Sdhenfel von . BAE bie Strecte
BE = BE o hinein, bap AB = AE wirb; zieht man enblid)
in der Cbene CDEA bdurd) E die Parallele 3u AC, welde
CD fdhneidet in D, und zieht BD: o ijt biefe die verlangte
Strece.
€3 giebt im allgemeinen viev Aufldfungen; (jtatt des




L Bud). Lehrf. 10. Anhang 1—4. 33

8. EAB Eonnen ndamlich aud) bie drei andberen von AB und
AE gebilbeten Winfelrdume benitht werben.)

Bujap. Werben ziwei windjdiefe Gerabe von einer dritten
Gevaden o gejdhnitten, daf diefe mit beiden gleiche Wintel madcht,
jo liegen bie OSdnittpunfte gleid) weit entfernt von den Fuf-
puntten ber filvzeften Cntfernung ber zwei Windjchiefen; und
umgefehrt.

D. Aubhang
von Sehrfiafen und Aufgabenr)

I. fehridte,
1—17: Gerade und GEbenen, Strecen und Winkel,

L. Jjt einem windidjiefen Bieved (0. §. einem Biered, defjen
bievs Ecent nicht in eimer EGbene liegen) ein ebened Bieved ein-
bejchrieben, jo jdhneiden jich je ztwei Gegenfeiten ded ebenen Bier-
ek auf einer Diagonale des windjchiefen. (I. Einl, 6. d.)

2. Riegen zwei Dreiecte ABC und A‘B'C’, deren Gbenen
nid)t parallel find, jo, dbap bdie drei BVerbindbungalinien je zieier
entjprechenden Eden fidh in einem Punft jdhneiden, jo mitffen
jid) je zwei entjprechende Dreiecjeiten jdhneiden, und miiffen die
orei Sdnittpuntte in gevaber Linie liegen; und umgefehrt. (Sap
bon Dejargues.) (I Einl. 4. a und 6. d.)

3. a. Jft von 3wei parallelen Gevaden die eine einer Ebene
pavallel, jo ift e3 audy dbie anbere. (I. 1. a und b.)

b. Jft eine Gerade Der eimen bon ztwei parallelen Ghenen
pavallel, o ijt fic anch der andern pavallel.

4, Yegt man duvd) einen feften Punft (Bentrum) und eine
Gerave eue Cbene (projisierende Gbene) und bringt diefe um
Sdynitt mit einer fejten Cbene (Bildebene), jo heifit die Schnitt-
linie die Bentralprojeftion ber Gevaden auf bdie Ghene
bon bemt ‘Puntt aus. — Die Jentvalprojeftionen einer Unzahl
pavalleler Gevaben jdyneiden fid) alle in einem Punkt (Fludht-

*) Diejenigen Sdfe, weldhe sur Lofung von fpdteren Anufgaben
unev(dplich find und welde auch auferholb ded Anhangesd nod)y BVer-
wertung finben, jind durd) ein Kreuz (f) audgezeichnet

fommevell-Haud, Steveometrie. 7. ujl. 3
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puntt), ndmlid) im ©Spurpuntt ded duvd) bad Fentrum ju et
Geraden gezogenen Pavalleljtrahld. (I Gl 4. b u. 6. b.)

b. a. Gine Gerade und eine Gbene, bdie fenfrecht auf einer
sweiten Ebene jtehen, jind zu einanber pavallel. (I.8.b, 1.10.b,
I. 1. b, ober indireft.)

b. Gine Gerade und eine Ehene, bie jenfredht Fu einer ziveiten
Geraden ftehen, find zu einander pavallel.

c. it die eine von ztwet parallelen Ehenen jentrecht zu eimer
britten Ebene, fo ift ed auc) bie ambdeve.

6. Sind zwei Gbenen fenfrecht zu je einer bon wei Wind-
jchiefen Geraven, fo ift ihre Schnittlinie pavallel dev Fiirzeften
Entfexnung der zwei Windjdiefen. (L. Anbh. 5. b und 1. 1. Buj. 2.)

T 7. Daben zwei Keile parvallele Keilblitter, jo find aud
bie Qeilfanten pavallel, und dbie Keile gleich ober jupplementar.

8. ©tehen eine Gerabe und eine Ehene jenfrecht auf eimanver,
jo fomplementieven fich ihre eigungdwinfel gegen eine pweite
Ebene.

t 9. Bieht man dbuvch einen beliebigen Punktt die Sentredyten
au zwei Ebenen, fo find bie von ben Senfredhten eingejchlofjenen
Winfel gleich den Reiltvinfeln der vom den Ebenen gebildeten
Reile; und war ift der Winfel, bdefjen Schenfel die Strecen
swijchen bem Punkt und den el Fufpuntten find, dasd Supple-
ment ded Reild, innerhalb defjen der Pumft liegt.

1 10. 3t M eine Chene (dbie man fidh in horizontaler XYage
vorjtellen mag), N eine ziweite, gegen Ddie erjte gemeigte Eberne,
und zeht man in N eine Gerade jenfrecht zu threr Spurlinie
mit M, jo Deift dieje Gerade eine Neigungdlinie ober eine
Linie dDed Gefdalls der Cbene N in Bezichung auf die
Ebene M, und e3 gilt der Sah: Dder Meigungdivintel der Ebhene
N gegen die Gbene M ijt gleid) bem Deigungdivinfel ihrer MNei-
gungslinie. (L 9. a.)

11, Madyt eine Gerade mit zweien jid) jdhneidenden Ebenen
gleiche Winfel, o haben thre Spurpuntte gleiche Abjtinde je von
der andern Ebene und gleiche Wbftdnde bon ber Sdhnittlinie
Deider Gbenen; und umgefehrt.

12. Steht eine Gerabe fchief zu einer Ebene M, jo hat unter
allen Cbenen, bdie durd) fie gelegt werben fdnnen, a) diejenige
pen fleinjten Jeiqungsivintel gegen M, beren Spurlinie fenfrecht




[. Bud. Anh. 12—16. 35

aur Geraden ijt; b) je zwei Ebenen, bderen Spurhnien gletde
Winfel mit ihr bilden, BHaben gleiche Meigungdiwintel; c) ber
Neigung@wintel it um fo grdper, je fleiner der fpie Winkel
ift, den die Spurlinie mit der Geraden macht. (L. Anh. 10.) —
Die Sdpe gelten aucy nmgekehrt.

13. a. Die Mitten ber vier Seiten eined windjchiefen Bier-
edtd liegen in einer Ebene und bilben die Eden eines Parallelo-
grammg; Ddedgleichen die Mitten je ziweier Gegenjeifen und der
sivet Diagonalen.

b. Die drei Verbindbungslinien der Witten je ziveier Gegen-
jetten unbd der et Diagonalen einesd twindjdyiefen Bieredd jdhneiden
fich in etnem Punft und Halbieren fid) in thm gegenjeitig.

14, Sdyneidet man bie vier Seiten eined windjdhiefen Bier-
edd burch eine Cbene, die den zwei Diagonalen pavallel ift, fo
bilven die Sdnittpunite die Eden eined Parallelogramms, und
werden die bier Seiten in den Schnittpuntten proporfioniert ge-
teitt. (L 15. Zuf. und L. 14. d.) (Spezialfall von L. Anh. 1.)

+ 15. a. Bmwei ebene Bielece, deren Ccden ju etnanbder jHmmnte-
trijdh find in Bej. auf eine Ebene, find fongruent. Te ztvei ent-
iprechende Seiten der LBielecde jchneiden fich in eimem Punft der
Symmetralebene und Haben gleide Neigung gegen fie. Die ziwei
Bielectdebenen jchueiden fich nach einer Gervaven der Shmmetfral-
ebene und Haben gleiche eigung gegen fie.

T b, Sdneiden ztwei Ehenen eine dritte Ebene nach der ndam-
lidgen Geraben unter gleichen Neigungdwinteln, jo find fie jym-
metrijch) in Bej. auj die dritte Ebene, 0. h. jie werdben bon jeder zu
ihr jenfrechten Gevaden in Fwei fymmetrijchen Puntten gejdynitten.

+ c. ©Sind in Beg. auf eine Ebene die Keilblatter eined Reils
eingeln jymumetrijd) zu den eilblittern eined amdern Reild, jo
jind auch die Keilfanten jymmetrijcd) und die Keile gleid). (Schneidet
die pon einem Del. Punft C ber einen Reilfante auf die Sym-
metvalebene gefillte Senfredyte CF bdie Keilbldtter bed ambern
Qeild in C' und C”, jo mup, nadh b, FC' = FC” femn. IMan
fonjtr. bann in C und C' die Ketlwinfel.)

T 16. &ind zwei ‘Punfte over Geradbe oder Ebemen jhm-
metrijd) in Beziehung auj eine Ebene, jo hat jeder Punft bex
Symmetralebene gleihe Abjtande von bden wer ‘Punfien ober
Gjevaden ober Ehenen.
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17. ©dneibet man auj et windjdiefen Geraben bvon den
Juppuntten threr fiivzeften Cntfernung aus vier gleidhe Stveden
ab, jo Bat die BVerbindungdjtrede zweier Endpunite die gleiche
Lange und bilbet mit den zvei Windjdhiefen die gleichen Wintel wie
bie Berbinbungaitrede der et anbern Endpuntte. (Vgl. I. Anfg.10.)

18—24: Geometrifdje Orier,

+ 18. a, Der geom. Ort eined Puntted, der von wei feften
Runtten gleich weit entfernt ijt, ijt eine Ebene, die auj der BVer
bindbungaftrede der zwei Punfte in deven Mitte fenfrecht fteht.
©ie fHeipt die Mittellotebene der Strede. (Vgl. I. Anb. 16.)

b. Der geom. Ort eined Punfted, der von bdrei feften Puntten
gleidh weit entjernt 1ijt, 1t eine Gevade, die auf der durd) die
oret Puntte gelegten Ebene tm Wtittelpuntt ded dburd) jie bejdhrie-
berten Qreijed jenfrecht jteht. (LVor. Saf ober I. 12. Buj. 2))

T 19. a. Der geom. Ort eined Puntted, der von 3ivei fich
jchneivenden Gervaden gleid) teit entfernt ift, wird gebilbet von
siet Ebenen, die auf der Ebene ber Geraden in den Halbie-
vung@finien der von thnen gebilveten Wintel jenfrecht ftehen. Eine
iolche Ebene heipt die Weittellotebene ded zugehirigen Win-
fels. (Bgl. I. Unh. 16.)

T b. Die Peittellotebene eined Wintels ijt jugleich der geom.
Ort eined Strahld, der bom Scheitel des Winfeld audgeht und
mit beiden Sdjenteln gleiche LWinfel macht. (1. 13. ¢)

c. Macht eine Gerade mit drei in einer Ehene liegenden und
durd) ihren Spurpunft gehenden Geraden gleiche Winfel, jo find
oiefe Winfel Rechte, und fteht alfo die Gevade fenfrecht auf dex
Ebene.

T 20. Der geom. Ort eined Puntted, der von zwei fid
jchnetdenden Ebenen gleih tweit entfernt ift, twird gebildet von
toet Gbenen, telche dburd) die Sdnittlinie der urfpriingl. zwei
Chenen gehen und bdie vou ihnen gebildeten Keile Halbieven. Sie
ftehen auf einander jenfrecht und Heifen die Medianebenen
dev ugehirvigen Reile. (Vgl. I. Anh. 16.)

T 21, a. Der geom. Orvt eined Punfted, der von 3wei {ich
fchneibenden Ebenen ein geg. Berhdltnid der Entfernungen Hat,
wird bon jtwvei Ebenen gebildet, die durch die Sdniftlinie der

stoet urjpriingl. Ebenen gehen. (Wie toerden fie gefunden?)
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b. Diefe ztvei Ebenen bifben yujammen mit den urfpriinglichen
stoei Gbenten ein Harmonijdhes Chenenbiijdel. Ein joldes
hat die Cigenjchaft, daf e von jeber Gevaden nac) vier harmo-
nifchen Punften, und vbon jeder Ebene nach vier Harmonijden
Strafhlen gejdhuitten twird. (Vew. zuerjt fiir eine Gerabe, die in
einer jur Sdnittlinie der bier Ebenen jenfrechten Ebene [liegt,
bierauf mit Hilfe einer jolchen — fiir eine beliebige Gerabde.)

c. Werben bvier durd) eine gemeinjhaftliche Scnittlinie
gehende Ebenen von einer Gevaden nach bier hHormonijdhen
Luntten, ober von einer Ehene nach vier harmonijdhen Strahlen
gefchnitten, jo gilt dadjelbe von jeder andern Schnittgeraden und
Schnittebene.

22, a. Wirdb ein Chenenbiijchel (b. 1. eine Anzahl von Ehenen,
pie burch die ndmlide gevadbe Linie gehen) von eimer Unzahl
paralleler Geraben gejchnitten, fo find bdie Abjchnitte der lehteren
awifchen benfelben Ebenen einander proportiomniert.

b. Werden et fich jchneidende Ebhenen von etner Schar
pavalleler Gevaden gejcdhnitten, und liegt auj jeder Gervaden ein
Luntt, der die Strede zwijden thren zwei Spurpunften in einem
geg. Verbhiltnis teilt, o ijt der geom. Ort diefed Punfted eine
Ebene, die durcdh) die Scnittlinie der et urjpriingl. Ehenen gebt.

T 23. a. Werben zvei parallele Ebenen von beliebigen Ge-
radben gejchnitten, und liegt auf jedber Geradben ein Punit, der bdie
Strede zwijden ihren zivet Spurpuniten in einem geg. Berhalt-
wid feilt, fo ift der geom. Ort diefed Punfted eine Ebene, die den
awet urjpriingl. Ebenen parvalle! ijt und ihre Entjermung in dem
geg. Verhdltnid teilt. (Rehrjap bon L 14. d.)

b. Befinden fich 3wijchen zivei Ebenen drer gleidhe und pa-
vallele ©trecfen, die nicht it einer Ehene liegen, fo find jene 3tvet
Ebenen parallel. (fehriak von L. 14. c.)

24, Legt man durch zwei windjdiefe gerade Linien zivei
befliebige Ebenen, und zieht in einer Medbianebene der von ihnen
gebilbeten Keile pavallel zur Reilfante beliebig ecine Gerade, jo
hat oieje von den zwer Windjdyiefen gleiche fiivzejte Entjernungen.
(L 15. Buj. und 1. Anh. 20.)

26—31: YProjehtionsfike.

T 25, a. Die Projeftion eined ebenen Vieledd auf eine zu

jeiner Ebene parallele Projeftiondebene ift dem Bieled fongruent.
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b. 3ieht man durch die Eden eined ebenen Wieleds in be-
liebiger Richtung Pavallelen, die eine mit der Vieleds-Ehene
parallele Gbene jchueiden, jo bilden bdie Sdnittpuntte die Ecen
eined ziveiten Bielectd, dad bem erften fongvuent ift.

+ 26. Die Projettionen pavalleler Streden find pavallel und
pen Streden proportioniert.

27, a. Die Projeftion eined vedhten Winfeld, bejjen ewer
Sdjenfel der Projeftionsebene pavallel ift, ift wieder ein redyter
Wintel. (L 9. a.)

b. Ein Redhtect, deffen eine Seite der Projeftiondebene pa-
vallel ift, projiziert fich ieder ald Recdhted. — Ein Rhombus,
deffen eine Diagonale der Projeftionsebene pavallel ift, projiziect
jich wieder ald Rhombus.

28. ©teht eine Gevabe jenfrecdht auj einer Ebene, jo zqi ihre
Projeftion auj eine beliebige Projeftiondebene fenfrecht zu dev
Spurlinie ver Ebhene.

29. a. Regt man dburcd) bie Halbierungslinie eined Winfels
oder feined Nebentvinfel3 eine Ebene, jo haben die Schentel gleiche
Jeigung gegen die Ebene, und ihre Projeftionen auf die Ebene
machen mit der Halbievungsdlinie gleiche Winfel, (Vean jdhneide
bon den Sdhenteln gleidhe Strecen ab.)

Sl b Die Halbievungdlinie eines Winfeld projiziect fich auf
etne gu thr oder zur Halbierungsdlinie Hed Nebenwinfeld parvallele
Ebene ald Halbierungsdlinie der Projeftion ez Winkels.

'30. Die Summe ber Neigungdwintel einer Geraden gegen
gwei zu einanbder fenfrechte Cbenen fiegt zwijdhen O und R. (L
13. a) (‘-EI‘S::nn ijt die Gumme = O, und wann = R?)

. Werden verfhiedene in einer Chene liegende Vielece
auj etne 51Ue1te Gbene projiziert, jo find ihre Snhalte den Jn:
balten ihrer Projeftionen propovtioniert, und 3war verhilt fid
jeved WBielek zu feiner Projeftion wie eine belichige Strede einer
E}i_eigmtg’éiinie per Bieledd-Chene (I Anph. 10) zu ifrer Pro-
jeftion. Der Sap gilt aud) fiir Bielecde von unendl. vielen unendl.
teinen Seiten. (Man beweife den Sap juerft fiir ein Trapes,
beﬁhen eine Seite in ber Spurlinie der Bielectdebene liegt und
veflen jivei pavallele Seiten Neigungslinien find. Cin beliebiges
Bieled (Gt fih) dann ald algebr. Summe von jolhen Trapezen
darftellen.)
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II. Anfgaben.

1—20: Aufoaben, die durd) pwedkmifia gelegte Gbenen, bejw.
geometrifde @rcter geloft werden.

1. a. Durd) einen geg. Punft —

b, Parallel zu einer geg. Nichtungglinie eirne Gerade 3u
sichen, die eine geg. Gerade und eine geq. Rreislinie {dhneide.
(TWie viele Lojungen? Wann wird die Lojung unmbglich ?) )

9. a. Bwijden einen Punkt und eine Ebene eirte Strecte bon
geg. Qinge fo zu Tegen, daf fie etner sieiten Gbene parallel fei,
(I. 2. Buj.)

b. Durd) einen geg. Punit eine Gerade zu siehen, Die eine
Ebene und eine zu diefer barallele Gerade jo jchneide, baf das
awijcjen beide fallende Stitd eine geg. Linge Hhabe.

3. Bwijchen jiei twindjdjiefe Gerave eine Strede bom geg.
Qiinge fo zu legen, daf fie einer geg. Ebene parallel fei.

Unm St zwifchen zwet windjdyiefe Gerade eine Strede
aut Tegen, Die gemwifje Bebingungen erfitllen foll, o fege man
durch die Geraben dad Paar paralleler Ehenen (I. 15. Buf.),
verfuche dann, bdie Strede unddhit swijhen die zwei Ebenen
beliebig zu legen, boch) fo, daf fie Dev perfangten Lage parallel
ift, und bringe fie jchlieplic) (ifnlich wie in L 15) durd Pavallel-
verhicbung in die richtige Sage. Hiujig (toie 3. B. hier) ge-
nifgt eine eingige der jivei parallelen Ehener.

4, Gfeg. ein Punft, eine Gerabe und el Ghenen. Durd)
den Punkt eine Gerade zu ziehen, weldhe die geg. Gerabe {chneide
unb mit den et Chenen el Schnittpunite ereuge, peven Ent-
fermumngen bon dem geg. ‘Bunft ein geg. Rerhiltnid haben.

5. a. Sm einer Gbene eine gerade Linie jo 3u siehen, daf
jeber ihrer Punfte von giwei auBerhalb ber Gbene qeg. Puniten
gleich toeit entfernt fei. (I Unh. 18. a.)

b. Auf einer Geraden ober Rreidlinie eimen Punt u be-
ftimmten, Der von 3wei geg. Puntten gleid weit entfernt fei.

c. Sn einer Gbene einen Punft zu finden, ber bon Dre
auferhald der Ghene geq. Punften gleich tweit entfernt jet. (L
Anp. 18. b.)
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. ©tatt der Puntte in Aufg. 5. a, b und ¢ feien Ehenen
geg., bon Denen die gejuchten Punfte gleiche Enifernungen Haben
jollen. (L. Unh. 20.)

7. a. Cine Gerade zu finben, die dreien geg. parvallelen Gfe-
vaden pavallel fei und von ifuen gleiche Entfernungen Habe.

b. ®eg. brei Cbenen, beren Sdnittlinien parvallel find.
Cine Gerade u finden, bie den drei Ehenen parallel fei und
von ihnen gleidhe Cntfernungen Habe.

8. €in geq. Dreiedt o gu legen, dap feine drei Geen einzeln
in eiem geg. Punft, auf einer geg. Geraden und in einex geg.
Ebene liegen. (Vejtimmung der in der Ghene fiegenden Ccfe
entto. mitteld bed geom. Ortes bder jzugehir. Dreieddhilhe oder
mitteld 1. 12. Buj. 2.

9. Cinen Punkt zu finden, der von vier geg. Punkten gleich
weit entfernt jei.

10. a. @inen Punft zu finden, der von viex geq. Ebenen
gleih tveit entfernt fei.

b. Ginen Punft zu finben, defjen Enifernungen von vier
geg. Ebenen fich verhalten wie m : n : p : q. (L Anp. 21. a.)

(Jm aligem. 8 Sofungen. BVgl. 111, Anp. 16. d Sdylufbem.)

11, Ginten Puntt zu finben, ber von den vier Seiten eined
windjchiefen Bieveds gleich tweit entfernt fei. (L Ynp. 19. a.)
(Im allgem. 8 Lijungen.)

12. a. Auf einer Gevaben ober Rreidlinic einen Punft zu
bejtimmen, Der von einer geg. Ebene eine geg. Entfermumg Habe.
(I. 14. Buj. 1.)

b. Einen Punkt zu finben, der von bdrei geq. Ebenen geg.
Cnifernungen Habe.

c. @ine.erade zu finben, die weien geg. Ebenen pavallel
jei und von jeber eine geg. Gntferming Habe.

13. Auf einer Geraden einen Punft su finden, peffen Ent-
fermungen bon ivei geg. Ebenen eine geq. Summe ober Differeny
baben. (I 14. Buf. 1 und L Anf. 20)

14. Andere Ldjung vou I. Aufg. 10 mit Hilfe von I, Anp.
Unm. zu Yufg. 3 und I Ynf. 19. b.

15. Cine Gerabe zu finden, die einer geg. Geraben pavallel
jet und von zwei anberen Geradben gleiche geg. Hivzejte Cnt-
fecnungen habe. (L. 2nb. 24, T, 3. a ober L. 15. Buj., I.14. uj. 1))
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16, Gine Gerade zu beftimmen, bie dbrei windjdyefe Gerade
fo fjchreide, Ddafp die bdburch die drei Schnittpunfte begrenzten
Streden ein geg. Verhdliniz haben. (L. 15. Buj., I Unb. 23, a,
[, Aufg. 7. a.)

17. Gine Gerade zu findben, die zivet gegeniiberliegende Seiten
eined toindichiefen Bievedd proportioniert jhneide und auf einer
von ifmen fenfrecht ftebe. (L 15. Buf, I. 14. 4, L 6. b, L 1.
Buf. 2, I, UAufg. 7. b))

18, a. Die fiivjejte Entfernung zweier tindjdiefen Geraden
3t finben burch eine dbhnliche Konftrubtion wie bet vev vor. Unj-
gabe. (L. Anp. 6, I Aufg. 7. b.)

b. Eine Gerade zu finden, die bon bier geq. Geraden jivel
{chneibe und zu den ztvei andern jenfrecht jei.

19. a. Auf einer Gevaden einen Punft zu beftimmen, deffen
Summe der Cutfernungen von jivei auBerhalb gelegenen Puntten
einen Eleinften Wevt habe. (Vean lege durd) die Gevabe und jeden
ber zwei Punfte eine Ebene und drehe die eine Eheme um Ddie
Gerabe, biz fie mit der andern zujammenjdllt.)

b. Qn einer Ebene einen Puntt zu beftimumen, defen Summne
ber Cuifernungen von zwei auj der ndmlichen Seite der Ebene
gelegenen Puntten einen Fleinjten Wert habe.

20. a. S einer Ebene den geom. Ort einesd Punfied u ex-
mitteln, defien Verbindbungalinien mit ztoei auperhalb der Ebene
geg. feften PBunften gleiche Meigung gegen die Ebene Haben.

b. Su einer Gbene einen Punft u beftimmen, deffen Ber-
binbungalinien mit drei auferhalb gelegenen Punften gleiche Ntei-
gung gegen die Ebene haben.

21—32: Aufaaben, die duvdy Ronfirukiion von redjiwinkligen Preieden
geldft werden (3. €. dhnlid) wie L Aufg, 9 und 10).

21. a. Jn einer Ebene duvc) einen geg. Punft (oder pavallel
einer geg. Richtung) eine Gerabe ju ziehen, die von etmem aurper-
halb gelegenen Puntt eime geq. Enifernung Habe.

b. Jm eimer Gbene e¢ine Gevade ju ziehem, die bom zivei
augerhalb gelegenen Puntten geg. Wbjtande Habe.

22, a. Sn einer fovizontalen Ebene einen Puntt zu bejtimmen,
it dem eine Strede von geg. ‘Ydnge vevtital aufgejtellt ywerden
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muf, um von jwei in der Ebene geq. Punften unter geg. Seh-
winfeln gefeben zu twerden.

b. St einer forizontalen Ebene einen Puntt zu finden, bon
bem aud gejeben zwei auf der Ebene aufjtehende vertifale Streden
unter geg. Sehwinfeln exjcheinen.

23. a. Durd) eine geq. Gerade eine Ehene zu fegen, die bou
cinem geg. Puntt eine geg. Eniferming Habe.

b. Durd) einen geq. Pumtt eine Ebene zu legen, bdie einex
geq. ®evadent parallel fei und von ihr eine geg. Cnifermung bhabe.

e. Durch einen geg. Puntt eine Gerade ju ziehen, die vou e
geg. Gevaben geg. fiirzefte Entfermungen Habe. (Wit Hilfe von b.)

24, Bon einem auf einer Geraden geg. Punft nac) -einer
Ebene eine Strecde von geg. Ldnge zu legen, fo daf fie mit ber
Gseraden einen geg. LWinfel madhe.

25. Durch eimen Punkt einer in einer Chene geg. Gerabden
eilte Gerade zu ziehen, die mit der Ebene und der Gevaben je
eitent geg. infel mache.

26. Durch eine geg. Gerade eine Ebene zu legen, die mit
einer geq. Ebene eien geg. Winfel macdhe.

27. a. Durd) den einen Schentel eines geg. Winfeld eine
Ebene zu fegen, die gegen den andern Schentel eine geg. Neigung
habe.

b. Durd) eine geg. Gevade eine Ebeme zu legen, bie gegen
cine anbere Gerabe eine geg. Meigung Habe.

28, Durd) einen geg. Punft eine Gerade ju jiehen, die gegen
eine Ebene eine geg. MNeigung hHabe und parallel einer jweiten
Ebene fei.

29. a. Bwijden eine Gerade (oder Kreidlinie) und eine Ebene
eine Strede von geg. Ldnge jo zu legen, daf fie parvallel etmer
siveitenn Eberte fei und mit der erjten Ebene einen geg. Winfel
madje. (Vor. Aufg.)

b. Biijhen eine Gerade unbd eine Ebene eine Strede von
geq. Yange fo zu legen, daf fie pavallel einer jiweiten Ebene fei
und mit der Gevaben einen geq. Winfel madhe. (I Aufg. 9.)

c. Biei windfdyiefe Gerade (ober eine Gerabe und eine
freidlinie) duvch eine Gerade zu berbinden, die pavallel einer geg.
Ebene fei und mit einer der zwei (beztv, mit der) geg. Geraden
einen geg. Winfel mache. (L Aufg. 7. b, bezw, L Anp. Aujg. 1. b.)

i
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30. a. Geg. zwei Punfte und eine Gerade. Auj Dder Ge-
vaden eittent dritten Punft mut finden, o dap Da3 durd) bie dret
Runtte beftimmte Dreiect einen geg. Jubalt pabe. (L 2nb. Anm.
qu Aufg. 3.)

b. Bwifchen et windjdjiefe Gerade eine Strede von geg.
Qénge fo i legen, bap fie mit einer bou thuen einen geq. TWintel
mache.

31. Bwijchen zwei windjchiefe Gerade eine ©trecte bon geg.
Qénge jo zu legen, daf ihre Projeftion auf eine geg. Ebene ene
geg. Qenge Habe. (DMan juche die Strede amdcdjt bon dem Spur-
puntt der einent Windjchiefen nach ber duvd bie anbere gehenden
VRarallelebene zu legen.)

32. Gin geg. Duabdbrat o zu legen, daf 3ivei gegeniiber-
liegende Gcfen auf jwei windjcdhiejen Geraden fiegent, und daf es
fich auf eine geg. Gbene ald Rhomtbud von geg. Subalt projiziere.
(I, Anb. 27. b und 31. Durch Antvendung von 1. Anp. Aufg. 3
erhilt man 3wei, burd) Anivendung der bor. Aufg. jwei weitere
Lojungen.)
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