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Sweites Buch.
Zeumme Fidjen und Yielkant,

A. Cinleitung.
1: Allgemeine Hmdrehungsiidyen,

1. a. Diejenigen Kbrper, weldye bloB von ebenen Flédhen
begrenst find, Deifen ebenfladige Korper oder Lolyeder.
Diejenigen, weldpe gang oder teilweife von Frummen Sladen
begrenst find, Beifien frum mfiladige Korper. BVon ben
leteren werden in bey elementaven Stereometrie nur bie
Wmbrehungstorper betradtet.

b. Drebt fidh eine ebene gefhloffene Figur um eine in
threr Gbene liegende unp fie nicht fdhneidende Gerade als
Adfe fo lange Yerum, bis fie wieher in ibre erfte Lage
juriidgefehrt ift, fo pat fie einen Sorper bejdhrieben oder
ergeugt, welder Umbdrehu ng3fdrper genannt wird:
thre Peripheric hat eine Frumme Sldde bejdyrieben, weldhe
Umbdrehungsfla e heifit und weldhe die Dberfladhe des
Wmbdrehungstorpers bilpet.

c. Da bei ber Drehung der Figur jever Punft ihrey
Peripherie einen fKreis bejchreibt, defien Gbene fenfrecht suv
Drebachie ijt, und vefjen Mittelpunft im SuBpuntt der von
vem Puntt auf die Drehachie gefallten Senfrechten liegt
(L. 6. 3uf. 2): fo fhneiven alle gur Achle Jenfrechten Ebenen
bie Umbdrehungsfiide had)y Sreifen, beren Mittelpuntte auf
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per Drehadhfe liegen, und welde Parvallelfreife heifen.
Das Stitd der Flade ober deds Kodrpers jwifchen ywei Pa-
vallelfreifen beipt eine Somne bder Fladhe ober pes Kovpers.
— Da jede durd) die Achie gelegte Ebene angefehen werben
fann al8 bie Ebene ber gedrebten Figur in einer gewifjen
wihrend bder Drehung eingenommenen Lage, jo idneiden alle
burch die Adhfe gelegten Cbenen die Flade nad) fongruenten
Figuren, welde Adhfenjdhnitte oder Meridiane heigen.
Neder Mevidian bejteht ausd zwei Fongruenten und gegen die
Nchle fymmetrifdh) liegenden Teilen (Halbmeridianen), deren
jeder Der gedrehten Figur Fongruent ift.

d. Unter den Umbdrehungs-forpern und -Fladen find
von bejonberer Widptigleit: der MUmbrehungs-Cylinbder,
per Umbrehungd - Kegel und die Kugel. ™)

2—4&: @ylinder und Regel.

2. a. Dreht fidh ein Recdhted O0’AA (Fig. 22) um eine
feiner @eztcn 00’ alg Adyje o lange {Jeuuu I]is? es mwieber
in feine exjte Lage suriicEgefehrt ; 0 =

ijft, jo hat e3 einen Umbrehungs-
forper erzeugt, welcher U m: '
brehungdcylinbderoder

furg: €ylinber bheipt. Die

oret andern Seiten haben feine

Oberflache befchrieben; und ks
swar Gaben die der Acbfe an- / L 7 S :
liegenden Seiten OA und O’A’ e
swei gleiche, zur Adyje fent- Fig. 22.

vechte und daber unter fich parallele Kreife bejdhrieben (L. 6

*) Nad) 1. b miifite ftrenge genommen unterjdhieben twerden 3wi-
jchen ,Cylinber, Kegel, Kugel” und ,Cylinderfladye, Kegelflade,
Rugelflache’. Dod) gebraucht man bdie Worte ,Cylinder, Kegel,
Sugel” Haufig nicht blof sur Bezeichnung bed Korpers, fondern aud
ber Fliache, dhulich wie in der ebenen Geometrie dad Wort ,Kreisd”
jotwohl fiir ,Rreidfldd e” ald fiir ,Kreidlinie” gebraudyt wird.
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Auf. 2 und I 11. a), welde die Srunbfreife Deifen;
bie ber Achje gegeniiberliegende Seite AA‘ hat eine frumme
Tlache erzeugt, weldhe der Mantel bes Cylinders Heift.

b. Da der Mantel von einer Geraben bejdhrieben wor-
ben ift, fo lHegen auf ihm unendlich) viele Gerabde; fie heipen
Mantellinien und find alle mit der Adhfe pavallel unbd
gleid, alfo auc) unter fich pavallel und gleid) (L. 3. b). Die
Entfernung der ywei Grundreid-Chenen heipt die Hohe des
Gplinbers; fjie ift gleih ber Achie und gleich ben WMantel-
linten (L. 14. 3uf. 1). Alle Paralleltreife find unter jid) und
mit ben Grundfreifen gleidh; jeber Parallelfreis-Halbmefjer
heipt ein Halbmefjer ded Cylinders. Der Achjenjdhnitt
ift ein Redhted, deflen Seiten jwei Mantellinien und gwer
Grundfreid-Durchmefjier find.

¢. Gin Punft ober eine mit der Achfe parallele Gerade
liegt innerhalb bes Cylinders ober auj dejjen Wantel ober
auBerhalb, je nachbem die Entfernung des Punftes oder per
Servaben von der Achfe fleiner ift alsd der Halbmejjer ober
gleih) ober grofer. Hievaus folgt weiter: Eine mif ber
Acbhje parallele Cbene fdmeidet den Eylinbermantel obder
jhneidet ihn nicht, je nacdhvem ihre Cutfernung von der Adje
fleiner ober grifer ift ald ber Halbmefjer. Jm erften Fall
with ber Mantel nad) zwei Mantellinien gejdhnitten (L 1. ¢).
St bie Entfernung der E€bene von der Adje gleid bem
Halbmefjer, jo fallen jene zwei Sdmitt-Piantellinien in eine
eingige sujammen, die Cbene (Cbene N in Fig. 22) hat mit
pem Cylindermantel nur eine WMantellinie AA’ gemein,
weld)e die Projeftion ber Acdhie auf die Ebene vorjtellt; (benn
jede andere in ibr pavallel zu AA’ gejogene Gerade fallt
auerhald des Cylindbers nad) L. 12. a.) Cine jolche Chene
heipt eine Beviihrungsebene ded Cylinbermantels, die
Mantellinie AA’ heibt ihre Berithrungsmantellinie.
Die Bervithrung3ebene fteht jenfredht auf bder  dburd) Beriih:
rungdmantellinie und Adyje gelegten (Ebene. Die Sdnitt:
linie AT ber BeriihrungSebene mit einer Grundfreiz-Cbene
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M ift Tangente an den Grundfreis; denn fie hat mit ihm
nur einen Punft gemein, namlich den Endbpuntt A dev Be-
vithrungdmantellinie. Um baber (Fig. 22) die Verithrungs-
ebene zu fonjtruieren, die bden Gylindermantel [dngs einer
geg. Mantellinie AA‘ beriihrt, zieht man an einen Grund-
freid im Cndpunft A ber Mantellinie die Tangente AT und
legt durch Tangente AT und Mantellinie AA’ eine Ehene.

d. Aus ¢ (Unf.) folgt ferner: Gine gevabe Linie jdjnei:
bet ben Eylindermantel oder jdhneidet ihn nidyt, je nadyvem
ihre fitrzefte Cntfernung von ber Adhfe ftleiner oder grifer
ift als ber Halbmeffer. it bie fiivzefte Entfernung gleid) dem
Halbmeffer, o hat bie Gerabe mit dem Cylindermantel nur
einen eingigen Punft gemein, ndmlid) den Fuppunit der
fiiczejten Cntfernung. Gine foldhe Gevade heifpt eine T an-
gente des Cylinbermantels, jener Punft — ihr Beriihrungs-
punft. Sebe Gerabe, die auf einem Halbmefjer in feinem
Gnbpunft fenfredht jtebt, ijt Tangente, (dbenn ber Halbmefjer
fteht aud) fenfrecht auf ber Achje). Daber ift aud) jeve in
einer Beriihrungsebene gezogene Gerade Tangente.

3. a. Drebt fich ein vechtwintliges Dreiect SOA (Fig. 23)
um eine jeiner Katheten SO al3 S
Achjefolange herum,bis ed wieber i
in jeine erfte Lage zuriickgetehrt /
ift, jo hat es einen Umbrehungs- i o\
fovper erzeugt, welcher 1 m- iR \

pbrehungstegel ober furg: /[ /e
Regel beift. Die jwei andern  / (¢ )

Seiten haben die Oberflade des
Regels bejdhrieben; bdiefe bejteht ig. 23.

aud bem von bder andern Kathete OA bejdhriebenen & run d-
freis, welder fenfredt zur Acdhfe ift, und aus dem von
per Hypotenufe SA bejdhriebenen Frummen Diantel bes
ftegels. — Der Winfel OSA zwijden ber Acdhfe und ber
Hypotenuje beift der erzeugende Winfel des Kegel-
manteld. Der Endpunit S ber Wd)je bheiht die Spipe,

M
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ihre Entfernung von der Cbene des Grundireijes die Hohe
ped Regeld; die Hohe ijt gleich der Adfe.

b. Jebe (Gerade, die von der Spibe nad) einem LPunit
ver Peripherie bes Grundiveifed gezogen wird, fann ald die
Hypotenuje bes erzeugenden Dreieds in einer gewiffen wib:-
rend der Drebung eingenommenen Lage befracdhtet werden;
fie liegt baber auf dem Kegelmantel und heipt eine Mantels
linie ded RKegels. Alle Mantellinien find gleich lang und
machen mit der Ucdfe gleiche Wintel. Jeder Halbmefjer
OA be3 Grundfveifes ftellt bie Projeftion bder durd) feinen
Gnbpuntt gehenden Mantellinie SA auf die Shene ded Grund-
freifed vor. Da nun der Winfel SAO jtetd die ndamliche
Griofe bhat, jo find alle Mantellinien gegen die Grundrreis:
Ebene gleid) genetgt, und pwar ift der Neigungdwinkel gleidh
bem Komplement des erzeugenden Winfeld. — Der Uchien:
jhnitt it ein gleihjdhenflige3 Dreiect, bdeffen Seiten zwei
Mantellinien und ein Grundfreid - Durdymeffer find. Der
Dreiet3winfel an der Spite (gleih) dem Ddoppelten evieu-
genden IW.) Beift die Offnung des RKegels.

c. Gine burd) die Spihe gehende Gevade liegt innerhald
0ed Regels ober auf beffen Mantel ober auBerhalb, je nach:
pem Dder Wintel, ben fie mit ber Achje madht, Feiner ijt ald
ver evzeugende Wintel oder gleich ober grofer. Hievaus
folgt weiter: Eine dburd) die Spige gelegte Ebene fdhneidet
pen Kegel oder fdhneidet thn nicht, je nachvem ihr Neigungs-
winfel gegen bdie Adhje fleiner ober grofer ift ald ber er
seugenve Winkel. Jm erften Fall wird der Kegelmantel nad
swei Mantellinien gejchnitten (1. Cinl. 2). Jft der Neigungs-
winfel glei) dem erjeugenden Wintel, jo fallen jene jwei
Scnitt-Mantellinien in eine einzige sufammen, die Chene hat
mit dem Kegelmantel nur eine Mantellinie gemein, weldhe mit
vev Projeftion der Adhje auf die Ebhene pufammenfidllt, (benn
jede andere durd) die Spite in der Ghene gejogene Gerabde
liegt auferhall bes RKegelmanteld nadh) L 13. a). Eine folche
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Chene N (Fig. 24 %) beipt eine Beviihrungsebene des
Stegelmanteld ; bie gemeinjame Mantellinie ST Deift ihre Bee-
vitbrungsmantellinie. Die BVeviihrung3ebene freht fent:
red)t auf der durch Beriih- A
rungdmantellinie und Adhje
gelegten Cbene STO. Die
Sdnittlinie TB der Beriih-
rungdebene mit ber Ebene

ves Grundfreifes ift (wie
beim Cylinder) Tangente an
pent Grundfreid. Daher /
Sonftruftion  ber Beriih: £
tungdebene wie beim Cy- dig. 24.

linder. — Der Neigungswinfel einer Beriihrungsebene N
gegen die Cbene bed Grunbfveifes ift gleich dem Neigungs:
winfel ihrer BVerithrungdmantellinie ST ; denn ST ftellt eine
Neigungslinie ber Ghene N vor (I 9. b und L Anh. 10).
Daher haben alle Veriihrungsebenen gleidhe Neigung gegen
vie Cbene bed Grunbdlreifes, und zwar ift der NeigungSwintel
gleich bem Komplement de3 erzeugenden Wintels.

d. Jebe in einer Veriihrungsebene l[iegenbe Gevade ijt
Tangente an den Kegelmantel, Jhr Shnittpuntt mit dex
Beriihrungdmantellinie ift ihr Beriihrungspuntt.

4. a. Der Mantel eines fegeld und eined Cylinders
jtellt nuv einen Teil — ndmlidhy eine 3one — der Cylin-
verflache und RKegelfldche im weiteren Sinne bes Worted
vor. Die volljtandige Flache erhdalt man, wenn man jimt:
lihe Mantellinien nachy beidben Seiten ins Unendliche wver-
langert. Die vollitindige Kegelfldche befteht aljo aus gwei
tongruenten Teilen, die in der Spikie jujammenbdngen; iie
wird erzeugt durd) Drehung der einen von wei fid) jchnei-
dbenden unbegrensten Geraben um bdie andeve. (Jjt der
von ben Geraben gebilbete erzeugende Winkel ein
Rechter, fo erhdalt man al8 fpesiellen Fall ber Kegelfliche bdie
s _:-‘)_‘.'lﬁ_dui"ﬁenfe fich in Fig.- 24 die Linie SAB hinweg.

Sfommervell= Saud, Stercometrie. 7. ujl. 4
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Gbene, vgl. L 6. Buj. 2) — Die Cylinderflache wird
erseugt durd) Drehung dev einen von zwei unbegrenzten pa:
tallelen Geraben um bdie audere. Die Cylinberflache fann
baber angejehen werben al3 Kegelfldche, deven Spige in un:
endlidhe Cntfernung geviidt ijt.

Nennt man eine frumme Flade von der Cigenjdaft,
baf alle Puntte oder Geraben, die einer gewifjen Bedingung
genitgen, auf ihv liegen, und umgefehrt, oder dbap alle Ge-
raben ober Cbenen, die einer gewifjen Vebingung geniigen, fjie
bervithren, und umgefehrt, — ben geometvifdhen Ot
biefer Puntte, Geraben oder Cbenen: fo lafien fich die Sdpe
in 2. b, ¢, dund in 3. b, ¢ aud) in folgender Fovm - aus-
{preden:

b. Der geom. Dri eined Punites, der eine geg. Eni:
fernung — ober einer Geraben, die eine geg. fiirzefte Entjer-
nung von einer feften Geraden hat, ift eine Eylinderfladhe,
peren Achie die fejte Gerade, und deven Halbmejjer gleich ber
geg. Entfernung ijt.

c. Der geom. Ot einer Geraden oder einer Ebene,
bie einer feften Geradben pavallel ift und von ihr eine geg.
Gutfernung bhat, it eine Cylinberflache, deren Ad)je bdie fejte
Gerabe, unbd beven Halbmefjer gleidh) ber geg. Entfernung ijt.

d. Der geon. Vvt einer Geraben ober einer €bhene,
bie eine fefte Gerabe in einem feften Punkt unter geg. Win-
fel fdmeidet, ijt eine Kegelflache, deven Acdhje die fejte Ge-
vabe, beren Spige der fejte Punft, und bderen etjeugender
Winfel gleih dem geg. Winfel ijt.

e. Der geom. Vrt einer Geraden oder einer Ebene,
die burd) einen fejten Puntt geht und gegen eine fefte Ehene
eine geg. MNeigung bat, ift eine Kegelflache, deven Spife ber
feite Punftt ift, deven Adje fenfredht zu dev feften Ehene
fteht, unb beven evzeugenber Winfel gleich dem Komplement
ped geg. eigungdwinfeld ijt. (Der Sap bleibt aud) fiiv
ben Fall gitltig, dah der Punft in der Ebene felbjt liegt,
I. 14, a und 3uj. 4.)
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5—9: Die Fugel.

5. a. Dreht fidh ein Halbfreis PCAP’ (Fig. 25) um
jeinen Durchymefjer PP’ al3 Achie
jo lange berum, bi3 er wieder in
jeine erjte Lage jzuriidgefehrt ijt,
jo bat er einen Wndrehungstorper
erzeugt, welder KSugel bheift;
feine Peripherie Hat deren Frumme
Oberfldacde bejdyrieben,

b. Der Mittelpunft O ded er-
seugenden  Halbfreifes Dheift Dder
Mittelpunit der Kugel. Sebe
vom WMittelpuntt an einen Punft Fig. 25.
ber Oberfladhe gejogene Strecdfe Beifit ein Qalbmefjer
oer Rugel. Alle Halbmefjer find gleidh), denn jeder ift Halb:
mefev des erzeugenden Halbfreifes in einer gewiffen wdbhrend
ber Drehung eingenommenen Lage; alle Punfte der Kugel
oberfldche jind daber vom Mittelpuntt gleid) 1weit entfernt.
ebe durd) den Mittelpunft gehende unb von der Oberflache
begrenste Strecte heift ein Durdmejfer der Kugel; jeber

Durdymefier Dbefteht aus jwei Halbmeffern , baher find
aud) alle Durdymefier einander gleich. Die jwei Endpuntte
eined Durdhmefiers beifen Gegenpuntte oder Anti-
poben,

c. Aus b folgt: Der geom. Dt eines Punktes, der
von einem feften Punft eine geg. Entfernung bhat,® ift eine
Sugelflade, beven Mittelpunft ber fefte Punft, und deven
Dalbmefjer gleich der geg. Cntfernung ift. — Man jagt, die
Sugelfldche fei aus bdem fejten Punft mit ber geg. Ent:
fernung als Halbmefjer bejdhrieben.

d. Cine Kugel ijt vollftdndig und eindeutig beftimmt
burd) Mittelpunit und Halbmeffer. Bwei Kugeln, die gleide
Dalbmefjer haben, find fongruent, und zwar deden fidh ihre
Oberfladen in jeder Lage, wenn nur die Mittelpunite su-

4%
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jammenjallen. Gine auj einer Kugeloberfldche liegende Figur
fann daher auf derjelben belicbig o verfchoben werden, dap
babei ihre jamtlichen Punfte beftdndbig auf ber Kugelober-
fliche bleiben.

6. a. JNad) 5. b witd eine Kugel von jeber durd) ihren
Mittelpuntt gelegten Cbene nad) einem SKreife gejduitten,
peflen Halbmeifer gleid) Ddem Halbmefjer ver SKugel ijt.
Bieht man daber einen beliebigen Durdymefjer, und legt durd
ihn alle moglichen Chenen, jo dneiden diefe die Kugel nad
Rreifen, bdie bden RKugelvurdhmefjer zum gemeinjdhaftlichen
Durdymefjer haben. Die Kugel fann aljo durd) Umbrehung
eines jolchen Kreifes wm jenen Duvchmefjer entjtanden ge-
oadht werben. €3 fann jomit jedber Deliebige Durdymeijer
einer Sugel als deren Acdhje angefehen werbden.

b. Da ein Umbrehungstovper von jeber zur Achie fent:
redhten Sdnittebene nad) einem freid gefdnitten wird (1. ¢),
Dei ber Kugel aber jeder Durdmeffer ald Achie genommen
werben Ffann, jo wird bie Kugel von jeder Ebene (die
iibexhaupt jdneidet) nad) einem RKreife gejdnitten. Man
nennt einen jolchen Kreid einen Kugelfreis.

c. Der WMittelpuntt M (Fig. 25) eines Kugelfreijes
liegt (nach 1. ¢) auf dem zu jeiner Cbene fentrechten Durd)-
meffer. Diefer Dheift bie W hje, feine Cndbmunfte P und
P’ Beipen die P o le des Kreifes. Bu jedem Kugelfreis
aehiren zwei Deftimmte Pole, welde Gegenpuntte zu ein
anoer find. Alle parallelen Kugelfreife haben diefelbe Adhie
und oiefelben Lole. Derjenige Larvallelfreis, der durd) den
Mittelpuntt dev Kugel geht, heipt der den Polen jugehirige
Hquator.

d. ®a die Durdymefler AB, CD, ... (Fig. 25) der ein:
selnen, ju berfelben Achje PP gehbrigen Pavallelfreife ju:
glei) Sebnen in einem burd) bdie Adhje gelegten Kugelfreis
PCAP‘BD find, jo ift unter allen Parvallelfreijen der Hquator
ver gripte. Da Dbdies fiir jede beliebige Adbfe gilt, fo ift
ber Kreis, nad) weldem eine durd) den Kugelmittelpuntt
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gelegte Ebene fjdyneidet, itberbaupt der grdpte, nad) dem
eine Kugel gefchnitten weroen fann. Ein jolder Kreis heift
baher aud) griofpter Rreis oder Groffreisd bder
fugel, wogegen jeber andeve RKugelfrveis als Rleinfreis
begeichnet wird.

7. a. Gine bie RKugel {|dneibende Gerade beift eine
Setante. Da fie jugleih Sefante des Kreifes ift, nad
pem eine beliebig dburd) fie gelegte Gbene die Kugel fdhneidet,
fo fann eine Gerade die Kugeloberfliche in niht mehr als
gwei Puniten {dneiden. — Eine durd) bden Mittelpumtt
gehende Sefante heift Bentrallinie.

b. Dad innerhalb ber Kugel fallende Stiid einer Se:
fante beift Sehne. Aus 6. d folgt, daf der Durdymefjer
die grofte Sebne ift.

8. a. Cin Punft lieqt innerhalb bder Kugel ober auf
eren Oberfldde oder auferhalb, je nadhdem feine Entfernung
vom Wittelpuntt fleiner ift als der Halbmeffer ober gleid
ober grifer.

b, Hievaus folgt weiter: Cine Chene oder eine Gerabe
fchneivet bie Kugel ober {chneidet fie nicht, je nadhbem ihre
Cntfernung vom Mittelpuntt Eleiner odev grbfer ift ald ber
Halbmefjer. Jft die Entfernung gleidh dem Halbmeffer, fo
hat bie Cbene ober Gerabe mit der Kugeloberflddhe nur einen
eingigen Punft gemein, namlich den Fubpuntt der vom Mittel-
puntt auf fie gefallten Senfredhten, (jeber anbeve Punft der
Ebene ober Geraben liegt auperhalb ber Kugel nadh I. 12, a).
Cine joldje Cbene Deifit eine Beriihrungebene, und
eine foldpe Gerabe — eine Tangente ber Kugel Der
gemeinfame Punft heift ihr Berviihrungdpuntt, der
nad) bem Beriihrungdpuntt gejogene Halbmeffer — ibhr
Berithrungshalbmeffer; der leptere fteht fenfrecht
auf der BVeviihrungsebene ober Tangente im Berithrungs:
punft. Umgefehrt: eine auf einem Halbmeffer der Kugel in
pejlen Gndpunft jenfredht ftehendbe Ebene oder Geradbe be-
vithrt bie Kugel.
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c. Jebe Tangente eined Kugelfreijes ift aud) Tangente
an die Kugel; denn ba fie in der Ebene bed Kugelfreifes
liegt und mit diefem nur einen Punft gemein hat, jo fann
fie auch mit ber Kugelflache nur biefen einen Punft ge-
mein haben. — Jebe in einer Veriihrungsebene durd) den
Berithrungdpuntt gezogene Gerade ift Tangente an die Kugel.
Umgefehrt: Haben zwei Tangenten denfelben Beriihrungs-
punft, {o ift die dburd) fie gelegte Cbene Veviihrungsebene
(I. 6. a).

d. Aus b folgt: Der geom. Ort einer Ebene ober
einer Gervaden, die von einem feften Punft eine geg. Ent-
fernung bat, ift eine Kugelfldche, deren Mittelpunft der
fefte LBunft, und deren Halbmefjer gleidh der geg. Entfer-
nung ift.

9. a. It von einem in der Chene eined Kreifesd liegen:
pen Punft S eine Tangente SA an den Kreid gelegt, und
breht man die Cbene um die Fentrallinie SO, fo bejdhreibt
ber Krei eine Kugel, und bie Tangente den Mantel eines
Regeld, bdeffen jamtliche Dantellinien bdie Kugel berithren;
jein Grundiveis ift ber vom Beriihrungspuntt A bejdhriebene
Stleinfreis. Der Kegel heift der vom Punft S an die Kugel
gelegte Bervithrungstegel, jener Kleinfreis heift fein
Beriithrungsdfreis. Man jagt aud), die Kugel fei ber
Stegelfldche al3 Beriihrungsfugel einbefdhrieben.

b. Aug a folgt: bdie unenbdblich wvielen Tangenten, die
fih von einem Punft an die Kugel legen lafjen, Haben —
je von bem Punft b8 jum BVeriihrungspuntt gemeffen —
alle gleiche Linge.

c. Jebe Verithrungsebene des RKegels berithrt audy die
Kugel; benn ift SA bdie Beviithrungsmantellinie, jo Hat bdie
Cbene mit ber Kugel den Punft A, aber audy nur diefen
gemein. Umgefehrt berithrt jede durdh) den Punft S an die
Kugel gelegte Beviihrungsebene aud) den Kegel.

d. Pavallel mit einer geraden Lnie lafjen fich unendlich
viele Tangenten an die Kugel legen; fie bilben die Mantel:
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linten eciner Cylinderflahe (Veriihrungsdcylinbder);
benn ihre Veriihrungspunite liegen auf einem OGroftreis
der Kugel, defjen Coene ju thnen fenfredht it (Beviihrungs-
freis). Jedbe Berithrungsebene des Cylinbers Devithrt aud
bie Kugel. Der Beriihrungdcylinder Fann als Beriihrungs:
fegel angefeben. werben, deflen Spige in unendlidge Eni:
fernung gevitct iit.

Unter dem Beriihrungsdcylinber einer Kugel im
engeren Sinn verfteht man einen Cylinder, defjen Dian-
tel und dejjen beide Grundfveife bie Kugel beviihren, befjen
Achle alfo der zu bden Mantellinien parallele Kugeldurd):-
mefjer iit.

e. 3weil Kugeln bevithren Jid) in einem Punft,
wenn fie in demijelben eine gemeinjd)aftliche Beriihrungs-
ebene Defiten. Da bie zwei Berithrungshalbmejjer auf der
Beriihrungsebene im ndmlidhen Punfte fenfredht jtehen, fjo
liegen bie zwei Mittelpunfte und bder Beriihrungspuntt in
gerader Linie (L. 7. a). Die Cntfernung ber Mittelpuntte
ift gleih der Summe ober gleid) ber Diffeveny ber zwei
Dalbmefjer, je nadhbem bdie eine Kugelfldche die andere von
aufpen oder von innen berihrt. Umgekehrt gilt: St
bie Entfermmg der Mittelpuntte zweier Kugeln gleid) bder
Summe ober gleich dber Diffeveny ihrer Halbmejjer, jo be:
vithren {id) bie SKugeln.

10—12: Ruael=-Weile,

10. a. Gin Kugelfreid teilt bie Kugel (als Korper) in
el Teile, welde Kugelabjdnitte heigen, und bie
RKugeloberfladhe in jwei Teile, weldhe Kugelfappen ober
Sugelhauben heifen. Die Oberfldche eines Kugelabjdnitts
Dejteht alfo aus einem RKreife, welder jein Grundireis
heift, und aud einer Kugelbaube. Dasd ind Jnnere Dbdes
Sugelabjdnittes fallenve Stitd der Achje bdes Grumbdireifes
heift die A chie oder die Hohe, ihr Endpuntt — ber Pol
ves Sugelabjdhnittes oder der Kugelhaube.
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b. Cin Groffreis teilt bdie Kugel in jwei Fongruente
Hilften, welhe HalbEugeln Dheifen. Seder RKleinfreis
teilt fie in gwei ungleiche Abjdhnitte (Hauben); der qrifere
enthdlt den Mittelpuntt ber Kugel.

11, a. Der jwifden zwei parvallelen Kugelfreifen liegenbe
Teil der fugel ober der Kugeloberflache Deifit eine Rugel:
jone. Die pwei Kreife heiBen die Grundfreije, das
gwijdhen ihre Chenen fallende Stiict ihrer Achie Deifit Ddie
Adje der Kugelzone. Die Enifernmng der jwei Grunbd:
Eretfe Deift die Hohe; jie ift gleidh der Achfe.

b. €ine Kugeljone fann als Differens zweier Kugel:
abjdynitte (begw. Kugelhauben) angefehen werben. Gin Sugel-
abjdnitt fann als Sugelzone aufgefaht werden, bdeven einer
Grundtreid zu einem Punft sujammengefdhrumpft ijt. Die
Stugel felbjt fann al8 Kugelzone aufgefafit werden, deven
beibe Grundfreife ju Punften sujammengejdrumpit find.

12. a. Der Kegel, der einen Kleinfreis per Sugel zum
Grunvfreis, und ben Sugelmittelpunft jur Spite hat, heifit
ber dem Rleinfreis jugehorige Regel. Sein Mantel teilt
vie Sugel in ywei Teile, von benen jeder ein K u gelausg:
idhnitt oder Rugelfebtor beift. Die Dberflade jedes
Sugelaugidnittes bejteht aus einem Kegelmantel wnd einer
Sugelhaube; der eine (fonvere) Ausjdnitt fann ald Summne,
ber andere (fonfave) als Diffeveny eines Kugelabidhnittes
und eines Segeld angefehen terden.

h. Der erzeugende Winkel des Segelmanteld heift ber
erzeugende Jentriwintel des RKugelausidnittes; ein
Sugelousidnitt fann ndmlid evzeugt gevadt werben durd
Drehung eines Kreisausidnittes wm einen der gwet ihn De-
grengendent Halbmeffer.

c. Die Halbugel und bie Kugel feldbft fomnen als fu
gelaugjdynitte aufgefaft werben, Dderen erzeugende IWinfel
begw. 1R und 2R betragen.




II. Bud). Einl. 13. 57

13—22: Sphirik und Hielhant.

13. a. Durd) ywei Punfte einer Kugeloberflache, bie
nihgt Gegenpunite find, ldpt fidh immer ein und nur ein
Groffreis legen (I. Ginl. 8. a, SHlup).

b, lnter bder jphdarijden Cntfernung zweier
Puntte auf einer Sugeloberfladye verfteht man bie Linge bHes
swijdjen ibnen liegenden Groffreisbogens, umd zwar bdes-
jenigen Bogend, ver fleiner al3 ein Halbfreis ift. ©35 wird
(in B. 11. 3uj. 1) bewiefen werden, dbafy die jpharijdhe Ent:
fernung jweier Punkte den- Firzeften Weq vorftellt, auf dem
man von einem Punft jum andern auf der Oberfldde der
Sugel gelangen fanr. — Die fpharifhen Entfernungen Eonnen
entwedber nad) irgend einer Langeneinbheit (etwa mittels eines
dadensd) ober nad) Bogengraden (1 Grad = 45 der Grof-
treig-Periphevie) gemefjen werdben. Da auf derfelben Kugel:
oberfldche die Bogengrade durdhweg gleidhe Léange Haben, fo
tonnen aud) fie als Ginbeiten eines Lingenmafijtabes gelten.

c. Daben auf einer Sugelflache zwei Punfte gleidhe ge-
radlinige Entfernung wie jwei anbere Puntte, jo haben fie
auch gleiche fphaviihe Entfernung; und umgefehrt. (Demn
pie {phdrijhen Entfernungen find bdann Bigen gleidher
Rreife mit gleihen Sehnen.) Einer grdBeren geradlinigen
Cntfernung entjpridt aud) eine griferve fpharifdhe Cntfernung,
und umgefehrt. Dasfelbe gilt fiiv zwei gleidhe Kugeln.

d. Nad) I. 12. b hat ein Pol eines Kugelfreifes (I
Cinl. 6. ¢)_von allen Punften der Kreidperipherie gleidhe
geradlinige, und folglih (nach ¢) aud) gleiche fpharijche
Gntfernungen. Man nennt daber denjenigen Vol eines Klein-
freifes, ber mit ihm auf der ndmlichen Seite ves jugehirigen
dquators liegt, ben {pharijhen Mittelpuntt bes
Kleintreifes; feine Jphav. Entfermmg von einem Puntt der
Peripherie heifst ver {phavijhe Halbmefjer. Auf der
Oberflide einer mafjjiven Kugel fann ein Kugelfreis aus
jeinem jphavifhen Mittelpunft gany ebenfo mit dem 3irfel
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Dejcdhrieben werben, wie in der Chene ein Kreid aus feinem
Mittelpuntt bejchrieben wird.

e. Jeder Lol eined Grofireifes bat von allen Punkten
pegfelben eine fphdr. Cntfernung = 90° ober gleidd bem
vievten Teil der Gvoffreis-Peviphevie. Der jphdr. Halb-
mefjer eines Groflveifes ijt alfo = 90° Jeber jeiner Pole
farm alg fein jphdr. Mittelpuntt gelten.

f. Die in a und b genannten jwei Cigenjdajten dev
Groftreife auf der Kugeloberflddje find bdiefelben wie die
Grundeigenjchaften der geraben Lnien in der Cbene. Die
Grofveife jpielen daher auf dev Kugeloberfldche die ndm:
lihe Rolle wie bie geraben Linien in der Cbene. Den Be-
siebungen  jwijden geraben Linien und RKreifen in  bder
Cbene, wie fie die ebene Geometrie betvadhtet, entipreden
auf ber Stugeloberfldche analoge BVeziehungen zwijden Grof:
treifen und Kleinfreijen. Die Lehre von diefen Beziehungen
heift Spharif.

g. Da e3 feine parallelen Groffreife giebt, fo find zu
ben SdBen der ebenen Geometrie iiber parvallele Gerabe nut
teilmeife analoge Sdge in der Spharit vorhanbden.

14. a. Bwei von einem Punft P (Fig. 26) einer Ku:

p geloberflache ausgehende Groffreis:
bogen PQ undb PR {dliegen einen
7L NS Tpharifden WinFel QPR ein;

: I \ ber Punft P heist die Spise ober
By | ber ©Sdeitel, Ddie beiven Grof:
|0 @ ) freisbbgen PQ und PR Beifien bie
;} b A Sdentel ded Winfels. €in jphdr.

o Wintel wirb gemejien durd den

St Winfel, ben die in der Spige an die

g 20: beiben Sdjenfel gelegten Tangenten
PT und PU einjdliegen. €v ift gleidh dem Keilmintel
des von ben Ebenen bder jwei Groffreisbogen gebilbeten
Keils; denn PT umd PU legen in den Reilblittern
und find fenfredht jur RKeilfante OP. Gin fphir. Winkel
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fann auch auf bder Kugeloberflache felbjt gemefjen werden,
und jwar durd) feinen Aquatorbogen, b. h. durd) den
swifdhen feine Schentel fallenden Bogen AB bed ju ber
Spibe P gehorigen quators; benn der Jentriwinfel AOB
. biefes Bogens ift = W. TPU (L. 4. b), der Hquatorbogen
migt aljo ebenjoviel Bogengrabe al3 ber jphdar. LWintel
Winfelgrabe. — Die Benennungen: Nebenwintel,
Sdeitelwintel u §. w. Dhaben bdiejelbe Veveutung wie
bei ebenen Winteln.

b. Bwei Groffreizbigen ftehen auf einander jent:
recht, wenn fie einen Winfel von 90° einjdhliefen. Jeber
Groptreis PA (Fig. 26), der burd) ben ol P eines andern
Groplreijes AB gebt, fteht auf biefem fenfrecht, und um-
getehrt (L. 8. a und c).

15. a. 3wei Grofitreife ABAB’ und ACAC/ (Fig. 27,
S. 61) einer Kugeloberflidhe jhneiden fid) in zwei Gegen:
punften A und A/ und halbieren fid) daber gegenieitig, (benn
ihre Cbenen Daben bden Mittelpuntt gemein, jdmneiden fid)
alfo nady einem Durdhmefjer). Sie teilen bdie Kugeloberflade
in vier Teile, von benen jeder ein Kugelzmweied ober
fpharijdhes Zweied bheift. Ein Jphir. Jweied wird
alfo von jwei halben Groffreifen begrenzt. Jhre Sdhnitt-
punfte A und A’ Deien die Cden ded ZFweieds. Die
iphdar. Wintel an den zwei Ccfen firtd gleich; denn fie haben
denfelben Hquatorbogen, welder audy der Hquatorbogen des
iphdr. Bweiedd Deift. Die PHalbfugel und bie ganze
RKugeloberflace tonnen als fphdar. Bwetece aufgefaft werben,
beven Winfel beyw. 2 R und 4 R betragen.

b. Der von bden zwei Halblreid-Chenen eines jphar.
Bweiectd eingejdhlojfene Keil heifit der bem Zweied zuge:
horvige Keil. Sein Keilwintel ift gleih dem jphdr. Wintel
bes Bweieds (14. a).

c. Bwei fphir. Bweiede Dderfelben Kugel oder gleicher
Sugeln find fongruent, wenn fie gleidhe Winkel oder Aquator-
bogen haben (I. 7. Buj. und II. Einl. 5. d).
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d. Jwei jphar. Jwetede derfelben Kugel oder gleidher
Rugeln verhalten fid) ihvem Flacheninhalte nad) wie ihre
Winfel ober Hquatorbdgen. Denn verhalten fidh die Hqua-
forbdgen wie m ju n, wo m und n junidit ganze 3ahlen
jein mbgen, und teilt man ben Jquatorbogen bes einen
Sweieds in m, den des andern in n gleiche Teile, jo ift
ein Teil bes eimen BVogens gleidh) einem Teil des andern
Bogens; legt man daer in beiden Bweiecken durch jeden
Teilpuntt und bie Ccden einen Groffreis, fo wird dadurd
bas eine Jweied in m, dad anbdeve in n Teile geteilt, die
(nad) ¢) jamtlid) fongruent find; die jwei Jweiede verhalten
lic) fomit wie m jun. Lapt fidh) das Verhiltnis der swei Hqua-
torbigen nid)t in gangen Sahlen m und n ausbriicen, fo liegt

: s P n m + 1
e pod) jwijdhen wei Gremgen — und mEe peren Untet:
11

1hied . beliebig Elein gemadyt werden Fann =)

Cin fphir. Zweied verhilt fich sur halben Kugeloberflide
wie fein Winkel su 2 R (nadh a, Shlup).

16. a. Hat man auf einer Kugeloberflache drei Grof-
freife, die fid) nicht in den namlichen jwel Gegenpunften
idneiden, fo teilen sundadyit swei derjelben, 3. B. ABA’B’ und
ACAC” (Fig. 27) die Kugeloberfldche in vier jphar. Bmweiede,
pon denen dann jeded burd) den dritten RKreis BOBC’ wie-
ver in jwei Teile gefeilt wird. Jeber diefer 8 Teile wird
ein Rugeldbreied odberfpharifdhes Dreied genannt.
Die ein fphir. Dreied einfdliefenden Groftreizbogen heifen
bie Seiten, die fphdr. Winfel, die von je el in einer
Cde sujammenftofenden Seiten gebilbet werden, heifen bdie
Wintel bes fphar. Dreieds.

b. Zwei jphdr. Dreiede, die sujammen ein jphdar. Jweiect
bilben, Deifen Nebendreiede. Bu jedem fphir. Dreied

*) 3t 3 B. bas Verhiltnia = \,a = 1,41421..., o liegt e3
ijden den gwei Grengen {fLd und 1445, oder ywijchen 1Ei4E und
L A
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find brei Nebendreiecfe vorhanden, oder: jebes fphir. Dreiec
lagt fich auf dreifache vt zu einem b=y
Sweied ergangen. (Die Neben-
breiece von A ABC find 3. B.
BCA‘, CAB’ unb ABC.) 3Bwei
joldhe Dreiede, deren Ccfen paar:
weife Gegenpunfte findb, beifen
Gegendretecde Su jedem
jphir. Dreied ift ein Gegendreied S
vorhanben. (Das Gegendreiec von A o
A ABC ijft 3. B. A’'BCY) Fig. 27.
c. Die Spharit bejdrdntt fidh auf bdie Betradtung
jolcher fphdr. Dreiecte, in denen jede Seite Eleiner alg ein
halber Gropireid, und jeder Wintel tleiner ald 2 R ijt. — Cin
iphdr. Drveiec entjteht dbaher auch) badurd), dbap man drei be-
liebige, nicht auf demjelben Gvofifreis liegende Punfte der
Stugeloberfliche durdy ibre jpbdr. Cntfernungen verbindet.
17. a. Hat man drei Cbenen, die nidht der namlichen
Geraben parallel {ind, fo teilen zundchjt zwei derjelben den
unendlichen Raum in vier Keile, von denen dann jeder durdh
bie Dritte Gbene wieder in zwei Teile geteilt wird. Jeber
biefer adit Teile wird ein Dreifant genannt. Der Sdniit-
puntt der drei Chenen beift die Spife, die von der Spibe
ausgehenden Ajte der drei Schnittlinien heifen die Kanten,
Die drei Gbhenen — die Seitenfladen des Dreifants.
Die von je zwei Kanten eingejhlofjenen Winfel DHeigen feine
Seiten, die von je jwei Seitenfladen gebilbeten Keile —
feine Winfel. Wir begeidhnen im folgenden ein Dreifant,
beflen Spite O, deffen Kanten OA, OB, OC find, dburd
0,ABC, feine Seiten dburdy AOB, BOC, COA, feine Winfel
burdh A, B, C, bie numerifhen Werte der Winfel durd
x, B, v, die Dber gegeniiberliegenben Eeiten ourd) a, b, c.
b, Bwei Dreifante, die jujammen einen Keil bildben,
heipen Nebendreifante. Ju jebem Dreifant find drei
Nebendreifante vorhanden, die man erhalt, wenn man je
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eine Kante iiber bdie Spike verldngert. Zwei Dreifante,
von denen dic Santen ded einen bdie Riidverlingerungen ber
Santen be3 anbern find, heifen Sdheiteldreifante.

18. a. Die Gropiveis-Chenen ber Seiten eines jphdr.
Dreieds ABC (Fig. 27, ©. 61) bilden die Seitenfldden
eined Dreifants, deflen Spige der Mittelpuntt O der Kugel
ift, und Ddeflen Kanten bdie nad) den bdrei Eden gejogenen
Sugelhalbmefjer OA, OB, OC find. Die Seiten bes Drei-
fantd bilben eingeln die Fentriwinfel der Seiten bes fphir.
Dreietd und haben daber ebenjoviel Wintelgrade, als die
entfpredjenden Dreiedjeiten Bogengrade haben. Die Winfel
bes Dreifantd find eingeln glei) den Winkeln des fphir.
Dreieds (14, a). Das Dreifant Dheift das dem fphir.
Dreied yugehdrige Dreifant.

b. Vejdhreibt man umgefehrt aus der Spiie eines Drei-
fant3 mit beliebigem Halbmeffer eine Kugelflache, jo fchnei-
bet dag Dreifant aus diefer bas jugebirige fphir. Dreiedt
aus. Da der Halbmefjer der Kugel beliebig ift, fo giebt
e3 ju einem Dreifant unendlid) viele zugehorige fphir. Drei:
ede; gwet entjprediende Seiten weier joldher Dreiee haben
joar verjdyiedene abjolute Ydingen, nad) Bogengraden ge-
mefjen aber haben fie gleidhe numerijche AWerte.

c. Jeder Lehriap iiber die Seiten und Winfel der jphdr.
Dreiecte gilt eben bamit aud) fiir Dreifante, und umgefehrt.

19. a. Die Summe ber drei Winfel Hat fiiv verfdhie-
dene {phdr. Dreiece veridhicbene Werte, fie ift ftets qrifer
ald 2 R. 8. B. ijt in dem jphir. Dreied PAB in Fig. 26
(S. 58) bie Summe ber Winfel gleih 2R plus dem 98.
APB, ver jwijden 0 und 2 R liegen fann. (Der allgemeine
Beweid wird in B. 15. a erbradht werden) Man nennt
ven Ueberfchufy ver Winfeljumme eined fphar. Dreiects iiber
2R ben fphdavifden Crzeh bes Dretecds. Diefelbe Be-
setdnung wird aud) auf Dreifante iibertragen.

b. Je fleiner die Dimenfionen eines fphir. Dreieds
im Berhiltnis jum Halbmefjer feiner flugel find, defto tleinex
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ift fein jphdr. Grzel; benn befto weniger weidht das fphir.
Dreie von dem durch feine Endbpuntte Deftimnten ebenen
Dreiet ab. Sind diber ein auf einer Kugeloberflacdhe von
gropem Halbmefjer (3. V. auf ver Erdfugel) liegendesd Dreiedt
geontefrijche Unterjuchungen anguftellen, und ift fein fphir.
Crzep fiir ben Grad ber Genauigfeit, bder fiiv bdie Unter:
judhung vorgefdhrieben ijt, verjdhwindend flein, fo fann das
Dreiet als ebenes Dreied behanbdelt werden. St bied aber
nidht der Fall, jo muf zu der Unterjucdhung jtatt der ebenen
Gjeometrie die Sphdrit angewenbdet werden.

c. Cin jphdr. Dreied ober Dreifant, dad einen redten
Winfel befist, heift redhtwintlig. Gin jphir. Dreied
ober Dreifant fann itbrigend aud) mebhr als einen redten
Winfel enthalten (vgl. 3. B. A PAB in Fig. 26, S. 58).
Cbenjo fonnen mehrere ftumpfe Winkel vorhanben fein. —
Gin fphir. Dreiet ober Dreifant mit zwei gleihen Seiten
beipt. gleichidhentlig, ein folded mit brei gleichen
Seiten heipt gleidhjeitig. — Drei gropte Kreife, die auf
einanber fenfredit ftehen, teilen bie Kugeloberfladhe in adt
tongruente Teile, von denen jeder ein Kugeloftant heift;
pas zugehovige Dreifant heipt Oftant. Jn ihm find alle
Seiten und alle Winfel = 90°.

20. a. 3wei jpbar. Dreiede bderfelben Kugel oder
gleicher SKugeln, und ebenjo jwei Dreifante heifen ent-
ipredhend-gleid), wenn fie alle Wintel und alle ent:
iprechenden Seiten bezw. gleid) babeu.

b. Umlduft man auf ber Oberflacdhe einer Kugel zwei
entiprechend = gleiche {phar. Dreiede ABC und A’BCY, inbem
man ihre enfjpredenden Ccden und Seiten in ber ndm-
lihen NReibenjolge pafjiiert, und hat man bdabei dad um:
[aufene Dreiect beivemal zur Linfen odev beibemal jur Redyten
(Fig. 28. a), Jo jagt man, bie entjpredyenden Clemente folgen fid
ingleidyem Sinn, oder: die zwei Dreiede jeien gleid):
timmig. Hat man dagegen dad eine Dreied zur Linfen,
basd anbere jur Nedhten (Fig. 28. b), jo folgen {ich/ v ents

-
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fpredhenden Clemente in entgegengejeptem Sium,
bie gwei Dreiecte find ungleidftimmig. Jm erften Fall
tonnen bie Drejede und ihre jugehbdrigen Dreifante zur

dig. 28, a. . Dedung gebradht wer-

e ben und heifen daber

_// A D N, fongruent. am

4 e 7 3weiten Fall tonnen fie
e nicht sur Dedung ge-

L ¢ by : (4750

i o wadt werben.  Ber-

et e LN .K_J_ _ . diebt man namlich) bas
A B A" eine Dreied auf bder
i¥ig. 28. b. Rugeloberfldche,bis zwei

jeiner Gclen, 3. B. A und B mit den entjprechenden Gcfen
AZ unb B’ ved anbern Dreieds — und alfo die zwei Kanten
OA und OB bed einen jugehiorigen Dreifants mit den ent:
jprechenven Stanten OA“ und OB’ des andern jujanmmentallen :
jo liegt jest bas bdritte Kantenpaar OC und OC’ (nach L
Anb. 15. b u. ¢) fymmetrijd) in Bej. auf die gemeinjdaft:
lihe Seitenflache AOB. Bwei joldhe jphdr. Dreiecfe obder
Dreilante heipen jymmetrijd®). — Wm bei entfprecdhend-
gleichen Dreifanten zu entidheiden, ob fie gleichjtimmig
oder ungleidhftimmig find, ohne hiezu die jugehdvigen fphir.
Dreiede ju Hilfe ju nehmen, fann man fidh 3wei menjchliche
diguven mit den zwei Dreifanten ald Manteln befleidet dens

*) Dexfelbe Unterjchied zmwijchen Fongruenten und fommetrijchen
Dreieden jindet wie in der Spharif, jo aud) in der ebenen Geometrie
fatt.  Bwei fymmetrijche ebene Dreiecte fonnen durch blofes BVerjchiehen
in threr Cbene nicht zur Dectung gebracht werden, fondern nur dadureh,
baf man das eine Dreied umlegt, jo dafy e feine borBerige Unterfeite
nad) oben fehrt. Werfud)t man bdasfelbe bei zwei jymmetrijdhen jpha-
rijhen Dreieen ausdzufiihren, indem man jie von der Sfugeloberfladye
abhebt und jo fegt, Dafy die Eden ded einen mit den entjprechenden
Ccen ded andern jujammenfallen: fo find jet die fonfaven Seiten der
et Dretecte einanber zugefehrt (dhnfich wie wenn die rechte und bie
linte fohle Hand jo gegen einander gelegt werden, daf je 3ivet entjprechende
dingerfpien fich beviifhren); von einer Dedung fann aljo feine Rede ein.
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ten (den Hal3 in der Spise), und jehen, ob fiir beide Fi:
guren die entjprechenden Kanten (Falten) ihrer Mantel in
vemielben Sinne auj einander folgen, ober fiir die eine Figur
von ber Mechten iiber die Brujt jur Linfem, fiir die andeve
von dev Linfen iitber bie Brujt zur Redyten.

c. Bwei entjpredjend- gleiche jphdr. Dreiede oder Drei:
fante miiffen entwebder fongruent obdber fymmetrijd
jein.. Blog in bem Falle, wo fie gleihjdhentlig jind, und in
jebem Den gleidhen Seiten aud) gleiche Winfel gegeniiber-
liegen, jund fie fowoh [ Eongruent als jymmetrifch, denn
es tonnen dann bie gleidhen Glemente fowolhl jo, daf fie fich
in gleihem Sinne —, als fo, bak fie fidh in entgegenge:
jeptem Sinne folgen, einanber zugeordnet werden.

d. Bwei fphdr. Gegendreiede ober jzwei Sdheiteldrei-
fante find entiprechend - gleich, (bemn je zwei entipredhende
Ceiten over Wintel {ind als Scheitelwinfel gleih, I. 7.

Bui.); und 3war find fie — abgejehen von bem in ¢ be-
jprochenen Fall — immer entgegengefeiten Sinnes, aljo
jymmetrifc.

21, a. Sonjtruierd man ju den drei Seiten eined jphdr.
Dreieds (. h. zu den Grofifreifen, von bdenen bdie Seiten
Bigen jind) die Pole, und zwar zunddit 3u jeder Seite nur
penjenigen ‘Pol, weldher auf bderfelben Halbfugel mit dem
Dreied liegt : jo beftimmen bdiefe dbrei Pole die Ecfen eines
swetten jphdav. Dreieds, weldhed das Polardbreied oder
Supplementardreied bed erjten heift. Seber Seite
ved urjpriinglichen Dreieds entfpridht im Polarbreiect ein
thr jugehoriger Wintel, namlid) derjenige, befjen Spise
der Pol der Seite ift; und jedem Wintel des urfprimglichen
Dreieds entjpridht im Polardreied eine ihm zugehbrige
Seite, ndmlid) bdiejenige, deven Endpunite die Pole ber jenen
Wintel einjdlieBenden Seiten find. — Die entgegengefesten
Bole der Dreiedieiten beftimmen ein sweites Polarbreied,
weldes dasd Gegendreiect des erften, und aljo ihm entfpredhend-
gleid) ijt. Da3 erjte Polardbreied beifit mit dem wrfpriing-

r

ftommervel[=Haud, Stercometrie. 7. AWujl. o
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lichen Dreied gleidhyftimmig, dad jweite — ungleid-
ftimmig.

b. Gntipredhend erhilt man dad Polardreifant
ober Supplementardreifant eined Dreifants, wenn
man auf defjen drei Seitenfldden in der Spige bie Senf:
vechten ecvidhtet, und zwar entweder alle drei Senfredhten
auf berjenigen Seite der betreffendben Seitenflddie, auf bder
bag Dreifant liegt, oder alle brei auf der entgegengejepten
Seite. Waz zugehorige Winfel und Seiten bde3 Drei:
fantd und feines Polardreifants find, ergiebt fich ahnlich wie
beim jphar. Dreied.

22, a. Rieht man nad) den Ccfen eined ebenen Vielect3
vont einem auferhalb feiner Ebene liegenden Punlft Gerade,
und legt durd) je zwei auf einander folgende Gerade eine
Ebene, jo umidhliegen bdiefe Cbenen einen (nidht alljeitig be-
grenzten) Raum, welder BVielfant (audh forperlidher
Wintel oder Eorperlidhe € de) heipt. Hat dbad Viel:
fant n Kanten und alfo audh n Eeitenfladhen, jo bheifit es
n-fant. — Bejdreibt man aus der Spige bdes Vielfants
mit beliebigem Halbmefjer eine Kugelflache, o {dhneidet e3
aud biefer ¢in fphariidhes Vieled (n-ed) aud, bad
bem Lielfant jugehorig heift. Seiten und Winfel
be3 Vielfantd und ded jphdr. Vielectd bhaben bdie ndmlidhe
Bebeutung wie beim Dreifant und fphar. Dreied. Erhabene
Wintel find ausgejdlofien. — Ein BVielfant oder ein {phdr.
Bieled heit reguldar, wenn alle feine Seiten gleidh und
alle jeine Wintel gleidh finbd.

b. Die Cbenen, die dburd) je wei nidht auf einander
folgenbe Kanten eined Vielfants gelegt werben fonnen, heifen
Diagonalebenen. GSie {dneiben bie Flache des ju-
gebdrigen fphdr. BVielects nadh deffen Diagonalen. Jeded
n-fant (fphdr. n-ec) fann durd) Diagonalebenen (Diagonalen)
in n—2 Dreitante (jphir. Dreiecte) zerlegt werden.

c. Da bie Summe der Winfel eines jphiav. Dreiecs
grifer al3 2 R ift (19. a), fo ift die Summe der Winkel
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eined jphdr. n-eds (nad) b, Sdhlup) grofer ald (n—2) 2R, b. b.
grifer al3 bie Winteljumme eines ebenen Bieled3 von gleicher
Seitengahl. Derv Ueberichup iiber die lebtere heifst der Tph -
vijdhe Crzep bdes jphdr. Bieleds. GSind alfo «, B, v
. . . die Winfel des fphdr. n-ectd, fo ift fein fphar. Crze
=+ B+ 1+ ...— 0—2)2R Die Bezeidhmumg
»1phdr. Grzep” wird aud) auf Bielfante iibertragen.

d. Bwei Bielfante oder zwei fphar. Vielede gleicher
Stugeln heiBen entjpredhend=gleid), wenn fie in ber:
jelben Jeibenjolge alle Winfel und alle entfprechenden Seiten
eingeln gleid) haben. e nadhdem fich babei die entjprechenden
Elemente in gleidhem ober in entgegengejestem Sinne folgen
(vgl. 20. b), fonnen bie jwei Vielfante ober Vielede zur
Decdung gebrad)t werben und Heifen fongruent, oder
tonnen fie nidt sur Dedung, wohl aber in {ymmetrijche
Yage gebradyt werben und heifen jymmetrifd.

BiEefiehxifa g o
1—4: HRugelhreife.
$ehriaf 1.

a. Die vom Mittelpunfteiner Kugel auf
pie Cbhene einesd KRleinfreifesd gefdallte Sent-
tedte hat ihren Fufpunft im Mittelpunit
0e3 Rleinfreifes.

b. Die Berbindungdlinie ved Mittelpunt:-
tes einer Sugel mit dDem Mittelpuntt eines
fleinfreifes jteht auf der Chene des Klein-
treifed jenfredt.

c. Die auf dber Cbene eines Kleinfreifes
in dejjen Mittelpunft ervidhtete Senfredhte
geht burd) dben Mittelpuntt der Kugel.

Beweid, a folgt unmittelbar aus Einl. I 6. c¢. —
Beweife von b und e indivett.

|
(8]
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Bujap 1. Die vom Mittelpuntt ciner Kugel auf eine
Sehne gefallte Senfrechte hat ithren Fuppuntt im Mittelpuntt
der Sehne. Die Verbindungdlinie ded Mittelpunttsd einer Kugel
mit dem Mittelpuntt einer Sehne jteht auj der Sehne jenfredht.
Die Mittellotebene (I. Anh. 18. a) einer Selhne geht durch den
Mittelpuntt der Kugel.

Bujag 2. Diejelben Sibe gelten aud) jiir eine Beriih-
vung3ebene oder eine Tangente der Kugel, wenn jtatt ,Nittel-
punft desd Rleinfreijesd”, bezw. ,der Sehue” gefeht twird: ,Be-
vithrungdpuntt der Bevithrungsebene”, bezw. ,der Tangente”.

fehriafy 2.

Sdneiben jid zwei Kugelfladen, jo
fdhneiden fie {idh nad einem Kreid, defjen
Mittelpuntt auf der gemeinfdaftlidhen Jen-
trallinie liegt, und befjen €bene gur Jentral:
linte fenfredt iijt.

Beweig, Sind O und O/ die NMittelpuntte der zwei
Sugeln, und ift A ein beliebiger Punft der Sdnitifurve,
jo jind, wie auc) der Punft A auj bder Schnittfurve ange:
nommen werden mag, die Dreiede OAO’ alle unter fid) fon-
gruent; daber haben bie von ben Punften A auj 00 ge-
fallten Soben alle ben ndmlidhen Fuppunft M und die gleide
Yinge. Die Punfte A liegen jomit alle auj der Peripherie
eined SNreijes, defjen Mittelpuntt M ift, und bdefjen Cbene
jentredt su 00 ift (I. 6. b).

Sehriaty 5.

a, Gleiche Kugelfreife berfelben Kugel
find vom Mittelpuntt gleidh weit entfernt,
und umgefehrt.

b. Bon zwei ungleidhen Kugelfreifen ift
per groBere dem Mittelpunft ndher, und
umgefebhrt.
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Beweid., €38 fei O der WMittelpuntt der Kugel, M und
M feten die Mittelpuntte zweier Kugelfreife, aljo OM und
OM‘ bie Gntfernungen ibrer Cbenen vom RKugelmittelpuntt
(IL. 1. b). MA und M‘A‘ feien Dbeliebige Halbmefjer der
swei Kugelfreife; man ziehe OA und OA~

a. ©ind bie jwei Kugelfveije gleid), jo ift MA = M‘A’;
ba auBerbem OA = OA’, jo ift A OMA =2 OM‘A’, folg-
li: OM = OM’. — Jit umgefehrt OM = OM’, fo ijt gleich-
alls A OMA <22 OM‘A’, folglih MA = M‘A’, b. h.: bie
Sugelfreije find gleid.

b. Jn den zwei rvedhtw. Dreiecden OMA und OM/A’
find die Hypotenujen OA und OA’ gleid). Haben aber zwei
tedhiw. Dreiecte gleiche Hypotenujen, und ift die erjte Kathete
De3 einen grofer als die erjte Kathete ded andern, fo ift die sweite
Kathete ded einen tleiner ald die jweite Kathete ded anbdern.
Sit baber Kugelfreis M groger als Sugelfreis M‘, alfo Kath.
MA > M‘A’, jo it Kath). OM < OM’. Jjt umgelehrt
OM < OM/, jo ijt MA > M‘AY, b. b.: Rugelfreis M groBer
ald Kugelfreis M’

Bujap 1. Diefelben Sipe gelten auch filr Kugeljehnen.

Sujap 2. Yerfdngert man OM und OM‘, big fie bdie
RQugeloberflidhe jdhneiden in P und P, und vergleiht bie 3wei
Dreiede PMA und P'M‘A‘, o erbilt man (gemdf II. Ginl. 13.
c und d) die Sifhe: Haben zwvei Rugelfreife Dderjelben Kugel
gleiche cbene Hatbmeffer, jo haben fie auch gleiche jpharijche Halb-
mejjer; und umgefehrt. Sind bie ebemen Halbmefjer ungleidy, fo
bat Der Sreid mit dem groBeren ebenen Halbmefjer aud) einen
guoperen fphavijchen Halbmefjer; und umgetehrt.

Unm. Simtliche Sabe gelten audh fiiv wei gletdye KFugeln.

$ebrjafy 4.

a. Hat ein Puntt ber Kugeloberflade
pon drei Punfteneined KSugellreifesd gleide
fphbdrifde Cutfernungen, jo ift er Pol des
Rugelfreijes.
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b. Hat ein Puntt der Kugeloberfladhe von
jwei Puntten eined Groffreifed, die nidt
Gegenpunite jind, jphdr. Entfernungen von
je 90 Graden, o ift er Pol des Groffreifes,

Beweid, a. Jjit P ber Punft auf der Kugeloberflache,
und jind A, B, C bie brei Punfte des RKugelfreifes, fo ijt
Strede PA = PB = PC (IL Ginl. 18. ¢). Fallt man daher
von P auj die Cbene bes Kugelfreifes bdie Senfrechte PM,
jo ift: MA = MB = MC (L. 12. b mit 3uj. 1); folglidh ift
M Mittelpuntt des Kreifes ABC, und jomit (nach IL 1. ¢ 1.
IL Ginl. 6. ¢) P einer feiner jwei PLole.

b. Jit P (vgl. Fig. 26, ©. 58) ber Punft auf bder
Sugeloberfldcge, O ber Mittelpunkt der Kugel, und find A,
B bdie gwei Punite ded Groffreifes, jo ziehe man OP, OA,
OB; ba nun dbie Groffreisbogen PA und PB je 90 Grabe
betragen, fo find die Zentriwinfel POA und POB je = R;
folglid) fteht (da A, O, B nidht in geraber Linie [iegen)
PO fenfrecht auf bder Gbene bed3 Grofifreifes in deffen
Mittelpunft (I 6. a); fomit ift P einer feiner zwei Pole
(IL. €inl. 6. ¢). :

5—17: Sphirifdes Dreiedh und Dreikant,
Lehriaty 5.

a. it ein {pharifdesd Dreied Polarbrei:
ed eined jweiten, fo ift aud) bas jmeite Dreied
Polardbreied des erften. — Sft ein Dreifant
Polardbreifant eines zweiten, fo ift aud bas
jweite Dreifant Polardreifant des erjten.

b. Die Bogengrade der Seiten einesd jphir.
Dreieds fupplementieven die Winfelgrabde
ver gugehdrigen Wintel feines Volardreieds,
und bie Winfelgrade der Winfel des iphir.
Dreieds jupplementieven die Bogengrade
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ber sugehirigen Seiten des Polardreieds. —
Die Seiten und Wintel eined Dreifantsd jupple:
mentieven bejw. die zugehdrigen Winfel und
Seiten feines Polavdreifants.

Griter Beweid. a. €3 jei ABC (Fig. 29) ein fphir.
Dreied, abe jein Volardreied, und wml pag mit ihm gleich-
rtuumlge (IL €inl. 21. a), = o ePnne

a Pol von BC, bovon CA, o = Ry
c von AB. Man jiehe bie = A \\
_ o \
b

®roplreisbdgen Abund / 7 7 \\

Ac. Danmunb Pol von ; / -~ N o)
AC ijt, fo ift Bogen bA fr Nas Nt
= 90°, und ba ¢ Pol / Yo i
von AB ijt, jo ift Bogen | |/ . ol
oAl =90 Puult A ot i areeEilg el
hat aljo vorn b und von ,P : 0

¢ {phdr. Cntfernungen S t
von je 90 Graden, ijt e A
folglih Pol von be (1L Fig. 29.

4.b). Cbenjo geigt man, daf B Pol von ca, C Pol von
ab ift. un liegt jeber ber Pole A, B, C mit A abe auf
per ndmlidjen Halbtugel. Folglih ift A ABC Polarbreied
pon A\ abc, und jwar dad mit ihm gleichftimmige.

Fiir  bie zugehorigen Dreifante O, ABC und O,abe
exgiebt fid) fodann ber Beweis unmittelbar durch bdie Be-
merfung, dap ju jebem Vogen von 90° ein Bentriwintel
gleid) einem Fedhten gehirt.

b. Bur Seite BC bes Dreiets ABC gehirt der Winfel
a Ded Polardreieds abe. Um diefen Winfel mit dem Bogen
BC vergleidhen ju Eonnen, beniipe man feinen Jlquatorbogen
(IL. Ginl. 14. a). Da BC bder Hquator von a ift, fo ift,
wemn BC von ab in d, von ac in e gefdnitten witd, de ber
J{quatorbogen von . a; man hat alfo ju Deweifen, dap
Bogen de + BC = 180° ijt. Nun betvagen die “%ﬁgen Be
und Cd je 90° (fadh) a), folglih ift Be + Cd = 180°;
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aber: Be + Cd = BC + Ce 4+ dB + BC = de + BC; jo-
mit audy: de + BC = 180°% Damit ijt bewiefen, baf bie
Vogengrade einer Seite desd fphar. Dreieds ABC die IWinfel:
grade bes gugehorigen Wintels im Polardreied abe fupplemen-
tieren, Da aber (nach a) umgetehrt A ABC Polardreiet von
A\ abe ijt, fo ift eben bamit audy bewiefen, daf die Wintel:
grade eines Wintels von A ABC bie Bogengrade der juge-
horvigen Seite in A abe fupplementieven. (Um dies bdireft
su beweifen, finnte man bden Hquatorbogen fo von W. A
bejtimmen und bann wie vorhin jeigen, bdaf he + fg
= 180:%)

Slr bie jugehdrigen Dreifante folgt jobann ber Beweis
aus II. Ginl. 18. ec.

Sweiter Beweisd, a. Die Sige laffen fidh aud) unmit:
telbar am Drveifant beweifen. [t namlidh O (Fig. 30)
pie SpiBe des urfpriinglichen
Dreifants, und fillt man von
einem in feinem Jnnern lie-
I genven Punft o auf fjeine
L e Ji Seitenfladen die Senfredhten

' oa, ob, oc, fo {ind bdiefe
- (nad I. 10. b) parallel und

5 aleichgerichtet mit den Kanten
&ig. 30. vedjenigen  Polardreifants,

bag mit Dreifant O ungleidhitimmig ift. Hieraus folgt, baf
pas von ben brei Senfrediten gebilbete Dreifant mit jemem
Bolardreifant fongruent ijt; denn es3 hat mit ihm  (nad
L 4. b) die Seiten, und (nadh) L. 4. a u. T Inp. 7) bie Winfel
gleichtimmig gleich. — Werben die Kanten des urjpriingliden
Dreifants O von den Seitenflddhen ded Dreifantd o in den
Punften A, B, C gefdynitten, o |dhneiden fich bdie beiderlei
Seitenflachen nad) den Geraden aBb, Be, cA, Ab, bC, Ca,
und s entjteht ein von jedhs BVievecten begrenzter RKdrper.
Jun ijt 3. B. Flide aoc jenfredt auj Flade BOC, weil fie
burd) oa gebt, und jenfredht auf Flache AOB, weil jie durd

Al

b
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oc gebt (I. 8. a), folglidh auch fenfredht auf deven Sdnitt:
linte OB (I. 8. d). Daber ift aud) bie mit aoc parallele
Seitenfldcdhe desd eigentlihen Polardreifants jenfredht auf OB
(L T2 ah ) s iy

b. Jn jebem bder fechd Vierecte find zwei gegeniiber-
liegenbe Winfel Redyte, folglich jupplementieren fich die jwei
andern Wintel; von bdiefen ftellt aber immer der eine eine
Seite ves einen Dreifantd, der andere ben jugehdrigen Winfel
Des andbern Dreifants vor.

Unm. Aus Lehrl. b erfldren fich die Namen , Supple
mentavbreied, Supplementardbreifant

Sujas 1. ad) a fonmen ju einem fphar. Dreiet bdie
Polardreiede auch daduvd) fonftruiert werden, daf man ju jeder
@ce den Yquator fonjtruiert; und zu einem Dreifant die Bolar-
oreifante dadurd), daf man jenfrecht s jeber Rante eine Ehene
ourch) die Spibse leqt.

Sujap 2. Aud b folgt: Haben auf gleichen Kugelober:
flachen gwei jphir. Dreiefe — oder Haben zwei Dreifante die
Geiten bezw. gleidh), fo haben ihre Polardreiecte oder Polarbdrei-
tante die Winkel begt. gleidh; und umgelehrt. Hierous jolgt
wetter: Sind zwei jphar. Dreiecte gleicher Pugeln oder 3iwel Drei:
tante entfprechend-gleich, jo jind auch ihre Polardreiee oder Po-
larbreifante entjprechend - gleid.

Sehrjaty 6.

Swei Dreifante oder swei {phiar. Dreiede
gleicher Rugeln Jind entipredend-gleidh), menn
swet Seiten und der von ihnen eingefdhlofjene
Winfel im einen bejyw. gleid) Jind zweien Seiten
und dbem von ihnen eingefhlofjenen Winfel im
anbermn.

Beweis. Die zwei Dreifante Jeien A und A’ obder
0, ABC und 07, A’‘BC/; e3 fei Winfel A = A’, Seite AOB
= A‘O'B’, Geite AOC = AQ'C-.

olgen fich bdie gleichen Clemente in gleihem Sinne, fo
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tinnen A und A’ jur Dechung gebradit werben. Bringt
man ndmlic) Keil A mit A sur Decung fo, pag Punft O
mit O jufammenfallt, fo miiffen in den beiben Keilblittern
(wegen ber Gleihheit der betr. Dreifantieiten) aud)y OB’ mit
OB, 1nd OC” mit OC zujammenfallen. Die 3wei Dreifante
find jomit fongruent. — Folgen fich die gleidyen Clemente in
entgegengejebtem Sinne, o fonjtruiere man U A deffen
Sdeiteldreifant A“.  Nun it A mit A entiprechend:
gleih, und zwar entgegengefesten Sinnes (IL. €inl. 20. 4).
Daber folgen fich in A und A die gleichen Clemente wie-
der in gleihem Sinme; alfo ift A entjpredjend-gleich A~
(1. Teil be3 BVew.), und fomit aud) entjprechend-gleidhy A~

St ber Saf fiir Dreifante bewiefen, fo gilt er aud
fiiv fphdr. Dreiecte gleider Sugeln (IL. Ginl. 18. ¢).*)

$ehrfay 7.

Swei Dreifante ober jwei {phdar. Dreiede
gleidher fugeln finbd entipredend-gleid), wenn
eine Seite und bdie zwei ihr anliegenden Wintel
im einen besw. gleidh jind einer Seite unbd ben
gwei ihr anliegenden Winfeln im andern.

Beweis. Konjtruiert man ju ven zwei Dreifanten die
Polardreifante, jo haben diefe einen Winfel und die ihn ein-
Idliegenden Seiten besw. gleid) (IL 5. b), und find paber
entjpredjend - gleich (I 6). Dann aber miiflen audh die ur:
fpriinglidhen Dreifante entipredyend - gleid fein (IL 5. Juf. 2).

_ fehriafy 8.

Bwet Dreifante ober jwet fphar, Dreiede
gleidher Rugeln find entipredend-gleidh, menn

*) Diefelbe Bemerfung gilt fiir jeden der folgenden Beweije zu
Qehrf. 7 bis 12,
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bie drei Seiten ded einen beyw. gleid find ben
brei Seiten dbes anbern,

Beweid. Die Dreifante feien O, ABC und 0/, A‘BC”
(Fig. 31). Man jdneide von den 6 Kanten gleidhe Stiicte
ab: OA = OB = 00 = O0’A’ = O’B’ = 0’CY, und verbinde
ihre Cnbpunfte. Dann {ind die Dreiecte OAB, OBC, OCA
bezw. fongruent ben Dreiecden 0‘A’B’, O‘B/C/, O‘C’A’; bdaber
it AB= A‘B, BC = BC/, CA = C‘A’, folglih A ABC
= A'B/C’. Weiter folgt aus bden genannten Kongruenzen,
pag die in A zujammen: 0 0’
ftofenben drei Dreieds- |
wintel eingeln gleich find JH '
ben entfprechenden in A/ '
sufammenitofenden Drei-

ectswinfeln. Man {dhneide = A\ e A
nun auf ben Kanten OA A% - Ldg gl 41T S\ g
wtd ‘A’ gleihe Stiide ~ | 5 Geuie A
OD = 0D’ ab und lege &F

fenfredht su OA und O‘A’ Fig. 31.

ourd) D uno D’ Cbenen, welde die in A und A’ jufanmimen:
itogenden Dreiede nad) DE, DF, EF, beyw. D'E/, DY,
EEF jdneiven. Dann jtellen W, EDF und ED’F‘ bie Keil:
winfel an den Kanten OA und O’A’ vor, und e3 fann leidht
bewiejen werben, dap biefe ywei Winfel gleid) find. €z er-
giebt fidh namlidhy zunddft: A ADE = A‘D’E’ unb A ADF
2= A’D'FY, . baber AE = A‘E‘, DE = D’E/, AF = AT,
DF = DF’.  SHievaud folgt weiter: A EAF 2 BATY,
EF = EF/, und daber fdlieplih: A EDF 2 E‘DF’, %M.
EDF = EDT’. Die swei Dreifante haben aljo aud) jwei
entipreciende Winkel glei) und find folglich entfprechend-
gleid (nad 1L 6).

Anm. Der obige Beweid ijft fiiv alle Fdlle]giltig, mbgen
bie Seiten fpih ober ftumpj oder Redpte jein. — Ilbrigend fann ber
Betweid and) ohne Hinguziehung der Dreiecte ABC und A'B'C’ gefiifut
werden.  Schneiden niamlich die durch) D und D’ fenfrecht 3u OA und
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O‘A* gelegten Ebenen die Ranten OB und OC, OB’ wnd 0'C* in G
und H, G' und H’: jo ift A ODG = O'D'GY, A ODH 2 0‘D'H-.
Hievaus jolgt: A OGH =22 O'G'H’, und teiter: A GDH £ GDHY,
®. GDH = G'D'H’.  Diejer Beweid ift jedoch nur dann bdireft an-
wendbar, wenn in den Dreifanten et Raare gleidher Seiten jpip find.
Trifit bies nicht zu, fo ift mindejtend ein Raar Nebendreifante por-
Danbden, in denen ed jutrifft; find aber diefe entjprechen d-gleich, jo find
ed auch die urfpriinglichen Dreifante.
Lehrjag 9.

Jwei Dreifante ober swei jphiar. Dreiede
gleidyer Rugelniind entfpredend-gleid, menn
die drei Wintel des einen bezm. gleid find
vpen brei Winfeln bes andern.

Beweis. Konjtruiert man ju den jwei Dreifanten bdie
Bolarbreifante, fo haben biefe die drei Seiten beyw. gleid)
(IL. 5. Buj. 2) ‘und find bdaher entjprechend - aleidy (II. 8).
Dann aber find audy die urfpriinglichen Dreifante entjprecdhend-
aleidy (IL. 5. 3uf. 2).

Anm. Man bemerfe den Unterjdhied zmwijchen den Sdgen 1I. 6,
7,8, 9 und ben Lehrjagen iiber bdie Rongruenz ebener Dreiece.
Die vier Edpe lafien jid) audh fo audjprechen: Ein Dreifant ober jphir.
Dreied ift eindeutig beftimmt ausd dret Seiten, aud bdret Win-
feln, w. . w. Allgemein (&Rt fidhy der Sat andfprechen: Ein Dreifant
ober ein jphar. Dreiect ijt (ebenfo wie ein ebenea Dreied) beftimmt
aus brei von einander unabhangigen Glementen
Der lnteridied zwifden den obigen bvier Sigen und den Lehridsen
itber die RKongruenz ebener Dreiece vithrt nun daher, bdaf bei ebenen
Dreiecen die drei Winfel von einander abhingig jind, wasd bei {phir.
Dretecen nicht der Fall ift (II. Ginl. 19. a). — Aud ztvet Seiten und
vem Gegentvinfel eimer derfelben ift ein jphdr. Dreiect (ebenjo wie ein
ebened) im allgemeinen nicht eindentig, fondern jmweideutig beftimmt,
und dafer find zwei Dreifante ober iphiar. Dreiede, die drei foldye
Elemente beziv. gleich haben, nicht notwendig entipredhend-gleich. Die-
jelbe Bewandinié hat e8 mit ztei Dreifanten oder jphar. Dreiecen,
vie jtei Winfel und die Gegenfeite eined derfelben beztv. gleich Haben.
(Siehe Bieriiber 11 Anh. 30. a und b)) —Aehulid)e Dreifante ober.
hdr. Dreiede auf berfelben Kugel qiebt es nicht; doch ftellen zmwei
iphir. Dreiede, die bemfelben Dreifant, aber gtoeten ungleichen Kugeln
angehdven (II. Einl. 18, b), dhuliche Gebilde vor.
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fehrja 10.

an einem Dreifant ober in einem jphdr.
Dreted liegen

a. gleichen Winfeln gleidhe Seiten —

b. gleidhen Seiten gleidye Winfel gegen:
fiber.

Beweis. a. JIn dem Dreifant O, ABC (Fig. 32)
fet W. B = C. DMan fonjtruiere fein ;
Sdeiteldreifant O, AB‘C’; dann lift 2 i
jich bemweifen, daf Ddiefes mit O, ABC | /
i der Art entjprechend-gleich ijt, bdap Nl
Sante OB mit OC und Kante OC mit \i
OB entjprechend ift. ©3 ijt namlic) 2. N
Br="H—0 — 0L 7. 8uf.) i.oen A
awei Dreifanten O, ABC und O, A‘C‘B’ 7
ift aljo &. BOC = C‘OB!, . B = C, :
W, C = B'; folglidh jind fie in dem ¢ ; g’
angegebenen Sinne entipredyend = gleid) I"I
(IL. 7), baber ijt ©. AOB=A“0C’=AOC. ig: e

b. €3 fei ©. AOB = AOC; fonjtruiert man wieder
pas Sdeiteldbreifant O, A/BC/, jo it &. A‘OB = AOB =
AOC = AOC’; aljo ift in den zwei Dreifanten O, ABC
und O, A’C'B‘, wenn fie in dem ndamliden Sinne mwie oben
auf einander bejogen werden, W. A = A, &. AOB =
A‘OC, ©. AOC = A‘OB/; folglih find fie entiprechend:
gleid) (IL. 6), baber ift W. B = C* = C.

(Underer Veweis durch I Anh. 12. b.)

Bujap 1. Sab b wird aud) o audgefprodjen: Jm gleid:
fdyentligen {phir. Dreied (Dreifant) find bdie Wintel an ber
Grundlinie (Grundfldcde) gleid.

Sujas 2. Im gleidyjeitigen jphar. Dreied oder
Dretfant find alle Wintel gleich, und; find in einem jphir. Drelect
oder ‘Dreifant die drei Winfel gleid), jo ift ed gleichieitig.
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sehriat 11.

oneinem Dreifant ober in einem jphar,
Dreied find zwei Seiten zujammen grofer
als bie dritte.

Beweid. Das Dreifant fei O, ABC (Fig. 33); AOB

0 jei feine gropte Seite; ed ift damn

A blog zu beweifen, daf AOC + BOC

> AOB. Man lege in ber Ebene

AOB an OA in O ben Winfel AOD

|5\ = AOC an; bann muf OD innerhalb

AL iy Dbes W, AOB fallen. Schneidet man bie

; ( Streden OC = OD beliebig ab und legt

burch die Puntte C und D beliebig eine

Rig. 33. Ebene, weldye von OA in A, von OB

it B gejdmitten wird, fo ift A AOC =2 AOD, aljo AC =

AD; aber AC + BC > AB; folglih BC > BD. Nun

ijt n den zwei Dreieden BOC und BOD: &. OB = OB,

8.0C = 0D, &. BC > BD, baher: . BOC > BOD;

addiert man hiegu: AOC = AOD, jo folgt: AOC + BOC
> AOB.

Bujag 1. Aus dem Sape folgt: n einem fphir. Vielect
1t eme Seite fleiner ald die Summe der dibrigen Seiten. —
Pierausd folgt mweiter: Auf der Oberflache einer Hugel ift bie
iphar. Entfernung jtveier Punfte der tivzefte Weg, auf dem man
von einem Punkt zum andern gelangen fann. Denn jeder andeve
Weg fann al3 polygonaler Jug (eventuell vou wnendl. vielen
unendl. fleinen Seiten) aufgefait werbden.

Bujah 2. Wendet man Lehrj. 11 auf die drei Seiten
2R — 2 2R-—8, 2R —7 bed Polardreifantd an, jo evgiebt
fich ber Gap: Jn einem Dreifant oder fphir. Dreied find zivei
Winfel gujommen Eeiner ald der um 2 R vermehrie dritte.




IL Buch. Lehrj. 12—13. 79

Sehriat 12.

gn einem Dreifant obev in einem fphar.
Dreied liegt

a. bemgrofBeren Winfeldbiegrihere Seite —

b. ber griofBeren Seite dev qrofere Winfel
gegeniiber.

Beweid. a. Jn dem Dreifant 0, ABC (Fig. 34) fei
W. C > B. Dann ift 3u beweifen,

baf S. AOB > AOC. Legt man e

ourd) bie Kante OC eine Ghene, z w““

bie mit ber Seitenflache COB einen N
Wintel = B madht, fo muf bdiefe AN
Cbene innerhald ded W. C — und =
folglidh ihre Senittlinie OD mit /-~ Yo
ber Seitenfldche AOB jwifhen OA ¢
und OB fallen. Sn dem Dreifant Sig. 34.

0, BCD ijt nun &. DOB = DOC (IL. 10. a); ferner ijt in
vem Dreifant O, ACD:
AOC < AOD + DOC (II. 11),
aljo aud): - AOC << AOD + DOB
pDer : AOC < AOB.

h. €3 jei ©. AOB > AOC. Wire W. C nidht grdfer
al3 B, jo wdre entweder C = B ober ¢ < B. Jm erften
Falle mitfte S. AOB = AOC jein (IL. 10. a); im zweiten
Jalle miite AOB < AOC fein (nad) a). Beides mwider
fpridht der Vovausfepung; folglich muf W. ¢ ~ B fein.

(Andever Beweid dburd) I Anh. 12. ¢.)

Sehrfaly 15.

Jwei entipredend-gleidhe phar. Dreiede
baben gleichen Fladheninhalt.
Beweid,  Fiiv fongruente Dreiecfe ift der Sap felbit:
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verftdndlid).  Fiir fymmetrijde Dreiecte beweift er fich fol:
gendermafgen :

Die Dreiecte jeien ABC und A‘B'C’ (Fig. 35); dann ijt
Sehne AB = A’BY, BC = B‘C/, CA = C‘A’ (II. €inl. 18. ¢);
folglidy find bie ebenen Dreiece ABC und A‘B/C fongruent,

und die Sdnittlreife
" ibrer Gbenen mit bder
\ e /| KRugeloberflade gleid
e N ot | (benn fongruente Drei-
e / v | ede haben gleiche 1mbe:-
e N/ idriebene Kreife). Sind
o \_ |/  aljo Pund P bdie fphi.
Y Mittelpuntte diefer swei
: freife, jo ift (gemdB
ig. 35. IL 8. 3uj. 2): Bogen
PA = PB = PC = P’A’ = P'B’ = P‘C’. Hiernad find die
iphar. Dreiecte PAB unb P/AB entjprechend - gleidy (IL. 8), und
pwar, weil fie gleichicyentlig find, fongruent (IL. Ginl. 20. ¢),
folglicdh) aud) flachengleich. Dasfelbe gilt von ben Dreiecten PBC
und P/B‘C/, PCA und P'C’A’. Liegen babher die Punfte P
und P’ innerhalb der Dreiede ABC und ABC/, fo ift A
ABC = PAB + PBC + PCA = P‘A’B’ + P'B1(* + P/C’A*
= A A’B’C’.. Yiegt aber einer jener Punfte auperhalb feines
Dreiedd, fo muf aud) der andere eine entjprechende Lage
auperhalb feines Dreiects haben; (liegt 3. B. P auferhall
jo, dafg BW. BPC = BPA + APC ijt, o muf wegen der
Gleidhheit der entiprechenden Winfel aud) BPC’ = BP’A
+ APC’ fein;) bie jwei Dreiede ABC und A/BC” find alfo
bann Differenzen gleidher Fladhenriume, folglich ebenfalld
flachengleich.

Sehriay 14.

Der Fladeninhalt eines jphar. Dreieds
verhdalt fich surv halben Oberiladhe jeiner Kugel

Cwie jein fphdr. Crzep zu 4 R,
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Beweid, Das jphdr. Dreied fei ABC (Fig. 36), bie
Oberfladhe jeiner Kugel jei = F.
Man erweitere die Seiten bDed
Dreiedtd ju Gropveifen, welde
fih in ben Gegenpuntten A’, B’ g
C* von A, B, C jum jweitenmal z¢{
jdhneiden. Nun bildet A ABC mit |
jeinen NebenbreiectenBCAY, CAB/,
ABC’ brei fphdr. Sweiede, von
denen jeved mit A ABC einen ,
Winfel gemein hat. Sind daber Fig. 36.

@, B, v die numerifdhen Werte der drei Winfel, jo hat man
(nadh II. €inl. 15. d):
A ABC + BCA’ o

1T 2R
A ABC + CAB' B

1 T giRE.
A ABC + ABC" v

LT 2R

Abdiert man diefe drei Gleichungen und bemerft, baf A ABC
mit jeinem Gegendreiect A‘B/C fladhengleich ift (IL 13), und
paf ABC + BCA‘ 4+ CAB’ + A‘B‘C bie halbe Sugelober=
flache einnimmt, jo folgt:

2AAB0 + L F: . ad Bty  ober

LT 7 2R
2AABC i Bhy =2k , ober
I 3R
AABC et fry 2R
I F iR

Bufap. Dic Inhalte ztweier fphir. Dreiece gleicher Kugeln
berbalten fich 3u einander iwie ifhre fphir. Eyzeffe.

gommevell-Haud, Steremmetrie. 7. Hujl. 6
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gehriay 15.

a. Die Summe der Winfel einesd fphir.
Dreied3 ober eined Dreifantsd liegt gwijfden
2R unb 6R.

b. Die SGumme der Seiten einesd jphdr.
Dreiedsd liegt zwijden Rull und dber Grof-
freidperipherie feiner Kugel. — Die Summe
Der Seiten eined Dreifants liegt zwifden
Null und 4'R.

Beweis. a. Aud der legten Gleidhung in IL 14 folgt,
bap « + B+ 1 — 2R ftetd pofitiv, aljo a+ B+ v >
2 R fein muB. Da ferner jeder einzelne Wintel < 2 R jt
(IL. Ginl. 16. ¢), fo ijt die Summe der orei Wintel < 6 L.

b. Da die drei Seiten eined Dreifants mit ben brei
Winfeln jeined Polardreifants zujammen 6 R audmadyen (I1.
5. b), die drei Wintel be3 Lolardreifant3 aber (nad) a) mehr
ald 2 R betragen, fo miiffen die drei Seiten bed Dreifants
sujammen weniger ald 4 R betragen. Daber mufy aud) im
sugebdrigen jphar. Dreiect die Summe ber Seiten fleiner fein
al3 360° ober al3 die Pevipherie eines Grofifreifes ber
Stugel. — Da ferner bdie obere Grenge der Winteljumme des
Bolardreifantd (nad) a) = 6 R ift, jo ijt die untere Grenje
ber Seitenfjumme bed Dreifants = 0.

Bujas. Aud a jolgt, bap « + e +7v — 2R < 4R
ift, daf aljo in der leten Gleichung von IL 14 auf der rechten
Seite ein dchter Brud) fteht. Daher muf and) linfer Hand ein
dchter Brud) jtehen, woraus fich ergiebt: Jeded jphdar. Dreiec ijt
tleiner ald bie Balbe Dberflache feimer Kugel. — Ferner folgt
aud jener Gleichung, daf, je fleiner A ABC im WBerhdlinid zu
P I Oijt, befto fleiner audy feir jphdar. Crzeh ijt. Der fphar.
Erzef wird = o, d. h. bie Winfeljumme wird = 2 R, twenn
' = oo wird, b. h. wenn die Kugeloberflache zur Ebene tird.
(Bgl. II. Cinl. 19. b.)
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$ehriat 16.

Der Fladeninhalt eined fphdar. Bieleds
verhalt jid) sur Halben Oberjlade jeiner KSugel
wie fein jphdar. Crzep su 4R,

Beweid, Da3 Bieled fei ABC . . EF (Fig. 37), feine

Winfel jeien = «, B, v, . . & @, e
fein Snbalt fei = J, bdie Ober-
fliche feiner Kugel = F. Man 7 — =
siehe von ber Gde A qus famt: Geras S
liche Diagonalen. Hat das BViel: 'z z

ecf n Seiten, jo wirb e3 baburd Fig. 37.

in n—2 fjphir. Dreiecte jerlegt, bdeven Jnbalte = 1,
g, . . 1,.. fein mdigen. Die Diagonale AC feile den
Winfel v in die zwei Teile v, und v, , die Diagonale AD
teile Den Winfel & in bie zwei Teile &, und &, , w. |. w.;
Per MWinfel o wirtd in n—2 Teile geteilt, die = o,
%y, . . %y, jeien. Man hat nmun (nad) IL 14):

i APy P
LE 4 R

1y %y + 1z +0 — 2R
LT Sl i
o o, s+, +9 — 2R
T = iR

Adbdiert man diefe n—2 Gleidhungen, jo erhdlt man:

pE e e o s e B

P iR

Bujap 1. Anf gleichen Kugeloberfliichen verbalten fidh Die
Nnbalte sreier beliebiger jphdv. Bielede wie thre jphar. Craefje.

Bufah 2. Wird afé Mafeinbeit fiiv die Flacheninhalte auf
einter Qugeloberiliche bas Qugelzioeied, deffen Uquatorbogen = 1°
ift, (alfo der 360te Teil ber Rugeloberfliche) getwdhit, fo ijt dev
Subalt eines fphir. Vieleds gleid) jeinem halben iphir.
Crzep andgedbritdt in Graden.

G'&'-
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Sehriaty 17.

a. Die Summe der Winfel eined jphdr.
BVieleds ober eines Vielfants vpon n Seiten
[iegt swijdhen m—2).2R und n.2R.

b. Die Summe der Seiten eined {phdr.
Vieleds liegt swijden Null und dber Groffreis:
peripherie jeiner Sugel. — Die Summe der
Seiten einesd Vielfants liegt zwijdhen Null
und 4 R.

Beweisd. 2. Aus der lehten Gleidhung in IL 16 folgt,
paf a +f+7v+ .. — (n—2).2R f|tetd pojitiv, aljo
e+ B+ 71+ ..> (n—2).2R fein mup. Da ferner jeder
eingelne Winfel << 2 R, die Anzahl der Winfel aber = n ijt,
foit:a+p+71+ .. < n.2R

b. Berlegt man dasd jpdar. Vieled in Dreiede, fo ift
pie untere Grenze fiiv bie Seitenjumme jeded Dreiedsd = 0
(IL. 15. b), folglich ift aud) fiix bdie Seitenjunune bes
Vieleds bdie untere Gremge = 0. Dasgfelbe gilt fiiv ein

Bielfant. — Um die obere Grenze zu erbalten, wverlingere
man in dem fphdr. Vieled ABCD . . die an eine Seite

BC anjtogenden Seiten AB und DC bis zu ihrem Sdhnitt
S, und zwar jo, daB dasd bhinzugefiigte Dreied BCS gany
auBerhalb ves Vieledts liegt. Aus dem urjpriinglihen n-ect
ABCD . . witb bann ein (m—1):-edf ASD .., bdeffen
Seitenjumme groBer ift ald diejenige des n-ef3, weil in
A BCS: BS +CS > BC ijt (IL 11). Durd) dasfelbe Ber-
fahren fann ferner aus dem (n— 1)-ect ein (n—2)-ec ge-
madht werben, deffen Seitenjumme nod) grofer ift. Fahrt
man auf bdiefe Weife fort, fo gelangt man jdhlieplid) su einem
Dreiet, und von bdiefem ju einem Bweiet. Sebes der er-
Daltenen LVielecfe Dhat eine qgrofere Seitenjumme ald dasd
votangehende. Somit ijt die Seitenjumme des urfprimglichen
n-etd fleiner al3 diejenige ded Bweieds, alfo Eleiner ald die
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Groftretsperipherie ober ald 360 °. Daber ijt aud) die Seiten:
jumme be3 zugeborigen Bieifants fleiner als 4 R.

Aujab. Der Juhalt eined jphav. Bieledd ift jtets Eletner
alg die Halbiugel. — Je Heiner ein jphirv. Bieled im BVerhiliniz
au feiner Sugeloberflddye ift, Ddefto Eleiner ift jein jphir. Erzed.
Fiiv B — oo wird der jphir. Erzep = o. (Betveije wie in IL
15. 3uj.)

. Aufagaben,
Porbemerkung.

Bei Verwertung der frummen Fliden afd geon. Ovier zu
Qonjtruttiondaufqgaben fommen bdie Fladen ald folde zvar in
per inneren Vorftellung zur vollen Geltung. Vet der wirflichen
Yusfithrung der Konjtruftion dagegen famn man wicht biveft
mit ihnen opevieren, da man an das in der BWorbemerfung
&. 26 aufgejtellte Pojtulat gebunden ift. Wie nun die hier auj-
tretenben Funbamentalaufgaben mit Ritdficht auf jenes
Pojtulat geldft werden, geigen die folgenden Nummern 1—5,
Man Hat fich dabei die Kugelfliche ftetd durch Mittelpuntt und
SHafbmeffer gegeben ju benfen, die Regelflache und Cylinderflidhe
entiveber (ald Diantel eined Regeld, begw. Cylinders) durd)
Grundfveis und Hohe, ober (afd unendlid) audgedehute Flache)
dburd) Achie, Spie wid erzeugenden Winfel, bezw. durd) Ade
und Halbmefjer. Umgefehrt luft die Aufgabe: eine diefer Fldadyen
sut ,fonftruieren”, davauf Hinaus, daf die genannten Beftimmungs-
elemente fiiv fie crmittelt werden.

1—5: Tundamentalaufgaben iiber krumme Tladjen.

Aufgabe 1.

a. Den Shnittfreis einer Chene mit einer
Sugelfladhe gu beftimmen.

h. Die Shnittpunite einer Geraden mit
einer Kugelflade gu bejtimmen.

Nuflojung. a. NMan fille von dem geg. Sugelmittel:
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puntt bdie Senfredte auf bie geg. Cbene (I Aufg. 4. a),
fonjtruiere (in einer Nebenfigur) ein vedhtw. Dreiect aus dem
geg. Kugelhalbmefjer al3 Hyp. und der Sentrediten als Katlh.,
und bejdyreibe in Der geg. €bene aus dem Fuppunft der
Senfredyten einen Kreis mit der andern Kath. aldg Halb:
meffer: fo ift diefer Rreid bder verlangte.

(Beweis dburch II. 1. a.)

b. WMan lege durd) bie Gerade eine beliebige Chene und
fonjtruiere deren Sdynittfreis mit der Kugelfliche (Aufg. a):
fo {ind bie Sdynittpunfte diejes Kreifed mit der Geraben die
verlangten Punfte. Am einfadjten legt man die Chene durd
ben Kugelmittelpuntt und hat dann in diefer Ghene blof einen
freis mit dem RKugelhalbmefier aus dem Mittelpunft ju
befdhreiben.

(Beweis dpurd) 1. Ginl. 7. a.)

Aufgabe 2.

2. Den Sdnittfreis yweier Kugelfladen
U beftimmen.

b. DieS©dnittpunfte einev Kreisdlinie mit
einer Sugelfldade ju beftimmen.

¢. Die Shnittpunite dbreier Rugelfladen
ju beftimmen.

Aujlojung. a. Man lege durd) die jwei geq. Mittel:
punite eine beliebige Gbene und zeidme bdeven Schnittfreife
mit_ben gwei Rugelfliden, lege bierauf bdurd) die gemein-
Ihaftliche Sehne diefer ywei Kreife jenfrecht su ihrer Chene
eine gweite Cbene, und befdyreibe in ihr einen RKreis iiber der
gemeinjdajtl. Sehne als Durdymeffer: fo ift diefer RKreis
oer verlangte.

(Beweis durch 1L 2.)

b. Man beftinume den Kreis, nacdh bem bdie Gbene der
geg. Sreislinie die Kugelflache jdneibet (Aufg. 1. a): Jo
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find dbie Sdmittpuntte bdiefes Sdnittfreifes und des gea.
freifes die verlangten Punite.

e. Man fonjtruiere den Sdhnittfreid zweier von den
geq. Sugelflachen (Aufg. a), und bejtinune die Sdynittpuntte
diefes Sdhnittfreifes mit der dritten Kugelfldcde (ufg. b):
jo find fle bie verlangten.

Anderve Auflojung. Legt man durch die drei geg.
Mittelpunkte eine Gbene, und zeidhnet deven Schnittireife mif
pen drei Kugelflicgen, fo jdhneiven jidy die brei gemeinjdhaft-
licgen Sebhnen nach befanntem Sape in einem Punite p.
Man lege nun durd) eine der drei gemeinjdaftl. Sebnen fent:
vecht zuv erten Ebene eine jweite Gbene, ertidhte in biejer
iiber Der Sehne ald Durdhmeffer einen Kreis, und auf ber
Sehne im Puntt p die Senfredhte: fo find Ddie Sdnittpunite
ber Senfredhten mit dem freis bie verlangten Punfte. —
Punft p muf im Jnnern der drei Sdnittireife liegen, wenn
bie Aufgabe moglich fein joll.

Aufgabe 3.

a. Die Sgnitt-Mantellinien einer Stegel:
Fldde (oDer Eylindberflade) mit einer Ghene 3u
beftimmen, die burd bie Spipe ber Regelfldade
geht (bezw. dev Gylindevadie parallel ift).

bh. Die Shnittpuntte einer Geradben mit
einer Kegelflade (oder Gylinberflade) su be:
fimmen.

Wujlifung. a. Jit die Flide ald Mantel eines Kegels
(ober Gylinders) durd) Grundreid und Hihe gegeben, jo
Deftimme man die Shnittlinie der geg. Ebene mit per Grund:
freis-Ghene (I ufg. 6. b), martiere Deven Sdynittpuntte
mit ber Perivherie ded Grunbdfreifes, und siehe durch biefe
Sdnittpuntte Linien nad) ver Stegelipite (begw. pavallel jur
Cylinderachie): fo find jie die verlangten Sdnitt:Mantellinien.
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it die Segelfldche durch Ad)je, Spise und evzeugenden
Wintel (oder die Cylinderflache durd Ad)je und Halbmefjer)
gegeben, jo fonjtruiere man juerft ivgend einen Parallelfreis
und beniige diejen al3 Grundireis wie oben. BVei ber Kegel-
flache erhdlt man einen Parvallelfreid, inbem man dureh einen
Puntt O der Adjje in beliebigem Abftand von der Spike S eine
Gbene M fenfrecht sur Achfe legt (I. Aufg. 8. a), ein redhtmw.
Dreted aud dbem geg. erzeugenden Winfel und SO ald an-
liegender Kath. fonftrutert, und in der Chene M aus O einen
Srei8 mit dev anbern Kath. ald Halbmeffer bejdhreibt.

b. Man lege durd) bie Gerade und bdie Kegelipite
(begw. pavallel sur Cylinderadyfe) eine Chene und beftimme
veren Sdynitt-Dantellinien mit der geg. Fladhe (Aufg. a):
fo find bie Sdhnittpuntte biefer Mantellinien mit der geq.
Geradben bie verlangten Puntte.

Aufgabe 4.

a. Durd) einen geg. Punft an eine Kugel-
fliade eine Tangente 3u siehen, die einer gegq.
ECbene pavallel fet.

b. Durd) jwei geg. Punfte (oder purd) eine
geg. Gevade) eine Berithrungsebene an eine
Sugelfladhe ju legen.

njldjung. a. Man lege durd) bden geg. Bunft eine
Cbene pavallel zur geg. Gbene (I. Aufg. 1. b), Dbejtimme
deren Sdnittfreid mit der RKugelfldche (IL. Nufg. L. a), und
siebe an ihn von dem geq. Punft eine Langente: fo geniigt
diefe ber Aujgabe. — Da von einem Punkt an einen Kreis
im allgem. jwei Tangenten mdglih find, fo erhdlt man im
allgem. zwei Lojungen.

(Beweis durd) II. Ginl. 8. ¢ und I. Einl. 6. ¢.)

b. Sind A und B (Fig. 38) bie jwei geq. Punfte, O der
Mittelpuntt der geg. Kugelfliche: fo lege man ourd) O die zu
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AB fenfredyte Cbene M, welde AB in C jdmeidet (L Anjg.
3. b), und geithue in ihr den Grvopfreis, nad) bem fie die
fugelflade jcdhneidet. Man

siebe Jobann an diejen Kreis | /
. tr]‘l ¥ : - & g |

von C eine Tangente (

und lege durdh AB umd Vg i e T
CT bdie Gbene N: jo ge: et e

niigt diefe der Aufgabe. —

Man exhalt im allgent. 3wei G
Lbjungen.
Beweis, Die Cbenen Es
Fig. 38.

M und N ftehen jenfredt
auf einanber (L 8. a); da ferner Halbm. OT in M liegt
und auf ber Sdnittlinie CT von M und N jenfredt jtebt,
jo fteht-OT auch fenfredht auf N (I 8. b); folglih ijt N
Beriihrungsebene an die Kugelflide (IL €inl. 8. b). (An:
berer Veweis mittels 1. 6. uj. 1.)

Bujab. Soll durc) einen geg. Punft pavallel zu einer
geg. Geradent eine Berithrungsebene an eine Kugeljlace gelegt
werden, Jo ziehe man durdy den geg. Punft A bdie Pavallele AB
3it ber geg. Geraden, und verfahre im itbrigen wie obew. — Soll
parallel 3u einer geg. Gbene eine Vevithrungsebene an eine Kugel-
flache gelegt werden, fo falle man vom Rugelmittelpuntt O bdie
Sentredhte auf die Ebene, jdhneide auf ihr eine Strede OT = dem
RQugelfalbmefjer ab, und lege durd) T die Ebene N parallel juv
geg. Ebene.

Aufgabe 5.

a. Durd einen geg. Punit —

b. Parvallel mit einer geg. Gevaden eine
Berithrungsebene an eine Kegel- oder Gy
[inberflacdhe su legen.

Wuilojung. a. Sft die Kegelfldde als Wiantel
eines fegels durd) Grumdirveis umd Hobhe gegeben, fo ver:




90 Il. Bud). Aufg. 5.

binde man bden geg. Punft A (Fig. 39) mit der Sypite S,
bejtimme den Sdhnittpuntt B ber Verbindungslinie mit der
Cbene des Grunbdlreifes (I Aufg. 6. a), und siehe von B

A an  ben Grundfreid eine
e iy Tangente BT. Legt man

pann durd) SB und BT
pie Cbene N: fo geniigt N
al3 Beriihrungdebene mit
ST als Beriihrungs-Man-
tellinie der Aufgabe. Man
erhdalt im allgem. 3mwei Lo-

; jungen. — Jit bie Kegel:
Fig. 39, flicdhe durch Achle, Spite

unb evzeugenden Winfel geg., {o fonjtruiere man juerit irgend
einen *Barallelfreis mwie in Aufg. 3. a, und beniige biefen
al3 Grundfreis. Am einfadhften wird die Barallelfreis-Ghene
burd) den Punft A felbit gelegt.

Beim Cylinber giehe man durd) A die Parallele
gur Adhfe, Dejtimme deven Schnittpunft B mit der Grund-
treig-Chbene, und verfahre im iibrigen wie beim RKegel.

b. Man jziehe durd) die Spige S der Kegelfliade
die Parallele SB su der geq. Geraden, und verfahre im
tibrigen wie oben.

Beim Cylinder lege man durdh) die geg. Gerabe eine
Gbene parallel jur Cylinderadyje (I Aufg. 2. a), beftimme
veren Sdnitilinie mit Her Grunbdfreis-Chene (L Aufg. 6. b),
und lege pavallel ju bdiefer eine Tangente an den Grunbd:
freid; zieht man bann durdh ben Berithrungspunft die Pa-
tallele sur Ad)fe, und legt durd) fie und die Tangente eine
Ebene, fo geniigt diefe der Aufgabe.

(Beweife durd) IL. Einl. 8. ¢ und 2. ¢)
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6—9: Dreikant-Ronftruhtionen.

Aufgabe 6.

Cin Dreifant su fonjtruieven, bejjen dret
Seiten gegeben find. Bugleid follen bie dred
9Rinfel ved Dreifants durd Konftruftion in
einer Gbene gefunben werden.

Muilsfung. Die geg. Seiten feien a, b, ¢; die gejudhten
Winfel «, B, . Angenommen: O, ABC (Fig. 40. a) fei

ig. 40. b. Fig. 40. a.

@,
bas gejucdhte Dreifant, o fille man von einem beliebigen
Sunkt A per Rante OA die Sentrechte AF auf die gegeniiber-
liegende Seitenfliche. Fallt man bievauf FB L OB, FC L OC,
und jieht AB, AC, fo ift aud) AB L OB, ACLOC (L. 9. b),
b e ift . FBA = 8, ®. FCA = y. Die entftanbene
Figur enthilt nun ein Vieved mit jroet vechten Wintelr, ferner
vier redhtw. Dreiede, die an bdie vier Seiten ded Viereds
anftofien. Qeat man bdiefe vier recdytw. Dreiede in die Ebene
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ped Vieveds um, indent man fie um die vier Seiten desfelben
(nad) aufzen) drebt, o feien (Fia. 40. b) OB, 0C%«,, FBYA,,
I'CA, thre newen Xagen. BYA, fdllt in die Verlingerung
von FB, CA, in die Verlingerung von FC: ferner ijt
0%, = 0%, BA, = BA,, CA, = CA,, FA, = FI;,. —
Nad) diefen Bemerfungen fillt es nidht {hwer, aus den geg.
Seiten a, b, ¢ die Figur 40. b, bexw. eine ihr dbhuliche —
und pamit das Dreifant und bdie Grdfen feiner Winfel J
uno v ju fonjtruieren :

Dian lege (Fig. 40. b) in einer Ehene die drei geq. Seiten
mit gemeinjdaftlicher Spise O an einander, fo vaf BOC = a,
COA, = b, BOA, =c ift, {dneide OA, = OA, beliebig
ab, fdlle A, B L OB, A,C L OC, und verlangere A, B und
A, C bi3 ju ihrem Schnitt F; weiter erridhte man auf FB
und FC in I die Senfrechten und durd)jdhneide die erfte in
A; mit BA, = BA,, die sweite in A, mit CA, = CU, ,
wobei FA, = FA, werben muf. Grridhtet man dann auf
ver {eitherigen Gbene im Puntt F die Senfredte FA — Fid,,
und zieht OA: fo ift O, ABC bas gejudhte Dreifant. (Vian
erhalt 3wei ju einander fymmetri i¢he Formen, info-
rerne man die Senfredhte FA nad) beiden Seiten der Ghene
evvichten famn.) Auferdbem hat man in I8, FBA, ben 2. 5,
in W. FCA, den W. v in wahrer Grope bereitd gefunbden.
— Um endlich nodh) den W. o 3u erhalten, lege man (Fig.
40. a) durd) einen beliebigen Punft P dver Kante OA eine
s OA fenfredhte Gbene, weldje bie bdrei Seitenfladen bes
Dretfants nad) PQ, PR, QR {dhneidet; dann ftellt . QPR
ven W, « vor. Denft man fih nun A PQR durd) Drehung
um QR ebenjalld in die Cbene BOC umgelegt, jo fann es3
i Ddiefer Lage leicht gezeichnet werben. Man seichne ndmlid)
punddit die zwei rechtw. Dreiede OPQ und OPR in umge-
legter &age, inbem man (Fig. 40. b) O, = OB, beliebig
auf OA, und OA, abjdhneidet, und auf OB, und OFP, in
By und P, bdie Senfrecdhten ervidhtet, welde OB und OC in
Q und R jdueiven; sieht man dbann QR, und bejdhreibt aus
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Q und R mit QB, und RP, Kreisbdgen, bdie fidh in P,
jdneiven: fo it QRP, bad umgelegte Dreied, aljo W.
QB R = a.

Anm. 1. Die Punfte 0, P,, F (Fig. 40. b) miifjen in einer
geraben Qinie liegen, weldhe 1 QR ift. (Bew. durch L Anh. 28 1. 1. 9. b.)

Anm. 2. Sn Fig. 40. b falt Puntt F innerhald des Wintel3
BOC. Wiirde F aufierhalb fallen, und zwav itber OB fhinaus, jo wiirbe
bad (jtumpfe) Supplement von W. FBA, ald W. § zu nehmen fetr.
Dasjelbe gilt von W. v, wenn F iiber OC fhinaud falt. — St eine
ber drei geg. Seiten jtumpf, jo fege man Ddiefe in Die Mitte. Sind
aivei ober drei ©eifen ftumpf, jo bleibt die Ronjtruftion war Sduitt
fiir Sdhritt die ndmliche; doch fann man immerhin befufs griperer
Anfchaulichfeit ftatt ded gejuchten Dreifants uerjt eined feiner eben=
breifante mit drei ober awei jpisen Seiten fonftruieven. — Damit die
Aufgabe mdglich jein jol, muf die Summe je weier Seiten grdper ald
dpie dritte, und die Summie aller bdrei Seiten Fleiner ald 4R fein.
(IL. 11 und 15. b.)

Bujap. Wit diefer Anjgabe it sugleich bie Nufgabe ge-
(6jt: die Schnitt-Wantellinien zoeter Regeliladyen
su Tonjtruieren, welde gemeinjdhaftlihe Spise haben und auper-
bem durd) ihre UAchfen und erzemgenden Winfel gegeben jind.
Denft man fidh namlich von den jwei Kegelflachen zwei Kegel
méntel abgejdhnitten, deven Mantellinien beliebige, aber gleiche
Qange Hhaben, fo fanm man in Fig. 40.b OB ud OC ald bie
geg. Achien, W. b und ¢ al3 die geg. erzengenden Winkel, A 0B,
und OCY, als bie erzeugenden Dreiece anjehen. Erridtet man
idhliefilich in F bie Senfredhte sur Ebene BOC, jdjneidet auf thr
nadh) beiven Seiten FA = FA' = F, ab, und jieht OA wnd OA%
jo jtellen diefe bdie ztvei Schnitt-Mantellinien vor.

Aunfgabe 7.

Gin Dreifant zu fonftruieren, dejfen
brei Wintel gegeben jinbd.

Nuffojung. Die drei geq. Winkel jeien =, §, v.  Dian
fonftvuiere zuexit (IL. Aufg. 6) ein Dreifant , deffen Seiten
2R —a 2R —B, 2R— v find, uno jtelle dann befjen
Rolardreifant her (IL Ginl 21.Dh): fo ijt diefes Das wver:
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langte. Die Supplemente ber Wintel des zuerft fonftruierten
Dreifants jtellen die Seiten bed aefudhten Dreifantd vor.
(Beweid dburd) IL 5. b.)
Anm. Eine divefte Lbjung findet fid) angedbentet in II. Anf.
Aufg. 42.

Aufgabe 8,

Cin Dreitant jufonftruieven, von dem
jwei Seiten und ein Winfel gegeben find,
unb 3mar

a. ber von bden zwei Seiten eingefdhlofjene
Winfel, :

b. ber — einer ber jwei Geiten gegen-
fiberliegende Wintel. :

Unflojung. a. Gegeben: S.a, S.c und W. 5. Man
fann aus den geg. Clementen die Fig. 40. b (S. 91) leidht
fonftruieven. Man lege ndmlich in einer Cbene die swei geg.
Seiten mit gemeinjdaftliher Spige O an einander, fo daf
BOC = a, BOU, = ¢ ift, fdlle von einem beliebigen Punkt
Ay ver OA,: A B L OB, lege an bdie BVerlingerung von
A, B den Wintel FBA, = B an, made BA, = BA, , und
jalle A F L BF. Grrichtet man dann auf der Gbhene BOC
in ' bie Genfrechte FA = FA, und 3ieht OA: fo ift 0, ABC
ba3 gefudhte Dreifant. — ©5 ift leitht (vgl. Aufg. 6), bie
Figur 40. b 31 vollenden und damit die itbrigen Glemente des
Dreifants b, y, « durd) ebene Konjtruftion su erhalten.

b. Gegeben: €. b, &. c und W. 8. Man made (Fig.
40. b) W. BOA, = ¢, fille von einem beliebigen Punft A,
dber OA, : A, B L OB, lege an die Berlangerung von U, B
B. FBU, = § an, madje BA, = BA,, und fille A,F 1 BF.
€3 fann nun weiter A OCA, (3war nidt feiner Lage, aber
bod) feiner Gejtalt nad)) in einer Nebenfigur gejeichnet
werden ausd OA, = OA, und BW. COA, = b. it dadurd
bie Ldinge von OC gefunden, jo Defchreibe man itber OF alg
Durdhmefier einen Kreis, lege OC als Sebhne binein, und
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vollende Ddie Konftvuftion wie bei Aufg. 6. — Da zwei Lagen
ber Sebmne OC mbglich find, fo erhdlt man im allgem. zwei
Lojungen.

Aufgabe 9.

Gin Dreifant ju fonftruieren, von dem
eine Seite und zwei Winfel gegeben jind,
uno zwat

a. die der Geite anliegenben Winfel,

b, ein anliegenber und dev gegenitber:
l[iegenbe Winfel.

ujlojung. a. Gegeben: S.a W. B und W. v. €3
fonmen von Fig. 40. b (&. 91) sunddjt die jwei rechin.
Dreiece FBA, und FCA, ihrer Gejtalt nad) in einer Neben-
figur gezeihnet werden aud den Katheten FA, = P, =
einer beliebig gewdplten Strede wnd aud den W. § und y
al3 gegenitberliegenden Winfeln. Sind paburd) die Ydngen
vont BB und FC gefunden, jo mache man W. BOC = ber
geg. ©. a uubd beftimme in ber Chene bdiefes Winfels ben
Punit F fo, dap feine Entjernungen FB und FC von OB
b OC bie gefundenen Lingen DHaben. DHievauf fann bdie
Figur opne Schwierigleit vollendet werden.

b. Gegeben: S.c, W. § und W. y. Man beginne
bie Konftruftion (Fig. 40. b) mit Jeidnung ver jwet Drei:
ecte OB, und FBA, wie in Aufg. 8. b, fonjtruiere fodann
A FCU, feiner Geftalt nad) in einer Nebenfigur aus FIA,
= FA, und W. FCA, = 7, bejchreibe itber OF alé Durd):
mefjer einen Kreid, lege bie in Dev Nebenjigur gefundene
Linge von FC als Sehne hinein, und ziehe OC; worauj die
RKonftruftion wie feither vollendet werden fann. — WPan er-
halt im allgem. zwei Lojungen.

(Anbdere Aufldjung von ufg. a und b durd) Ju:
vitffithrung auf Aufg. 8. a und b mittels bed Polardreifants,
dhnlich wie bei Aujg. 7.)
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10: Tundamentalkonftruktionen der Sphiivik.

Aufgabe 10.

Gegeben eine majjive Kugel, deten Halb-
mefier nicht befannt ift, und auf deven Ober-
fliche bie Ronjtruttionen mit bloBer Anmwen-
pung eined Zivfeld ausgefithrt werden jollen.

a. Bon einem auf dber Kugeloberilide
aufgezeidhneten RQugelfreis den ebenen Halb:
mefjer zu finden.

b. Den Halbmejjer der Kugel 3u beftimmen.

c. Durd zwei auf der Kugeloberflade
geg. Punfteeinen Groffreis 3u legen.

Aujlsjung. a. Man nehme auf dem geg. Sugelfreis
brei beliebige Buntte an, fteche mit bem Bivfel ihre Gntier:
mingen ab, und zeihne in einer Chene ein Dreiect mit diefen
prei Entfernungen al3 Seiten: o ift der dem Dreied umbe-
jhriebene Kreis gleid) dem geg. Kugelfreis.

b. Man bejdreibe aus einem belichigen Punft bder
Sugeloberflddye mit beliebiger Birteldfinung einen Stugeltreis
(vgl. IL. Ginl. 18. ) und beftimme defien ebenen Halbmefjer
(Uufg. a). SKonftruiert man dann ein redhtmintliges Drefec
aug vem ebenen Halbmefier als Hohe und dev uerft beniigten
Jirfeldffnung ald Kathete: fo ift die Hypotenufe gleich dem
Durdymejjer der Kugel.

c. Man jzeidue in einer Gbene einen Kreis, deffen
DHalbmefjer gleidh) dem Kugelhalbmefjer ijt (Aufg. b); dann
jtellt der vievte Teil feiner Periphervie den fphir. Halbmefjer
eined Gropireifes ber Kugeloberfldche vor (I Ginl. 13. e).
Nimmt man aljo die jugehivige Sehne in den Iirfel, und
idhldgt auf der Kugeloberfliche mit diefer Iirfeldffnung aus
ven gwet geg. Punften Kreisbigen, jo find deven zwei Shnitt-
puntte bie beiben Pole des gefudhten Groffreijes (IL 4. b);
befdhreibt man aus einem von ihnen mit Her namlichen Birkel:
Offnung einen Rreis, jo ift diefer der verlangte.
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Wnum. Hiernacdh Ionnen jamiliche Konftruftionen der Spharit
(vgl. 11. E€inl. 13. f) auf der Kugeloberfliche mit blofer Unwendung bdes
Bivfeld audgefithrt werben. Liegt eine Kugel geg. vor, jo wird man
pent {phir. Halbmefjer ihrer Grofireife gleich 3zu Unfang ein fiir alle-
mal beftimmen. (Die Sdyentel ded zu benithenden Jivteld mitffen quoRer
ald der Halbmeffer der RKugel fein.)

D. Anbang

von Lehrfiben und Aufgaben.

I. Sehridfe.
1—16; Die Rugel, Geometrifdje Orter. Beriihrungskeael.

1. Dasd Provuft aud den zwei Abjdnitten aller durdy den-
jelben SBunft gehenden Sefuen eimer Rugel ift fonjtant. (Die
Abjchnitte find abdditiv ober jubtraftiv, je nadybent der Punit
tnerfhalb ober auBerhalb der Kugel liegt.)

2. Unter allen durcd) einen Punft tm Jnnern einer Kugel
qelegten Ebenen exzeugt bdiejenige, welthe auf bem bdurd) Den
Buntt gehenden Halbmefjer fenfrecht fteht, den Eleinjten Scnitt-
freis.

Schneidet man ziwvei fongentrijde Kugelfldcden durch eine
beliebige Gbene, jo hat ber RKreidring jiwijhen den wei Schnitt-
freifen einen fonftanten Fldcheninbalt.

4, Durch drei in drei perjchicbenen Ehenen liegende Rreife,
von Denen feber feden ztweimal jchneidet, ldpt fich tmmer eine
Qugelflache legen. (L. 12. Buj. 2.)

5. a. Gine Rugelflade wird von einer fie jdyneidenden
Qegel- ober Gylinderflache, deven Uchie durch ihrven WMittelpunit
geft, nad) zwei Rreislinien gejdhnitten, deren Ebenen fentrecht
aur Achie jinb.

b. Qehrjab I. 12 Dbleibt richtig, wemnn fjtatt ,Ebene” —
Sugelfliche” gefest wird. Der Punft fann auferhalb oder
innerfalb der Kugelflache liegen. Untev ,Fuppunft der Senfred)-
ten” ijt ber Fuppuntt der fiivzeften Strede zu verjteben. Die
(ingjte Strecte fallt in biefelbe Gerade (Bentrallinie) tvie die
fitvzefte. il

Sfommervell=paud, Stereometrie. 7. Anujl 7
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6. Ein Kovper, der von jeder Sdnittebene nady einem Kreife
gejchnitten toird, ift eine Kugel.

7. Der geom. Ort einer Ebene, die eine fefte Kugelflache
nacd) einemt Lreid von geg. Halbmefjer jchueidet, ijt eine mit ihr
fongentrijche Kugelfldche.

7 8. a. Der geom. Ort einer Ebene, die von jivei feften
Luntten ein geg. Berhiltnid der Entfernungen Hat, Dbejteht aus
et Punkten, welche die VBerbinbungsdijtrede der jwei feften Puntte
in dem geg. Verhdalinid harmonijd) teilen.*) — Jit dad geg. Ver
haltnis das der Gleichheit, fo fallt der eime Puntt ind Unendliche.

b. Der geom. Drt einer Ebene, Dbie vbon drei (nicht in ge-
vader Yinie liegenden) fejten ‘Bunften geg. Werhiltniffe der Ent-
rernungen Dat, wird gebilbet von vier Geradben, die in ber Ebene
oer drei feften ‘Puntte jo liegen, dafy ihre Entfermungen von
piejen Die geg. Berhdltnifje Haben. — Vei Gleichheit der Enifer-
nungen fallf eine der vier Gevaden ind lnendlide.

9. Der geon. Ort der Schuittlinie zweier Ebenen, die durch
aoei fejte pavallele Gerade gehen und einen Keil vbon geg. Grife
einjhliefen, ift eine Eylinderflache, der die el feften Geraden
ald WNeantellinten angehbren. .

T 10. Der geom. Ort eimed Punttes, bdeffen Verbindungs-
ftrecen mit 3iwei fejten Punften einen vechten Wintel einjdhliefen,
ijt eine Sugeljliche, welche die Verbinvungsitrecte der jwet fejten
Puntte zum Durdymefjer Hat.

T 11. a. Der geom. Ort eines Puntfed, deffen Entfernungen
von jwei feften Punften ein geq. Verhdaltnié bhaben, ift eine
Sugeljlache itber einem Durchmefjer, deffen Endpuntte die Strecke
jwijchen den wei feften Lunften in dem geq. Verhiltnid Hharmo
nijd) tetlen.

b. Der geom. Ort eined. Puntted, dejlen Cntfermungen von

*) Ein Lunft oder etne Gerade faun alé geom. Ort einer Ehene
gelten, injoferne der Punft al® unendlich teine Rugel, die Gerade ald
unendlicy diinne Eylinderflache angejehen werben faun. Jede durdy dben
Bunft ober die Gerade gelegte Ebene Hat die in Nebe jtehende Eigen-
fhaft. — Wuch der unendlich ferne Punft einer Geraben oder die un:
endlic) ferne Gervade eimer Ebene fann ald geom. Ort auftveten. ALB-
dann hat jede mit ber Gevaden ober der Ebene parallele Ebhene die in
Jiebe ftehende Eigenjchaft.




1I. Budy, Anh. 1115, 99

drei feften Puntten geg. Berhiltniffe haben, ijt eine Kreislinie,
die jymmetrijh zu der Ebene ber drei fejten Puntie liegt und fe
in denjenigen jwei Puntten jhneidet, pie in der Ebhene die geg.
Verhaltniffe der Eutfermungen von den drei feiten Yuntten haben.

(Sniieferne find I Anh. 18. a und b jpesielle Falle ber
porangehenden zwel Sdbe?)

12, a. Der geom. Ort ded Mittelpunites einer Kugelilace
pon geq. SHalbmefjer, die eine fejte Ebene bevithrt (ober aud ibr
cinent Rreiz von geg. Halbmefjer augjchneidet), bejteht aud jei
mit ber feften Gbene parallelen und jymmetrijd) zu ihr liegenden
Ebenen.

b, Der geom. Ort bes Mittelpunttes einer Qugeljliche von
geq. Halbmeffer, die eine fejte Kugelflache bexitfhrt (oder fie nad

einer Qreidlinie von geq. Halbmefjer jdyneidet), bejteht ausd zwet
mit der fefren Qugel fonzenfrijden KQugeljlachen.

+ 18, Der geom. Ort eined ‘Punifed von dex Eigenjdait,
bafy bie von ihm an eine fejte Kugel gelegten Tangenten eine
geg. Qinge haben, ober paf Der von ihm an die Kugel gelegte
Beriihrungstegel eine geq. Offnung hat, ift eine mit der geg.
Rugel fongentrijche Kugelflache.

14. a. Der geom. Ort eined Punftes von der Eigenjchaft,
baf die von ifm an et fejte Kugeln gezogenen Taugenten gleidye
Linge Hoben, ijt eine Fuv gemeinjdhaftl. Bentvallinie jentrechte
Gbene, iwefche die Potengebeme ver el Ruageln beipt.
Sdyueiden fich die zwei Kugeln, jo ftellt bie Ebene ihred Schnitt:
freijes bie YPotenzebene vor.

b. Die drei Potengebenen dreier Kugeln jdmeiden fich nad
einer ®evaden (Potenzlinie), welde ju ver Ebene der drei
Wittelpuntte fentrecht jtebt. — Die jeds Potenzebenen bon vier
Qugeln jchneiden jich in einem Puntt (Potenzpuntt).

15, a. Qegt man von beliebigen PLunkten eirier gevaden Linie
Beriihrungsfegel an eine fejte Qugel, jo jdyneiden jich deven Ve
vithrungatreife alle in 3wei fejten Puniten der Kugeloberflide,
welche zugleich) die BVeviihringdpunite ber jtwei Beriihrungsebenen
porftellent, die durc) die Gerade an pie Stugel gelegt iweroen
toumen.  (Wie lautet dev entfprechende Sab fiir Beriihrungs-
cpfinper? — IL Ginl 9. ¢ und d.)

b, Qegt man duvch wei Puntte, von benen dev eine fejt
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ijt, Der ambdere fich) Deliebig im Raum bewegt, die zwei Veriih-
rungdebenen an eine fefte ®ugel, o ijt dber geom. Drt ber wei
Beriihrungdpuntte ein fefter Kugeltreis.

16. a. Jit an eine Kugel ein Beviihrungsegel gelegt, und
aieht man durd) die Regeljpife eine beliebige Sefante, o wird
beven innerhalb der Rugel fallende Sehne in ihrem Schnittpuntt
mit Der Ebene ded Veriihrungstreijes und in der Kegelipise Har-
monijch gefeilt.

b. Sind an eine Kugel et Beviihrungstegel gelegt, und
liegt die Spige des erften in der Ebene des Beriihrungstreijes
peé stvetten, o liegt auch die Spihe des zweiten in der Gbene
ved Beriihrungstreifes ded erjten.

(Betveife durch Juriidfihrung auf bdie entiprechenven Sibe
per ebenen Geomt.)

17—25: Zbmlidheitspunkie weier Augeln, Reael[dnitte.

T 17. a. Bieht man in jwei Qugeln belicbige Paare pa:
valleler und gleichgerichteter Halbmeffer und verbindet deren End-
punfte, jo fdyneiden fich alle diefe LBerbinbungslinien it einem
Puntt der gemeinjchaftlichen Bentrallinie, welder der dupere
UhnlidhEeitspuntt der wei Kugeln heift, Bieht man die
parallelen Halbmefier jededmal in entgegengejester Richtung, fo
Ihneiden fich bdie Verbindungalinien ihrer Endpuntte in cinem
gweiten Puntt der Jentrallinie, weldher der innere Hhnlid-
teitspuntt Deift. Die beiden Jgnlichleitspuntte teilen dic
Strede zwijchen den Pugelmittelpuntten im Berhdltnis der Halb-
mefjer harmonijch.

T b. Regt man dburd) bdie gemeinjchaft(. Bentrallinie ioeier
fugeln eine Schnittebene und ieht an die stoel Sdnittfreife die
bier gemeinjdhaftl. Tangenten, jo bejdhreiben piefe, wenn bie Ebene
um die Fentrallinie gedbveht wird, jiwei Segelfladyen, weldje Leide
Stugeln bevithren. Dev von den duferen gemeinfchajtl. Tangenten
bejcyriebene Regel Beifit der Gufere —, der von dem inmeren
bejchriebene Deifst ber innere gem etnfjdaftliche Berviih-
rungdfegel "der jwei Kugeln. Shre Spigen find identijch
mit den swei Ubnlicheitspuntten der Rugeln. — ede Beriih-
rungéebene an einen der zwei Regel bevithrt audh beide fugeln
und Dheift Gufeve oder inneve gem einjdajtl. Be-
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riihrungéebene, je nachpem fie Dent dufzeren oder Den ii-
neren gemeinjchaftl. Berithrungstegel beriihrt und aljo duvd) ben
duferen oder den inneren Ahnlichfeitspuntt geht.

18. Der geom. Ort eined ‘Punfted , der eine bon einem
fejten Runft S nach einem beliebigen Punft einer Kugelflache ge-
sogene Strede in einem geg. BVerhiltnid feilt, ift eine Kugeljlache,
peren Mittelpuntt O' die Jentralftrede SO in dem geg. Verhilinis
teilt, und deren Halbmeffer jih sum Halbmefjer der geg. Kugel
verhilt wie SO' zu SO. (Bor. Sab a.)

19. Die drei dufeven Yhnlichleitapuntte deeier Kugeln fegen
i einer Gsevaden, welde die dupere Ahnlidhteitdadie
ber brei Rugeln heifit. Je zivel inneve Shnlicyfeitapuntte liegen
mit eimem duBeven in einer Geraben, weldje eine inneve Ahn:
{ichteitdachfe Deift.

T 20. Haben zwet Regelflachen gemeinjdhafjtliche Spige, und
bejchreibt man jeder eine beliebige Beriihrungstugel i, fo it
der geomt. Ort filr Deven dufieren, bestv. inneven I fnlichleitapuntt
ie eine durd) bie gemeinjhaftl. Shite gehende Gerade, teldye
jugleich die Schnittlinie der beiden duperen, begiw. tnneren ge-
muinitﬁnfﬂ. El%criiljr:mgéchv]ten ber awei Kegelflachen vorjtellt.
(IL. Einl.

24, “\L‘l qeum Ort eines Punfted, von dem ausd gejehen
atei fefte Qugeln gleih grofy erjdjeinen™), ift eine Sugelflache,
weldhe die Strede wijdjen Dden beiben dhnlichfeitapuntten dex
Qugeln zum Durchmefjer Hat. (IL Anp. 11. a.)

22. a. St an zwei Sugeln, die iitl] nicht fchneiden, der dupere
qemeinjchaftl. Berithrungstegel gelegt, jo wird defjen Wantel von
eirer Deliebigen inneren gemeinjdaftl. dﬂluf}liltijwtﬁtt{L Der jivet
Qugeln nad) einer Qurve gefdynitten, deren Punite eine fonjtante
Summe der Entfermuingen von den wei Beriihrungdpuntten haben.

. ©cdneidet man ebenjo den Mantel ded inneven gemteinf jchaftl.
Beriihrungstegeld duvd) eine dufere gemeinjchaftl. Beviihrungs-
¢bente, fo haben bdie Puntte der Schnittfurve eine fonjtante Diffe-
reny Der Enifernungen von Dden awei Berithrungspuniten. Die
Sdynittfurve Heipt tm erften Jall ElLlipje, im jweiten Fall

*) Die jeheinbare Grofe it abhiingig von der Offnung ded von
bem Punft an bie Kugel gelegien Beriihrungsfegels.
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Dyperbel; bie gwet BVeriihrungspuntte hHeifen ihre Brenn:
puntte. (Die fonjtante Swmme oder Differeny ift gleid) dem
Stitc einer Mantellinie ved Berithrungsfegeld zwijchen den beiden
Beriihrungdfreifen. II. Einl. 8. ¢ u. 9. b))

b. Cine Chlinberflache wird von jeber Ebhene, die nicht pa-
vallel threr Adhle ift, nach einer GlUipfe gejchnitten. (Man be-
jchreibe ber Cylinderfldcdhe zmwei WVeriihrungstugeln ein, weldhe die
Sinittebene berithren.)

c. Der Sdnittpuntt der Ehlinderachfe mit der Ebene Heifst
ver Mittelpuntt der Clipfe, er halbiert die Strede zvijchen
oent twei Brennpuntten und hat die Eigenjdhaft, daf jede durch
thn gejogene Cllipjenfehne (Durdymeffer) in ihm DHalbiert

mE

wird. Der Durchmefjer, auf dem die zwet Brenmpuntte liegen,
heigt bie grofe —, ber ju ihm fenfrechte Durchmejer bdie
fleine Adyje der Ellipjfe; der leptere ift gleidh dem Durdh-
mefjer Des Gylinders. Die fonftante Summe der Entfernungen
eined Ellipfenpuntted bon Dden wei Brennpuntten ijt qleich der
grofert Achje. (Wie finbet man Hiernad) die Brennpunfte einer
Clipje, bon bder die Achfen geg. find?) — Seber Rarallelfreis
ped Cylinderd famn al3 eine Projeftion der Elipfe angejehen
werden. Sind a und b die Halbachien der Ellipfe, jo it ihy
Sldcgeninhalt = ab=. (I Anp. 31) :

23. Jjt einem Regelmantel eine Veviihrungabugel einbe:
jdyrieben, und legt man pavallel mit einer beliebigen Beriihrungs-
cbene Des Regels eine Berithrungebene M an bdie Kugel, fo
jhreidet M den Regelmantel nach einer Rurve von der Gigenjchaft,
bap jeder ifhrer Puntte gleiche Entfernungen Hat von dem Ve-
vithrung@puntt der Ebene M und bon ifrer Schnittlinie mit der
Ebene ded Beriihrungsdireijes ded Regelmantels. Die Kurve heift
Parvabel, der Berithrungspuntt feift ibr Brennpuntt, jene
Sdymttlinie ihre Diveftrir. (Jft S bie Kegelipite, I bder.
Brenmpuntt, A ein beliebiger Rurvenpunft, AB bdie auf die Di-
veftrip gefdllte Senfrechte, T der Schnittpuntt von SA mit dem
Berithrungsireid, U ber Sdnittpuntt der zur Gbene M parallelen
Mantellinie mit dem Bevithrungstreid, jo ift AR = AT, AB || SU,
A ABT <> SUT.)

24. Bieht man durch einen Ahnlichteitspuntt S zieier Ku-
geln eine Deliebige Gerade, tveldhe die eine Qugelfldcdhe in X unbd
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Y. die anbere in X! und Y jchneidet, wobei Halbm. OX || OX,
OY || OY" jei, jo ift: SX.8Y' = SX‘. SY = const.

25. a. TWerden jtvei Rugeln von einer dritten beriihrt, fo
geht Die Berbindungslinie ber beiden Berithrungspuntte durch
einen J(gulichteitdpuntt der jivei erften Qugeln, und jioar ourd
ben duferen ober den inmeren, je nachdem Ddie et Berithrungen
gleichartig (b. i. entto. beibe von aufen od. beibe bon innen) oder
ungleichartig jind.

b, Werben drei Kugeln von einer bievten beriihrt, jo geht
bie durc) bie drei Beriihrungspunite geleghe &bene durd) eine
Jionlichleitdachie Der brei erjtert Rugeln, und zwar durcd) Ddie
dufiere ober eime inmeve, je nacydem bie drei Beriihrungen gleid):-

artig find ober nicht.
26—52: Sphiivik und Vielkani.

926. Die Sipe 1L 5. a und b gelten aucdh fiiv ein jphar.
Bieleck oder ein Wielfant. (L. Anb. 9.)

+ 27. Bwei Dreifante (Vielfante), deven fanten parvallel
und gleich gerichtet jnd, find fongruent. — Bwei Dreifante (Biel-
fante), beven Ranten pavallel und entgegengefept gerichtet find,
find fymmeetrijc.

+ 28, a. Jimmt man quf jeber Rante eined Vielfants eiitent
Puntt an, und bejtimmt zu jedem dicjer Punfte fowie zur Shige
ben fymuetrijchen Punkt in Begiehung auf eine beliebige Ebene,
fo bilben die LWerbindungglinien ded Fuv Spibe ymmetrijden
Punfted mit den fibrigen jymmetrijchen Puntten ein Bielfant, dasd
mit dem urjpriinglichen Bielfant entjprechend-gleich, und jwav
jymmetrifh ift. (I Anh. 15.)

b. Leqt man durch) Fwet @egenpuntte P und Q eirner Kugel:
pberflache eine Anzahl von @rvoffreifen und jdueidet auf jebemt
pier gleiche Bigen von beliebiger Qinge PA =PA'= QA" = QA"
PB — PB' — QB“ =QB", w. |. . ab, fo 3war, baf die Punfte
AvBY | omib AB; =, AYBY it ALBE G L e ey
pem ndmlichen Halbfreid liegen, jo pifpen Diefe Punfte die Gcen
pon vier entjpredhend-gleichen jphar. Rieleckenr, von Demernt je el
fongruent ober jymmetrijd) find, je nachdern fie auf derjelben
Seite Ded zu P und Q gepbrigen Jlquatord liegen, oder auj ber-
jchiedenen Seiten.




104 L. Buch. Anh. 29—35.

Anm. Wan fornuliere in den folgendben Nummern 29 bia
38 bie nuv fiiv Dreifante andgejprodhenen ©dpe jededmal anch
filt fpharijdhe Dreiecde gleidher Kugeln.

29. Die SGumme jweier Seiten eined Dreifantd und die
Summe ihrer Gegenwinte! find beide gleichzeitiq entweder grofer
oder fleiner ald 180° (Mit Hilfe einesd Nebendreitants, das mit
vem urjpriingl. Dreifant eine der e fraglichen Seiten gentein
pat. II. 12))

T 30. a. Bwei Dreifante find entjprechend-gleich, wenn fie
sivei Seiten und den Gegenwinfel einer derjelben bezto. gleid)
Daben, und twenn bdie Gegenmwintfel ded anbdern Paard gleicher
Geitenn entweder beide fpib ober beide ftumypf find. (mdivett
Wiven Ddie dritten Seiten nicht qleich, jo Eomute man von der
einen ein Stiid gleicd) der andern abjdhueiden wu, |, .)

T b. Bwei Dreifante find entjprechend-gleich, toenn fie 3wet
Winkel und bie Gegenfeite eined derfelben bezw. gleidh) BHaben,
und wenn die Gegenjeiten ded anbdern Baars gleicher Winte!
entweder beide fbi oder beide frumpf find. (‘Durd) Sab a mit
Pilfe ber Polardreifante.)

31, Bwei redytwintlige Dreifante (mit nur eivem vechten 2.)
find entjprechend-gleich, a) wenn fie die Dypotenufe und eine Ka-
thete bestv. gleich Haben, b) wenn fie bdie Dypotenufe unbd einen
ver Hypotenuje anliegenden Winfel bezrv. gleich haben.

82. ©ind in einem Dreifant zwei Winfel — 90, fo find
aud) die gegeniiberliegenben Seiten — 90°; und umgefehrt.

33. a. Jm einem gleidyichentligen Dreifant fallen bdie 3ur
Grundiladye gehorige Hihenebene, Mittellotebene, feitenhalbierende
Zrandverjalebene und Nebdiancbene jufammen,

b. Jn einem allgem. Dreifant wird jede Seite bon per 3=
gehorigen Hibenebene in zwei ungleiche Segmente geteilt, von
bemtent da3 griffere ber grifeven —, Dad Heinere per fleineren
ber gwei anbern Seiten anliegt, (L 13. b mit Buj. 1.)

3d. Daben et Dreifante jwei Seiten bezw. gleid), und
ijt ber von ihnen eingefchlofferte Winfel im einen groger ald im
andern, o ift auch die dritte Seite im einen grofer alg im an-
oern; und umgefehrt.  (Bew. wie in der ebenen Greometrie.)

T 35. Die Mittellotebenen ber Seiten eined Dreifants jehmei-
pen fid) nach einer Gevaden, weldje mit den drei Ranten gleiche
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Wintel macht. (L Anp. 19. b, — Achfe ved umbejdhricbenen Kegel-

" mante(s; Mittelpuntt ded eimem jphar. Dreiect umbejdhr. Kreifes.)

+ 36. Die dret inmerven Piedianebenen eined Dreitantsd jchne-
ben jih nach) eimer Geraden, welde gegen Ddie drei Seifen-
flidchen gleich gencigt ift. Dasdfelbe gilt von je eimer inneven und
awei duperen Medianebenen. (I Anfh. 20. — Adpjen ded einbe-
fchriebemen und bder bdrei anbejdjricbenen Kegelmantel; Mittel-
punfte ded einem jphar. Dreied” einbejdhriebenen Kreijed und dev
brei anbefdhricbenen Rveife, die lepteren find den Ddrei eben:
breiecten einbejchrieben.)

37. Die jeitenhalbierenden Transdverjalebenen cined Dreifantsd
fchneiden fich nad) einer Geraden. (Mittels euned Sdhnittdreteds,
beffen Ecen von der Spibe gleich tweit entfexnt jind.)

38. Die Hihenebenen eined Dreifants jchneiven jidh nad
einer Gevaden. (Mian lege fenfrecht gu einer Kante eine Ehene
und betradte dag Schnittdreied.)

39. Die Grofireisbogen, weldhe dic Ecen eined fphir. Drei-
ectd mit den Gden feined Polardreiedd verbinden, jdjuetden fidy
it einem Punit, (Vor. Sas.)

40. Die Mittellote der Seiten cined fphar. Dreieds find
iventijeh mit dem Miedianen feined Polavdreieds. Dev imbe-
ihriebene Rreis des einen Dreiects und dev einbejdyriebene Kreid
Ded anbern hHaben Daber denfelben jphar. Mittelpuntt, und ihre
inhiv. Halbmeffer ergingen fih gu 90°

T 41. a. Jft pag in IL Ginl. 22. a juv Crzeugung einesd
Rieltants benitite cbene Bieled veguldr, und liegt die Spibe auf
ber Gjeraben, bie auf der Gbene des Vielectd in feinem Mittel-
puntt jentvecht jteht, fo ift dad evzeugte NBielfant veguldr.

b, Sn eintem veguldren Vieltant jdhneiden fich jamtliche in-
nere Piebianebenen und die INittellotebenen jamtlidher Seiten
nach einer und derjelben Geraber.

c. Sebem reguliven Bielfant (dpt fich ein Kegelmantel un-
befchreiben und ein Kegelmantel einbejchretben. ©ie haben Ddie
it b genannte Gerade jur gemeinjamen Ache.

(Gutjprechende Sipe fiird veguldve jphar. Bieled.)

9nm. Man formuliere in den folgenden Nummern 42 bis
51 die fitr Kugelfreife audgefprodhenen Sipe jededmal auc fiiv
Stegelflichen.
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42. a. Yiegt auf ener Kugeloberflache ein Fugelfreid und
et Punkt A, fo find die jphiar. Entfernungen der eingelnen Kreis-
bunfte von A um fo groger, je grofere Wintel die nach ihnen
gezogenen jphar. Halbmefler mit dem nad)y A gerichteten Halb-
meffer machen. Fiiv die fleinfte Entfernung ift diejer  Winkel
= 0, fiix die grihte = 180° Je zwei Enifernungen, bdie zu
beiben Seiten ded nad) A gevichteten Halbnrefjers jymmetrijch zu
ihm liegen, find gleich. (II. An). 34 und IL 6.)

T b. Unter den fphdr. Entfermungen eined Punttes der Ku-
geloberflache bon den eimzelnen Punften eined Groffreifed find
die 3tvet auf dem Groffreife jenfrechten die grofte und bdie Heinfte.
Die lTeptere wird al3 die fphdar. Entfernung ded Puntted
vont bem Groftreije bezeichnet.

T 43. a. Cin Gropfreid, bder auf einem jphiar. Halbmefjer
cines Rleinfreifes in deflen Cudpuntt jenfrecht jteht, Hat mit dem
fleinfreid nur biefen . einen Puntt gemein. Er Heifgt die fphar.
Tangente ded RKleinfreifed in dem Puntt. Seine Ehene ijt
Berithrungsebene an ben bem Rleinfreid zugehirvigen Kegel. Die
Sdymittlinie jeiner Ebene mit der Ehene ded Rfeinfreifed ift Tan-
gente Jotwohl an den RKleinfreid ald an den Groffreis.

b. Die ztvei don einem Punkt einer Kugeloberflddhe an einen
Kleintretd gelegten fphir. Tangenten find gleich. (IL. Anh. 81. a.)

44, a. LBt fih in ein fphar. Bieved ein Kreid einbefdhrei-
ben, fo ift die Gumme jiveier SGegenfeiten des BVieveds gleid) der
Sumnte dev jivei andern Gegenjeiten; und wmgefehrt. (Bor. Sas.)

b. Lagt fih um ein fphar. BVieved ein Kreis beidreiben,
1o ift die Summe 3weier Gegenwinfel bded Vieveds gletch Dbex
Gumme der zwei andern Gegenwintel; und umgeehrt.

T 45. Der geom. Ort eined Punfted auf einer Kugelober-
fliche, der bon einem Groffreife eine geq. jphir. Cutfermmg Hat,
bejteht aud zwei gleichen Rleinfreifen, die 3u beiden Seiten bes
Gropfreifes liegen und mit ihm die Pole gemein Hhaben.

46. Der geom. Ort eined Punfted auf einer Kugelober-
fliche von der Cigenfdhaft, daf bdie von thm an einen feften Klein-
freis gelegten jphdr. Tangenten cine geq. Linge Haben ober einen
geg. Wintel einjchlieen, ift ein mit dem RKleinfreis tonzentrijcher
Kugeltreis.

47. Der geom. Ort eines Punftes auf einer Kugeloberjlade
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pon der Gigenfchaft, dap die von ihm an jwet fefte Sleinfreije
gelegten jphiv. Tangenten gleiche Linge Daben, ift cin Grofreis,
befient Ghene burch die Schnittlinic der Chemen Dder Qleintreije
geht. (Die von einem Punft jener Sdnittlinie an die el Kreije
gezogenen geradlinigen Tangenten find gletch.)

48, a. Alle fphir. Dreiece, bie einen Winfel und ven er
®eqenjeite anbefchriebenen freid genteinfam faben, Haben den
gleichen Umfang. (IL Anb. 43. b.)

b, 9Ale fphav. Dreiecke, die eimen Winfel wund den etnbe-
idriebenen freid gemeinjom haben, haben den gleichen 1lberjchup
oer Summe der 3ei den Winkel cinjdyliegenden Seiten itber die
pritte Seite.

49. Ale jphir. Dreiecte, iveldpe die Grundlinie und oen
wmbefchricbenen Rreid gemeinjam faben, Haben bden gleichen
{Tberjhup der Summe der Winkel an per Grunblinte itber den
Wintel an der Spibe. (Man ziehe die jphar. Halbmefjer nad
pen Ecen.)

50. Der geom. Ort der Spiben ¢ aller flachengleichen jphar.
Dreiede auf der nimlichen Grumdlinte AB ift ein durd) Die
®eqenpuntte A’, B’ gehenbder Rugeltreis, (Sap von Leypell)
(Bewegt fid) C auf bem genannten Rugelfreid, fo ijt in A ABC
nad) pem vor. Sap W. A'+B' —C tonjtant.)

+ 51, Der geom. Ort eined &roffreifes, Der einen fejten
Groffreid unter einem geg. TWinkel ichneidet, befteht aug zivei
gfeichen, mit dem fejten ®roffreis fomgentrifchen Kleinfveijen,
beren fphar. Halbmeffer den J{quatorbogen Ded geg. Winkeld
fomplementieren.

1 52, a. Qft P derjenige Rol ded Grunbdfreijes eirner Halb-
fugel, ber micht auf ver Halbtugel fiegt, und sieht man von P
nach einem Deliebigen *Punft A eine Gherabe, weldhe die Ebene
bes Ghrundiveifes in A’ jchneidet, jo Deit A’ bie fterengras
phijhe Brojeftion vor A. Die Ehene desd Grunbdiveifed
beifst die Projeftionsebene, P dag Projeftionszentrum, PA bder
projizievende Strahl. — Die fteveogr. Projeftion eined Qugel:
freifes it ein Kreid (Sab vonu Hippard), befjen Mittelpunt
bie jtereogr. Projeftion der Spibe Ded Beriifjrungsfegeld ijt, ver
bie Qugel (dngs des RQugeltreifes beriihrt (Sap von Chasdled).
(Dex Kugeltreid und feine Projeftion liegen auf einer Kugel-
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fladge; ift ndmlich O Der SRugelmittelpuntt, Q der Gegenpuntt
von P, A’ bie Brojeftion eined Punftez A des Stugeltreifes, jo
ift: PA.PA'=PQ.PO = const. Bew. ded sweiten Teils an
ver Sdmittfigur der dburdh) O, P und die Segelibie gelegten
Ebene.)

7 b. Die jteveographijchen Projeftionen gweter jich jchneiden-
ven Kugelfreije jchneiden fich unter dem gleichen Winkel 1wie die
Sugelfreije jelbjt, (Sdhneiden die an die el Sugelfreife in
threm Sdnittpuntt A gezogernen Tangentenr die Projeftionsebene
m den Punften T und U, jo laft fidy mittels IL. Giul, 9, b und
Bew. ded Sapes a leicht zeigen, daf 25 THAS - HgA )

II. Aufaaben.

1—20: Aufoaben jur Anwendung von geometrifden Ortern,

L. Auf einer geg. Kugel-, Kegel- ober Eylinderflache einen
Punkt zu finben, der a) von drei geg. Bunften — b) von duei
Ebenen gleidhe Cntfernungen Habe, ¢) von stuei Ghenen geq. Ent-
fernungen habe. (I Aufg. 1. b und 3. b.)

2. a. Den Mittelpuntt einer Qugel 3u finden, iwemt ifye
Dberflacdhe ober ein Teil derfelben geg. ift. (I. Anph. 18, b))

b, Durd) vier nidht in einer Gbene liegende Punfte —

c. burch eine Rreidlinie und einen auferhalb ihrer Gbhene
liegentden Puntt eine Kugeljlicde ju legen.

3. Durd) einen im Jnnern einey Sugel gelegenen Punft eine
Sehne jo 3u ziehen, daf fie einer geg. Ebene pavallel fei und in
vem Punkt in einem geg. Berhaltnis getetlt twerbe.

4. Durd) eine geg. Gerade oder parallel einer geg. Gbene
eine Gbene 3 legen, die 3iwe fongentrijche Qugelflachen jo jchueive,
oafy der Flacheninhalt ved inneren Sdynitttreifes Halb o qrof fei
ald berjemige des dufeven. (IL Anh. 3 u. 7. — Determination?)

5. a. Den Mittelpuntt einer Rugelflace von geg. Halbmeffer
it finden, bie ivgend brei von folgenden Bebingungen erfiille:
o) fie gebe burch eimen geg. Runft, ?) fie berithre eine geg. Ghene
over y) Rugelfliche, &) fie fhneide eine geg. &bene ober &) Kugel-
flache nach einem Kreid von geg. Yalbmeffer. — lUnter den bdret
Bevingungen, weldhe die Kugel evfiillen foll, fonnen audh 3wei
ober Drei der ndmlichen At fein.
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b. Den Neittelpunft einer Kugelflache vbon geg. Halburefjer
3u finbert, bdie irgend jivei von Dden Bedingungen f und z Dder
Aufg. a erjiille und auperdem eine geg. Gerave berviihre oder aus
ihr eine Sehue bon geg. Linge audjdmeive. (IL. Aufg. 3. b.)

6. a. Auj einer Gevadén eimen Punft ju finden, der von
stoei geg. Punften ein geg. Verbhdltnid bder Enifermungen Hhabe.
(II. Anp. 11. a.)

b. Auf einer Kreidlinie einen Punft zu finden, defjen Ver-
bindbungaftrecen mit zwei geg. YPunften einen vechten Wintel ein-
jchliegen. (II. Anh. 10, II. Aufg. 2. b.)

7. a. Ginen Puntt zu finden, von dem aud gejehen bvier geg.
Rugeln gleide jdeinbare Grofe haben. (II. Unh. 21.)

b. Auf einer Ebene oder einer Kugeloberflache einen Punt
3u finben, von dem aud gefebhen drei geg. Kugeln gleiche fchein-
bave Grofe hHaben.

8. a. Ginen Punft ju finben von der Eigenjdhaft, dah von
ihm aud gefehen drei geg. Kugeln geg. fcheinbare Grifen Haben
(. §. daf die von ihm an die Kugeln gelegten Berithringslegel
geg. Offnungen Haben). (IL Anp. 13.)

b, Auf einer Ebene oder einer Kugeloberfldche einen Punit
3t finden, von bem aud gefehen jwei geg. Kugeln geg. jdenbare
Grigen haben.

c. Gine Qugel zu fonftr., dic von vier geg. Puniten aud
gefehen geg. jheinbarve rigen habe. (I Anf. 11. a.)

9. Ginem Dreifant (ober vegul. Bielfant) einen Kegelmantel
a) umgubejchreiben, b) eingubejchreiben. (IL Anh. 35, 36 und
41. ¢.)

10. uf einer Geraden einen Puntt gu finden, defjen Cnt-
fernungen von einer anbdern Geradben und von eimem auj diejer
liegenden LPunft ein geg. Vevhiltnis haben. (II. Aufg. 3. b.)

11. Andere Lijung von L Aujg. 9 und L Anh. Anjg. 27. a
mittel II. €l 4. d.

©3 .ift ferner fjehr fehrreich, die ufgaben: L Unf. Aujg.
21.au. b, 23.a1.b, 24, 26, 28, 30.auw. b nodymald u behon-
deln mit Umwending boi geont, SOrtern; man fommt dabet auf
bic alten Qofungen. (BVei Aufg. 21. a fann entweder I, Einl.
8. d ober IT. Anh. 10 vertwenbdet rwerden.)
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Aunm. Bei den folgenden Wufgaben 12—15 beniige man

II. Aufg. 6 (vgl. Bui.).

12. a. Eine gerade Linie zu ziehen, die ziwvei windjdiefe
®evade unter geg. Winfeln jdmeide. (L Anh. Anm. zu Aufg. 3.)

b. Behandlung voun L. Anbh. Wufg. 31 mitteld 1L Aufg. 6.

13. Eine Gervade zu jiehen, die gegen jwei Ebenen geg.
Neigungen habe und a) duvch eimen geg. Punft gehe, b) zwei
windjdyicfe Gevade (obev eine Gerade und eine Kreidlinie) jdhnetde.

¢. ABwijchen zwer Ebenen eine Strede von geg. Léinge jo zu
fegen, daf fie mit den Ebenen geg. Winfel mache und eine geg.
Gerabe jdyueide.

14, Bwifcdgen eine Gerade und eine Ehene eine Strede von
geq. Ldnge jo zu legen, daf fie mit jeder einen geg. Winfel mache.

15, Gine Kegelflache von geg. erzeugendem Wintel zu fonjtr.,
pie a) durc) jwei geg. fih fdhneidende Gevade gehe, b) zwei
Ebenen bevithre, jo daf die Spige in einem geg. Puntt ihrer
Sdnittluie liege, ¢) zwet Kegelflichen mit gemeinjchaftlicher Spibe
(nach ziwei Mantellinien) beriihre, d) durd) eine Gerade gehe und
eine Cbene berithre, w. |. w. — (Die Wufg. ift analog mit IL
Unh. Aujg. 5. a. Wad mwiirde den dortigen Vebdingungen 2 und
= entjprechen?)

16. a. Duvd) emen geg. Punft oder parallel einer geg.
Juchtung eme Gevadbe zu ziehen, welche =) die Mantel ziveier
geg. Segel oder zweier Cylinder ober eined Regeld und einesd
Eylinbers B) eime Sugel und einen Regel- od. Eylindermantel
— Y) et Kugeln bevithre. (IL Einl. 2. d, 3.d und 9. a.)

b. Durd) etten geg. Punkt oder pavallel einer geg. Ricdhtung
eine Gevade zu ziehen, die zvei von folgenden BVebingungen er:
fiille: «) fie habe von eimem geg. Punft eine geq. Entfernung,
3) fie {chneide eine ugel nach einer Sehne von geg. Ldnge, ¥) fie
habe von einer Geraden eine geg. tivzefte Cntfernung. — Die
Bedingungen, welche die Gevade exfitllen joll, fnnen auch beide
voit der namlichen Art fein.

17. a. (Geg. gwei gleihe Strecen in beftimmter Lage tm
Haum. Eine Gevade zu evmitteln, um weldhe ald Achie gedreht
die eine Strede in die Lage der andern iibergefht.

b. Geg. 3twei fongruente Dreiece (Polygone) in bejtimmter
Bage im RNaunt. Einen Punkt gu finden, um welden bewegt dasd
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eite Dretect (Rolhgon) in die Lage ded andern itbergefithrt yer-
bent famr.  (Dentt man fidh) die ztwei Polygone ald Seitenjladyen
tongruenter Polheder, jo ijt bie Aufg. aud) fiiv dieje geldijt.)

18. Gine Qugelflache zu bejtimmen, bdie vier geg. Kugel:
fliichen vechtwintlig jchmeide. (I Amh. 14.)

19. Durch eiven geg. Punft eine Gervade jo zu ziehen, dap
ifve zwijchen eine geg. Kreidlinie und eine geg. Sugelfladye fal-
{ende Strece in bem Puntt nady cimem geg. Verhiltnis geteilt
werde. (1L Anp. 18.)

20, Bwijchen eine Kreidlinie und eine Kugelfldche eine Strede
pon geg. Ldnge jo zu legen, daf fie einer geg. Geraden pa-
vallel fei. :

21—40: Heriihrunas-Aufonben,

91. Durdh eine geq. Gevade eine Ebene zu fegen, Ddie eine
geg. Kreiglinie beviibyre.

29. Eine Qugel zu fonjtr., die eine geg. Kugel und eine geg.
Ebene, und 3war die leptere in einem geg. Puntt, beritfre.

23. Gine Kugel zu fonjtv., deven Oberjliche durd) eme geg.
Qreidlinie gehe und cine geg. Gerade beriifre. (Man  ermittle
pen Abjtand bdes BVeriihrungspuntts der Geraden von ihrem
Schnittpuntt mit der Rreidebene.)

24, Gine Sugel 3u fonjtr., die eine geg. Ebene wnd gine
geg. Rugel, und zwar die feptere in einem geg. Punt, beriihre.

9. Ginem Dreifant eine Kugel vou geg. Halbmefjer eingu-
bejchreiben, jo daf jie a) die Seitenjlicdjen, b) die Kanten bes
Dreifants beriihre. (IL. Anbh. Anfg. 9. b 1. a.)

26. a. Sm oeinen Kugelausicnitt -

b. in dem von einem jphir. Dreted und jeinem augehirigen
Dreifant begrenzten Rawm eine Kugel etngubefchretben.

97. Giner Kegelfliche eine Kugel eingubejchreiben, die auper-
bem eine geg. Kugel berithre.

98. a. Giner Regelfliche eine Kugel einzubejchreiben, Ddie
auferdem eine die Kegelfliche jchneibende Gerabe beriipre. (Dev
Qreid, relcher dem von der Geraben und wei Dantellinien ge-
bilpeten Dreiedt einbejdhrieben wird, liegt auf der gejuchten Kugel.
Over auch mitteld Ahnlichteitapuntt.)

b. Ginem Dreifant «) eine fldchenbevithrende — f) eine
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fanfenbeviihrende Kugel eingubeichreiben, bdie aufierdem eine Had
Dreifant jdhneibende Gerabe beriifre.

29. Gine Sugel ju fonjtr., deven Mittelpuntt auf etner geg.
Geraden liege, und deren Dberflache eine geq. Ehene beriifre und
purd) einen geg. Bunft gehe. (Man nehue den Schnittpuntt der
Geraden mit der Ghene ald Yhnlichieitaspuntt der gejuchten Kugel
und einer Hilfgtugel, die nur die el exften Bedingungen erfiillt.)

30. Gine Kugel su fonjtr., beren Oberflicye durch drei geg.
Bunfte gehe und a) eine geg. Gbene — b) eine geg. Rugel be-
vithre. (Unalog den entfprechenden ujg. ber ebenen Geom.)

31. Cine Qugel zu fonftr., deren Oberflace durd) zivei geg.
Puntte gehe und a) zwei geg. Gbenen — b) zwei fugeln
c) eine Cbene und eine fugel beriihre. (Analog den entfpr. Aufg.
der ebenen Geom. IL. Anb. 24 und 25.a.)

T 32. Durd) einen geg. Punft ober parallel einer geg. Ge-
raden eine gemeinjdjajtliche Beriihrungsebene an wei fugeln zu
fegen. (IL Anb. 17.b, II. Yufg. 4. b oder 5.)

733, AUn drei Kugeln eine genteinjchaftliche Beriihrungsebene
su legen. (II. Anf. 19. 8 Libjungern.)

734 An el Kegelflichen mit gemeinjamer Spibe eine ge-
meinjdaftliche Bevithrungsebene zu legen. (1L Anh. 20 giebt die
eimjachjte Lijung. Cine andere Lofung ift angedeutet in IT. Anbh.
Anfg. 51.)

35. Un eine Regelfladye (oder Cylinderfldche) und eine Kugel
cine gemeinjdajtliche Berithrungsebene zu legen. (IL. Anp. 20.)

36. Jn einer Gbene duvc) einen geg. Punft ober parallel
einer geg. Midytung eine Gerade jo ju siehen, daf die Beriif-
rungdebenen, die dburd) fie an zwei auf derjelben Seite Her Gbene
bejindliche Rugeln gelegt werben, gegen die Gbene gleid) geneigt
jeien. (Maun beftimme 3u einer ber et Kugeln die fymmetrijdye
it Begiehung auf die geq. Gbene und wende LI, Anf. Aujg. 32 an.)

37. Eine Cbene zu beftimmen, bdie irgend brei bon folgenbden
Bedingungen erfiille: a) fie gehe burc) einen geg. Punft, b) fie
jei einer geg. Geraden parallel, c) fie babe von einem Bunft eine
geg. Cntfernung, d) fie jchneide eine Sugel nad) einem Kreis
bon geg. Halbmejjer, e) fie habe von zwei Luntten ein geg. Bex-
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baltnié ber Entfernungen, f) fie habe gegen eine Ehene eine geg.
Neigung, g) fie habe gegen eine Gjerabe eine geg. eigung. —
Unter ben drei Bedingungen, tweldhe die Ebene erfitllen joll, fomuen
audy awei oder drei der ndmlichen Art fein. LBon den Bebdin-
gungent b, f und g Dditrfen jedod) nicht drei ugleid) veriertet
werden. (Kommt f ober g weimal vor, jo formmt IL Anb.
Aufg. 34 zur Verwendung. Kommi ¢ over d zujammen mit f
pder g vor, fo beniige man einen einer Kugel umbejdjriebenen Be-
viihrungsfegel. Bei g ijt die Gerade unter Umijtdnden an geeig-
neten Ort pavallel zu verjdyieben.)

38. Cine Ebene zu beftimmen, die eime Der in der bor. Aufg.
genannten Vebingungen und auperdem nod) eine Der folgenben
exfiilfe: =) fie fei einer Gevaden pavallel und Habe von ihr eine
geg. Entfernung, 8) fie jdneide einen Eylinder nacy etnem NRechted
vort geq. Jubalt, 1) fie fchneide einen Kegel nady einem Dreiec
von geg. Synbalt. (Rommt o ober B jujammen mit 37. f oder g
por, fo fommt II. 2ufg. 5. b zur Anwendung.)

39. Eine Gbene zu bejtimmen, bdie etne bon den Bedingungen
a, ¢, d, e der Aufg. 37 erfiille und auperdem gegem Drei geg.
Gserade ober Ebenen gleich geneigt fjet.

40. Gine Gbene zu Dbeftimmen, die bon bier nicht in einer
Ebene liegenden Puntten a) geg. Berhiltniffe der Entfernungen,
b) gleiche Entfernungen Habe. (IL Anph. 8. — Bei a erhilt man
8 Lbjungen. Bei b fillt eine diejer 8 Ehenen s lhenbdlicde.)

41—61: Sphirik und Yielhant.

41. Gine Qugel, auf welder Neridiane und Pavallelireife in
Abjtdanden von je 15° mit N unb 8 ald Jtord- und Siidpol auf-
gezeichnet find, wird buvd) eine beliebige Gropireis-Ehene in jwet
Halbtugeln geteilt. BVon einev devjelben foll ein ftereographijdyes
Ractennel gezeichnet werben, indem der wicht auf ihr liegende
Pol P bdez Gropfreifed ald Projeftionszentrum genommen foird.
(II. 9nf. 52. — Gine in der Gbene PNS gezeichnete Hilfafigur
liefert die Projeftionen N’ und ' von N unbd S, fowie die Durd)-
meffer der eingeluen Pavallelfreid-Projettionen nad)y Gripe und
Qage. Die Peeridian-Projeftionen gehen in der Hauptfigur alle
pureh) N und 8¢, ihre Mittelpuntte liegen auf dem Neittellot von
N‘S’ und ergeben fidh) gemdp 1L nb. 52. b dadurd), daf man

fommervel[=Daud, Stereometvie. 7. Aufl. 8
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art NS’ in N* bie omplemente der Winfel anlegt, die die einzel
nen. Meridbiane mit bem burd) P gehenden Meridian machen.)

42, Direfte Lojung von IL. Aufg. 7. (Bwei Ehenen, bdie
den W. « einjchliegen, find duvch eime dritte Ebene jo zu jdhneiden,
daf biefe mit ihnen die W. £ und v macht. Mittels II. Einl.
4, e und II. Anbh. Aufg. 34.)

43. Ein Dreifant zu fonftr., von dem geg. find:

a) atoei Seiten und bdie jur dritten gehorige Hohe (b. i. der
LWintel, nad) dbem Ddie betr. Hihenebene bad Dreifant jdhneivet),

b) ztvei Seiten und die ju einev bderfelben gehirige Hibhe,

¢) eine Seite und die u den zwei andern gehirigen Hiben,

d) eine Seite, die zu ihr gehorige Hihe und eine weitere Hike.

44, Auj dexr Dberflache einer. Kugel von geg. Halbmejjer
jind drei Punfte geq., deren Entfernungen mit dem Bivfel ab-
geftochen twerden migen. €3 follen Hievaus durd) Konftruftion
in einer Ebene Ddie Seiten und Winfel bes Dreifantd gefunden
erben, dag bon den im den bdret Pumften an die Kugel gelegten
Berithrungsebenen gebilbet wird.

45, Won einem durd) jeine drei Seiten geg. Dreifant fol
gende Stitcfe duvch Konjtruttion in einer Chene Zu finden: a) die
Hiben, b) die Medianen (Winfel, nady bemen bdie Piedian-
ebenen das Dreifant jdymeiden), e) die jeitenhalbierenden Trans:
verjalen (Winfel, nach demen die Trandverjalebenen (dhneiden),
d) der erzeugende LWinfel ded einbejchriebenen Regeld, e) der ex-
jeugende Winfel ded umbejchriebenen Regels. (Man lehne die
Sonftr. an Fig. 40. b, &. 91 an. Bei a, b und ¢ fafje man den
Korper s Auge, der von dem Dreifant und der Ebene eined
per ziwei vecdhtw. Dreiede AFB oder AFC eingejchlofien wird, und
evimittle deflen Sdynittdbreiec mit der betrveffenden Gbene. Bei d
und e gehe man auj den Sdmittpuntt ber Kegeladhje mit der
Gbene eines jener vechtw. Dreiecte aud.)

Anm. Jn den folgenden Wufgaben 46—61 ift die geg.
ftugel maffiv voraudzujepen, und find bdie Konftruftionen auj
threr Oberfladhe mit blofer Unwendung ded Jir-
feld audjufiihren (vgl. IL Aufg. 10. Anm.).

T 46. Durd) einen geg. Punft einen Groffreid jenfrecht ju
einem geg. Grofreid zu legen. (I Einl. 14, b.)

T 47, LVon einem auBerhalb eined Rleinfreifed geg. Punft

e Ji




25 »l*' e .

II. Budy. Unh. Aufg. 47—53. 115

eine jphdv. Tangente an bden Kleinfreis zu legen. (Mittels I1.
Anp. Lehri. 46, oder durd) Konjtr. eined Lold der jphir. Tangente
mittels ztveier Rreidbogen, die aud dem geg. Punft und dem
Meittelpuntt ded Kleinfreijes bejchrieben werben.)

T 48. a. Un einen ®roffreid in einem  geg. Punft einen
phir. Winkel angulegen, der gleidh viel Grade Habe wie ein geq.
eberer Winkel. (Man Dbeftimme burch ecbene Fonjtr. bdie Lange
beg Yquatorbogens.)

T b, Durch einen geg. Punkt einen Groftreid zu legen, der
einen geg. Groftreid unter geg. Winfel {chueive. (Man wende
Aufg. a an und lege duvc) den Punft einen Parallelfrdis zu dem
geg. @roftreid ; oder auch mittel3 IL. Anbh. 51 und IL Anh. Aufg. 47.)

49. Bu Dbetweijen, dah bdie Aujgaben: auf der Oberfldche
einer majfiven Qugel a) eine jphdr. CEntfernung zu Halbieven,
b) einen jphir. Wintel zut halbieren, c¢) etnem jphar. Dreied einen
Rreis um- und d) eingubejdyreiben, e) ein jphdr. Dreiec ju fonftr.

aué drei Seiten, f) — aud wei Seitent und dem eingejchloffenen
Winfel, g) — aud zwei Seiten und einem Gegentvinfel, — bdie

namlichen uflojungen Haben, wie bdie entjprechenden Wufgaben
ber ebenen Geometrie. _

50. @inen Qugelfreid von geg. {phdr. Halbmeffer zu zeichnen,
per zmwet geg. Sugelfreife beritfhre. (Wie in bder ebemen Geom.)

T b1. Am zwei Kugelfreife die bier gemeinjchajtlichen jphir.
Tangenten zu legen. (Spezialfall bder bor. Aujg. — Hiernad
andere Lojung von II. Anbh. Aufg. 34.)

52, Gin jphdr. Dreied zu fonjtr., wenn geg. find: a) bdie
drei Winfel, b) eine Seite und die wet anliegenden Winfel,
¢) swei Wintel und eine Gegenjeite. (Durd) Juriidfithrung auf
IL. Anh. Wnfg. 49. e—g mitteld Dder Polardreiecte, ober biveft.
Die divefte Lojung von a mitteld IL Anh. 51 und vor. Aufg.)

53. Geg. zwei fongruente (oder hmmetrijche) phiv. BViel:
ecfe in Dbeftimmter Lage auf der Qugeloberjliadhe. Einen Puntt
auf thr zu finden bon der Eigenjdaft, vap dad eine BVieled, wenn
¢z in fefter Lerbindung mit dem Punfte gedacht, dburch Drehung
um thn auf der Qugeloberfliche verjchoben twird, mit dem andern
Bieledt zur Dectung (bezw. in antipodijdhe Lage) gelangt. (Das
gedbrehte BVieled befinbet fich in der verlangten Lage, fobald eine
jeiner Seiten fich barin befindet.)

Q#
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54. Ein {phir. Bweied durd) einen Groffreizbogen von geg.
Lange zu Halbieren.

55. @in jphar. Bieled in ein Bweied von gleichem Flachen
ihalt zu verwandeln. (Der Bweiedswinkel ift nad) IL 16 gleich
pent Dalben jphiv. Erzep dez Wieleds. Konjtr. des jphir. G-
seffes burc) Addieren der Jquatorbigen.)

56. Bon einemt jphir. Biweied a) ein gleidhjeitiges {phir. Dreiect
abzujdyneiden, b) ein gleidjchentliges jphir. Dreied abzujdhneiden,
pag der nte Feil ded Btveiedd jei. (I Anh. 51. Vet b wird
ber 2. an der Grundl. beftimmt nach) IL 14, Buif.)

57. Cin {phar. Dreiect yu fonjtr., von dem eine Seite, die
ugehbrige Hihe und der JInbalt geg. find. (IL. Anh. 45 u. 50.)

58, Cin jphav. Dreiedt zu fonjtr., von dem ziwet Winfel und
per Umfang geg. jind. (IL Unb. 48. a und 51.)

59. Gin jphar. Dreiect zu fonjtr., bon dem geg. find:

a) eine Seite, ein anliegender Winfel und die Summe der
3toel anbern Seiten,

b) eine Geite, ein anliegender Winfel und ber Jnbalt.
(b mittel8 a durd) dad Polardreiect.)

60. Ein jphir. Dreied zu fonjtr., von dem geg. find:

a) eine Seite, der gegeniiberliegende Wintel und die Summe
ver givel andern Geiten (II. Anh. 48, a und b, 1L Anf. Aufg. 51),

b) eine Seite, der gegeniiberliegende Winfel und der Fuhalt
(mittel8 a burd) dad Polardreied).

61. Cine geg. Rugelfladie in ein Nep von lauter fongruenten
veguliven fphiv. Dreieden zu teilen, und zwar jo, daf a) immer
brei, b) vier, ¢) fiinf Dreiece mit gemeinjhaftl. Gefe an einanbder
ftopen.  (Man teile bdie RKugeloberfliche vom einem beliebigen
Puntt aud in 3, 4, 5 gleiche {phar. Sweiece unbd wende auf eines
von ihnen IL Anf. Aujg. 56. a an.) Durd) Verbinden der fphir.
Mittelpuntte Der Dreiece in Den Nesen b und ¢ erhilt man zioei
weitere JNebe, die aud lauter fongr. rvequl. BVieveden und Fiinf-
ecfen bejtefen.

Anm. NMan formulieve die Aufgaben 49—53 wnb 56—61
und beren Lofungen fiir Dreifante und Kegelfld dhen.

2
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