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Drittes Bud.

Polyeder und HUmdrehungshorper.

Ao C-tn i douw i,
1: Allgemeines.

1. a. €in von lauter ebenen Flachen begrenzter Korper
beipt ein Polyeder. Die Linien, nad) denen je jwei an
einanbder ftofiendbe Begrenjungsfladen fich jdhneiben, bheifen
pie fanten, die Punfte, in denen mehrere benachbarte Be-
grenzungsflddhen und deven Sdynittfanten jujammentreffen,
heiBen bdie Cden bded Polyebers. Die Gejamtheit bder in
einer Cde jujammentreffenden BVegrenzungsildchen und Kanten
bilbet ein Vielfant. Die Gejamtheit der in einer -Be:
grenzungsflade liegenven Cclen und Kanten bilbet ein ebenes
Vieled. Dieje Vielecte hHeifen die Flddhen des Polyeders,
ihre Gejamtheit Dbildet feine Obervfladhe. Die Verbin-
oungsjtrede gweier nidht in dber ndamlidhen Begrenzungsflache
liegenden ©den Deift eine Diagonale. Legt man durd
prei over mehr €den, von benen hodhjtens zwei in der ndm:
lihen Begrenjungsfladje liegen, eine Cbene, fo heift deven
Sdnittfigur mit dem Polyeber ein Diagonaljdhnitt.

b. Breitet man bdie Oberfldcdhe eines Polyedbers ald ein
jujammenhdingendesd Stid in einer Chene aus, nad:-
oem ntan vorher den Jujammenhang der einzelnen Fldchen
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in ben Kanten, joweit e$ notig ijt, geldft hat: To heifst
oie hiedburd) entjtandene ebene Figur ein Nef bes Lolyebers.
€in foldhed fann umgefehrt dazu verwenbdet werben, von dem
Bolyeder ein Modbell (etwa aus Karton) herzujtellen. Das
Jep eined Polyebers fann in ber mannigfaltigiten Weife
und Form gebildet werben. 1lber bdie geftaltlichen Gigen:
jhaften einer Nebfigur Bt jich folgendes fagen:

Da bas Ausbreiten bder Lberfldche eines WVieltants in
einer Gbene nur badurcdh mioglidh wird, daf man dag Viel:
fant lings einer RKante auffdhneidet, Jo muff man bei Her-
ftellung eined Polyeder-Ttepes an jeber Ede mindeftens lings
einer Kante aufidneiden. Die aufgefdnittenen Kanten bilden
pen Umrify ber Nepfigur, und jwar enthalt ber Umrif jebe
aufgeidnittene Kante zweimal. Da nun von: jeder Polyeder:
©de mindejtend eine aujgefdynittene Kante ausgeht, jo miiffen
aud) die Polyeder: Cden jamtlih auf dem Umrif der Nep-
figuc liegen; bie nidyt aufgeichnittenen Kanten, weldhe ins
Jsnneve ber Nepfigur fallen, fonmen daher immer nuv eine
©de bes Umrifjes mit einer andern verbinden, obder: jede
nidt aufgejdinittene Kante teilt bdie Nesfigur in zwei ge-
trennte Teile. *)

Unm. €3 werden im jolgenden nur gew dhulid e Polyeder
in Betvacht gezogen, d. §. foldhe, weldhe nachftehenden 3wei Beding-
ungen geniigen:

1) G2 muf méglich fein, jAmtliche Gcten ded Lolyebers durch
einen qud lauter Ranten zujammengefesten polygonalen Bug, der
jich nicht felbit buvchfchneidet, zu verbindben, o daf alfo, tvenn
nan diejen Jug vom Unfangdpunft bid zum Eudpuntt durchlauft,
man jimtliche Efen, uud war jede Ee nur einmal, pajfiert. )

2) ©dyneidet man bie Oberfliche ded Bolyeders nach einem
der erfien Vedbingung geniigenden KRantenzug auf, jo muf dadurd
ver Jujamntenhang ber Oberflache in der Avt geldf fein, daf ein

*) Mean tann bhiezu Fig. 46 (S. 133) vergleichen.

*¥) Man fann hiesu dad Polyeder Fig. 45. e (. 130) vergleichen,
wo einer der bielen miglidien Rantenziige durch die eingefchriebenen
Bahlen 1...12 angedeutet ift.
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Nuzbyreiten devjelben A einem cbenen Nepe moglidy ijt, ohue daf
ed ubtig wdve, vorfer nod) nach einer tveiteren, nidyt dburdhlau-
fenen Rante aufzuichneiden. *)

Diefe 3ivei Bedingungen treffen zu, wenn 1) dad Polyeder nur
cinfad) zufammenhdugende Fladen (0. b Flachen mit
einer eingigen gejchloffenen Mandlinie*™*) Dbefipt, und wenn 2) bdie
Gefjamtoberflade ecinfad ujammenhingend iff. (Ein
Polheder mit mehefacdy sujommenfingenver Dberfliche entjtefht, wenn
ein gewdhuliched Polyeder einfach oder mehriach burdjlocht wird.)

usdritc(ich) mag Hervorgehoben werden, baf bet einem gewdhn-
[ichen Polyeder febr wohl auch einjpringende Keile vorfommen
fdnnen. — Ein Bolyeder, dad nur audjpringende Keile befilst, Heift ein
fonoeyred Polheder.

c. Bwei Polyeder heifen fongruent, wenn fie jur
Decung gebradht werben tonnen. Jwei LVolyeder heifen fym:
metvifd, wenn fie in jolde Lage gebradht werben fdnnen,
bafy jede EGcde Dbes einen  ju einer entfprechenden Ece bdesd
andern in Beziehung auf eine Ebene fymmetrifd) ift. Fwel
tongruente Polyeder und ebenjo jwei jymmetrijhe Bolyever
haben bdie entiprechenden RKanten, Winfel und Keile bejw.
aleic); je zwei entfprechende Fliachen find fongruent ; je jwei
entjprechende Vieltante find entfprechend=gleidh, und jwar bei
tongruenten Polyebern fongruent, bei jymmetrijdhen jymume:
teifd (1. Anh. 15.a und IL. Anbh. 28. a). Fiir Fongruente
und jymmetrijdhe Lolyeder gebraudt man die gemeinjame Be-
seichnung: entjprecdhendz=gleid.

d. Bwei Polyeder heifen ahnlidy, wenn fie von gleid
vielen Fladyen Dbegrenst find, bdie unter jicdh eingeln ahnlich
und in beiden Polyedern iibereinjtimmend gruppiert fino,
und wenn bie BVielfante an je jwei entfprechenden Eden burdy-
weq fongruent ober durdweg fymmetrijd) find; fie Haben
alfo bie entjprechenden Wintel und Keile Dejw. gleich, und
bie KRanten bed einen jind bden entfprechenden Kanten bes

*) Fig. 46 (S, 133) ftellt dad auf jolche Weije bergejtellte Nep
bed Polyederd Fig. 45. e (&. 130) vor.

) Fig. 47 (S. 133) ftellt 3. B. eine Flache mit 3wei NRand-
linien bor.
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anbern proportioniert. Je naddem bdie Vielfante an ent
jprecdyenden Ccen fongruent oder fymmetziid find, Heifen bie
Polyever gleidhftimmig dhnlich oder ungleidhftimmig
ihnlih. Zwei Polpeber, von denen jedes einem von wei
jymmetrijhen Polyebern gleidhftimmig ahnlich ift, find zu
einander ungleidjtimmia ahnlid.

2—6: Prisma.

2. a. Jieht man durd) die Ccen eines ebenen Vieleds
ABCD .. (Fig. 41) in beliebiger Richtung (aber nicht in
St ber Cbene des Vielets) Parallelen,
und legt durd) je swei aufeinanber-
folgenbe Parallelen Ebenen, jo wet-
, R den diefe von einer jur Vieled3ebene
RTINS parallelen Gbene nad) den Seiten
L& [ | cines sweiten Bieleds A‘BCD . .
565 S gefdhnitten, bad dem erften Fon-
gruent ijt. (Denn ed find, nach L
2, je swei entiprechende Vielects-
jeiten parallel, dbaber, nadh I. 4. b,
ig. 41. je swei entfprechende Wintel gleidh ;
ferner find je swei entjprecdjende Vielectsfeiten gleidh, ba fie
mit den parallelen Verbinbungslinien ihrer Enbpunfte ein
Parallelogtamm bilben.) Diefe Parallelogramme jamt bden
gwei Vieleden begrenzen ein Polyeder, meldhes Prisma
heipt.

b.  Gin Prisma ift alfo ein Polyeder, deffen Dberflache
aus gwei fongruenten und parallel liegenden BVieleden und
aus eben fo vielen Paralelogrammen bejteht, al3 jedes Bielec
Seiten hat. Die Vielede heifen die Grundfladen, die
Parallelogramme die Seitenfladhen des Prismas, bie
Gefamtheit ber Seitenflachen bilbet feinen Mantel. Die
Seiten ber Grundflachen heifen Grundfanten, bie
iibrigen, unter {id) gleihen und parallelen Kanten heifien
Seitenfanten. An jeber Gfe Defindet fich ein Drei:

"'f.':"- — g D
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fant. Die Entfernung der Dbeiben Grundfldchen Beift die
Hiohe bes Pridmas.

c. Gin Prisma heikt dreifeitig, vierfeitig w. f. 1w,
wenn jeine Grundfldden Dreiecde, Vierede u. §. w. find.

d. Jebe zu den Seitenfanten pavallele Schnittebene
fchneibet Das Pridma nad) eimem Paralelogramm (I 1. a
und L 2). Jnsbejondere ift jeber burd) jwei Seitenfanten
gehende Diagonalidnitt ein Pavallelogramm. Jede
su den Grundflachen parallele Scnittebene jhneivet nad
eitem den Grundfldcden Fongruenten Bieled; eine jolde
Sdnittfigur beifit ein Parvallelfdnitt. Die Sdnitt:
figur einer su den Seitenfanten fenfredhten Schnittebene heift
ein Querfdnitt. Ale Querjdnitte eined Prismas {ind
fongruent.

e. Iird der Mantel eines Pridmasd von einer Ebene
qefchnitten, die Den Grundfladen nidt pavallel ijt, jo wirh
baburd) bag Pridma in jwei Polyeder jzerlegt, von denen
jedesd ein {dhiefabgefdnittenesd Pridma Deipt.

3. a. Gin Pridma heift fenfredt, wenn bie Seiten:
Fanten auf den Grundfldichen fenfrecht jteben; andernfalls
heipt es fhief. Sm fJenfrechten Prisma jind die Seiten-
flachen und bie dburd) je zwei Seitenfanten gehenden Diago-
nalfdhnitte Redhtede; die Seitenfanten find gleid) ber Hohe.
Bwei fenfredte Pridmen, bie fongruente Grundfladhen und
gleiche Hohen haben, find fongruent; denn fie fonnen (gemdp
I. 7.a) jur Dedung gebradht werden.

b. Ein Prisma heift reguldr, wenn ed jenfredit
ift unbd regulive BVielecte ju Grundflachen hat. IJm reguldven
Prisma find alle Seitenfladgen fongruent und alle Dreifante
fongruent. Die Stvede wifdhen  den Mittelpunften ber
Grundfldchen it ben Seitenfanten pavallel u. gleich unbd heiht
pie A dhie ded vegularen Pridmas.

c. Sdneibet man den Dantel eined jentrechten Pridmas
ling3 einer Seitenfante auf, widelt ihn ald zujammenhangen:
pes Stiid von dem Prisma ab, und breitet ihn in einer
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Ebene aus, jo legen jich) in ber Nep- oder Abwidlungs-
figur die Grundfanten beiver Grundflachen je in eine Ge-
rade. Der Umrif der Abwidlungsfigur wird alfo ein Redyted,
deffen ecine Seite gleid) der Seitenfante, deffen anbere Seite
gleich pem Umfang der Grundfldde ijt.

d. €in €ylinder fann ald rvegulives Prisma an-
gejeben 1werden, bdefjen Grundfladhen unendl viele unendl.
tleine Seiten haben. Daher fann der Mantel des Eylinbers
gleich vem Prismenmantel abgewicfelt und in einer Ghene
ausgebreitet werden. Die Ubwidlungsfigur ijt (nad) ¢) ein
Redyted, defen eine Seite gleidh der Mantellinie, Hefien anbere
Seite gleid) dbem Umfang des Grundfceifes ijt.

4. a. Gin Brisma, vejjen Grundffachen Pavallelogramme
find (Fig. 42), Beift Parvalleliladh ober Spat (aud

7 ¢ Parallelepipedbon). LBon

IS feinen jed)s Fliachen, die alle Ba-
o e R vallefogramme jind, find je zwei

iy e i pavallel und fongruent. Jedes Paar

: 03 H'u ) pavalleler Fladen fann al8 Grund-

' Vi | flachen betrachtet werden. Bon den

_ |/ € wdlf SKanten find je vier pavallel

e und gleid). €8 {ind alfo brei ver-

& jhiedene Kantenlingen vorhanden.

Von jeder Cce gehen drei ungleiche
Santen aus.

b. Jwei Ccden eines Pavallelflahs, bdie nidht in der
nidmliden Flace liegen, heifen gegeniiberliegende Geen.
3u jeder Ecte it nur eine gegenitberliegende vorhanden.
sbhre Verbinbungsijtrede ift eine Diagonale. Das Pa:
vallelflad) hat vier Diagonalen, Bon diefen ift jede jugleid) Dia-
gonale in”gweien von den jeh)s Diagonalidhnitt-PVa-
vallelogvammen, und je jwei find Diagonalen in einem und
pemfelben Diagonalidhnitt. Hieraus folgt, baf fich alle viex
Diagonalen in einem Punft jdhneiden und gegenjeitig bal-
bieven. Diefer LPunft beift ber Mittelpunktt bes Pa-
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vallelflachs. (3. B. halbieren fid) in Fig. 42 AG und BH
geaenfeitia in O wegen Parallelogramm ABGH. CE gebt
ebenfalls durch O und wird in O halbiert wegen Parallelo:
gramm ACGE, u. i. f.)

c. Die Dreifante an den adt Gcden jtehen in bderjelben
Veziehung zu einander wie bdie adit von dret Ebenen ge-
bilbeten Dreitante (IL Anph. 27). Jusbejondere {ind bdie
Dreifante an jwei gegenitberliegenden Ecen fymmetrijd).

5. a. Gin fenfrechtes Pridma, Ddeflen Grundffdden
Rechtecke find, Bheift vedtwintliges Parallelflad
oder Quaber. Seine Flidhen und Diagonalidnitte find
(nac) 3. a) alle Rechtecte. Von den Diagonalidynitten find
ie zwei fongruent. Die vier Diagonalen find gleidh). Die
Dreifante an den adt Ccen find jamtlid) Oftanten.

b. GSind in einem Barallelflach drei von einer Cce
ausgehende Santen gleich, fo find alle wodlf Kanten gleid.
Dag Parallelflach ift alfo von lauter Rhomben umgeben und
beiit Rhomboedber. — Unter Rhomboeder im
engeren Sinn verfteht man ein joldes, peffen fechs Jthom:
ben fongtuent find. Die ywei gegeniiberliegenden Eden, in
beren alsbann drei gleihe Rhombenwintel zujammenitopen,
peifien Hauptecden, ihre Verbindungsjtrede heiht Haupt:
biagonale. Daz Rhomboeder heibt {pif oder ftumpi,
ie nacdhbem jene drei gleichen Winfel jpit ober jtumpf find.

c. Gin Quabder, ber zugleih Rhomboeder ijt, bdefjen
jechs Flachen alfo lauter Quadvate find, heipt Wiirfel
(auch Rubus ober vrequldres Heraeder). Sm Wiirfel
find alle fechs Diagonaljdhnitte fongruent.

6. 3wei Duadber find fongruent, wenn fie drei von
einer Gcfe ausgehendbe Kanten eingeln gleidh) DHaben (3. a).
Gin Quabder ift alfo beftimmt durd) dbrei von einer Cce
audgehende Kanten. Cin Wiirfel ift daber bejtimmt durd
eine Kante. — Der Wiirfel, deffen Kante gleidh ber Langen:
einfeit ift, witd als RKovpereinbeit oder Kubifeinbeit
beniipt. Unter dem Rauminhalt ober Kubifinbalt
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ober Bolumen eined Kirpers verfteht man bdie Babhl ber
Subifeinbeiten, die er faBt. Bwei Kovper, die aleidhen Raum:
inhalt haben, Heifien gleidh.

7—10: Pyramide,

7. a.  Zieht man nad) den Gden einez ebenen Vieleds
ABCD .. (%ig. 43) von einem
auferhalb feiner Ebene gelegenen
/i Buntt S Streden, und legt purd
\ je swei aufeinanderfolgende Strecen
eine Ebene, fo begrenzen bdie in

/ [l A L : : ;
AR\ diefen Cbenen liegenden Dreiecte ju-
f’* S e jammen mit bem DBieled ein Po-
---J{ L \\ : \,\ Iyeber, weldes PByramibde beift.
SN '&/%“5 b. €ine Pyramide ift aljo ein
B o Polyeber, Dbdeflen Oberflihe aus
PRI einem Bieled und ebenjo vielen

ig. 43.

Dreiecenn bejteht, ald8 bas Vielect
Seiten hat. Das BVieled heift die Grundflade, die
Dreiecte heifen die Seitenfladen, bdie Gejamtheit ber
Seitenfladyen bildet den Mantel ber Pyramide. Die Seiten
ver Grundfldche heifen Grundfanten, bdie iibrigen, von
S ausgehenden Kanten Seitenfanten. Die Gde S heift
bie Spife, die Cntfernung SP der Spisie von der Grund:
fldche die Hobhe der Pyramive.
c. Cine Pyramide bheift dreijeitig, vierfeitig
. |. w., wenn ihre Grundfldche ein Dreied, BVieved . §. w.
iil. — An jeder Grundecde befindet jih ein Dreifant, an
ver Spife ein Bielfant, und zwar ein n:fant, mwenn bie
Pyramide n-feitig ift. — Die dreifeitige PByramide beift
aud) BVierflad) (ober Tetraeder). Sm Vierflad) fann
jede Flade als Grundflacye, die ihr gegeniiberliegenbe Ccle
al3 Gpige betvachtet werden.
d. Jebe burd) die Spise gehende Sdnittebene fdhneidet
bie Pyramide nad) einem Dreiect. Snsbefondere ijt jeber
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burd) zwei Seitenfanten gehende Diagonaljdnitt ein
Dreiet.  Diagonalen befigt die Pyramide nidht. — Die
Sdnittfigur ABCD’ .. (Fig. 43) einer zur Srundfldche
pavallelen Schnittebene Heipt ein Parvalleljdhnitt. €3
wird (in B. 10. a) bewiefen werden, dap jeder Laralleljdhnitt
der Grundilade dbnlich ift.

8. a. @ine Pyramibe heipt vegulir, wenn die Grund:
fliche ein vegulives DBieled ijt, und die Spie auj ver Ge-
vaben liegt, die auf bder Grundfldcdhe in deren Mittelpuntt
fenfrecht ftebt. Qn o einer reguldren Pyramide {ind daber
bie Grundfanten unter fich gleich, und die Seitenfanten unter
fich gleig (L 12. b). Die Geitenfldchen find fongruente
gleicdhichentlige Dreiecte, und bie Dreifante an den Grund:
ecfen find fongruente gleichjchentlige Dreitante (IL. 8). Hier
aus folat weiter, daf das Bielfant an ber Spibe reguldr ift,
jomie daf bdie Seitenflachen und Seitenfanten je unter fid)
gleiche Neigung gegen die Grundflache haben.

b. Sindb in einer rveguliven bdreifeitigen Lyramide die
Seitenflichen gleidhieitige Dreiecte (und alfo der Grundflache
Fongruent), jo heift das Polyeder: reguldares Tetraever
ober Tetraeder im engeren Sinn.¥)

c. Schneibet man den Diantel einer reguldren Pyra-
mide lings einer Seitenfante auf, widelt ihn als jujammen-
hangendes Stitd von der Pyramide ab, und breitet in in
einer Gbene aus, fo evhdlt man al8 Nef- oder Abwid-
[ungsfigur ein BVieled von dev Eigenjdajt, dap eine Ede
pon allen iibvigen eine Entfernung gleich ber Seitentante hat,
und daf die Summe aller nicht an jene Ecke anftopenden
Seiten gleich dem Umfang der Grundfldde ifi.

d. Jeber Regel fann ald rveguldre Byramide ange:
jeben werben, deren Grundffdche unendl. viele unendl. Eleine
Seiten hat. Daber fann der Mantel bed Kegel3 gleid) dem

*) Sm folgenden wird unter Tetraebder jdhledtiveg — jtetd dad
veguldve Polpeder verftanden, wdhrend bdie allgemeine Ddreijeitige
Pyvamide durdy Vierflad bejeichnet wird.
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Byramidenmantel abgewidelt und in einer Ehene ausgebreitet
werden. Die Abwidlungdfigur ift (nad) ¢) ein RKreidaus-
jchnitt, deflen Halbmefjer gleid) ber Mantellinie, und bdejfen
Bogen gleidh dem Umfang ded Grunbdfreifes ijt.

9. Jevez Polyeder fann man von einem beliebigen, in
jeinem Jnnern liegenden Punft aus in Pyramiden jerlegen,
inbem man von bem Punft nad) faimtlichen Gclen Strahlen
sieht und den Puntt als gemeinjdajtliche Spige, die Strahlen
als Seitenfanten, bdie einzelnen Polyederflachen als Grund-
flicdgen der Byramiden nimmt. Die gemeinjdaftlihe Spise
tann aud) in etne Gde bes Polyebers verlegt werden.

10. a. ECine Byramide S, ABCD .. (Fig. 43, S.124)
witd durd) einen Paralleljdnitt ABCD’ . . in jwei Teile
erlegt, von welden der zwijden Grundfldade und Larallel:
jdnitt liegende Teil: Pyramidenvumpf heipt. Die
Letiteven jwei Fldaden, welde dbnlid) jind (7. d), Heifen die
Grundjladen, bie fibrigen, welde Trapeze find, Ddie
Seitenfladen, die Entfernung bder Grundfldchen heifit
pie Hihe des Pyramidenvumpfs, Die Pyramidbe, die den
Jampf sur gangen Pyramide ergdnst, Heifit jeine Crgin-
sungd-Pyramide.

b. €in Pyramivenvumpf Heift vegquldar, wenn er von
eiter  veguldven Pyramide abgefchnitten ift. JIm reguliven
Byramibenvumpf find bie Grundfldchen dhnliche vequldre
Vielede, bie Seitenfldchen fongruente gleidhjdhentlige Trapeze ;
bie Seitenfanten haben gleiche Liinge.

c. Cin Kegel wird durd) einen Parvallelfreis in einen
Kegelvumpf und deflen Crgdanungstegel zetlegt.
Der Grundiveis bes urfprimglidhen Kegels und der Pavallel:
freis Deifen die Grunbdfreife des RKegelrumpfes. Die
Stiide der urjpriinglichen Mantellinien zwijdhen den beiden
Grundireijen haben alle gleiche Lénge und heifen die Vean-
tellinien, bas Stid der Achie ywijdhen den beiden Grund-
treifen heifst die A hje des KRegelrumpfes. Der Adfenjdhnitt
ijt ein gleid)jchentliges Trapes, defien parvallele Seiten Grund:
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treis - Durdhmeffer, und Ddejjen Schenfel Mauntellinien find.
DieAbmwidlungsfigur ded Danteld eined Kegelrumpfes
ijt ein Sreidring - Ausjdnitt, welder die Differens ber Ab-
wicdlungsfiguren bes gangen Regels und bes Erganzungs:
fegels vorjtellt.

11—13: Prismatoid.

~11. a. Gin Polyeber, da3 begrenst ijt von zwei Delie-
bigen, in parvallelen Gbenen liegenven BVieleden ABC . . unbd
FGH . . (Fig. 44%), und auBerdem von [auter Dreiecen,
deven jeded mit dem einen Viel: o

et eine Seite, mit dem an- s
pern eine Cce gemein Dat, /I
heift Prismatoid. Die gwei (ol
Bielecte heifen feine Grund- , | \
fladen, die Dreiede feine f\| £
Seitenfldaden; dieSeiten N
der  Grundfldchen  beien /| \ '

Grunbfanten, die iibrigen .
Ranten — Seitenfanten. | .|
Hat die eine Grundflddhe m,
bie anbere n Seiten, o bat

pad Prismatoid m + n Seiten-
flichen und m + n Seitenfanten, und Heift (m + n)-fei-
tig. Die Cnifernung ber jwei pavallelen Grundfldchen
heigt die Hohe bed Prismatoids.

b. €in Prismatoid ijt dburd) die Gejtalt und Lage feiner
Grundffacdhen allein nidt vollftdndig beftimmt, bda die Cclen
nod) auf bie mannigialtigite Weije durd) Seitenfanten wver:
bunben werden — und aljo die Seitenfldchen nod) bie ver-
jhiedenartigiten Lagen haben fonnen.

c. Cine burd) bdie Mitte ber Hihe parvallel zu Dden
Grundilacdhen gelegte Ebene Dhalbiert jdmtliche Seiten-

&ig. 44.

*) Man denfe fidh) in Fig. 44 die von Puntt T audgehenden Linien
hinweg.
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tanten (L. 14. d) und erzeugt eine Sdhnittfigur KLM . .
(Fig. 44), weldpe ver Mitteljdhnitt ded Prismatoids
heigt. Der Mittelihnitt ift ein (m 4 n):-ed, defjen Seiten
pavallel ben Grunbfanten und gleidh ihren Halften find,
und defjen Winkel gleid) den Winfeln je zweier (in berfelben
ober in wverjdiedenen Grundfldchen [iegender) Grunbdfanten
jind (I. 4.b und L. €inl. 4.d). Unter bden Keilen an den
Seitenfanten fonnen {idh aud) einfpringende Keile befinbden.
Daber fann der Mittelfdnitt aud) einfpringende Winkel haben
(wie 3 B. an der €de L in Fig. 44).

12. Alle im vovangehenden betrachteten Polyeber tonnen
al3 Prismatoide aufgefapt werden. Beim Pyramidentumpf
fallen je jwei Seitenfladjen in eine Ebene und bilden ju-
jammen ein Trapey; ebenfo beim Pridma, wo je zwei Seiten:
flachen ein Parallelogramm bilden. Vei der Pyramide ijt
eine Grundflache des Pridmatoids su einem Puntt (Spite)
sujammengejdyrumpft.

13. €in Prismatoid heift reguldr oder eine Trom:
mel, wenn fjeine Grundfldchen fongruente vequldve Bielecte
jind, beven Wittelpunite in einer Senfredhten ju den Grund:
flddgen liegen, und die um einen Halben Bieledszentrimintel
gegen einanber verdreht find, jo daf die im Bicdzad laufenden
Seitenfanten fongruente gleidhjdentlige Drefecte als Seiten-
flachen einjdhliegen. Der Mittelfhmitt ift ein vegulives
Bielect, bas doppelt jo viel Seiten hat ald eine Grundfldche.
am 2n = jeitigen vegul. Pridmatoid ift ber Mitteljchnitt ein
requl. 2n=ed.

14—16: Die veauldven Polyeder.

14. a. Gin Polyeder heipt regqular (im engeren Simnn),
wenn alle jeine Flachen fongruente vequlire Vielede jind
und an allen jeinen Cden fidh) fongruente veguldve Bielfante
befinden. €3 jind aljo aud) alle Kanten eines joldhen Poly:
eberd, alle Wintel und alle Keile je unter fid) gleich. Unter
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ben bisher betvadyteten Polyedern treffen bdiefe Cigenfdhaften
su beim Wiirfel und beim reguldren Tetraeder.

b. Die Bielfante an den Ecen eined reguldren Poly-
ederd fonmien blof Dreifante oder Vierfante ober Sinfante
jein. Denn die Summe der Seiten eines Vielfants mug << 4 R
jein (IL 17. b). ©edsfante find daher jdon unmiglich,
wenn bdie Fladen vegul. Dreiede fein follen (weil 6. 3 R
=4 R). Nod) weniger wiven fie moglich, wenn bdie Fliachen
Quadrate, vegul. Finfede u. . w. fein jollten.

Die Fladen eines veguliren Polyeders Fonnen blof
vegul. Dreiecte oder Bievede ober Finfede fein. Denn regul.
Sedsede find jdon unmbglidh, wenn an den Geen fich blof
Dreifante befinden follen (weil 8. 4 R = 4 R). Nod) weniger
wdren fte miglid), wenn fid) an den Gden Bierfante, Fiinf-
fante u. §. w. befinben follten.

c. Sind nun bie Flachen regul. Dreiecfe, fo finnen bie
Vielfante entweder Dreifante odber BVierfante oder Fiinf:
fante fein. Sind bdie Flachen vequl. Bievece ober Fiinfece,
jo Ednnen bie BVielfante blof nod) Dreifante fein: benn ein
Bierfant hatte fhon bei BVieveden eine Seitenfumme = 4 R,
©8 fann demnad) nur fiinf reguldrve Polyeder geben:

I. Dasjenige mit Dreiecten und

«) Dreifanten heiBt vegul. Tetraeder (- Bierflad),
B) Bierfanten — regul. Oftaeder (- Adhtilad),
y) Fiinflanten — vegul. Jfofaeder (- Bwanzigilad).

I1. Dasjenige mit Vieveden und Dreifanten heifit requl.
Deraedber (-Sedsflad), Wiirfel).

III. Dasjenige mit Fiinfeden und Dreifanten heift requl.
Dobefaeder (=3wblfflach).

15. Diefe 5 veguliren Polyeder (aud) pythagord-
ifhe oder platonifde Kovper genannt) find in Fig. 45
abgebilbet. Tetvaeder (Fig. a) und Heraeder (Fig. b) wurden
in 8. b und 5. ¢ bereitd befprodhen. Sum Berftindnid von
Oltaeder (Fig. ), Dodefaeder (Fig. d) und Jtojaeder (Fig. e)
migen folgenbe Bemerfungen dienen:

Rommerell-Daud, Stereometrie. 7. Hujl. 9
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a. Dasd Oftaeder (Fig 45. ¢) fann aufgefapt werden
— entweder ald reguldres fjecdh3ieitiged *Pridmatoid, beffen
Seitenflachen regul. Dreiecte find, ober al8 Dbeftehend aus
swei fongruenten rveguldren wvierfeitigen Byramiden, welde
die quabdratifche Grundflache gemeinfam bhaben, und bderen
Seitenjlacdhen regul. Dreiecde find.
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Fig. 45.
Die fiinf reguldren Polyeder.
a. Tefraever, b. Deraeder, c. Dftacder, d. Dodefaeder, e. Jfojacber.

b. Sept man an jede Seite eines regul. Finfeds ein
ihbm fongruentes rvegul. Fiinfed an, und 3war jo, daf von
pen angejehten fFiinfecten je szwei benad)barte mit einer Seite
an einander ftofen: jo entjteht ein RKorb-dhnliches Gebilbe
(Fig. 45. d). Das erjte Fiinfed bilbet ben Boben, bdie fiinf
angejeBten Fiinfede bilben bie Seitenwinbe des Korbes, ber
Rand ijt eine Jidzadlinie. Wiirbe man die Jaden gerad:
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linig abjdhneiden, jo wiivde ein veguldver fiinfjeitiger Lyra-
mibenvumpf bletben. Nimmt man nun jwei joldhe, einander
tongruente $orbe und bringt fie in eine devartige Lage, daf
vie Jaden bed einen in die Cinjdnitte bed anbern eingreifen,
bag alfo bie swei Jidzadlinien fich decden: jo entfteht ein Dobe-
faeder. — Cin Dodbefaedber fann angefehen werben ald be-
jtehend ausd einem reguldren zehnieitigen *Prismatoid und jwei
fongruenten reguldren fitnfjeitigen ‘*Byramidenviimpfen, von
penen jeder mit dem Pridmatoid eine Grundflde gemein hat.
(Die zwei Byramidenritmpfe wurben jdhon oben ermwahnt;
werben jie vom Dobefaeder wegaenommen, jo bleibt in ber Mitte
pa3d Pridmatoid, defjen Seitenflidhen von den abgejhnitienen
Baden der jwei Korbe, und defjen Grundfanten von Fiinf-
ectsbiagonalen gebilbet werben.)

c. Nimmt man ein reguldres zebhnjeitiges PBridmatoid
(Fig. 45. e), defjen Seitenjlichen vegul. Dreiecte {ind, fermer
ywet reguldre fiinfieitige ‘Pyramiden, bderen Seitenflachen
ebenfalls vegul. Dreiede, und beven Grundilddhen mit den
Grundfldden des Prismatoids fongruent find, und fest auf
jebe Grundfldde des Pridmatoids eine der Byramiben auf,
10 hat man ein Itojaeber.

16. Auper den veguldren Polyedern jind nod) zu er-
wabhnen die halbreguldrven Polyedber, von bdenen e3
gwei Gattungen giebt, namlich:

a. gleidhedig=Halbreguldare Polyeder (aud
Archimedijdhe Polyeder genannt), b. j. jolche, bderen
Fladen reguldave LVieledte von jwei- ober dreierlei Art, und
peven BVielfante jamtlich entiprechend:gleid) (aber nidht vegu:
[dt) fin,

b. gleidyfladig=halbregulire Polyeder, b.
. folde, an veren Cden jich veguldrve Bielfaute von wei:
ober Dreierlet Avt befinden, und deven Flachen famtlich fon-
gruent (aber nidht veguldr) {inb.

93\"4
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B.:Belhxilale.

1—5: Allgemeine Polyederfike.

€ehriay 1.

Culerjdher Lehriat: Bezeidhnet man bdie
Anzahl ber Ccden eined Polyederd mit K, die der
Fladhen mit F, dbie ber Ranten mit K, fo ift:

E+F=K+ 2.

Beweid. Dlan denfe {id) Jamtliche Ccden desd Polyebers
(Fig. 45. e, ©. 130) burd) einen aus lauter Kanten jujammen-
gefessten polygonalen Sug 1 23 ... 12, der {ich nicht felbit

. burdhchneidet, verbunben (vgl. IIL. €inl. 1. b. Anm., Be:

bingung 1). Bejteht biefer Jug aud k, Kanten, jo ift:
B=k 4 1. (1)
Sit k, bie Anzahl der nidht bem Buge angehirigen Kanten,
jo ijt: :
ey Erkor=I" (2)
Man denfe fih hievaui die Oberflacdhe bed Polyeders lings
jened SKantenjuged aufgejdnitten und in einer CEbene ju
einem Nebe (Fig. 46) ausgebreitet (vgl. 1IL Einl. 1. b. Anm.,
Bebingung 2). Dann [aft fid) leidht zeigen, daf in der Nep-
figur ftet3 bie Anzahl F Der Fliden um 1 gréfer ift als
pie Anzahl k, ber Kanten, in denen bdie Fladhen nod ju-
jammenbdangen. Ausd den in IIL Ginl. 1. b bejprocdhenen
Cigenjdaften einer Nebfigur folgt ndmlich, da die Nesfiqur
betrachtet werben fann al8 ein Band von einfadh an ein-
anber geveibten Fladen, von denen unter Umftdnden Seiten:
dfte abjweigen, die ebenfalls eine cinfacdje NReihe von Flidjen
bilben; von den lepteren fimnen dann wieber Nebenzweige
abjweigen, 1. §. f. Denft man {idh nun dad Hauptband von
veflen dufieriter Flache bis sur lepten bdurdhlaufen (Weg
abede in $Fig. 46), fo ift bie Unzahl ber durdhlaufenen
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Fliahen um 1 groBer ald bie Anzahl der itberfdrittenen
Ranten. Belduft man dann :

nod) vom Hauptband aus bie
einzelnen Seitendjte (Wege
bf, cg, dhi), und von diefen
aud — beren Jlebenzweige
(Weg hk): fjo ift die An:
sahl ber neu hingufommen-
ben Flacen jebesmal gleich
ber Anzahl der neu iiber-
jchrittenen Kanten. €3 ift
jomit bie Wnzahl der im
gamzen belaufenen Fldden
um 1 groBer al3 die An-
2abl ber im gangen iiber- _.";’
jehrittenen RKanten, b. §: Sig. 46. e

4

F=k 41 (3)
Abbiert man (1) und (3), fo folgt mit BVeriidfichtigung von (2):
E+F=K4 2.

A nm. DObiger Lehriap gilt fiir alle gewdhnliden Polheder
(val. IIL. €inl, 1. b, Anm.). Auf ein aufergewdhnlichesd Lolyeder
exfteett fich ber Beweid junddjt nicht. Dody giebt ed auch unter ihnen
+Culeride Polpeder”, d. b. jolhe, filr welde der Saly gilt.
Dad Borhanbenjein von mehriad) zujammenhingenden Fladhen und dad
Meprfadhzujammenfhingen der Gefamioberfliche (IIL. Einl. 1. b. Annt.)
fann ficd) ndmlicdhy unter Umitduden fompenfieren. 8. B. ijt fiir ein vdhren-
formiged Bridma, bdeffen Grundfldche durd) Fig. 47 vorgejtellt wird:
E=16, F = 10, K = 24, folglich die Gulerjche Gleichung sutref-
fend. — Der Sap famt BVeweid fann leidht vevallgemeinert
werben, fo daf et fidh auf jamiliche Rlaflen von Polyedern erftrectt:
Xt e8 namlich nidt moglid), die Eden eine? Polyederd ourd) einen
einzigen Rantenjug zu verbinben, fo nehme man mefrere getrennte
Rantenziige. ©Sdnetdet man hHievauf die Polpeberoberfldche nach bden
Ranten diejer Biige auf, und wird dbaburd) der Jujammenhang der Lber-
flache nod) nicht in der vt geldft, daf ein Audbreiten zu einem ebenen
Nep moglich ift, jo jchneide man nachivaglichy nodh) nach weiteren Kanten
auf (jedbod) nur nacy Jo vielen, daf man ein qud einem einzigen Stiid
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bejtehended Mep erhdlt). Sit mun z die nzahl der Kantenziige, s bdie
Anzahl dber Kanten, die nacdhtvdglich nod) durchjchuitten werben muften,
jo laft ficd) leicht auf dhnliche Weife wie oben zeigen, daff jebergeit:
E4+B=K42z—38 |1
ifft. Ein Polyeder ift mun ein Euleridhesd, wemn
Z 8 =1
ift. Bei den gewdhnliden Polpedern it z =1, s = 0. Bei

. dem oben ermdfnten Beijpiel eined aufergewdhnlidien Polyedersd ift

= e i —al

Sehriaty 2.

Bejeichnet man die Anzahl aller Vieleds:
winfel eines Polyeders mit W, die Anzahl
per Ranten mit K, fo ijt:

K=1W,

Beweid. Denft man fidh jamtliche Flahen eingeln von
pem Polyeber abgehoben, fo ift in jeder die Anzahl der Winkel
gleid) ber Anzahl der Seiten; die Gefamtanzahl der Winfel
ift aljo gleih ber Gefamtangahl der Bielecffeiten. Denft
man fid) bann bie BVielede wieder auf dad Polyeder auf-
gelegt, fo veveinigen fid) je zwei Bielecfeiten su einer
RKante, wdhrend die Anzahl der Winkel unverdndert bHleibt.
Somit ift: K = 1W,

Bujas. Da K immer eine gange Bahl ift, jo muf W
immer eine gerabe Bahl fein. Daher fnnen bei einem Polheber
Slachen von ungevaber Seitenzahl oder Ecen von ungevaber
Santenzahl nur in geraber Anzahl vorfommen.

Sehrial 5.

Hat ein Polyeder E Eden, und betragen alle
jeine Bieledswinfel zufammen N Redite, fo ift:
N=4(E—2).

Beweid. Die Oberflidhe bdes Polyebers enthalte z,
Dreiede, z, Bievede, z, Fimfede u. . w.; dann ift (mit
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Beniipung ber Begeidnungen bder vothergehenden Siibe):

AP g/ S A =F,
und
Sy o By A = W
= 2K (I1L. 2).

Nun betvagen die Winkel eines n-eds: 2(n—2) Redyte,
aljo ift:
N =2 [zﬂ(ss—z} SRy g g P ]

= 2 (Sz:s gk gk ) e 4(:"3 + 7, 7y ok )
= 2.2K —4F

AR FY,
ober, ba (nach III. 1) K —F=E — 2 ijt:
N=4(E—2).

Fujat. Bermitteld der (unabhiingig von Qefhr]. 1 be-
wicjenen) drittlepten Gleihung: N = 4 (K — F) exgiebt fich ein
stoeiter Beweis fiiv Lehrf. 1. Projiziert man namlich dad Po-
{yeder auf eine Gbene, die zu Feinev feiner Flddjen fenfrecht ijt,
io ift bie Projeftion eined n-edd wicder ein n-ed; daber ift bie
Sumime aller Bieledswintel ded Polyeberd gleid) der Summe
ifrer Projeftionen. Fallen nun bdie Projeftionen von eq SBolyeder-
ecfert auf dem Umfang der Projeftionsfigur, und bie Rrojeftionen
von e @cfen ing Sumere berfelben, fo ijt bie Summe aller
Bielekstointel der Projeftionsfigur = 2. (6. —2)2R + ¢.4R
= (eu +&—2).4R = (E—2)4R; baber it: (E— 2)4 =N
—4(K—F), ober: E+F=K+ 2. — Diefer Bet. erjtvedt
fich jedoch) nur auf fonveye Polheder (vgl. ITI. @inl. 1. b. Anm.).

gehrfafy 4.

Fltcgen Ecden RKanten

a. Das Tetraedber hat . . 4 4 6
bt rriGeracheni s Aiaga gl 36 8 12
e ~OE i ttue bEr £l gnu S IHHHS 6 12
d. . T Dobvelaeders, el 12 20 30

o oS tojaebers GEe T Tl 12 30
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Beweis. Das Dodefaeder (weldes als Betfpiel bieren
mag) bat S-ede und B-fante. Da in jeder lade 5 Kanten
liegen, aber jedbe Rante zweien Flichen sugleid) angehort,
jo ijt:

5F

K = '2' Uber: F = E K.

Da ferner von jeder Ece brei Ranten ausgehen, abet jebe
Kante jweien Cden jugleidh angehort, fo ift:

Ee="" b Beik.

i

Set man nun biefe Werte von F und E ein in bie fiit
alle Polyeder geltende Gleichung :
B4+ B =K+ 2 02 il

jo folgt:
tK+32K=K 4 2,
woraus :
K =30
F=2.30=12,
E =2%.30=20.

Vei den iibrigen Polyebern find die Sdlitife analoy.

Bufap. Man bemerte, daf Degaeder und Dftaeder gleidye
Santenzahl DHaben, und daf bdie Edenzahl ded einen gleich der
Sladenzahl bed anbern ift. Man nennt baher biefe zivei regul.
Polpeber eitander 3ugeordnet ober ¢ eziprof. Ausd bem
ndanlidien Grunde find Dodefacder und “iojaeder einanber ju-
geordret. Dad Tetraeder, defjen Gdenzahl gleih der Fladen-
sabl ift, ift fich felbft zugeordmet.

fehrfat 5.

Um jedes vreguldre Polyeder und in jenes
veguldre Polyeber [dht fidh eine Rugel be-
jdreiben; beidbe Rugeln jind fonzentrifid.

Beweis. €3 feien P und Q (Fig. 48) die Mittelpuntte
gweier benacdybarten Flachen eines veguldren Polpeders; M
fei ber Mittelpuntt der Rante AB, in ber fie an einanber
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itogen. Erridhtet man auf den jzwei Flachen in P und Q
die SGenfredhten, fo miifjen diefe fich jhneiden, da fie (nadh
I. 8. a und ¢) beide in ber Miftellotebene von AB (€bene
burd) MP und MQ) liegen. Der Sdnittpunft O bhat nun
(nad) L. 12. b) von famtlihen Cden der jwei Flachen gleidhe
Entfernung, ift folglich der Mittelpuntt ber diefen zwei Fladen
umbejchriebenen Kugel. Fieht man
ferner OM, jo ift A OPM £ 0QM
(weil PM = QM), folglih ift OP
= 0Q. Punft O hat alfo aud) von
pen zwei Fldden gleide Cntfernung.
— 3t bievauf R der Mittelpuntt
einer dritten Flache besd vegul. Po-
Iyeders, welde mit ber Flacdhe P
bie fante CD gemein bhat: jo ift
ba3 aud ben Flacdhen P und R be:
fteende Gebilbe bem aus den Fladen
P unb Q bejtehenden Gebilbe fongruent. Daher mup aud
bie ben Fladhen P und R umbefcdhriebene Kugel den gleichen
Halbmeffer — und ihr Mittelpuntt O’ die gleiche Cnifernung
von beiden Fladhen haben wie bei bem erjten Gebilbe. Nun
liegt O’ wieder auf ber in P ervidhteten Senfredhten, alfo
muf, weil PO’ = PO ijt, O mit O zujammenfallen. — Jn
gleicher Weife fann man dann ju einer vievten Flade u. {. f.
fibergefen und der Reihe nad) beweifen, dap bdie juerft gefun-
pene Sugelflache aud) dburd) jamtlidhe iibrigen Eden ded Po-
[yebers gebt, fowie bap ihr Mittelpuntt von jdmtlichen
Jlachen gleid) weit entfernt ift, bdap folglih eine aus O
mit Halbmejfjer OP bejdhriebene RKugel {damtlide Flacen
berithrt.

Bufap. Die einbejdhriebene Kugel beriihrt die Fldden in
thren Pittelpuntten.

&ig. 48.
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4l 6—16: Berednung von Prisma, Pyramide, Prismatoid, u. [. w.
i Sehria 6.

Die Jahl der Kubifeinheiten, bdie ein
1l Quabdber enthdalt, ift gleidh bem Produft aus
ven Jahlen ber Sdngeneinheiten dreier von
| einer Cde andgehenden Kanten.

! Beweid. Die Jahlen ber Lingeneinheiten der drei Kan-
fen feien 1, m, n; bie Lingeneinbeit fei fo flein qemwdblt,
bag 1, m, n gange Babhlen feien. Daz Redted mit den
Kanten m und n (Fig. 49), bas als Grundfldche angejehen

| 2 e werde, enthilt mn quabdratifdhe

| /_ e / Fladeneinbeiten. Denft man fid
| - "':_-—_—___ J// auf jebe berfelben eimen Wiirfel

—l— —_-_-—ﬁ"—.|/ gleich ber Rubifeinbeit geftellt, fo

f|h-—'--_—_—_%_-_%_-:.-_-:-.—i r bilbet die Gejamtheit diefer Wiirfel

— e Al einen TeilQuader Q, defjen Hihe
___|____.l__T_.|\.__i4L/' eine Xingeneinheit, und beffen Jn-

Fig. 49. balt mn Kubifeinheiten betrigt. Teilt
man nun Ddie bdritte Kante in 1 Lingeneinheiten und legt
ourd) jeden Teilpunft einen Parallelidhnitt, jo wird dbabdburd
it ber urjpriinglide Quader in 1 Teil-Duaber geteilt, die alle

[l vem Quader Q Ffongruent find (IIL. €inl. 6), aljo je mn

il (i1 RKubifeinheiten enthalten. Folglid) enthalt ber ganze uripriing:

| [} lihe Quaber 1. mn Kubifeinbeiten.

5'!i Bujaph 1. Riivger dritdt man den Lehrf. fo aud: Dex

i Snhalt eined Quabdersd ift gleid dem Prodbuft aus

hif 81 brei bon einer Gde ausgehenden Ranten. Bejeichnet

Il man alfo den Jnhalt mit K, die Rantenldngen mit 1, m, n, jo ijt:

1 K =l m.n.

|

1

|

[

|

!

1 Bujah 2. Jijt a die Lante eined Wiirfeld, fo ift (nadh
' Buj. 1):

K = a®.
Sit bie Langeneinheit dad Meter, jo ift die Rubifeinbeit das
Rubifmeter; da feine Kante 10 Degimeter enthilt, fo enthalt das
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Qubifneter 1000 Rubifbezimeter, ebenjo dad Kubitoezimeter 1000
Subifcentimeter u. f. 1.

Anm. Der in Buj. 1 audgefprodene Sap ijt jundcyft mur fitr
ben Fall Betwiefen, dafy 1, m, n gange Bafhlen find; e ift jedoc) auch
fitr den Sall von gebrodhemen und von irrationalen Bablen giiltig.
Sind ndmlidy 1, m, n wurfpriinglich gebrochene rationale Jahlen,
fo fann man bie Qéngeneinfeit ftetd nachtvaglidy fo Ilein iwdhlen,
bafy die Mapzahlen fiir die Kanten ganze Bahlen werden. Jijt 3 B.

[ L £ (i n Fovs -
—_— § ] [ E]j : —_ 3 i i
1 10 Willinn, m 10 tillim., n 10 Milline., jo wdhlt man
ein Behnteldmillimeter ald Langeneinfeit, und hat dbamn: K=1T.m .n
fub, - Behuteldmillint. = [rl{t::]l.Jn fub. - Millim. (nady Juj. 2) =
L om W ob.-Millin. = 1.m.n Kub.-Millim. — Sind ferner
1019 : ' ; d

], m, n iccationale Saflen, und liegt 1 stoifdjen den jwei rationalen
Baflen I und '¥), ebenjo m zwifhen m und m‘, n zwijden n und
n's fo muf K jwifden den gwei Wevten Lma und m'a’ [iegen ;
swifchen denfelben Werten liegt aud) dad Produft Lm.m. &3 tdmnen
nun bie zivei Sahlen I und I, m und m’, n und n' einanber gany be-
liebig mnahe gemommen twerden, fo baf ber Unterfchied zwifchen Dden
awei Werten Ly und [m'n’ beliebig flein ird.

gehrjaty 7.

a. Qebed {diefe Prisdma ift gleid einem
fenfredten Pridma, bdeffen Hobhe gleid) berx
Seitenfante, und deffen Grundflade gleid) bem
Querfdhnitt besd {dhiefen Prismas ijt.

h. Sebes Parallelfladh wird durd einen
Diagonalfdnitt palbiert.

Beweis. 2. Dasd jhiefe Prisma fei ABC.., ABC ..
(Fig. 50). Bwei gu ben -Seitenfanten AA‘, BB, .. fent:
redhte Gbenen, Deren Cntfermung = AA‘ ifjt, mbgen ben

Prismenmantel, begw. bdeffen Verldngerung nad ben Biel:

N SiteB 1= \,f"z — 141421 .., jo liegt 1 zwijcdhen Den ziwei
vationalen Saflen [ = 1,41421 und [ = 1,41422.
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eden DEF.. und D’E‘F’.. jdneiden; dann ift DEF. .,
> D’EF’.. bas fenfrechte Pridma, bdefjen

4 ,7 - Dibe gleih ber Seitenfante, und bdefjen
\ Grundldce. gleih bem Querfdnitt bes
5 ihiefen Pridmas ift. Nun ift DD = AA’,
ZiC e alfo aud) AD = AD, ebenjo BE = B/EY,
Foa CF = CF“, u. {. f.; ba bdiefe Streden
auf den fongruenten Bieleden DEF . . und
D’EF’. . fenfredht ftehen, fo Eonnen (ge-
mig L 7. a) bie zwei Polpeberjtiicte
DEF.., ABC.. und D'E'F“.., A‘B/C. .
jur Dedung gebradht werben und find
Zhot ity olfo gleid).  Fiigt man s jebem bas

P e Stiid DEF .., A‘BC’ .. binzu, o folgt :
(Rt Prisma ABC.., A‘B/C’.. = DEF..,
&ig. 50. DETF. ..

Anm. Collte ed8 nidht mdglich fein, einen Suerjdnitt DEF . .
su legen, der gang innerhalb ded jdhiefen Pridmas fillt, jo bringe man
beidbe Querjdynitte DEF . . und D'E‘F’ . . an der Berldngerung besd
Pridmenmanteld an. Dad jdyiefe und bas fenfrechte Pridma ftellen fich
dann a8 Differenzen gleicher Lolhederjtiice dar.

b. Jft ABCD, A'‘BC‘D’ (Fig. 51) ein fchiefminfliges

¢ ‘Parallelflach, und ift EFGH ein ur

e e 4 Rante AA‘ fentrechter Querjdnitt

: | besfelben, jo it EFGH (nad) I 2)

ein Parallelogramm, das durd) bie
1%  Diagonale FH in jwei fongruente
¢’ Dreiede zerlegt with. Nun find

’/ (nach) a) die zwei jchiefen breifeitigen
L;—*; Prismen ABD, A‘B'D’ und CDB,
4’ C'D’B’, in bie bad Barallelflach
Fig. 51. burd)y den Diagonalihnitt BDD’B-
serlegt wird, eingeln gleich den jenfredhten Prigmen, deren
Grunbflachen jene jwei fongruenten Dreiecte, und deven Hihen
gleih) AA“ find. Diefe fenfrechten Prismen aber jinb fon-
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gruent (nady IIL. Ginl. 3. a); folglid) find aud) bie jdhiefen
Pridmen einander gleid.

fehrjaty 8.

a. 3wei Baralleliflade, die eine Grunbd-
flade gemein haben, und beven andere Grunod-
flahen in Derjelben Cbhene liegen, find gleid.

b. Seded Parallelflad [daft fidh in einen
Quabdber von inhaltdgleiher Grundilide unbd
gleidher Hobhe vermandeln,

¢e. Der Inhalt eines Prismas ift gleid
bem Prodbuft ausd Grundflade und Hohe.

Beweis. a. ABCD (Fig. 52) fei die gemeinjdajtliche

(v':r

/

..\ .U

\iiz

A T S

A 7
Fig. H2.

Grundfladpe der wei Paralelffache, A’B/C’‘D’ und A“B“C“D”
jeten Die wei andern Grumdflichen, bie in der ndmlidjen
Gbene liegen und fongruent find. Verlingert man bdie Seiten
A‘D’, BC’ wnd B*A¥, C“D“ bi3 zu ihrem gegenjeitigen
Sdnitt, o entjteht in derjelben Ehene ein drittes Larallelo:
gramm A“B“C/D*, bas mit den pwei vorigen — und
aljo aud) mit ABCD fongruent ijt. Weiter find Ddie Ber-
bindungsftreden der entfpredhenden Eden von 1 AN I L B
und ABCD parallel, (benn es ift 3. B. AA“ | BB, weil
AB 4 A“B#), Daber ift ABCD, ABC”D" ebenjalls
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ein Parallelflad. — Nun jind die zwei dreijeitigen Pridmen
AA‘A, BB‘B” o DD’D*,CC/C gleid), da fie zur
Decdung gebrad)t werben fonnen, (denn bringt man bie fongr.
Grundflacdhen AAA und DD'D sur Decung, fo miijjen
fidh, nach IL nb. 27, aud) bie Seitenfanten beden). Sub-
trabiert man jedes diefer bretjeitigen Pridmen von dem wvier-
jeitigen Pridma ADDA’, BCC/B’, fo bleibt: Baralelflad
ABCD, A“B“C“D** = ABCD, A‘B‘C’'D’. Gbenjo beweijt
man, dap ABCD, A“BC“D** = ABCD, A“B“C“D“ ijt.
Folglidh ift audy ABCD, A‘B‘C‘D‘ = ABCD, A“B“C“D*.

b. ABCD, EFGH (Fig. 53) fei ein jdiefwintliges Pa-
7 7 vallelflach. Crridhtet man auf dex
A Cbene be3 als Grundfliche be-
tradyteten Parallelogramms ABCD
in A, B, C, D bie Senfredten,
welde die Cbene EFGH in 1, K,
L, M {dneiven, jo entfteht ein
neued Parallelflach ABCD,IKLM,
pag (nad)y a) gleih Dbem ur
jpriinglichen ijt. Betradhtet man
bievauf ABKI al8 Grunbdildche
ek pes neuen Parallelflachs und er-

Sl e vidhtet auf der Cbene ABKI in A,

B, K, I bie Senfredhten, welde die €bhene DCLM in O, N,
P, Q jdneiden, fo entjteht ein dritted Varallelfladh ABKI,
ONPQ, pa3 (nach a) gleidh Dem vorigen und alfo aud
gleid) bem uripriinglichen ift. Diefes bdritte Pavallelflady ift
aber nach bder SKonftruftion ein Duaber. Betradhtet man
in ipm ABNO al3 Grundflade, fo ift bdiefe gleih bder
Grundilahe ABCD bed urjpriinglichen Parvallelflachs, und
e3 find bie zugehirigen Hohen in Duaber und Parallel:
flady gleich.

¢. Die Grundilihe ABCD bdes Parallelflachs ABCD,
EFGH (Fig. 53) jei = G, bdie zugehdrige DHohe = h;
dann ijt:

K
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Barallelfl. ABCD, EFGH = ABNO, IKPQ (nad) b)
= AB. AO. Al (III. 6)
=

Solglich it der Saf bewiefen fiiv ein Parallelflad.

Hat man ferner ein dreifeitiges Pridma, dejjen Grund-
flache = G, Hihe = h ijt: jo ergdnze man dasd Pridma jum
Pavallelflach, inbem man jeine dreiectige Grundfldcde zum
Parallelogramm erginzt. Das leptere it dann = 26, folg:
lid) pag Parallelflah = 2G.h. Der Jnbalt desd breijeitigen
Prismas ift aber halb jo grof (L 7.Db), alfo = G&.h.

Gin mebrieitiges Pridma endlih, bdeflen Grvundilide
= G, Hibe = h, Snbalt = K ift, [aft fih dburd) Diagonal:
jhnitte, bie durd) eine Seitenfante gelegt werben, in lauter
breifeitige Prismen von ber Hohe h zerlegen. Sind nun
g, 83, Sg - - - ihre Grundflacden, k,, k,, kg ... ihre
Snbalte, fo ijt:

K=k, +kq+ ks +...
=g1h+geh—l—g3h—f—...
=g, +8: +8g;, +...)h
= G h.

Bujab 1. Demnady find zwei Prismen gleid), wenn fie
gleiche Grundflichen und gleiche Hohen haben. — Bmwet Prigmen
yon gleichen Grundffiichen verhalten fih twie ihre Hohen, wnd
swei Prismen vou gleidhen Hoben verbalten fid) wie ihre Grund-
flachen. — Jn et gleichen Prismen verhalten fich die. Grund-
flichen wmgetehrt wie bdie Hopen; und: verfalten fich) in gwei
Rrizmen die Grundflachen umgetehr wie die Hihen, jo find fie
gletd).

Bufab 2. Der Inbalt eines Prismas ijt gleidy dem Pro-
butt aud Quecfhnitt und Seitenfante (LLL 7. a).

gehrjat 9.

Xt der Halbmefier eined Cylinderd =r,
jeine Hohe=h, jo Ut
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a, dber Jnhalt: = 1mh,
b, ber Mantel: M=2rx=h,
¢. die Oberflache: - O=2rxm(r +h).

Beweid. a. Der Cylinder fann als Prisma betradtet
werben, deffen Grundfldde = rin ift (IIL. Ginl. 3. d). Daber
ift fein Jnbalt (IIL 8. ¢):

K =1r*zh.

b. Der Mantel ift (nach) 1. Cinl. 3. d) gleidh einem
Redyted, defjen eine Seite — 2rx, deflen andere Seite — h
ift; folglidy ijt:

M=2rnh.

¢. Die Dberflade jest fidh sujammen aus dem Mantel

und den zwei Grundfveifen; folglich ift:
O=2rnh + 2rx%
=2rn(r+ h).

Bujag 1. Die Dberfliche eines Chlinders ift (nad) ¢) gleidh
vem Mantel eined um den Halbmefjer erhihten Cylindersd. — it
bet einem Eylinder die Hihe gleid) bem Halbmefjer, fo ijt jein
Mantel gleich) der Summe der zwei Grundfldchen ober gleich ber
Hilfte der Oberfliche.

Bujap 2. Begeihuet man bei einer cylindrijden
Ribhre die Hohe mit h, die Halbmefjer der 3ivei fonzentrijchen
Grundiveife mit R und r, die Dide mit d, fo ift der (maffive)
Snbalt ber Rihre:

K=R'—r’)7h = R+r)(R—r)xh
= (2r + d)dxh.

$ehrja 10.

a. Jeber Parallelfdhnitt einer Pyramide
tjt ein ihrev Grundflade dhnlihes Vieled.

b. Parvallelfdhnitt und Grundiflade ver-
balten fid) u einanber wie dbie Quabdrate ihrer
Cntfernungen — obder bex ECntfernungen ent-
ipredender €den — von der Spige der By-
ramibe.
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Beweiz. a. Die Pyramidbe fei S,ABCD . . (Fig. 54),
per Bavalleljhmitt jei A‘BCD’...

Nadh 1. 2 find je swei entfprechende i

Seiten ded Varalleljchnittes und ber AN
Grundflade parvallel, daber (nad) '-.,\-._\

L. 4.b) je zwei entjprechende Win- e

fel gleidh. Ferner folgt aus ber AfZAp U
analleliidt bor Soiten: DL BB /A

e o A
il o0 OD oy s e op

= b e T

swet Bielece haben aljo die Wintel
eingeln gleid) und die entjprechenden
Geiten proportioniert, jind folalidy dhnlich.

b. Sind SP und SP’ bie Entfernungen der Spige von
¥ R o
SA — 8P
(I. 14. 3. 3). Pa nmun ABCD‘. . ABCD .., jo ijt:
ABOD . T ABE T BT RPT
ABCD o AR R

Bufap 1. Beide Sie bleiben giiltig, awch wenn die mit
ber Grundilache pavallele Schnittebene nicht bdbie Kanten jelbit,
jondernt Deren Verldngerungen itber die Spie {dhneidet. E3 {ind
bann die etnzeluen Seiten der Sdnittfigur mit den entjprechenven
Seiten der Grunbdjliche pavallel und entgegengejept-ge-
vichtet. _

Bufap 2. Sap a gilt and) umgefehrt: Liegen 3wei
afnliche BVielede dahnlich, d. . jo, daf ihre entjprechenven
Seitenn pavallel find, Jo jchneiden fjich die LVerbindungdlinien
jamtlicher Paare entjpredjenver Eden i einem Punft, weldper
der Yhnlichfeitspuntt bder zwei Vielede bheift. Seine
Entjernungen von je ivei entjprechenden Eden verhalten fid) ivie
awei entiprechenbe Seiten.  Je nachdem die entjprechenden Seiten
gleich- ober entgegengejetst- gevichtet find, fiegt der hntichEeits-
punft auferhalb der LVerbinbungsjtreden dber entjpredjenden Ecken

Fig. 54,

per Grundflade und vom Pavalleljchnitt, jo ijt:

femmevell =Haud, Sewcometrie. 7. Aujl. 10
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ober innerhalb, und Heifst demgemdR &ufever Ahnlidhfeitdpuntt
ober inmerer fulidhleitdpuntt.

Bufag 3. Nad) Suj. 2 entjteht ein Phramidenvumpj
(III. @infl. 10. a), wenn man von wei dhnlichen Vielecferr, deven
entjprechende Seitenn pavallel und gleid)- gerihtet jind, bie ent:
jprechenden Ecfen verbindet und durc) die entjprechenden Seiten
Ebenen legt.

fehriaty 11.

Bwei Pyramiden, die gleidhe Grunbdbijladen
und gleidhe Hoben haben, find an Raum gleid.
Beweis. Die zwei Pyramiven (Fig. 55) tonnen jwijden

s A \
NN A7)

/L I[ \ \‘ / R ..'" ,
1P N o ek
<\ s e
: R __:(,- } \\. -\.I_‘d_-_-.a-f _1'

h\Q\‘L——./ | N, \\ \\ ;_:,-':-rf"_];

: =i o \ L |
| = SOy 1
o LWL F s | S e e
T T femp T \:":--*" |

LA SO i \\\ lini=
Al

&ig. ob.
jwei pavallele Cbenen gelegt merden, jo daf die Grundfldden
in ber einen, die Spigen in der anbern liegen. Teilt man
pann die Pyramidenhohe H in n gleiche Teile und legt durd
jeden Teilpunft eine zu jenen Cbenen patrallele Ebene, fo
erzeugt jeve derfelben in ben zwei Byramiden Paralleljdhnitte
vont gleicher Groge. Denn find bie Grundilddhen = G und
G*, die Pavalleljdhnitte = ¢ unbd g’, und it deren Entfernung
von den Spiken = h, fo ift: t‘:’?hﬁ _gi (III. 10. b); ba
3 P | L b ;
aber G = G/, jo ijt aud) g = g’ — Man denfe {ih nun in
jever LPyramide jwijden je 3wei aufeinanderfolgenden Pa-
valleljdnitt - €benen ein fenfredtes Prisma erridhtet, bdefien
Grundflache immer der grofere der ywei Pavallelihnitte fei;
vadurd) entitehen zwei aus je n Pridmen zujammengefeste
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itafrelidrmige Sorper, deren Kerne die zwei Pyramiden bil:
ber,  Jebes Prisma bder einen Lyramide ift (nad IIL 8.
3uf. 1) gleih dem zwijdhen benfelben Pavallelebenen [ie-
genden Pridma bder anbern Pyrvamibe; aljo find aud) thre
Summen, 0. h. dbie zwei jtaffelfdrmigen SKdrper einanber
gleid). Dies gilt, wie grof auch n genommen werden mag;
die zmwei Korper find alfo aud) nod) gleid), wemn n = oo
witd. Dann aber gehen bie jtajfelfdrmigen Kdrper in bdie
Byramiden felbjt iiber; folglid) find aud) die zwei Pyra-
miben gleid.

Bujap. Der obige BVeweid faun unmittelbar iibertragen
werden auj et Korper von irgend tweldjer anbern Form, io
paf man den allgemeinen @Sah hat (Sap des Cavalieri):
YLiegen zwei Kivper zivijcdhen denjelben jwer parallelen Ebenen,
und terden fie bon jeder beliebigen dritten Ebene, bie ben 3iwel
erften parallel ift, nach flacdhengletdhen Figuren gejchnitten, fo
find jie an Raum gleich. EB jind ferner nicdht blof bie gangen
Rbrper gleich, jonmdern aud) irgend zwet Sdyidhten berjelben,
pie zmwijchen den ndmlichen Paraleljchnitt-Chenen legen. — Audh
et die Sdhnittfiguren feine Vielecte, jondern frummlinige Fi-
guren (3. B. Kreife) jind, bleibt der Sap giiltig; Ddenn jebe
frummlinige Figur fann ald Vieled von umendl. vielen umendl
fleinen Seiten angejehen twerben.

Sehriat 12.

a. Jebesd dbreifeitige Prismaldaft fid in
brei gleiche Lyramidben zerlegen.

b. Der JInbalt einer Pyramide ift der
pritte Teil Des Snbhaltesd eines Pridmag,
pas gleidhe Grunbdbjldide und gleidhe Hohe
mit ihr hat.

¢. Der Inbhalt einer Pyramidbe it ber
britte Teil bed Produfted ausd Grundflade
und Hohe.

Beweisd, a. Dad bdreifeitige Prisma fei ABC, ABC/

10*
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(Fig. 56). Legt man duvd) bdie drei Efen A, B/, C eine
., Gbene, fo {jdneidet bdiefe von bem
Eian 'ZL{'_""-.IK Bridsma eine bdreifeitige Pyramide
B, ABC ab, und e8 bleibt eine vier-
A Vi | jeitige Byramide 1ibrig, deven Spife
' o | B, und beren Grundflache dasd MWa:
FAN s ) rallelogramm AAYCC ift. Diefe vier:
4, \ _ ( jeitige Pyramide wir durd) den Dia-
gonaljdnitt ACB‘ in zwei dreifeitige
o Byvamiden B, AAC’ und B, C“CA
51g. 56. serlegt, weldhe gleiche Grundfldchen
AAC = C'CA und gemeinjdajtlihe Spige B’, alfo gleidhe
Dipen haben, und bdaber an NRaum gleid) find (IIL 11).
Ilm weiter su Deweifen, daf auch die zuerjt abgejdhnittene
Pyramibe B, ABC gleid) einer der gwei lesteren, 3 3.
gleih) B, C'CA ijt, betrachte man in Deiben die Gde A als
Spige; dann Haben fie gleihe Grundflahen CBB’ = BCC
und gemeinjchaftliche Spige A, find folglih gleich (IIL 11).
Das Prisma ift jomit in brei gleihe Pyramiden jzerlegt;
jede Pyrvamide ift gleid) dem dritten Teil des Prismas,
b. Die Pyvamide jei A‘, ABCD .. (Fig. 57). Man

P lege burd) A’ eine Ebene parvallel

S /’ﬁ\ gy B (-.ﬁ‘flllle.[fviEij und j3iehe durd

- /}L\”;‘?’J’ i B,C,D.. bie Parallelen zu AA’,

/ |\ | weldye die Cbene {dneiden in B,

7 ;"f i ;. C/, D*... Dadurd) entfteht ein

AT e L Prisma ABCD . ., A/BCD . .,

_ // Ao A pad diefelbe Grundilahe und gleidhe

Bl jL “H Hohe wie die Pyramide hat. Die
&

ourd) AA‘ gelegten Diagonaleberen

. pe3 Pridmas find aud) Diagonal:
ebenen der Pyramidbe und teilen fie in lauter dreijeitige
Pyrvamidben. Von bdiefen ijt jede (nadh) a) der dritte Teil
bed breifeitigen Pridmas, das mit ihr die namlihe Grund-
flide hat. Daber ift and) die Summe aller Pyramiden ber

"',Q_

o=
oIT
-
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britte Teil der Summe aller Prismen, oder: Pyramivde
A4 ABCD .. = § Prisma ABCD .., ABCD ... Damn
aber ijt die Pyramide auch der bdritte Teil jeded anbdern
Prismaz, das gleidhe Grundflacde und gleihe Hohe mit i
hat (IIL. 8. Zuf. 1).

¢. St der Subalt ber Pyramidbe = K, die Grundildcye
— @, bie HOhe = h, fo ift ber JInhalt eines Prismasd von
gleiher Grundffache und gleicher Hohe = Gh (IIL. 8. ¢),
folglidh (nach b) der Jnbhalt der Pyramide:

K =1Gh.

Bufap 1. Swei Pyramiden von gleiden Grundildden
b gleidhen Hihen jind gleich. — Jtvel Pyramiden bon gleichen
rundiliichen verhalten jich toie ihre Hihen, und zivei Pyramiven
von gleichen Hiohen verhalten fidh) wie ihre Grundilachen. — Su
swei gleichen Pyvamiden verhalten jicd) Ddie Grundfldden umge:
fehrt toie Die Hifen; und: zwei Pyramiden find gleid), wenn fich
bie Gsrundilichen umgefehrt wie die Hihen verhalten.

Bujat 2. SIn zwei dhnlidyen Pyvamiden jind jamtliche
Paare entjprechender Strecen proportioniert. Sind daber bie
@runbflichen = G und G', die Hohen = h umd b, und trgend
et entfprechende Streden — a und a’, fo 1jt:

h a G P e K 1 G h a’®

b T A wd g = g baber: 5 = 3G T at
D. §.: Die Jubalte dhnlider Pyrvamiden verhalter fich tvie bie
Ruben entjprechender Streden.

Bufa 3. Hat man wei dhnlide Polyedber und
serfegt fie bom et entjprechenven Eden aud in Pyramiden
(IIT. Ginl. 9), jo find von Ddiefen je zwei entjpredjende dhnlid) ;
Auj. 2 gilt alfo fiix je swe entfprechende Pyramiden , folglid)
audy fitr thre Summen, d. h.: Die JInhalte dbh nlider
Polyeder verhalten jich wie die Kuben entipreden=
ber Streden. — Da ferner die Flacheninhalte je ziveter ent-
iprechenden Fldchen fich verhalten tvie die Quadrate entfprechender
Streden, fo gilt dies aud) fitr ihre Summen, d. b.: Die Dber-
flahen dhnlidher LBolyeder verhalten jid) wie die
Quadrvate entjpredender Streden. Died gilt jotohl
fite Bolyeder, Ddie gleichjtimmig dhnlic), ald fiiv jolche, bie nu-
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gleichftimmig dhnlich find. Namentlich folgt: Bwet jymme-
trifdye Polyeder haben gleidhen Rauminhalt und
gleiche Dberfldde.

Sehriaty 15.

St dber Halbmeffer bes Grundfreifed eines
Regelg=r1r, feine Hobe="h, Jeine Mantellinie
=8, 10 it

a. ber Inhalt: Ki=&r¥th, o
b. ber Mantel: M=rns=rnVr?®+ h?

e. die Dberflade: Q@ =r1rm{+s).

Beweis. a. Der Kegel fann als Pyramide Detradtet
werden, deren Grundflidhe = r?= ijt (IIL, Einl. 8. d). Daber
ijt fein Jnbalt (III. 12. ¢):

K=}{r'z.h.

b. Der Mantel des Kegeld wird bei der Abwidlung
ein freisausidnitt (II1. Ginl. 8. d), dejfen Halbmefjer = s,
und deflen Vogen = 2r= ift. Somit ift:

2rm..
M=—=rnxs,

obet, ba s = Vr? + h? ift:
M =rnVr®+he.
¢. Die Oberflade ift gleih Grunbdirveis plus Mantel, aljo:
O'=1r'n 4 reus
= r7m(r + ).

Sehriaty 14.

Sind bie Grundfldden eines Byramiden:
tumpfed = G und G/, und ijt jeine Ho6he = h, fo
it fein Inhalt:

K = {‘, (('} + VGG + G )
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Reweis, CGrgangt man den Pyramidenvumpf ABC . .,
ABC .. (Fig. 54, ©. 145) sur Pyramive und Dbegeidhnet
bie Hihe SP ber gangen Pyramidbe mit x, bie Hohe SP’ ver
Grgdngungdpyramibe mit y, fo bat man juv Beftimmung
pon x und y bdie zwei Gleidungen:

x G ;
= \«—.]-—- A1 EctGh
Sy \‘.-"('i’
Rt Y = l! :
Hievaus folgt:
= Siol Vi B
e \r? hyi s \x’FG"
._.'. [.. y f{ji "
x = h— i 1—.-‘ - y=h _\‘ 2 _
\,G .\.-"Gr \.-“( i \Irl.r 3

Nun ift (mady 1L 12. ¢):
Ox o Gy

h GyG . GG

3 \’#":?_ ; vff}_l‘

0 (n- + VGG’ + (_-:f) :

G

K =

Bujap. Demnad find et Pyramidenviimpfe gleid), wenn
ihre Grundflachen und $Hihen begtv. gleicy find.

gehriat 15.

Die Halbmejjer der Grundfreife eines
HiegelrumpfesTeiert:r b v/, Jeine Mantel:
linie jei = s, bie Strede Ded Mittelloted der
Mantellinie swifden diefer und dber Adhie
= p; bann ift

a, pier [nbalt:

K = F; (rz + rrf + I"z); (1)

b. der Mantel: M= (r +1')ws, (2)
pher M=2p=h. (3)
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Beweid. a. Der Kegeleumpf fann als Vyramidenrnmpf
angefehen werben, in weldem G = r?z, G/ — 'z, aljo
VGG = rr‘m ift. Daber ift (nad) IIL 14):

) wh / )
) = <2 _!, et B 2 ] = (I }
K 3 Ll rr’ + 1 s

b. Ergdnt man ben Kegelvumpi zum fegel nnd De-
seichnet die Mantellinie bes gangen RKegels mit x , biejenige
ves Crginzungstegels mit y, jo ift:

X r
y HiE :
oty |
woraus folgt:
X ) y i
i s r—u
I 1’
X = 8 = Y ==5 T |
FR==r=f? e T o !
Jun ijt (nady II1 13. b): i
5 : r¥ — 1 |
M= ynx - 'Ry = 8% -
BT
= (r + 1) xns. (2)

JSit fevner ABB/A” (Fig. 58) der halbe Achfenidimitt des i
RKegelvumpfes (AB = r, A'Bl=1#/, AA’="h, BB = s), \
und ervidhfet man auf BB in N pas Mittellot, bad bie |

Adije AA  in P {dhneidet, fo ijt NP = p-
A Falt man BC_LAB und NM L AA/, fo |
! 0 . MN > B ‘
5 ; it A MNP« CB‘B, babet: \l;: — ;J;;]]_’} / i'
p \ ober: 5 (x4 lf] e L X (r+1)s=2ph. }
o e jjf p 8 : : 4
Dies eingefest in (2) giebt:
&ig. 58. M =2pxh. (3)

Jujag 1. ®leiung (3) gilt aud) fiir den gangen RKegel;
pemt ein RKegel fann angefehen twerben ald Kegeleumpf, deffen
eiter Grundfreid Null ift.
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Bujap 2. Gleidung (2), in der Form: M = 2 > T) Fns
qefchrieben, befagt (pgl. IIL 9. b), paf der Mantel des Kegel-
rumpfes gleich dem NMantel cined Eylinderd ift, deffen Hibe gleich
ber Mantellinie, und dejfen Halbmefjer gleic) dem arithmetijdhen
Mittel Der Grundfreis - Halbmefier ded Kegelrumpfesd ift. —
@leichung (3) lehrt fermer, bap Der MNeantel ded Regelvumpjes
gleich dem Miantel eined Cylinderd ift, der bie gleihe Hohe, und
bas Mittellot der Mantellinie jum Halbmefjer Hat.

Bufat 3. Soll der Mantel in der Hibhe und den ivei
Grundtreis-Halbmefjern audgedriidt werden, fo ift in Gleichung
(2) fiir s au jepen:

s = h® + ="

Sehrjaty 16.

Sind die Grundflahen eines Prismatoibes
- & und G, und ijt ober Mitteljhnitt = M, die
Hihe = h, o it ber Inhalt:

K= _los0 4 ,\1.)-
6\

Weweis. Die Grundilagen feien (Fig. 59) ABU.. = G
o FGH . . = G, der Mittelfdhnitt fet KLM .. = M. DMan
serlege den Mitteljdhnitt von =
einem in fjeinem Jnnern De- e e
liebig gewdhlten Punft T aus ot e
in bie Dreiede TKL = A, (o eseN B
TLM = A, u §. f. Berleat e e ] "'-\_\ .
man ferner bas Pridmatoid e
pon demfelben Puntt T aus < s W
in Byramiven (I €inl 9), | | \
o zerfdllt e3 in 3 Hauptteile: g sl et

, ORI
m f l e _i, ! LN | "\I
1) Pyr. T,ABC.. Lz it e \
h :

s

2) Pyr. TEGH.. =3 9/ Fig. 59.

3) alle breifeitigen Pyramiben, Ddeven Grundiladen Ddie




il
i
!:
|
il i
i
qil
i
|
||I !
i
it
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Geitenflacdhen bes Pridmatoides bildben. Gine diefer lefiteren
Byramiden jei T, ABF; von ihrer Grundfliche ABEF wird
burd) vie Seite KL des Mitteljhnittes ein ihnliches Dreiec
KLE mit balb fo grofen Seiten abgefchnitten: baber it
A ABF = 4. A KLF, und folglich Pyr. T, ABF = 4. Byr.
T, KLF (II. 12. Bujf. 1). DBetvadtet man nun in Byr.
T, KLF a8 ®reied TKL = Ay ald Grundflade, Jo e

giebt jid) ihr Jnhalt = 3 1&1;; folglich ijt Pyr. T, ABE

h s : A o
=4.3A0,,=5A,h. Die Summe aller dreifeitigen
Pyramiden ift daber = 2 (A, + A, +. =M e —

Der Jnhalt bes ganzen Prismatoides ift fomit:

K = LG E + 1 G 121 + 2Mh
iy 3 %
= 6 ((I + G + 4”) -

Bujap 1. Sn diefer Formel find alle im borvangehenden
betviejenen Juhaltaformeln afd fpesielle Falle enthalten (bgl. IIL,
Einl. 12). Beim Pridma ift G=G'= M. — Bei der Byra-

mide it G' =0 M= ; (IIL 10. b). — BVeint Pyramiden:-
rumpy jmd G, G' und M dfhnlich; find alfo a, a', m drei ent-
Jprechende Seiten, fo find a, a', m proportioniert mit VG, VG,

S Bl e e A G Ao
VIL; ba mm m=""T" o ift qudy A=V '?-V ., alfo

G4+ 2 \_I'IGG" + G
4

Bujah 2. Biele Polyederformen, die jutveilen afs bejon-
beve Typen aufgeftellt werben (3. B. mit den Benennmungen :
Vbelist, Ponton, Antiprisma, Untivhramidenvrumpf,
Antiobelist, Sphenizt, Walm, u i §) find al3 einfache
Prizmatoide zu betvachten und nad) der Pridmatoid-Formel 3u
berechnen.

AL3 Betjpiel fitr bie Bevedynung diene das jdhiefabgefdhnit-
tene dreifeitige Prizma. Sind von ifm geg.: die dbrei Pa-

M —
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vafleffanten a, b, ¢ und ber zu ihnen jenfrechte Duevjchnith
Q, fo betrachte man Ddad Erapej mit den Geiten a und b
als Grundfldhe G, bdie Kante ¢ ald Grunbdflade G. Be
seichnet man die Euifernung der Rantert a und b mit e, und die
Eutfermmg Der Rante ¢ bom Der FTrapesfliche G mit h, fo

i ' T S . P S = cll
jtellt h die Hihe ded Pridmatoides vor, wd 3 1t W =
(v P ; o P = oLt i § 3. 3 a 'J|' b

Die Grundflachen bes Rrismatoives find: G = —5— ¢,

G' = 0; ber Mittelichnitt M ift ein FTrapes mit ben Pavalz
Lk a-+c b+e gL &

{effeiten —5— umd —5— umd Dev Hihe 5 alfo ijt:

a+b+2c

G Hiernad) ergiebt jid):

I:\'J| o

h /fa+b e
K = 6_( 9= it (a—‘rh—l—%)-?)

__he b :
= (a + b +0)

.a+h+c
= Q 5 ;

Dasd jdhiefabgejchnittene oretfeitige Brisma iff alfo gleid) einem
fenfrechten Pridma, defjen rundffide dex Darerfdnitt, 1nd dejjent
Hihe das arithmetijde ittel swifchen den Pavallelfanten bez

ichieiabgeidnittenen Prizmas iff.

17—20: Berednung der Fugel. Guldins Reael,

Sehriaty 17.

Sit bet Halbmejfer einer Rugel=R, o ift
a. Der Inbalt: K = 4¢R°x,
bh. bie Dberflade: O = 4 R®r.
Beweis. a. Man denfe fidh auf dem Grundfreid einer
pon Der Sugel abgejdhnittenen HalbEugel einen Gylinder
exvidhtet, Deffen Hibe gleid) dem Halbmefjer ift. uf bem
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andern Grundfreis bes Cylinders, defjen Chene bie Halbfugel
beviihrt, pente man fid) einen Kegel evvichtet, deflen Spihe
int Mittelpunft der SKugel liegt. Fig. 60*) jtellt einen
5 ‘ burd) bdie gemeinidajtliche AcDHe

(\‘%j OA ber drei Korper gelegten Ach:
(u;# jenjdnitt vor: Halbfr. BAC ift bex
_ i Achlenjchnitt der Halbfugel, Redht-
S e e !, et BCDE — bes Gylinbers, Drei-
Fig. 60. e DEO — be3 Regels, Die

Differens von Cylinder und Kegel ift ein Umbdrehungstorper,
bejjen Halbmeridian A OBE ift.

Cin beliebiger Paralle[fhnitt des Cylinders, defjen Gnt-
jeenung OF vom  Sugelmittelpunft = x fei, erjeugt als
Sdnittiigur de3 Umbdrehungdtorpers einen SKreisving, als
Sdnittiigur der Halbtugel einen RKugelfreis. Die jwei
Dalbmefier bes Kreisvinges jind: FG = R, FH = x (weil
W. FOH = 1R); folglih it der SJnbalt bdes Ringes
= (R* —x*)n. Der Halbmefjer bes Kugelfreiies tjt: FI =
VOP—0F® = vR? —x2, folglid) fein Jnbalt :=(R? —x¥x.
€5 haben jomit die von jeder beliebigen Varalleljdnitt-Chene
eveugten Sdnittfiguren des Umbdrehungskorpers und der
Lalbtugel gleihen Fladeninhalt. Hievaus folgt (nady IIL
11. 3ui.), dap die Halbfugel gleich dbem Umbrehungstorper
ift; (dbie im Bemweife von I 11 betradteten, jwifchen je
swei Paralleljhnitten evrichteten fenfredhten Pridmen find
bei ber Halbfugel Cylinder, bei Hem Limbrehungstorper
cylindrijhe NRohren.) Nun it der anbalt bes Eylinders
= R’r (IIL 9. a), der Jnbalt bes Segels = 1 Rix (IIL
13, a), baber der Jnbalt Des Umbrehungstorpers — 3 Rim.
Der Jnbalt der Halbfugel hat denjelben Wert; folglich ijt
ber Jubalt der ganzen Kugel:

E— ¢ Rix.
*) Man denfe fih in Fig. 60 die Linie GHIFEK’ Towie die
Sdraffierfiviche Hinmweg.
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b, Teilt man einen Halbfreis PAP (Fig. 61) in eine
beliebige Anzahl gleicher Teile, verbinvet »
bie eingelnen Teilpuntte durd) Sebnen, und
fdllt von den Teilpuniten die Senfredhten .
auf den Durdymefjer PP*: jo evhdlt man 4
padburdy in ben Dalbfreis ein Vieled e (SR 4,
bejdhrieben, das aus lauter redhtmw. Tra: Al 0
pezen und et redyim. Dreiecten zujanunen:
aefest ift. Dreht man das ganze Gebilve um \
ben Durdymefjer PP/, jo bejdreibt der - 3
Halbtreis eine Kugel, fedes der jwei Drei- '
ecfe einen Segel, und jebes Trapes einen
Segelvumpf. Sdmtlice RKegelvitmpfe und
Segel bilben zujanumen einen der Kugel einbejdhricbenen 1=
brehungsforper. Jft p Ddie Gntfermung der gleiden Sehnen
vom Mittelpuntt des Halbiveifes, jo find bie Mittellote der
Mantellinien der eingelnen Kegelviimpfe und Kegel jamtlid)
glei) p. Bejeichnet man baher die Hohen ber eingelnen
Segelviimpfe und Segel mit b, h, ..., bie Oberfliche ves
einbejdyriebenen Wmbdrehungstorpers mit O. und ben Halbimefjer
per Kugel mit R, o it (nad [IL 15.b u. 3uj. 1):

0;=2prwh; + 2pnh, + .

= 2pn(h, + hy - s ) =2pw.21.
@Bt man nun bie Sebnen unendlicy Flein wevden, jo wird
p= R, der Halbmeridian ved Umbrehungdtorpers geht in
ben Halblreis, aljo die DOberjliche des Umbdrehungstovpers
in die Oberjlache der Kugel itber; man erhdlt daber:
0=4R°n.

Bujap 1. Die Jnhalte zroeier Kugeln perhalten fiy twie
die Suben —, die Oberfliichen wic die Quabrate ibrer Halb:
meffer. (Vgl. IIL 12. Zuj. 3.)

Buiat 2. Die Dberjlache einer Qugel ift gleich) dem Bier-
fachen eined Grofifreijes. — Ta ber Jnbalt dez Bevithrungs-
cylinbers dev Rugel (im engeven Stn, pgl. IT. @inl. 9. d)

— 9R%, jein Mantel = 4 Rex, feine Dberlddye = 6 R ijt

- -
£

Fig. 61.
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(IIL 9), jo Fann man den Sap audjpredhen: Dex Snbalt e
Sugel it gleich % des Jnbalts ifhres Beriihrungdeylinders, ihre
Dberildche ijt gleich dem Niantel oder gleich 2 dex Lberjlace
0es Berithrung3eylinders.

Bujas 3. Der maffive Juhalt ciner Hohlfugel, d. i
pe3 Raumes wijden jwei Forzentrifchen Kugelflachen, deren
Dalbmeffer = R und r find, ift = #(R*—r¥) =,

Bujap 4. Die Betrachtung der Kugeloberflache als I
jammengejet aud unendl. vielen unendl. [hmalen Regelrumpi- |
Mintel geigt, daf ein Stiid der Rugeloberflache von end -
Lidyer Breite ohne Dehmumg nicht in eine Ghene abgetvictelt |
werden fanmn. |

fehriaty 18.

a. Befinbdet {id) in einer KRugel vom Halb-
mefjer R eine Sugelzone, deren Sihe=ihil,
und deven Grunbdfreife die Dalbmeffer r und
r und die €ntfernungen e und e—h vom fugel-
mittelpunft haben, fo ift der Inbalt der Ku-
gelzomne: :

= L : : : )
K, =5 (3 B2 —3et + Seh —1?). (1)
K, = ?Fﬁh (3 rd L 52y hg) : (2)

b. Befinbet jidh) in einer Kugel vom Halb-
meffer R ein Kugelabidnitt, pejfen Hobhe = h,
und dejfen Grundireis-Halbmeffer = r ift, o ift

ver Inbhalt bes Kugelabjdnittes:
: A N 5
K, - %2 (3R— b). (3)
5 Th i
K, = 6 (81‘ +h ) (4)

c. Mit Jugrundelegung bderjelben Be-
seidnungen ift die Frumme Oberflade ber




=
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Qugelzone und ebenjo bes Rugelabjdnittes
ober ber Rugelhaunbe: It
0 =2Rnh. (5) |

Neweis. a. 63 fei (Fig. 62) FF” bie Adpfe, JKKJ” dex i
Adpfenidhnitt der Kugelsone, A dber £ 4 D i |
: ey .J, | |

{:.I".\_{f__r-

Pol ihrer Grundiveife, O der Mit-

telpunft ihrer Sugel. Dann ift: (!7
OA =R, FF'=h, OF' =¢, OF | "1 i
= gie b B =¥ W =2l an T o i

i

benfe fid) ben zu ben Grundtreijen Jig. 62.

bet Kugelzone parallelen Gropiveis der fugel, und iiber ihm
bie namlide Sonftruftion ausgefihrt wie im Beweis von |
[II. 17. a. Danu jolgt ous IIL. 11. Juj. und aus Dem
Beweije von III. 17. a, dap bdie Kugelzone gleidh ift bem
swijdhen thren zwei Grundiveis - Chenen enthaltenen ZTeile !
oe3 in ILI. 17. a Detradyteten Umbdrehungdtorpers. 3n |
Fig. 62 ftellt Ddas Trapey GHHG’ ben palben Achienfdmitt
biejes Teiles vor. Er famn bevecdhiiet werden al3 Differen;
eined Gylinders und eined Segelrumpfed : Der @ylinber hat
bie Hohe FF/=h und den Halbmefjer FG = R ; der Kegel-
wumpf bat die Hohe FE =h und bie Grundtreis - Halb-
mefjer F'H‘ =e, FH =e—h. Daber ift (gemdp IIL 9. a
und 15. a)

K,= R*th— T:__? ({a“ +e(e—h)+ (e— h}g)

— Rt h — '.‘cqh (E:iezﬁi-%eh S 112) l

= 7'.}1 ( 3R2—3e® + 3eh —-}12) . (1)

2\ |
Ius Gleihung (1) evgiebt iich weiter Gleidhung (2), ’
went B und e in r und r’ audgedriidt werben. Ju diefem
Vehufe liefern die zwei redhtw. Dreiecte OFJ und OF“J‘: '
r? = R*—(e—h)?
r* = R* —e?,

mbte.:  r —r2 =2eh— 1%
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aljo : eh = EeE e

(R

ferner folgt: SR2.-Qe¥— Fypo
Werben diefe jwei Werte in (1) eingejest, jo erhilt man:

—I-E i ;; 'luﬂ -l.ﬁ:! 21 ]L'J 1
4 iy c L, T ]
g gy, B D )

~

3 2 :
28 1 AR I - ;
-7 @p+5wq4ﬂ. 2)

b. Der Rugelabjdnitt fann ald RKugelzone angefehen
werden, in der ein Grundireis = 0, aljo e = R ijt, Sept
man daber in den Gleichungen (1) und (2): e = R wund

v’ = 0, fo erhdlt man:
L{—ﬁhzﬂr—k) 3)
e 3 ('.. v 1 % [”.
. P ik o _
= 6Qn-+h% (4)

e. Teilt man den Bogen bes halben Achienjdhnittes der
Stugelzone ober Kugelhaube in eine beliebige Anjab! gleicher
Leile und verfdhrt im iibrigen gang ebenfo wie im Beweife
von Il 17. b, fo ergiebt {ich: 3

0 = 2R=h. (5)

Anm. Gdmtlidhe fiinf Formeln gelten audy Fitr dben Fall,
pap ber Qugelmittelpunft im Smmern der stugelzone oder des
Sugelabjchnittes liegt. Um bdies fitr Formel (1), tvorin damn
h > e ift, nachzuweifen, teile man bie fugelzone durch den zu
thren Grundiveifen pavallelen Grofreid in zwei Teile, deven
Pohen e und h-——e find, und addiere die nach) (1) bevechneten
~Snbalte beider Feile. — Fovmel (2) ergiebt fich fodann aus For:
mel (1) in derjelben Weife wie oben (mit h—e ftatt e—h).

Bujap 1. Aus (5) folgt: Sit etner Qugel ein Be-
riihrunggdcylinder umbejcdhrieben, jo fdhneiben
irgend zwei Parvallelidnitte des Eylinbers von
per Rugeloberflade unud vom Cylindermantel
fladengleiche Bonen ab.

Mit Beziehung auf IIL 15, Gleidhung (3) folgt fermev: bdie
trwmme  Dbexflache eimer Rugelzone ober eimer Sugelhaube it
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gleich bem Mantel eined Regelrumpjed, der mit ihr bdie Adhfe
gemein Hat, und deffen Mantel die Bone ober Haube nach dent-
jenigen Pavallelfreid beviihrt, defjen Ebene die Adjje Halbiert.

Bujas 2. Jjt s die gerablinige Enifernung bez Pols
einer Rugqelhaube bon ber Peripherie ihred Grunbdiveijes, jo ijt:
s? = 2Rh, ﬂ[ib:

0, — §ir
= (r* 4 h?) x.

Sn TWorten: die Kugelhaube ijft gleid) einem Kreis, defjen Halb-
mefjer-gleich ber Gnifermung ifrez Pold von ber Pevipherie ded
@rundireijed ift.

tehrja 19.

Befinbet jidh in einer Kugel vom Halb-
mejfer R ein Sugelausfdnitt, defjen jzuge:
horiger Kugelabjdnitt die Hbhe h hat, jo ift
ber Inbhalt Des Kugelaugjdnittes:

K =% Riznh.

Beweis, Nan denfe fih in Den SKugelausjdnitt ein
Tolyeber einbejdhricben, beftehend aus lauter Tyramiden,
even Spigen im Mittelpunit der Kugel, und deven Grunbd-
ecfen famtlih auf ber Haubenfliche des Sugelausjdhnittes
liegen. Sind g,, g, ... die Grunbdjladen, h,, hioe,
bie zugehorigen Hohen bdiejer Pyramiden, jo ijt ber Jnbalt
bes einbejdhriebenen Polyeders = (g, h; + ga g + . . i)
(I, 12. ¢). Werben nun bdie Grundilddyen unendlid) flein
gedacht, fo werben Ddie Pyramidenhohen h, hy ... jamtlid)
— R, dbie Summe bder Grundfldden wirh gleid) ber Haube
bes Kugelausichnittes, undb bas Polyever gebt in den RKugel
audjdhnitt iiber. Dlan hat daber:

K= 1;.(3-1 + g, + ) — l; .2R=h

= 2 Rixh. _
Anm. Die Formel gilt auch fiir einen fn[dgen SE‘ugeIagé-
jehnitt, der grifer alg die Halbtugel ift (bgl. I1. Ginl. 12, a).

fommevell-Hand, Stereometvie. 7. Al 11
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Bujap 1. Auf biejem Wege bhitte aud)y der Fubalt bdex
K ugel beredmet werben fonnen; denn bie Kugel fann ald Qu-
gelaudjdnitt angejehen ierdben (I Ginl. 12. ¢). Hiernach ift
ihr Juhalt gleid) einer Pyramide, beven Grundfidde gleich ber Rugel-
oberfliche, und deven Hihe gleidh) dem Kugelhalbmefjer ift. — Der
fugelabjdynitt hatte al3 Differens eined KRugelaudichnitted und
eined Regelé, und Dievauf die Qugelsone ald Differeny zwveier
Rugelabjdynitte berechnet werden fomnen.

Bujas 2. Auf diejelbe Weije (Gt fidh dad Stild einer
Kugel bevechnen, dad von einem jphiv. Bieled und dem Fuge-
hovigen Bielfant begrenst iff. Der Jnbalt eined jolchen Korpers
ift gleih) einer Pyvamide, deven Grundfldche gleichen Flidhen-
inhalt mit dem jphar. Bieled Hat (IL 16), und bderen Hihe gleidh
dem Dalbmefjer der Kugel ift.

Bujfay 3. Bwei RKugelausfdhnitte gleiher Kugeln ver-
balten fid) dem Jubalte nad) wie die Hihen bder ugehorigen
fugelabjdynitte.

Bujap 4. Cin Hohlfugelausjdnitt (Rugelgerwiibe)
ift bie Differen; weier Kugelausfdhnitte, weldhe Fonzentrijchen
Rugeln angehorven und die dhje und den erzengenden Winfel ge-
meint haben. Die Halbmeffer der zwei Qugeln feien = R und r,
die Hijhen bder zugehirvigen RKugelabjdhnitte = H und h (bie
Jlidgte” Hihe = h). Jft nun O (Fig. 63) der Mittelpuntt bder

4 sivei Qugeln, AOB ber UAcdyjenjchnitt
e bed groferen —, aOb ber Achienjchmitt

as = rd S
i x/ o /% be3 fleineren Rugelousidhnitted, find
@ \"5’"';%5-_._'"_?-}{ ferner CD und cd die Hihen Der 3u-
bl gehdrigen Rugelabjdhnitte, und zieht
\,\ ! /_/' man AC und ac: fo ijt A ACD == acd,
U . alfo:
4 o AD R ; Rh
Big. 63. S ke

Der JInbalt des HohlEugelausdjdhnittes ift folglich:

3 3 3
2xh (R—r?)

ar

2 2 2 E
K= sBRnH— —righ = E(RI"_h__l.th)
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£ehriat; 20.

Gulding Regel: Wirh burdh Drebhung einer
ebenen Figur um eine in ihrer Ebene liegende
und bie Figur nidt {dhneibendbe Adje ein
Umbrebungsforper erzeugt, jo ijt:

a. befjen Inbhalt gleich dbem JInbhalt eines
jenfrediten Prismasd, dad die gedrehte Figur
jur Grundfladge, unb bie Linge der vom Sdhwer:
punft ihrer Flade befdriebenen Kreidperipherie
jur Hobhe hat.

b. Die Oberflade ift gleid dem WMantel eines
fenfredten Pridmasd, dad bie gedrehte Figur
jur Srundbfladhe, und bie Lange der vom Sdhmwer:
punft ihres Umfanges bejdriebenen Kreidperi=
pberie yur $bhe hat.

Beweis, a. Um den Sap unddit fir den Fal ju
beweifen, baf bie gedbrehte Figur ein

Dreiect ift, fille man von deffen Ccken z
A, B, C (%ig. 64) bie Senfrechten // A\
AA‘ BB, CC’ auf die Drehachfe. Jit LA

0 ein beliebiger Punit der Drehadie, /e

jo Deseihne man bie Streden OA’, a/f—
0B‘, OC’ (Ubfcifjen) mit a, b, ¢, und
bie Senfrechten AA‘, BB/, CC’ (Or: R
dinaten) mit a’, b/, ¢’. Der JInhalt DA RS
bes Dreteds [apt fich nun al3 alge- #ig. 64.
braijhe Summe von drei vedhtw. Trapejen berednen, deven
Hiohen A’B‘, By, VA’ find. Der Jnbalt ift aljo:

b’ a’ + o
T=(h—a) Tt ¥ | (c—b) Tt + (a—0) ,
und gwar gilt ‘meie Gleidhung, wie aud) immer dad ‘Dreie&

gegen die Drehachje liegen mag.
Der Fladenjdhwerpuntt S des Dreieds liegt auf einer ber
41
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Sdwerlinien CM jo, dap CS =2 SM ift. Um feine Entfer-
nung S5’ von der Drehachie su finden, beniie man den Sap ber
ebenen Geom., dap, wenn in einem Trapez ABBA’ eine ju
ven parallelen Seiten AA‘ und BB’ parallele Gerabe MM
bie nidht parallelen Seiten AB und A‘B’ im DVerhdltnis

AM « ;. BiAA 4w, BB G
MB I3 teilt: MM’ = “+ B ift, Mit Hilfe
biejed Sapes erhdlt man:

3§/ — a"-l—b’+c“

3

Diesd it nun der Halbmefler des vom Sdwerpunit be-
jchriebenen Kreifes. Der Jnhalt ded fenfredhten Bridmas,
welded bag Dreied zur Grundflddhe und bdie Yinge bder
Sreidperipherie jur Hobe hat, ift daber:
K=J.2 S8xn

b* ¢'+ b’ ca‘+e ] 2(a+ b4-e)r
[(b El.}}4 2 + ((——l)) ey (zt----c_id +(-“—-(d L4

2 2 3
’t(b ct)

[h +a’)(a’+ b+ ¢) + s Ve ((r."-{» b?) (a’+ b’ + ¢’)

£l d—G] (a’+¢’)(a’ + b’ +¢)

(b a.} 4+ ah’+ b'?) T(? ){b“+h’("‘ c’?)

'm[a,—
3
(Die itbrigen Gliever heben fidh) weg.) Died jtellt aber (nad
III. 15. a) die algebraijdhe Summe der Jnbalte der von den
eingelnen Seiten bdes Dreieds bejdhriebenen RKegelriimpfe,
0. h. ben Jnhalt des von bem Dreied befdhriebenen Mm-
prehungsforpers vor. Der Sab ift alfo bewiefen fiiv ein
Dreied.
St bie gedbrehte Figur ein Bierect, jo teile man das-
felbe dburd) eine Diagonale in zwei Dreiecte, deren JInbalte
=1; . 1,, und deren Schwerpunfte s, u. s, feien.  Van

__I_ ](P(J }(".d,‘f—l-&iz)
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erhdlt dbann ben Sdhwerpunft S bes Bierecdd, wenn man die
Strede 5,5, im Verhdltnis -;l‘;%:;—t’-- teilt. Fdllt man ba-

S5 1
her von s,, s,, S bie Senfrediten s,8,%, 548, S5 auf bie
Drehadyfe, fo ift nacd) dem oben erwdhnten TrapezSabe:
qgr o 1181817 + 198587
1; + 1 :
folglich ift der Jnbalt bes jenfrechen Prismas, weldhes da3
Vievedt sur Grundflddhe und die Ldnge der von SS’ bejdhrie:
benen RKreigperipherie jur Hohe bat:
Ri={i 48} 2 (iig_s_li_;_"“?"f?ﬁi)_“
1, + 1,
=1,.28,8,"7 +1,.28,8," ™.
Dies ftellt aber (nacdh bem erjten Teil bed Beweijes) bie
Summe der von Den 3wei einzelnen Dreiecten bejdyriebenen
Wmbrehungstorper, d. . den Jnbalt des von bem gangen
Bieved befdhriebenen Umbdrehungsidrpers vor.

Sit bie gedrehte Figur ein Finfed, fo teile man vas:
jelbe=purd) eine Diagonale in ein Dreied und ein Vieved,
beren Smbalte = i, u. i,, deven Sthmwerpunite s, u. s, feien,
und made den nimliden SHlup wie oben. Ebenfo geht
man bann vom Fimfed jum Sedped itber, u. f. f. Der
Sag gilt alfo fiiv ein BVieled von jeder Deliebigen Seiten-
jabl. — Da ferner eine frummlinige Figur als Bieledt von
unendl. vielen unendl. Feinen Seiten angefehen werden fanu,
jo gilt ber Sap audh, wenn Ddie gedrebte Figur frumm:
linig ift.

b. ABCDE ... (Hig. 65) fei das gedrebie Bieled.
Pean erhilt den Schwerpuntt jeined Umfanges baburd), dab
man die Seiten AB, BC, CD, DE. .. in ben ‘Buniten e
K, L ... halbiert, HJ jieht und HI im Puntt O tm Ber-
hiltnis g—?= ;}g teilt, ferner OK zieht und OK im Punft

OP CcD

TR o ek D i i » PL zieht und
P tm Berhiltnis PR = AB + BC _te1£t, fernet sieh
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PL im Puntt Q im LVerbdltnis DE 3u AB + BC 4+ €D
teilt, u. 1. f. Der lepte Teilpunft S ift bann der Sehwer:
7

! SN
\'\
/ A
A

s

A 7 0B ﬂf’rfﬁ’ G DLE
Xig. 65.

punft. Falt man von fdmtliden Punften die Senfredhten

AAY, BB,... . HH, JJ/, ... 00, PP/, .. . S8 auf bie Dreb-

achje und bejeidhnet beren Ldngen mit a‘, b, ... h, i/, ...

0%, p% - . . 8¢ jo ijt nad) bem in a) erwdbnten Trapez-Sape:

_AB. b+ BCG.

S S AP D
,_ (AB+B0)o’+0CD.k* _ AB.h‘+BC.i'+CD. k
B e AR PO O - S aAD B L Oh .

4 — (AB+BCLCD)p- DE.I'_ ABL*+ BC.i'+ CD.k'+ DE.I

AB+BC+CD+DE ~ AB+BC+CD+DE

. _AB.h'+BC.i+CD.kK'+...
= AB+BC+CD +. . .
BB bYep ittt cn.ff_’;d’

A=

=]

Der Mantel ded fenfrechten Primas, weldes das BVieled jur
Grundfldche und die Linge bder von S bejdriebenen Kreis-
peripherie sur Hobe bat, ift nun:
M = (AB+BC+CD+...).2¢rn

= (a+b)n. AB+ (b’+c)m. BC + (¢+d)w.CD + ....
Died ftellt aber (nach III. 15. b) bie Summe bder Miintel
ber von bden eingelnen Seiten be3 Bieleds bejdriebenen
Kegelviimpfe, b. h. bdie Oberflade bes Wmbrehungsforpers
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vor. Der Saf ift alfo bewiefen fiir ein BVieled von be-
liehig vielen Seiten. Da ferner eine frummlinige Figur alg
WieleE von unendl. vielen unendl. fleinen Seiten betradytet
werben fann, Jo gilt der Sap aud), wenn vie gebrebte Figur
frummlinig ijt.

Anm. Beide Veweife bleiben gitltig, aud) wenn eine Seite
bes gedbrehten Vieledd in bie Drehachfe fillt. — Sap b gilt aud
Hir den Fall, dbaf die gedrehte Figur ein nidht gefdhlojiener
polhgonaler Bug (ober RQurbenbogen) ift.

Bufat. Mittels diefer Sabe (aft fich Jubalt und Ober-
fladge von jedem Limbdrehungstovper berednen, jobald der Flachen-
Sdywerpuntt und lmjangs - Sdwerpuntt desd Halbmeridiand be-
fannt ift. (8. B. beftimme man bhiernady Subalt, Mantel und
Dberflache von Eylinder, Kegel und Regelrumpf.) Die Sdpe
tonmen aber aud) wmgefehrt verwendet rerden, um bie Sdywer-
puntte einter ebenen Figur zu beftimmen, jobald Der Rauminbalt,
besto. die Dberflacye eines Korpersd betannt ift, der durc) Drehung
ber Figur entjtanden gedacht werden fani. Um 3 B. Fladen-
Schroerpuntt, Bogen-Schwerpuntt und [Imfangs-Sdwerpuntt eined
Halbtreifesd su beftimmen, pertenbe man die Kugel. Ale
brei Punfte liegen auf bdem zum Durchmefier ded Halbtreifed
jenfrechten Halbmefjer. Begeidynet man ifre Cntfernungen bomt
Durdymeffer bezw. mit Xr, Xy, X, und it B ver D {bmefjer bes
Halbireijed, jo hat man:

R* 4 4R
;-- - 9xm = — Réx, woraud: Xe = Foo°
2R
Rr . 2%yn = 4 R'r, " Xpi™ T
2R

(Hﬂ -+ 2 R:] = 2}{“15 = 4 Rgﬁ ' " Y= 2

. Anfgunben,
Horbemerkuna.

Bei der algebraifdyen Behandlung bon fteveometrijchen Anf
qaben tritt nidpt felten ber Fall ein, daf bas Rejultat nuv nibe
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rungstoeije mit Bivfel und Lineal fonftruiert werben fann, ober
bap man {id) mit dem blofen Auftragen bes mumerijden Jfecdh-
nungdrejultated begniigen muf. Denn e laffen fich mit Bivfel
und Lineal nur folde algebraijhe Ausdriide fonfteuieren, die
tational find ober Quadratwurzeln enthalten, nidgt aber folche
mit Qubifwurzeln, wie fie bei {texeometrijchen Aufgaben haufig
borfommen. Ferner (GHt fidh die Linge eines Kreigbogens auf
einer Gevaben ober auf einer andern Sreislinie 1y mittel3 einer
TNidhevungsfonftruttion auftragen.

1=10: Beifpiele von Aufgaben mit algebraifder L£6luna.

Aufgabe 1.

Die Hobhe eines Cylinders ju beftimmen,
beffenalbmefier gegeben ift, und peffen Mantel
einen geg. Fladheninhalt habe.

Unilijung. Der geg. Halbmeffer fei r, der Fldacheninpalt
q’, bie gejudhte Hihe werde mit x bezeichnet. Dann muf
jein. (I 9. b):

o S woraug folgt :
q‘d
==

Man bat daher den Kreis vom Dalbmeffer r zu vef:
tifigieren, und su feinem Umfang und q bie dritte Lropor-
tionale su beftimmen: fo ift biefe bie gejudte Hihe. Dber
man berechnet aus den geg. Jablenwerten von r und q° ben
Bablenwert von x.

Aufgabe 2.

Cinen €ylinber zu fonjtruieren, deffen
Hobe gegeben ift, und der mit einem geg. Cy-
linder gleiden Rauminhalt habe.

- Nuilsjung. Der geg. Cylinder babe ben Halbmefjer r

|
i
=_
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und bie Hohe h, der gefudte Eylinber habe die geg. Hibe
h’ unb den Halbmefler x. Dann muf jein (IIL 9. a):

nh’ = 'nh,
g r*h
X — --]-i}. '

Diefes Refultat, in der Form: x* = 11;1—11 gefdyrie-

ben, befagt, baf x das geom. Mittel ift zwijdhen r und Ddev
vierten Proportionalen su h’, r und h.  Hiernach hat man
fiiv x folgenbe RKonjtruftion: Jjt in

einem Adhjenfdnitt dbes geq. Eylinders
(Kig. 66) AB == h, BC = r, {o trage | :
man auf BA bie Strede BD = h’ auf, 2|
siehe DC, und durd) A die Parvallele 5" ,
su DC, weldye BC in B fhneivet; dbamn |
iit BE bie vierte ‘Proportionale u b’ v | '
und h. Befdhreibt man hievauf itber BE |

al3 Durdymefier einen Halbireisd, weldjer o _ e
bie auf BE in C ervichtete Sentredyte it
in F jdhneidet: jo ift BF bag geom. =
Mittel zwifhen r und BE, aljo = x. Fig. 66.

Trdgt man daher auf BE bie Strede BG = BF auf, fo
ift bas Redjted aus BD und BG das erjeugende Redytedt
pe3 gefucdhten Cylinbers.

Aufgabe 3.

Ginen Wiirfel ju fonfltruieven, ber gletd
einem geg. Quabder jei.

Wuflojung. Sind 1, m, n Ddie preieclei Santen Ddes
Quaders, und bejeidhnet x bie Kante des gejudhien Wiirfels,
jo mup jein (ILL 6):

x8 = lmn, woraus folgt:
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Diefiir giebt es Teine Konftruftion mit Birfel und Lineal.
Pan mup bdaher 1, m, n in Sablen von Lingeneinheiten
ausbriiden, ausd ihrem Produft die Kubifwuriel audsiehen,
vie gefundbene Sabl von Lingeneinbeiten anf einer Geraden
auftragen, und aus bder eraltenen Strede ald Kante bden
aefuchten Wiirfel fonfjtruieven.

Bujat. Uuf diejelbe Weife fann jeder Rorper, defjen Jn-
balt fid) itberhaupt bevechuen (dft, in einen Wiirfel vermwanbelt
iverben.

_—

Aufaabe 4.

Cinen Kegel u ermitteln, ber ein gleid:
feitiges Dreied als Adjenidhnitt habe und
einem geg. Kegel gleidh jei.

Aufldjung. Der geg. Kegel habe ben Grunbdireis-Halb:
mefier r und bie Hobe h; bdie entjpredienden Streden des
gefudhten Kegeld feien x und y. Dann ift in dem gleidhfei- ¢
tigen Dreied, dag den Adfenjhnitt ded lepteren vorftellt:

o
Wegen der geforderten Gleichheit der swei Kegel muf ferner
fein (III. 13. a):
$+x’ny = 1 r2nh,
Aus biefen beiben Gleidhungen folgt:
3 8
G I'E.l] e \/ 2 A
i y 3r2h

Dievaud bejtimmen fih x und v als Sablenwerte.

Aufgabe 5.

Cine Pyramide durd) Pavallelfdhnitte in
ngleicdhe Teile u teilen.

Aujlsjung. Die Hohe bder Pyramide fei h. Die ge-
juchten Paralleljdhnitte, bie von bder Spite die Entfernungen
X,, X, ... (x, die fleinfte) Daben mbgen, jdmeiden von
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ber Pyramide Teil-Pyramiden ab, die ber gangen Pyrvamive
ahnlidh find. Begeichnet man alfo ihre Jnhalte besw. mit
P,, Py - -, und ben Jnbalt der gangen Pyramide mit P,
jo ift (ITL. 12. Buj. 2):

X, L g mel
R P S
X2 », 2
h_23 &= I_‘%: = o
3 -
: 1
folglich : X; =-h \/—T—l-- /

Xa = \/% e B

Bujap 1. Wird eine beliebige Seitenfante k der Pyra-
mide von den eingelnen Paralleljchuitten in Punten gejchnitten,
beven Entfernungen bon der Spie = ¥, , Y2 - - - find, fo geben
bie obigen Gleichungen die Werte von y, , ¥, . - -, foenn man
in ifnen h durch) k erfebt.

Sujap 2. Da die Werte von x,, X, . . . unabhingig
pont ber Grife der Grundifche find, fo folgt, dap alle Pyrami-
bent bon gleidgen Hohen gleidhe Werte von x,, X, - . . haben,
und baf bei Pyramiden von ungleichen Hihen bie Werte vou
X, , X, . .. bad nimliche Berhiltnis haben.

Anfgabe 6.

Ginen Pyramidbenrumy]i purd Parallel-
fdhnitte in n gleide Teile yu teilen. :

Aufldjung. Die beiden Grundflachen feien G und g,
bie Hohe Jei h. Ergdnst man den Pyramidenrumpf ur ﬁhj
ramidbe und bejeidhnet die Hihe Dver gamgen Ryramide mit
X, biejenige Der Grgdnzungspyramide mit x, fo ift (vgl. Bemw.
pon IIL. 14):

e e =5 _‘fg =%
X e h \/G.._\fg_} X '\,JG' _Vrg
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Die Entfernungen bder Pavalleljdhnitte von der Spifse der
Crgdngungdpyramive feien x,, x, . .. (x, bie fleinjte). Be-
jeichnet man nun die Jnbalte der eingelnen Pyramiden, deren
Poben x, x,, x, . .. X find, bezwv. mit p,p,,py... P, fo
bat man die Gleidhungen:

p;—p 1 Ps—p _ 2 ;

P D s th gl
Da aber bie Pyramiden alle unter fih dhnlich find, jo find
jie ben Grdfen x°, x,°, x,°. .. X® propovtioniert (IIL 12.
3uf. 2). Daber ijt aud:

Xpl=x" Tk 2 WETA

e s e e
Hievraus folgt:

X 1(X3— Xs) + x?

i il

ober, wenn man die obigen Werte von X und x einfest:
e h® (GV'G + [11—1)g\/§_}

n(yG& _y/g)?

e h T G G + 11'-"]. lU‘ ”-
X¢ V(x \rfg'\/ \/ ( )r::Vb__
Gbenjo findbet man:

AT e g ’G+ =3
goat \/W =2V

et (o tad

b1 |

u. i 1.
Bujap L. Buf. 1 der vor. Aufg. findet auch auf dieje Auf-
gabe Amwendung.
Bufafh 2. Jft der Rbrper ein Kegelrumpf, Deffen
Grundfreis-Halbmeffer = R und r find, jo ergieht fich

Mol e
X, = o s (e B
AR 1\/ i

X, h BE‘idr (11—.3}r3
~R—=x n : E
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Aufgabe 7.

Die Abwidlungsfigur ded Mantels eines
Regelrumpfes su fonfiruieven, Dejfen Adjen-
jdnitt gegeben ijt.

ujdjung. ABCD (Fig. 67) fei ber halbe geg. Adjen:
johnitt bes Kegelrumpfes, AB bie Adfe. Schneiden jih BA
und CD overlingert in S,
jo ift S bie Spige Des Er- b
gingungdfegel3. BVejdhreibt /_., \
man ferner aug B mit _ / —
Halbmefjer BC den Qua:  / 7 \\ \
branten BCE, jo jtell diefer | [ i '*l
ben vierten Teil bed untes | ,/'Jl_%'\,x‘ )
ven Grunbfreijed des Kegel: %
tumpfed vor. Man jdlage \ ,-/
nun aud S wmit ben Halb: f( T
meffern SC unb SD Kreife, S |l
trage die Linge bed Lua- |
prantenbogens CE mit Hilje SSE ]
einer fleinen Birfeldffnung Sig. 67.
nach und nad) auf die *Pe:
vipherie des mit SC bejdjriebenen Rreifes von C nady F ouf,
und madhe auf derjelben Reripherie den Bogen CG = 4 CF.
Bieht man dann SG, weldye die Peripherie ded mit SD be:
jdriebenen Rreifes in H jchneidet, fo ift Dev Rreidring:
Yusjdhnitt CDHG bdie verlangte Abwiclungsfigur (1L Einl.
8. d und 10. ¢).

Anm. Sind die Veftimmungselemente bed Uchjenfchnitted i
Bahlen von Lingeneinheiten gegeben, fo fann man pen Punft G
auch mit Hilfe ded Trandporteurd finden. St ndmlig BC = r,
AD = /, DC = s, jo ift: SC' =8 Y- (vgl. Bew. von I1L.15.b).

[t
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Betrdgt nun der (in Fig. 67 fiberfrumpfe) Bentvimwinfel CSG x Grabe,

; x 2rm r—r!
W e -
r =1L aanl
8
Aufgabe 8.

Cinen SKugelabjdnitt 3u fonftruieven,
bejfen Hohe und Jnhalt gegeben find.

Auflifung. Der geg. Jnbalt fei K, die geq. Hohe h:
ver Halbmefjer der Kugel werbe mit x Dbezeichnet. Dann
muf fein (IIL 18. b):

- :

K = ﬂqh (3x —h), woraus folgt:
e L

TTER T3

Veltimmt man hieraus x, bejdhreibt mit x als Halb-
mefjer einen Sreid, und zieht in ihm in der Entfernung x—h
vom WMittelpunit eine Sebne, fo fdueidet diefe einen Rreis-
abjdynitt ab, welder den Achfenichnitt des gefuchten RKugel:
abjdnittes vorftellt.

Aufgabe 9,

Cinen Kugelausdidnitt ju fonjtruieren,
peffen Jnhalt und Yaubenjlacdhe gegeben jind.
ufldjung. Dev geg. Jnbalt fei K, bdie geg. Hauben:
Hade O; ber Halbmefjer der jugehirigen Kugel werde mit x,
bie Hobe ber RKugelhaube mit y begeichnet. Dann muf fein
(LIL. 19 und 18. ¢):
K =2xny, Qf= 22Xy,
Pievaud folgt:
T 315 = --92
e 0 Y= 6Kn’
Jit alio O = p*, K = q°, und findb p und q alg
Streden geg., jo hat man die ywei Gleihungen:
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4

q-
e p*
T 3 =6-—-—-—, —— — 4
= p* q y 2xT

weldhe folgende Konftruftion wveranlaflen: Wan bejtimme
(mittels vechtwm. Dreiede aus Segm. und Hidhe) ju p und g
bie britte Proportionale r, bievauf ju q und r die Dbritte
Rroportionale s: fo ift x = 8s. Man bejdyreibe jodann mit
Halbm. OA = x einen Rveid und beftimme su defjen Um-
fang und su p bdie dritte Proportionale y. Schneidet man
nun von Halbm. OA ein Stiid AB = y ab, legt dburd) B
bie ju OA fentrechte Sehne CD, und zieht OC w. OD: fo ijt
OCAD bper Adhenichnitt des verlangten Kugelausjdnittes.

Aufgabe 10.

Ginen Wulft*)zuermitteln, derdengleiden
Snbhalt und eine n=mal fo grope Dberflade
habe mie eine geg. Kugel.

ufldjung. Der Halbmefjer der geg. Sugel jei R, der
Halbmefjer ded Deridiantreifes des Ruljtes werde mit x, der
Halbmejfer de3 von feinem Mittelpunft befdriebenen Kreijed
(, Mittelfreifes) mit y bejeichnet. Da et Mittelpuntt eines
Rreifes fowohl defjen Kladpen - Schwerpuntt ald Umfangs-
Sdywerpuntt vorjtellt, jo mup jein (III. 20):

xn.2yn = %R°r,
2x®. 2y = n.4R2w.
Nus diefen zwei Gleichungen folgt:
2 S nt
B R, s
Hiernadh fann x genau —, y durd) eine Niherungdionjtrut-
tion gefunben werden.

*¥) D. i, ein Umbrehungsforper, der purc) Drehung eined RKreifed
um eine in jeiner Gbenme liegende und ifn nicht fchneibende Gerade
entjteht.
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D. Anhang
von Lehefiaben und Aufgaben.

[. €ehridfe.
1—5: Allgemeine Polyederfike.

1. a. Die 3-fache Flachenzahl oder Ecengah! eines Polyeders
liegt sioijden der 2:-fachen RKantenzahl und der um 6 vermehrten
einfachen Rantenzahl:

2K 2 3F > K +6.

2K 2 8E > K + 6.
(Da jede Flide mindeftend 3-feitig und jede Gefe minbdeftens
3-fantig ijt, jo it W oder 2K > 3F und > 3E. Das iih
vige burd) Rombinierung bdiefer Ungleichungen mit 111 1.)

- b Die 2-fade Flahenzahl eined Polyeders liegt ztwijdjen
per um 8 vevminderten 4-fachen Ederzahl und der um 4 ver-
mehrien einfachen Gdenzahl. — Die 2-fache Ecenzahl eined Po-
[peders liegt sivijchen der wm 8 verminderten d=fachen Fldadenzah!
und der um 4 vermehrien einfachen Flachenzahl:

4E—8 > 2F > E + 4,
4F—8 > 2E > F + 4,

2. a. (65 giebt fein Polpeder, in bem alle Flachen mehr
al8 5-feitig find, oder in dbem alle Gen mehr als 5-fantig find.
(HL Anh. 1. a.)

b. @8 giebt fein Polyeder mit 7 Fanten. (ILL. Anfh. 1. a.)

7 3. Bildet man von einem Polyeber ein ebenes Nep
und fiigt diefes iwieder ju einer gejhloffenen Polyeberoberflache
jo aujammen,’ daf je zivei Randlinien des Jehes, die vorfer U
etner Qante veveinigh waven, wieber ju einer Rante vereinigt
werden, daf aber die vorherige Aupenjeite der Polyederoberfliche
mmmehr guv Jnnenjeife wird: fo ift dad new entjtandene Poly-
eoev gu dem uripriinglicdhen jymmetrifh. Aus jedem ebenen et
laffen fich alfo glwei jymmetrijhe Rolhederformen Herftellen.

4. a.  Bieht man von jamtlichen Ecen eines Polyeders in
verfelben Richtung pavallele und gleiche Strecten, fo beftimmen
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deren Endpuntte die Ecden eined zweiten Tolhederd, dad mit
pem exften fongruent ijt.

b. Bieht man vpon den Ecden eined Polheders nad) einem
PRuntte Strecten und verfdngert jebe iiber den LPuntt um jich jelbit,
jo beftimmen die Endpuntte der Verldngevungen die Ecken ecined
atveiten Polpedersd, dad mit dem erjten jymmetrijd) ift.

¢. Fallt man von den Ecen eined Polyederd die Sentrechten
auf eine gevade Linie und verldngert jede fiber ihren Fufpunit
um fich) jelbft, jo bejtimmen bie Eubdbpuntte der Verlingerungen
bie Gcen eines zweiten Polyeders, bag mit dem erften fon-
gruent ijt.

+ 5. a, Bieht man von einem Punft S nad) den Eden
eined Polheders Streden und teilt diefe {dmtlich in dem nim:
fichen BVerhiltnis, jo Deftimmen bdie Teilpunfte die Ecden ewned
stveiten Polyeders , dad mit dem erjten dhnlich ift, und zwar
gleichftimmig dahnlic) oder ungleichftimmig dhnlid), je nachdem die
Teilpuntte auf derjelben Seite vom Wuntt S angenontmen twerden,
auf der bad uripriingl. Polyeder liegt, ober auf der entgegenge-
jeten Seite. Biwei entjprechende Kanten ber zivei Polheder ver-
halten fich toie die Gnifernungen jtveier entjprechenden Eckent vom
Punit S. (Vgl, II. Anbh. 18.)

T b. Der Sap: L 10, Buj. 2 gilt aud) fitr dhuliche und
dhrlicy liegende Polyeder. Je nacd)dem die el PBolyeder gleid)-
ftimmig @hulich oder ungleichftimmig &hulic) jinb, jind bei ber
ifnlichen Lage je jwei entjprechende Kanten gleid)-gerichtet oder
entgeqengefelt-gerichtet, und ijt der Uhnlichleitapuntt ein dupever
ober ein inmnerver.

c. Drei dhnliche und dhnlich liegende Bielede ober Polyeber
haben gujammen drei Ahnlichieitdpuntte (und ivar entiveber dret
Gufere ober einen dufeven und el nere), weldje in gerader
Qinie [iegen (dufere ober inrere dhnilichteitsadie). (Bal.
IT. Anfh. 19. — Man betweife, daf die drei Alhnlicyteitspunite in
awei Ebenen, und folglid) in deren Sdnittlinie fegen miifjern.)

6—13: Prisma.

6. a. Der Rauminbalt eined Wiirfeld , defjen Rante bdie
Summe zweier Streden a und b ift, ijt gleid) bem Wiirfel aus

fommerell- Haud, Steveometrie. 7, ufl. 12
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per Rante a, plud dem dreifachen Duwaber aud a, a und b, plus
vem dreiffachien Quaber aud a, b unb b, plud dem Wiirfel ausd b.

b. Unaloger Sap fitr einen Wiirfel, deflen Kante die Dif-
fereny zweier Streden ijt.

7. a. Jn jevem Duaber ijt bag Tuadrat einer Diagonale
aleid) der Summe der Duadrate dreier von einer Ede audgebhen-
ven Kanten.

b. Projiziert man eine Strede auf bdie drei Kanten eined
Oftanten (indem man von den Endpunften der Strede die Sent-
rechten auf die Kanten fillt), jo ijt dad Quabdrat der Strede gleid
der Summe der Qwabdrate ihrer drei Projeftionen.

8. a. Die Summe der Quadrate der vier Diagonalen eined
LBarallelflad)3 ift gleidh der Summe bder Quabdrate bder wdlf
Santen.

b. Die Summe der Quabdrate der jechd Diagonalfldcdhen
eined Larvallelflachsd ift gleich der doppelten Swmme der Quadrate
ver jech? Seitenflachen. (Man ftelle zuerft eine Beziehung anf
ywifchen 2 Diagonalfldchen und 4 Seitenfladjen, die jwijden den
nimliden vier LParvalelfanten liegen.)

9. a. Jebe durch den Mittelpuntt eines Parvallelfladh)d ober
pen Peittelpuntt der Adyje eined vequl. ‘Pridmad von gevader
Seitengahl (Eylinders) gezogene und von der Oberflache begrenzte
Strede wird in jenem Mittelpuntt Halbiert.

b. Jebe bduvc) dem WMittelpuntt gelegte Schnittebene teilt
den @orper in jwet {ymmetrijdhe Teile.

¢. ©duneidet man einen Eylinber durd) jiwei beliebige Ebenen
(die ficd) fjelbjt nicht innerhalb ded Eylinderd jchneiden), jo hat
dag wijden thnen enthaltene Ehlinderitiid gleiden Jubalt und
gletche Mantelflache mit einer Jone ded Cylinders, die das Stiid
der Achje swijchen den wei Schnittebenen zur Hihe hat. (Vgl.
audy ILII. Anh. 12. c.)

10. a. Jedem Qnader [t fid) eine Kugel 1wm bejdhreiben.

b. Jedem Jhomboeder *) [dft fich eine Kugel ein bejdjreiben.

11. a. Jeped Jthomboeder Fanm in ein vegulires jedhdjei-
tiges *Prigmatotd und e fongruente dreijeitige Pyramiden, die

) Unter , Rhomboeder” ift hier und im folgenben ftetd ein
Hhomboeder im engeren Sinne (vgl 1II. Einl. 5. b) verftanden.
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mit vem Pridmatoid die Guvundflacdhen gemein haben, zerlegt
werden. Die Seitenjlacdjen ded Pridmatoidd und der Phramiden
jfind fongruent, bie Hihen find gleich und fallen in die Haupt:
bingonale bes Rhomboeders. Daz Pridmatoid it = 3, jede
Pyramide — § ded Nhomboeders. :

b. Die Mitten von fehd Kauten eined Wiirfeld , die nicht
purch) die namlidhen zwei gegeniiberliegenden Ecen gehem, liegen
in einer Gbene und bilben die Ecen eimed reguliven Sed)zeds.

12. a. Sdneidet man ein Pridma durd) ewme beliebige
Ebene, fo fiegt der Flachen-Schwerpuntt dber Schmittfigur auf dex
Berbinbungslinie ber Schwerpuntte der zivei Grundfldchen. (Man
bew. den Sah zuerft fiiv ein dreijeitiged Pridma, zerlege ein
mehrieitiges Prisdma in lauter dreifeitige, und fonjtr. bie Sdywer-
punfte der Flachen iwie im BVew. von IIL 20. a. — Die Teil:
dreiecte der Schnittfiqur jind nach) T. Anh. 31 denen der Grund-
jlachen proportioniert.)

b, Der Sdjwerpuntt einer ebenen Figur projiziert fich als
Schwerpunit der Projeftionsfigur.

c. Der Inbalt eined jhiefabgejhnittenen mehrieitigen *Bris-
mad ift gleich bem Jnbalt eines fenfrechten Pridmas, das den
gleichen Querjdhnitt, und die Stredte pwijchen den Sehiwerpuniten
ber Endpolpgone zur Hihe Hat. (PMan bevechne den Snbalt
mitte(3 T11. 16. Buj. 2, und die Strecte ivijchen den ivei Schiwer-
puntten mittels ded &. 164 erwifhnten Trapes-Sapes.)

13. Gin Prisma wird von jwei Ebenen, bderen Miedian-
ebene fenfrecht zu ben Seitentonten iff, nad) fongruenten Biel:
ecfen gejchnitten (Wecdhjeljdhnitte).

14—29: Pierflad). Sdywerpunkt.

14, Die Summe der jed) Keile eines BVierflachsd liegt zroi-
ifen 4 R und 6 R. (Die Summe der fphir. Eyrzefie der Drei-
fante an ben vier Eden muf > 0 und < 4 R fein. Jum Bew.
bringe man bie Spigen ber vier Dreifante durd) Parallelver-
jhiebung in den Meittelpuntt einer Rugel.)

15. Die Mittellotebenen der 6 Kanten eined Bierfladhs
jchneiden fich zu je dreien mnach 4 Gevabem (den Mittelloten

per Flachen) und gehen alle 6 durd) eimen Puntt, mweldper
12%
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per Mittelpuntt der dem Bierflad) umbejdhriebenen
Qugel it

16. a. Die innmeren YPiedianebenen der jechd Kanten eines
Bierflachd jdhueiden fich zu je dreien nad) bier Geraben (den 4
inneven Medianen) und gehen alle jech durd) einen
Puntt, weldjer der Mittelpuntt der dem Bierflach einbejdhrie-
benen Qugel ijt. (IL Anb. 36.)

b, Die duferen Medbianebenen dreier in einer Fldche liegen-
ben Ranten und die inmeren Wiedianebemen bder bdrei dfibrigen
fanten jchneiden {ich zu je dreten mnad) bier Geraden und gebhen
alle fechz durd) einen Punft, welder der Mittelpuntt der dem
Bierflach an jene Flache anbejchriebenen Kugel ift. LVon
ben bier Geraden ift eine eine innere Yiediane, bdie drei anbern
find duBere Meditanen. E3 giebt 12 dupere Webianen und
4 anbejchriebene Sugeln.

c. Die inneren Medianebenen ziveier gegenitberliegenden
Rantert und die duferen Wiedbianebenen der vier itbrigen KRanten
{dneiden fich zu je dreien nach bier Geraben (duferen Piediamnen)
und gehen alle fech3 durd) einen Punft. Diefer ift der Mittel-
puntt einer Berithrungsfugel, die dem zweiedigen Scheitelfeilvam
ved Bierflachs an etner der zwei gegeniiberliegenden Kanten ein-
bejchrieben ijt. E3 giebt im allgem. 3 joldjer Kugeln.

d. Bon den 4 inneren und 12 duferen Medianen eines
Bierflachs jdhneiden fich aljp a) bie 4 immeren —, b) 4mal 3
dupere und le inmere —, c) 3mal 4 dupere in je einem Punft.

(€ine analoge Lage twie die 8 Kugelmittelpuntie Haben die
8 Puntte in I. Anh. Aufg. 10. b.)

17. a. Jebe (inneve oder dufere) Piedianebene einer Kante
eined Lierjflachd teilt die gegenitberliegende Kante in ziwei Teile,
pie fidh verhalten tvie die der erjten Rante anliegenden Flachen.
(III. 12. Buf. 1 undo L Anh. 20.)

b. Jede (innmere oder dupere) NMiediane eined BVierflachs
jchneidet die gegenitberliegende Fldche in einem Puntte, deffen Ver-
binbungalinien mit dben dret Eden ber Fldche diefe in drei Teile
teilen, oie jid) verhalten wie die drei anliegenden Fldchen.

18, a. Ript fidh in einem Bierflah) eine Kugel befchreiben,
oie jdmtliche fechd Ranten innerhalb der Kanten beriihrt, fo find
die brei Summen je zweier Gegenfanten gleidh.
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b. Sind bie drei Summen je jveier Gegenfanten -einesd
Biexflachd gleidh, jo jchmeiben fich bie Senfrechten, bdie auf den
vier Flachen in den Mittelpuntten ihrer einbejdhricbenen RKreije
errichtet twerden, in einem Punft, welder ber Mittelpuntt der
in diefem Falle vorhanbenen fantenbervithrenden Fnmen-
fugel ift. Auperbem gibt ed jech3 Kugeln, von benen jede eine
Rante und die Verldngerungen der viev anliegenden Yanten beviihut.

19. a. Gin Bierflach toird von einer zu zwet Gegenfanten
pavallelen Gbene nach einem Parallelogramm gejchnitten, dad
bie von den zwei Ranten gebilbeten Winfel enthilt. Jnsbejon-
deve bilden die Mittelpuntte Der vier gefchnittenen Ranten bie
Gden eined Rarvallelogramms, Defjen Seiten bie Hiljten der
swei Gegenfanten find. Jeded Bierflach Hat 3 jolche Mittel-
pavallefogramme. (BVgl. L Anbh. 14 und 13. a.)

b. Die drei Mitteltransverjalen (b. §. die BVerbin-
dungaftveden ber Mitten ztveier Gegenfanten) eined Bierfladhs
jhmeident fich i einem Punft und Halbieven fich in demjelben
qegenfeitig. (Sie bilden bdie Diagonalen der drei Mittelparal:
felogramme.) — Die Mittelpuntte aller st ziwei Gegentanten
parallelen Sdnittparallelogramme liegen auf dev zugehorigen
Mitteltransdverjale.

c. Bieht man in jeder bdev vier Fldchen -eines Rierflachsd
bic drei Berbindungaftveden der Kantemmitter, jo bilden Ddieje
12 Gtrecten die Ranten eined dem BVierflach einbejdriebenen
AUdytflads (Dftacders im mweiteren Sinn), bad Ddie Ddrei
Mittelparallelogramme zu Diagonalfliichen und die drei Mtittel-
trandverjafen zu Diagonalen hot. ©8 fann ald 6-feitiges Prid-
matoid, und jtwar mit jeder jeiner adht Flichen afg Grundildche,
betrachtet werben. — Daz Bierflac) bildet den palbfladhner
bes Achtilachs; es Fann ndmlich aud dem Achtflach entftanben
gebacht twerben bdaburch, bdaf bon peffen 8 Flachen 4 nidit tn
einer Rante zujammenftopende unterduiidt, und bie 4 iibrigen
(die den bier erften cingeln pavallel finb) evweitert werden, big
jie fich jchueiben.

d. Jebem Bierflach fann ein PVavallelflad umbe:-
fdhrvieben werden, indem duvd) jebe Rante eine Ebene parallel
s ibver Gegenfante gelegt wird, Die KLanten bed Parallelflachsd
find gleich und pavallel den Mitteitransverfalen deg Vierflachs.

|
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Umgetehrt Eonmen jedem Pavallelflach gioet Vierfladye etnbefdhrieben
toerben, deren Qanten die Diagonalen der Fladen ded Parallel
Hachs find. Sie fHaben die Mitteltrandverfalen uud die Mittel
parallelogrammte gemein und ftellen die 2 Halbflachner ded ihren
gemeinfdaftlichen Rern bilbenden eimbefchriebenen Achtflach2 vor,
defien Ecen die Wittelpuntte der Fladen ded Parallelflachd bilden,
unb dad dem Pavallelflad) zugeorduet heifit. Die zvei Bier-
flache, bon Ddemen jedbed dad Gegenbierflad Dbed andern
heifgt, find entjprechend -gleich, und zwar jymmetrijd); jte liegen
dhnlich und Haben bden Schnittpuntt der Mitteltrandverjalen jum
Ahnlichteitapuntt (IIL. Anh. 4. b). Jeded ift gleich bem britten
Fetl bed Parallelflad)s.

e. Segt man durd) bie Mitte jeder Rante eines Bierfladhs
eine Ebene fenfredht zu ihrer Gegenfante, fo jchneiden fich dieje
jechs Ebeneén in einem Punft, twelcher {ymmetrifch (tegt mit dem
Peittelpuntt der umbejchriebenen Rugel in Beziehung auj ben
Scmittpuntt der Mitteltrandverjalen. (Sab von Monge.
Ber. mit Hilfe ded Gegenvierflachs.)

20. Die Sdymwerpuntte aller Pavalleljchnitte etner Phyra-
mibe liegen in einer Geraben, welde die Spige mit bem Schiwer-
punft ber Grundfldche verbindet und die Sdhwerlinie der Py-
ramide heift.

21, a. Die jecdhd ©Sdhwerebenen eined Vierflahd (d. |.
bie durd) je eine RKante unbd die Mitte der Gegenfante gelegten
Ebenen) jdmeiden fich zu je dreien nac) den vier Shwer-
linien ded Wierflahd und geben alle jechgd durd) einen
Puntt, welder der Schmwerpuntt ded Vierflachs heit. Die
vier Schwerlinien teilen fidh tm Schwerpuntt gegenjeitig im Ver-
haltniz 3 au 1, jo dap die groferen Ubjdhnitte an die Eden
ftofen. — Die vier Pyramiden, in die dad Bierjlad) vom Schiwer-
punft aud zevlegt rerden fann, Haben gleichen Jnbalt.

b. Der Schwerpuntt ift identif) mit dem Schnittpuntt der
brei Witteltrandverjalen, und aljo identijd) mit dem Piittelpuntt
ved einbejdyriebenen Achtflachd und ded umbejcdhriebenen Parallel:
flach3.

Wnm. Vejteht ein Kdrper aud zwei Teilen, deren Rauminhalte

=k, und k,;, und beren Sdywerpuntte 8, und s, find, jo erhilt man

ven Sdywerpuntt S bed ganzen Korpers, tvenn man s,s, im BVerh.
By, = kg ik, feill y
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1 22. Teilt man bdie Schwerlinie (ML Anph. 20) ewrer
mehrieitigen Pyvamide im Verhiltnid 3 ju 1 jo, dap dev gripere
Abichnitt an die Spise jtoft, jo ift der Teilpuntt ber Schiver-
punft der Byramide. (Sap von Lionardo da BVinci. —
Man zerfege die Pyramide durch Diagonaljchuitte in Bierfladye.)

Mittels diefed Sabed famn man gemdf der vorjtehenden
Ynm. von jedem Polycder den Shwerpunit fon-
ftruteren, indem man e in Pyramiden zerfegt (ITL Eml. 9).

93, a. Die Summe der Duadrate zweier Gegenfanten eined
Rierfladge vermehrt wm dag 4-fache Duadrat dev augehorigent
Mitteltranadverfale ift gleich der Swmme der Tatabdrate der vier
anbern Kanten.

b, Die Summe der Duadrate der drei Meitteltransverjalen
ift gleich 1 ber Duabratjumme der jechs Ranten.

24, a. Dad Duabdrat einer Schwerlinie eined Vierflachs ijt
gleic) 1 der Duabratfumme Dder vom Dder namlichen Ccke aus-
gehenden Drei Ranten weniger § der Duabratfumme der dret
iibrigen Qanten. (Jft in einem A ABC pie & BC in M im
Ber). BM : MC = 1:2 geteilt, o ift: 2 AB*4 AC* = 3AM*
+ 6BM®.)

b. Die 9-fache Duadratiumme der viev Sdywerlinien ijt gleid
ber 4 -fachen Quadratjumme der jedh)3 Kanten.

e. Die Qutadratjuntme der Entfernumngen bed Sdhroerpunties
pon ben bier Ecen ift gleich der Duabratfumme der brei Mt
teftvanaperjalen. (IIL. Anh. 23. b.)

25, a. Der Jubalt eined Bierflach? ijt boppelt jo grop als
ber Qubalt einer Pyrvamide, bie ein Mittelpavallelogramm 3ur
Grundiliiche und die fiivzefte Entjernung ber el ihm paral:
lefen Gegentanten zur $Hohe hat. (IL1. 16.)

b. Qede durd) eine Mitteltransverjale cines Bierfladhs ge-
(egte Scnittebene feilt dad Bierflad) in atoei gleiche Teile. (Sag
pon Bobillier. — Die 3wel Pyramiden, die sijchen Der
Scnittebene und eivem durd) die Mitteltransverfale gehenden
Mittelparvallefogramm liegen, find glei.)

96. . Das rhombijche Bierilacd oder SphenoiDd.
Haben in etnem Bierflach je gvel gegenitberliegende fanten gleiche
Qéinge, fo find afle vier Flichen ongruent, und bie Dreifante au

alfen viex Gcen fongruent; das Piecflad ijt alfo gleidhedig
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gleidgflachig und heipt Sphenoid. Dag Jeh eined joldhen
erhalt man, wenn man durd) die Eden eined beliebigen, al3
Seitenflddye gewdhlten Dretedd die Pavallelen zu den Gegenfeiten
sieht. Jm Sphenoid find bie dbrei Mittelparallelogramme Rhom-
bert, (dafer aud) die Vegeichung: rhombijdhesd Vierflady).
Die dret Mitteltrandverfalen ftehen auf einanber jenfrecht. Das
einbejdjriebene Achtflach (IIT. Anh. 19. ¢) hat lauter fongruente
Slichen. Dad umbejdyriebene Ravallelflacy (I Anh. 19. d) ift
ein Databer.

b. Dad fymmetrijhe Sphenoid hat fongr. gletch-
|dentlige Dreiece zu Flachen. E8 hat alfo 4 gleidie Kanten
(Gegentanten-Paave); die zwei andern Kanten find u einander
rehtintlig. Die Dreifante find gleichihentlig. Ein Mittelpa-
rallelogramm ift quadratifd), die wei andern find Ffongruent.
Broet Mitteltrangverjalen find gleid.

27. a. Dad Dblong-Vierflad. Bilben in einem
Bierflad) zwei Kanten mit ihren Gegentanten vechte Winkel, fo ijt
oied aud) fiiv bad bdritte Kantenpaar der Fall. Die drei Pittel-
parallelogramme find Rechtede, (daher bdie Vez.: Oblong-
Bierflad)). Die drei Mitteltrandverfalen find gleich. Die Summe
per Luabdrate je ztveier Gegenfanten ift fonftant. Dad einbe-
jdriebene Achtflach befitt eine umbejchricbene Rugel. Das um:
bejdyriebene Parallelflach ift ein Rhomboeder (im weiteren Sinn).

b, Jm DOblong - Bierflac) jhneiden fich) die vier Hohen in
einem Punft (waé beim allgemeinen BVierflad) nidyt der Fall
ijt). Durd) bdiefen Punft gefen auch bdie Hirzejten Entfernungen
per drei Paave von Gegenfanten.

c. 3m Dblong-Vierflach) liegen die Fufpuntte der vier Hikern,
bie Schwerpuntte der viev Seitenflichen, joivie die Puntte, welche
bie obeven Ubjdynitte der vier Hihen vom Hohenjchnittpundt aus
i Berhaltnis 1 : 2 feilen, auf ciner Qugelflache (Feuerbadyide
Rugel), deven DHalbmeffer gleich & ded Halbmefiers der wumbe:
jdjriebenen Rugel ift, und deven Mittelpuntt bie LVerbindungs-
jrrece bon Hohenjchnittpuntt und Mittelpuntt dev umbejchrichenen
Kugel tm BVerhiltnis 1:2 teilt. (Sah von H. Bogt. — Die
Teilpuntte zweter Hohenabjchnitte und die Schwerpuntte der itz
gehirigen zwei Seitenflichen bilden bdie Gcen eimes NRechteds,
vefjen Mittelpuntt der Mittelpuntt der Kugel ijt. Das dburd) die
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vier Teilpuntte der Hohenabidmitte bejtimmte Lierflacdhy ift mit
pem Haupt-Bierflacy Ghulich und hnlic) liegend.)

28. Sn jevem Bievflach ift dev veziprofe Wert bed Halb:
mefjers der einbejchriebenen Kugel gleich der Summe der vezi-
profen Werte der vier Hohen und gleich der halben Summe ver
vesiprofen Werte Der vier Halbmefjer de anbefchricbenen Kugeln.
(Sind a,, a,, a,, a, die vier Seitenjlachen, b ohy ol BT bie
sugehbrigen Dohen, r,, 1y, 1,, 1, die albinefjer ber anbejdrie-
beren @ugeln, v der Halbm. der einbejdyriebenen Qugel, fo ijt:

&_I:ii;.ﬁ.-:ai:.?i:}t'+&zﬂi-a3.l.a": al—rag'ras“ﬂ; 1 'm-l
TEGL TRt s 1 13 1z
heahe s =gl r

29, a. Bieht man in einem Bierflac) von den Gden A, B,
¢, D nad) den gegeniiberliegenden Fladjen pier Streden AAY
BB, CC!, DD!, bie fich in einem Puntte O jdhneiden, fo ift:
QAL 0B 06 50T AQ.,. B0 G0 DO
ax T ee oo DD = L W Ax T BB OO DD~
(Mittel3 der Verh. der vier Teilpyramiden zum Ganzen Bierflad.)

b. Rt man von einem befiebigen Punit im Qnnern eined
Bierflachs die Sentrechten auf die Flhchen, jo ift die Summe ber
vier Berhiltnifie ans je einer Senfrechten und der ihr parallelen
Hihe = 1.

¢, Die Summe der Eutfernungen eined peliebigen Pounttes
im Jnnern eined vegul. Tetraeders bon den bier Fldchen ift fon-
ftant, und war gleid) der Hihe ded Tetraeders.

30—37: Pyramide und Fiegel, Pyramiden= und Fegelrumpf.

30. a. Su einer Dreijeitigen Pyramide, deren Dretfant an
ber Spipe ein Oftant ift, find oie Winfel der Grunbdjldche alle
fpits; die Projetionen der Seitenfanten auj die Grundildde fuile?u
in die Hihen der Grundildde, bie Projeftion der Spibe fallt in
den Schnittpuntt der Hoben.

b. Das Duadbrat der Grundildcdhe ijt gleid) ber Summie bev
Quabdbrate der Seitenjlachen.

31, a. llm jedbe rveguldve Pyramide und in jede veguldave
Pyramide [aft fich eine Rugel bejchreiben. _

b. Wm jeden vegul Pyrvamidenrumpy (Gt fich eine Kugel
bejchreiben.
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c. Jn eimen Regelvumpf laft lidh eine Rugel bejdhreiben,
wenn die Mantellinie glei) der Summe der Grundfreis - Halb-
meffer ift.

32. a. Stellt man das Nep einer Pyramide dabdburdy fer,
baf man [dngs den Seitenfanten auffchneidet und die Seiten-
fladen burc) Drehung um die Grundfanten in die Gbhene der
Grundjlddye umlegt, fo jdhneiden fich in diefer Nepfigur die Sent
rechten, die von den. freten Geen dex Seitenflachen auf die zu-
gehorigen Grundtanten gefallt werben, in einem LPuntt, weldyex
oent Fuppuntt der Hiohe der Pyramide vorfrellt.

b, 3n jeder PLyramide ift dbie Summe der Seitenflacdyen grofer
algd e Grundflache,

c. Hegt man in einem Lri®@ma ober Pyramidbenvumpf jtvet
Settenflidhen , die ecine Seitenfante BB gemein Baben, bdurd
Drehung um die Grunbdfanten AB und BC in die Gbeme der
unteven Grundfldche um, o jdhneiden fich die Sentrechten, bdie
vort den zivei lmlegungen bdes Punftes B auf bdie entjprechenden
Grundfanten gefallt werden, in einem Puntt, der die Projeftion
per Gde B auf die untere Grundfldche vorftellt.

93. Die Abwiclungafigur des Manteld cines Regeld, defjen
Achienjchnitt ein gleichfeitiges Dreiedt ift, ift ein Halbireia.

34 Wird eine vegulire quadratijche Pyramide von einer
burd) eine @runbdiante gelegten Schnittebene halbiert, o werden
gtoet Seitenfanten von ihr golden gefhnitten. (ITI. 16, Buf, 2))

35. Der Mauminhalt eined Polyeders, in dad fidh eine
Rugel einbefhreiben (&ft, ift gleid 5 mal Dberfliche mal Halb-
mefjer der einbejdyriebenen Qugel.

36.  Haben zwei dreijeitige Byramiden an den Spigen ent:
iprechend-gleidhe Dreifante, jo berhalten fich ihre Snbalte wie die
Lrodufte ihrer Seitenfanten.

37. a. Lerbalten fidh in einem Pyramidenvumpf et ent-
fprechenve Seiten der Grundilicdhen G und G* wie m ju m’', und
teilt ein Pavalleljhnitt die Hihe im BVerhiltnia Vi s Vm',
jo baf der grifere Abjchnitt an die groBere Grundildche ftoft,
o ift die Scnittfigur: S = VGG. Der Jnhalt des Pyrami-
denrumpfed ift alfo gleich der Summe der drei Pyramiden, welde
bie brei Fladen G, G, S u Grundilichen und bdie Hihe des
Pyramidencumpfes jur Hihe haben.




1. Buch. Anh. 3739 187

b, Der Rouminhalt eines Regelrumpfed ijt gleid) cinem
Gplinder vou Der gleichen $Hohe und einem Halbmefjer gleidh
ber Halben Summe Der ®rundtreid - Halbmefler ded Rumpjes,
plus ecinem Qegel von ber gleidhen Hibe und einem @rundfveis
$Halbnefjer gleich der Halben Diffeveny ver G rundfreis-Halbmeifer
ped Humpied.

38—39: Prismatoid.

38. a. Der Jnbalt eined Pridmas, befjen Grundiladen
Trapeze jind, ift gleich dem avithm. IMittel zifchen den el
varallelen Seitenflachen — mal ihrer Cutfermung.

b, Der Jnhalt einesd jchiefabgejchnittenen Parallelflache ift
gleich Dem arithm. Mittel zwijchen den vier Parallelfanten oder
atifchen el gegeniiber(iegenden Ravallelfanten — mal dent 3u
ihnen jenfrechten Dueridyuitt. (1L 16. Auf. 2.)

39, a, Gin Prismatoid werde auf die Ebene jeirter unteren
®rundflache G projiziett; die obere ®rundflche (Dediflade) jei D.
Die algebr. Summe der Projettionen perjenigen Seitenfladen,
bie mit D eine Qante gemein haben, (Dberdreiece) perde durd)
O, biejenige der itbrigen Geitenflicyen (Unterbreiede) purdy U
beseichnet; jo 3war, dbaf in ben et algebr. Summen jebe Fldche
mit pofitivem oder negafivem Borzeidpen verjehen wird , je nad:
bem fie fich mit obenliegender ufenjeite oder Srnenfjeite proji-
siert. Man hat dann ftetdg: D+ 0+ U —G. St bie Hibhe des

| e : ¥
Reismatoids = h, jo ijt fein JInhalt: K = 5 | 3D+20+U)

1 5
pber = ‘%l (2D+G+0). (SahvonC. Gufjerow.) Man

beriidfichtige auch den Fall, daf stoei Seitenfldchen, Die eiren
einfpringenden eil einfchlieen, in der Projettion anf bie ndm-
fiche Seite ber Qeilfante zu liegen tommien, jo daf in Der Nabe
ber Rante die Polpederoberflache von etner 3ur @rundfldde jent:
vechten Qinie in vier Punften gejdhnitten wird.)

b, St bie Hihe eined Prigmatoided = h, eine Grundildde
= (G, und derjenige Rarallelfchnitt, Der bon G eine Enifermung

h

h:; hat, = 8, fo ift der Jnbalt: K = 4 G+4+38).
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40—46: FRugel und Umdrehunagskirper,

7 40. Werden ztvei Korper von verjdhiedenen Doben dburd
jees Baar Ebenen, bdie ju den Hohen fenfrecht find und Fie
i ndmliden BVerhdltnid teilenr, nac) flachengleichen Figuren
gejdpmitten, jo verhalten fich die Rauminhalte der wei Pbrper
wie ihre Hohen. (Vew. dhnlich) wie IIT. 11, mittels III, 8.
Buf. 1.)

41. a. Wird ein Kreisabichnitt um den mit Jeiner Selue
parallelen Kveiddburdymeffer gedrveht, jo entfteht ein Umbrehuigs-
torper, Der ben gleichen Jubalt hot wie die ftber der Sebhne als
Durdymefjer bejdyriebene Qugel. (III. 11. Suf.)

b, Wird ein Lreidabidnitt wm einen beliebigen, ihn nidyt
jdneidenden Durchmefjer jeined Rreifed georeht, o entfteht ein
Umbrehungdtdrper, der fih zu der iiber dex Sebhne als Durch-
mefjer befdhricbenen Qugel verhilt wie die Projeftion der Sehne
auf die Drehachfe sur Sehue. (IIL. Anp, 40.)

42. Bejdyreibt man einer Kugel einen Regelvumpf um, jo
paf jie von Den beiden Grumdfreifen und dem Mantel berithrt
wird, fo ift der Raum jwijhen den Oberflchen der Kugel und
0ed Segelvumpfes gleich der Summe Dder jivei Regel, welde die
Grundiveife ded Regelrumypfes zu Grundfretjen und den Mittel-
puntt des Berithrungstreijes jur gemeinjchaftlichen Shite haben.
(Berallgemeinerung von III. 17. a, Beiveis,)

43.  Bieht man in den zwei Grundfreifen einer Kugelzone
gwei  pavallele Durchmefjer und bezeichnet bdie Lerbindungs-
ftrecten Der zwei Gndpunfte des einen Durchmefferds mit einem
Endpuntt bes andern duvdh s und s', o 1jt die frumme Dber-
fliche der Bone = ss'z. (Vevallgem. von TII, 18, Buj, 2,

44. a. Beriihren zivei zu einander jentrechte windjchiefe Ge-
rabe eine Qugel i den Endpunften eines Durdymefiers, und
|hneidet man auf einer devjelben cine Strecte gleic) dem Durch-
mefjer , auf der anbern eine Strece gleich der Groffreis-Peri-
pherie der Rugel beliebig ab, jo twerden das ourd) die vier Enb-
puntte dev Streden beftimmte BVierflac) und die Kugel von jeder
sum Bevithrungsdurdymeijer jenfrechten Ebene nady flachengleichen
Siguren gejchnitten (Sap von A Schmidvt, - Diernach Be-
rechung von Kugel, Kugelzone und Kugelabjchnitt.)
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b. Gin Kreuzfatteldach entjteht dadurcd), dag et
fongruente Sattelddcher mit gleichjchentl. Dreieden ald Stirn-
flichen auf gemeinfhaftl. quadratijcher Bafie ruben und jid) jo
burdhdringen, bdap die Firfthanten fidh redytwinflig jdmeiven
und gegenfeitig halbieven. Jft die Grundilicde des Kreuzjattel-
baches gleich bem Grundiveid, und feine Hibe gleich dem Halb-
mefjer einer Halbfugel, jo bhaben ivgend zivei Paralleljcynitte
beiber Rorper in gleichen Abjtinden von Dden Grundfladyen
gleichen Fldcheninhalt. (Vian betrachte dad Kreujatteldad) als
Differeny eines Tuaderd und vier quadratijher Pyramiven.)

c. Die Prismatoidformel (IIL 16) gilt aud) fiix Kugel,
Sugelzone und Kugelabjdnitt.

d. Hat ein Faft- oder Kefjel-fovmiger Kdrper zu einer Kugel-
zone, bezw. einem Qugelabjchnitt eine jolche Veziehung, dap die
swei Qorper von jebem Paar Ebenen, Ddie ju den beiberjeitigen
Hifen fenfrecht find und fie im nimlichen Berhdltnis teilen, nad)
flichengleichen Figuven gejdnitten terden, jo gilt fitx ben Korper
die Prismatoidbformel. (LI Anp. 40.) Daber giebt Ddie PBriz-
matoidbformel braudybare Nifevungsdwerte fitr die Beredynung von
Fidffern und Kefjeln, deren frumme Oberfldde geometrijd) nicht
genau bdefiniert ift. Jft alfo die (inmere) Hibe eines Faffes =1,
ber Bobdendurchmefjer = d, Der Spunddurdmeiier = D, jo

:;h
fann man jegen: K = 5 (d* + 2D7%).

45. Dreht man ein Dreied um eine jetnex Schyerlinien als
Achie, o befchreiben feine beiben Teile gleid) grope Jotations:
forper. — Die Jnhalte der drei purd) Drehung um Ddie drei
Sdywerlinien erzeugten Jotationsforper verhalten fich toie Die
reziprofen Werte der Schwerlinten.

46. Dreht man eine ebene Figur, bie aué wei jymmetri
jhen Hilften befteht, nm eine jie nidyt jchneidende Adhfe, die pa-
vallel zur Symmetralachie ift, fo it bie halbe Differen; der Fn-
Balte ober Oberflichen der bom den jivel Hiljten bejdyriebenen
Nmbrehungstivper gleic) dem Jubalt ober Der Dberflide Ddes
Umbrehungatirpers, der durd) Drefung der Figur um ihre Sym-
metralachie entjteht.
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47—63: Neguliive und halbreaulive Polyeder. Requl, Rryfallfyfem.

47. a. Je pwet Gegenfanten eined vequl. Tetvaeberd find
au einander fenfrecht. Die Verbinbungsdftrede ihrer Mittelpuntte
ftellt ibre tiirzejte Cntfermung vor.

b, Bet Dodefaeder und JFfojaeder {find 5 Gruppen von je
3 Paaren parallefer SLanten vorhanden, deven Ridhtungen zu ein-
anber fenfrecht find.

48, v jebed vegul. Polyeder (Gt fich eine Kugel fon-
jtruieven, bdie jamtliche Ranfen in deren Halbierungdpuntten be-
vithrt.  Shr Puttelpuntt fallt mit bem IMittelpuntt der ein- unbd
ver umbejdyriebenen Qugel jujammen.

49. a. Die Mittelpuntte der Flichen eines vegul. Polyeders
bilben die Ecen eined anbern, dem erften zugeordueten rvequl. Po-
Ipeders. (Bgl. IIL. 4. Buj.)

b, Jit einer Sugel ein vegul. Polpeder cinbejchrieben, und
legt man in feinen Gden bie Berithrungdebenen an die Rugel,
10 jdliegen bieje ein jweited, dem erjten zugeordueted vequl. Po-
[yeder ein; und umgetehrt.

c. Die Ebenen, bie dburch bie Endpuntte der von je einer
Ede ausgehenven RLanten eines vegul. Polyebers — ober durd)
Puntte diejer Kanten, die von der Ede gleih weit abftehen —
gelegt twerden, jchliegen ein jiweite3 , dem erften zugeorbneted
regul. Polpeder ein.

Wean jagt daber, die Flddhen ded einen von zwei ugeord-
neten vegul. Polpedern ftumpfen die Eden ded andern ab.

50. Die Eden jedes der in IL Anh. Wufg. 61 bejprochenen
jinf MNepe von vegul. fphir. Bieleden auf einer Kugeloberfliche
bilben bie Gden eined der Rugel einbejdhriebenen — ober die
Bevithrungdpuntte der Flachen eined der Rugel umbejchriebenen
vegul. Polheders. (Hiernad) fann man aud) von der Sphirit
aud gu den vegul. Polyedern gelangen, und jwar reichen hiezu
bie Drei vegul. Dreiecd3nehe aus.)

1. Haben ziwei einander gugeordnete vegul. Polyeder gleiche
Dalbmefjer der wmbejdyriebenen Kugeln, jo Haben fie auch

a. gleihe Halbmeffer der ihren Fldchen umbejchriebenen
Kreife, und daher aud) gleiche Halbmeffer der einbejchriebenen
Sugeln. (Dip jphav. Mittelpuntte der den Flichen des einen
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umbejdyr. RKreife bilben die Eden eined mit dem andbern fongr.
‘Polyeders.)

b. Das Produft der Halbmeffer der fantenberithrenden Ku-
geln ift gleich dem Produft der Halbmefjer der einbejdhriebenen
und der umbejdhriebenen Qugel: ' = rR. (Bei der in a. an:
gedentetent Qage liegt je ein p und ein B bez einen Pol. beziw.
mit einem ' und einem r ded andern in der ndmfichen Geraden.)

¢. Die Rauminbalte ber zwei Polpeder verbalten fich rote
bie Halbmefjer ihrer fantenberithrenden Kugeln. (Sap von Do ftor. )

52, a. llnter ven Gden eined Wiirfels jnd 2 Gruppen von
je 4 Gcden vorhanden, die gugleich Ecen eined regul. Tetvaeders
find : Die Tetvaederfamten werden durd) Cuabratdiagonalen vor:
geftellt. (Bgl. ILII. Anb. 19. d.)

b, Unter den Ecen eined Dobdefaeders jind 5 Gruppen von
ie 8 Gden vorhanden, die gugleich Een eines Witrfeld find ; Die
Wiirfelfanten werden burd) Fiinfectddiagonalen vorgeftellt (TLL. And.
47. b). Das Dodefacder fann aujgefaft werden ale Witrfel, auf
befjen fechd Flachen fongruente Walmddacher aufjipen; jede Prei-
ect3fldche eined Walmdached bilbet mit einer Trapesfldche eines
andern Zufammen ein vegul. Fiinfeck.

53. a. llnter den Fldchen eined vegul. Dftacderd find 2
Gruppen von je 4 Fldchen vorhanden, die (eriveitert gedacht) ju-
qleid) Flachen eined vegul. Tetraederd jind. (Bgl. [1I. Anf. 19.
e und d.)

b. Unter den Flachen cined Jfojacders find 5 Gruppen von
ie 8 Flachen vorfanden, die jugleid) Fladjen einesd Oftacderd find.
(III. Anh. 52. b und 49. b.)

54. a. Die Mitten der 6 Kanten eined Tetvaederd bilven
bie Geen eined Dftacders. (Bgl. IIL Anf. 19. c.)

b. Die Mitten der 12 Kanten eined Wiirjels oder gines
Oftacberd bilden die Gcen ded niamlichen gleichedig - halbregul.
Polyeders, deffen Dberflidhe aus 8 fongr. regul. Dreiecen und
6 fongr. OQuadbraten befteht, und an Ddefjen Gcen fich tongr. BVier:
tante befinden. :

. DieMitten der 30 Ranten eines Dobefaeders oder emes
Stojacders bilben die Ecen des nimlicdyen gleichedtig = halbregul.
Bolyeders, defjen Dberjliche and 20 fongr. vegul. Dreieden und
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12 fongr. vegul. Fiinfeden bejteht, und an bdejjen Eden fich fongr.
Rierfante befinben.

Durd) Eriveiterung der Fldcden bder in a, b, ¢ genannten
Polyever erhalt man je zmwei zugeordmete vequl. YBolyeber in jtern-
formiger Durchoringung (ziei zugeordnete requl. Lolyeder ,im
Gleidhgemicht”.)

55. Legt man durd) jebe Kante eined rvegul. Polpeders eine
&bene, bie mit ben anftofenden Flacen gleiche Keile bilbet und
pas BPolyeder nidht jdhneidet, jo umjcdhliefen diefe Ebernen

a. beim Tetvaeder bie Fldchen eines Wiivfels. (Wql. 111
Anp. 52. a.)

b. Beim Wiirfel und beim Oftaeder umfdhiefen die 12 Ehemen
paz ndmlidhe gleihflachig-halbregul. Polyeder, weldhesd R Hom-
ben-Dobefaeder oder Branatoeder heifpt: Seine Ober-
jliche bejteht aus 12 fongr. Rbomben, bderen fleinere Diago-
nalen die Wiirfelfanten, deven qrofere Diagonalen die Oftaeder-
fanten find. €3 hat 14 Ccden; an den 8 Wiirfeleden befinden
jich fongr. regul. Dreifante, an ben 6 Oftaedereden fongr. vegul.
Liexfante,

c. Beum Dobefaeder und beim Jtojaeber umjdhliegen die durdh
die 30 Ranten gelegten Chenen dag namliche gleichfldchig-halbregul.
Lolheder , weldied Hhomben-Triafontaedber oder ifo-
jaedrijdes Granatoeder heift. Seine Dberflache be-
jteht aug 30 fongr. Rbomben , beren fleinere Diagonalen bdie
Dodefacderfanten, deven grofere die Jfojacderfanten find. &8
bat 32 Eden; an den 20 Dobdefaedevecfen Dbefindben fich fongr.
vequl. Dreifante, an den 12 Jfojaedevecten fongr. vegul. Fiinftante.

Man jagt, die in a, b, ¢ genannten Polyeder ftumpfen
pie Ranten der urjpringl. Polyeber ab. — Die beiden
Granatoeder Heifen aud) Keplevijde Rivper.

56. Die Fladen der in 55. a, b, ¢ genannten Polpeder
bevithren Die fantenberiithrende Rugel bed uripriinglichen Polye-
verd ; bie Beviihrungdpuntte jallen in die Mittelpuntte der Fladyen
und bilven bie Eden ber in 54. a, b, ¢ genannten Rbrper, (die
Slachen der eviteren ftumpfen die Gden der lepteren ab). Die
Diagonalen der Fladen der in 55 genannten Polpeder bilden die
jcharfen Kanten dev in 54 (Schlufbemerting) genannten fternférmigen
RKirper.
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51, a. Dad oftaedr. Granatoeder fann w 4 fongr. fhimpfe
Rhomboeder (vgl. TIL. Einl. 5. b) zerlegt werben. (4 Wiirfel-
ecfen ded Gyranatoederd, die zugleid) Tetraederecden find, ftellen
pon jedem Rhomboeber eine Hauptede bor, bie 4 andern Haupt-
ecfert liegen im Mittelpuntt.)

b. Die 6 Granatoederflichen, welde an dem ald 6-feitiged
Prismatoid aufgefafsten Oftaecder die Seitenfanten abjtumpien, ge-
hiren eimem rtegul. 6-feitigen Pridmenmantel an, deffen 6 Kan-
tent der Pridmatoid - Hihe parallel find. Dad Granatoeder fann
(in 4-facher Weife) aufgefaht werden ald 6-feitiged Pridma, dad
burch je 3 Fldchen obent und unten dachfsrmig (xhomboedrijdy) gu-
gefpit ift. Simtlidye Keile find = 120°

Beim ifofaedr. Granatoeder find 6 Gruppen von je 10 Fladen
vorfanden, die einent vegul. 10-feitigen Pridmenmantel angehiren.
Seber Reil ift = 144°

. Berbinbet man in einem rvequldren 6-jeitigen Pridma
cinen auf der oberen Werlingerung bder Pridmenadje beliebig
gemihlten Punft mit drei nicht auf einander folgenden Eden der
oberen Grundfldche umd legt durch je et Verbindungslinien eine
Gbene, jo jdlicgen diefe drei Ehenen jujomumen mit vem Pridmen-
mantel und der untern Grundfliche einen Kbrper ein, der von
3 fongr. Rhomben, 6 fongr. Trapezen und einem regul. Sedyded
begrenzt ift. Gr Dat ftetd den gleichen Rauminpalt, wie aucd) der
Bunkt auf der Achje angenommen werden mag. Die Oberfliche
bagegen ift verdmbderficy; fie ift am Heinjten filv biejenige An-
afme = welche mit der Granatoederjorm iibereinftimmt. (Form
ber Bienenzellen.)

58. Die 6 Gen eined Dftacderd feien mit A, die Mittel-
puntte feiner 8 Flachen mit f, die Mittelpuntte jeiner 12 Kanten
mit k bejeichuet, fein Mittelpuntt fei 0. Auf den 6 Strahlen OA
jeten ferner 6 gleihe Streden OB > 0A abgejdhnitten. Die
6 Strahlen OA bilben Ddie Qanten von 8 Oftanten. 3 Punite
A ober B, bie auf verfdhiedenen Panten ded nantlichen Oftanten
fiegen, toerden im folgenden diejem Ottonten zugehdrig ge-
nannt, Gin Punft, der auf einem Strahl Of ober Ok liegt, tird
mit F ober K begeichnet.

a. Qegt man durd je 3 Puntte A, A und B, bie bem
13

fommerel [=Haud, Stereometrie. 7. il
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namfichen Oftanten jugehoven, eine Ebene, o umjchliefen die
24 quf biefe LWeife mbglichen Ehenen ein Polheder, dad P hra-
midbenoftaeder heipt*). €2 fann namlidh aufgefapt twerden
alé Oftaeder, auf defjen 8 Fladhen fongr. requl. Lyramiden auj:
gefet find. Die Spigen F diefer Pyramiden liegen auf den
Straflen Of und bilden die Eden einesd Wiirfels. Die 24 Fld-
den ded Rbrperd find fongr. gleichichentlige Dreiecde. An bden
8 Wiirfeleden F befinden fich fongr. rvegul. 3-fante, an ben 6
Dftacbereden A: fongr. (micht regul.) 8-fante. — Jijt OB gleid)
OA plud der Oftacderfante, jo find auc) bie 8-fante veguldr, der
Rirper gehirt aljo danw zu den gleichilichig - halbreguliven *Po-
fhedern, — Wirh OB == 00 gewdhlt, {o fallen je ivet an eine
Ottaederfante anjtopende Dreiectaflichen in eine Ebhene: dasd Py-
vamidenoftaeder geht in bag Granatoeder iiber.

b. Qegt man burch je 3 Puntte A, B und B, die bem nim-
fichen Oftanten gugehorven, eine Ebene, jo umjchliegen die 24 quf
diefe Weije miglichen Ehenen ein Polpeder, dad Leuzitoeder
heit. Die 24 Flachen ded Korperd find fongr. Deltoide (Bier-
ece, die in Beziehung auf eine Diagonale {ymmetrijch find). Dex
Kbrper hat 26 Ccden von 3erlei Urt, ndmlich: 6 Oftacdereden
A, 8 Gden F (Wiirfeleden), 12 Eden K (weldhe die Ecen
bed in Anp. 54. b genannten Kidrpersd bilden). Die 48 RKanten
find pon 2erlei Art; die 24 Ranten AK finnen al3 gebrodene
Oftaederfanten, die 24 Ranten FK ald gebrodene Wiirfel-
fonten begeichnet werben. n den Eden A befinden fich fongr.
requl. 4-fante, an ben Eden F : fongr. requl. 3-fante, an bden
Eden K: fongr. (nicht requl.) 4-fante. — Jit OB gleih OA plus
per Dftacderfante, jo find aud) dbie lebtgenannten 4-fante vegul.,
ba2 Polyeder ift alfo gleichiladyig-halbregulir. — JFjt OB =2 OA,
jo bifben bdie PDaupidiagonalen bder Deltoide die Kanten eined
Granatoederd, ber Rirper ftumpft alédann die Kanten ded Gra-
natoeberd ab. — Wird OB = o0 gewdhlt, jo geht dagd Leuzi-
toeder i Den Wiirfel iiber.

e. Legt man ourch je 2 bem ndmlichen DOftanten zuge-
porige Punfte A und B pavallel ju feimer dritten SRante eine

*) Um Hhier und im folgenden rafdh eine Vorftellung von bdem
fraglichen Sbrper zu gewinnen, betrachte man jebedmal zundchft nur
bie zu eimem Oftanten gehdrigen Ehenen.
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Ghene, jo umjdytiefen die 24 auf dieje Weije midglichen Ebenen
ein Polyeder, dad PLyramidenwdvfel heit und auf
gefafit wecden fann al8 Wiirfel, auf bdeffen 6 Flidhen fongr.
vequl. Pyramiden aufgefept find. Die 24 Flachen find fongr.
gleichjchentlige Dreiecte. Der Rirper hat 6 Gden A und 8 Eden
F (Wiirfeleden). An den Eden A befinden fic) fongr. vegul.
4-fante, an den Gden F: fongr. (nicht vegul.) 6-fante. — Jit
OB = 2 0A, fo ift der Qbrper gleichflachig -halbreguldr, (Fry-
ftallfjorm pon Gold und Silber). — Jijt OB = OA, jo gebt er
Pyramideniviicfel in dad Granatoeder iiber.

Die Fliachen ded (allgem.) Pyramidentviivfeld fumpfen Dbie
gebrochenen Dftaederfanten eined Leugitoederd ab. Umgefehrt
ftumpfen bdie Flachen ded Leugitoederd bie Pyramidenfanten eined
Byramideniiivfels ab.

59. 9uf den 6 Halbdiagomalen OA eined Dffaeders feten
6 gleiche Streden OB und 6 gleice Streden OC abgejdnitten,
und 3war jei OC > 0B > O0A. Jm iibrigen migen die ndm-
fichen Bezeichnungen gelten wie in 58, — Legt man ourd) je 3
Puntte A, B, C die dbem ndmlichen Dftanten zugehiorven, eine Cbene,
jo wmidhliegen bie 48 auf diefe Weife mbglichen Ebenen ein Po-
Iheber, basd Adtundoierzigfladner oder Diamantoeder
heipt. Die 48 Flachen find fongr. ungleichjeitige Dreiede. Der
Qorper hat 26 Eden, und jvar bon pem ndmlicgen Charatter
wie bas Leuzitoeder (6 Cden A, 8 CdenF, 12 Gden K). Bet-
gleicht man das Diamantoeder mit dem Leuzitoeber, jo erjdjeinen
pie Deltoidflachen ded lepteren lingd ihren Hauptdiagonalen ge-

_ 1 1 e e . :
brodhen. — Fiir den Fall, vaB OB - 0C —0A ijt, liegen je 3ivet

Gden A mit ywei Gden F in einer Ehene und bilben bie Eden
eined Rhombus; man Hot dann Die jpezielle Form Dbed Pyra-
midengranatoeders. — Die 72 Kanten be3 Diamantoeders
find von Berlei Art: die 24 Kanten AK tonnen alé gebrodjene
Oftacberfanten, die 24 Kanten FK ald gebrodjene Wiirfel-
fanten, bdie 24 fanten AF ald Ryramidenoftacder- oder Pyra-
mideniviirfel-Ranten (eventuell ald & ranatoeberfanten) bejeichnet
wetben.  Un den Gden A befinden fid) fongr. (nicht regul.)
8-fante, an ben Gden F — 6-fante, an den Ectent K — 4-fante.
— Jit OB gleih 3 OA minud der Oftaeberfante, und OC gleid
13*
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OA plusd der doppelten Oftaederfante: fo it der Rbrper gleich-
flachig-Halbreguldr. (Bum Beteid betradhte man bie Schnittfigur
einer durd) et Strahlen OA und Of gelegten Ehene. JFn diefer
jeien A, F, K drei auf einander folgende Gcden. Madyt man ki
pavallel und gleid)=-gerichtet mit OA und gleich der Halben Of-
taederfante, jo mup KF durd) 1 gehen, wenn dad Bierfant bei
K regul. jein joll. Schneiven fih ferner FK und Ak in m, fo
mup Fm = FA fjein, wenn dad 6-fant bei F vegul. fein joll.
Da jich mun Ak und OF in f jdhneiden, und fk = 3 fA ift, jo
mup fein: km = § Ak; folglid), wenn OA und KF fid) in B
fdhmeiden: OB—OA = 4kl, u. §. v.)

Anm. Ditaeder, Phramidbenoftaeder, Granatoeder, Leuzitoeder,
Wiirfel, Pyramidentwiirfel, Diamantoeder ftellen die 7 eingig moglichen
(volljtandigen) Formen ded rveguldren Krpjtalljyitemsd vor. Dad Dia-
mantoedber ift bdie allgemeinfte Form, von bder bdie 6 1ibrigen al3

" pezielle Fille angefehen werden fdnnen. — lebrigend jind fryjtallo-

graphijeh nur joldhe Formen miglicdy, fiiv welde die Achienabjchnitte
OA, OB, OC in rationalem Berhiltnid ftehen. E3 haben dafher die in
58. a. u. b und in 59 erwdfhuten Halbreguldren Formen nux
geometrijdesd Jnteveffe.

60. a. Unterdriidt man bei einem Pyramideniviirfel bdie
ilfte der Flachen und [dft die anbere Hdlfte bid zu ihrem
gegenfeitigen ©dynitt ficdh ausdbehnen, o zwar, dap tmmer drei
jolche Flachen unterdriidt twerben, die mit einer bleibenben Fldche
eine Qante gemein haben, und umgetehrt: jo entfteht (ald Halb-
fladgner des Phramidentviirfeld) ein von 12 Fiinfeden be-
grenzter forper, weldher Byritoeder heift (Rrpjtaliform ded
Sdywefelfies mit OB = 2 0A). Jjt im urfpriingl. Pyramiden-
iitfel OB = L0A (1+v/5), jo ift ber Rbrper ibentijh mit
vem vegul. Dodefacder. Andernfalld find die 12 Fiinfece nicht
veguldr , aber fymmetrijh) geftaltet. Der allgem. Rbrper fann
(oie bad regul. Dobefacder, bvgl. IIL. Anh. 52. b) aufgefafit
werden ald Wiirfel, auf defjen 6 Flachen fongr. Walmbdddher auf-
fiben; boch haben Ddeven Fivftfanten eine anbere Léinge ald bie
iibrigen unter jid) gleichen Ranten. — Laft man die Jeither unter-
pritdten Flachen ded Phramidbenmwiirield bid zu ihrem gegenjei-
tigen Sdnitt fid) ausdbehnen, fo entfteht ein jweites, dem erjten
fongr. Pyritoeder, weldjed das erfte fo durdhdringt, daf je zwei
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Firjttanten fih vechtwinflig durchjchneiden und gegenfeitig hal:
bieren. (,Bwilling ded eiferiten Kreuzes.”)

b, BWerfihrt man beim Diamantoeder ebenjo wie in a), fo
erhilt man ald Halbfldduer einen von 24 (unjpmmetr.) Fiinf-
ecen begrenzten Rbrper, weldher Gyvoeder heit. ®eht man
sunddft vom Pyramidengranatoeder aus, jo perhilt fid) deffen
Halbflichuer um Granatoeder Ahnlic) twie das Pyritoeder Fum
Witrfel: er fann aufgefafpt werden ald ®ranatoeder, auj defjen
12 Fldchen rhombijche (Jhief-jymmetrijch geftaltete) Walmbadjer
auffien. Beim allgemeinen GSyroeder erjheint die Grundjladhe
jeded TWalmbached lingd einer Diagonale gebrodhen. Der Kirper
hat 38 Gden; die 6 EGden A und 8 Gen F des Diamantoederd
find geblieben, Dagu fommen af3 mneue Ecfen (anjtatt Der 12
Gden K) bie 24 Endpunite E der Fivjtfanten. An den Ccden A
befinden ficdy vegul. 4-fante, an F: vegul. 3-fante, an E: nidt
vequl. 3-fante. Die 60 Kanten haben Jerfet Lingen™).

61. a. Sefst man ziei fongruente vequl. Pyramiven jo an
einanber, daf die Grundflichen fich beden, jo Beift der ent
jtehende Rbrper eine Doppelpyramide. Sind pie Reile an
ben Grundfanten der Byramiden halb jo grof ald bie Reile an
den Seitenfanter, jo ift der Kirper gleichfldchig-halbregulir.

b. Sind die jwei Pyramiden 2n-feitig, D endet man auf
bie Doppelpyramide dazjelbe Berfahren an wie in 60, jo erhalt
man al Halbflichner ein von 2n fongr. Deltoiden umjdlofjenes
Polyeder, weldhes Trapegoeder eift Dasfelbe entfteht aud,
wenn man in einem vegul. 2n-feitigen Prizmatoid Die Grund-
flichen unterbriidt und Ddie Seitenfliichen fidh pyramidal ertweitern
[GBt. — St in den awet urjpringl. Pyramiden Ddie @rundfante
— a, ber Halbmeffer Ded ber Grundfliiche nmbejdjriebenen Kretfed
— R, ber Halbmefjer der den 3ivet Pyramiden-Wdnteln ausd pem
Mittelpuntt der Grumbdflache einbejcd)riebenen Beriihrungstugel

*) &3 giebt audy eine gleidhflachig - halbregulire Jorm Ded Gpro-
eberd. Sie entjteht, tenn in dem urfpritngl. Diamantoeder swijchen
OA = a, OB = b, OC = c bdie gwei Beziehungen gelten:

b*—abi—a’b—a’ = o, c®—8ac’—a’c—a’ = 0.
Do) bietet die Ableitung diefer Beaiehungen auf elenmentarem
Wege Sdymwierigfeiten.
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2

; . R e
= r, und befteht die Begiehung: r — VEira jo ijt dasd

Trapezoeder gleidhfladyig-halbreguldr. (Pan driide ausd, daf bie
Berithrungdpuntie der KLugel mit drei an eine Flade anftofen:
pen Flacen ber Doppelphramide bdie Ccen einesd gleichieitigen
Dreied? bilben miifjen. — Da3d 10-feitige Halbregul. Trapefoeder
ergiebt fich leicht aud dem rvegul. Dodefaeder.)

62. a, Um jened gleiche cEig-DHalbregul. Polyeder und in
jeded gleidh) fLd dhig-halbrequl. Polyeber [dft fich eine KFugel be-
jchreiben. (Man betrachte, wie in IIL 5, bie je aud einer Flidpe
und deren Nachbarjladhen — beztw. die je aud einer Cce und
perent Nadhbaveden — beftehenden Gebilde.)

b, Jft einem gleid) e &1ig-halbregul. Polpeder eine Kugel
umbejdhrieben, und legt man an jie in jamtlichen Eden die Be-
viirunggebenen, fo umjchliefen diefe ein gleich il d i g-Halbregul.
Polheder, dad dem urfpriinglichen zugeordnet oder rezi-
prot heipt. Hat das urfpriingl. Polyeder v vegul. n - ece, v* n'-ede,
vi n'-ede und = entipr.-gleidge p-fante, jo Hat dad vesiprofe
Polpeder v vegul. n-fante, v n'fante, v n'-fante und = fongr.
p-ede. — Umgekehrt: Jit einem gleich f (& chig-Halbregul. Polyeder
eine Qugel einbejdricben, jo bilben die Veriihrungdpuntte die
Eden ded ithm veziproten gleichecfiq - halbregul. Polpeders.
Bu jebem BHalbregul. Polpeber der einen Gattung ijt daber ein
beftimmted ihm vegiprotes ber anbdern Gattung vorfhanden; jede
Gattung fann ausd der andern abgeleitet werden.

c. Die entfprechend - gleichen BVieltante eines gleiche dig -
halbregul. Polyeders find folche, um welde jich Regelflachen be-
jdhveiben laffen. —— Die fongr. Vielecte eines gleidh fla chig-
Dalbregul. Polpeders find jolche, in welche fich Rreife bejchreiben
laffen.

63. a. FRegiprof zu bem in 61 genannten gleichflachig-Halb-
vegul. Doppelpyramiden und Trapezoedern find bdie requl, RPris-
menw mit quabratijchen Seitenfldchen wnd die vequl. Pridmatoide
mit vegul. Dreieden alg Seitenflichen. Uufer diefen Kdrpern,
event Anzahl unbegrenst ift, giebt es (und Fann nur geben) von
jeber Gattung ber Halbregul. Polheder nod 13 Jndividuen. Ein
Zeil von ibhmen ift im vorangehenden aufgefithrt, die dibrigen
fonnen auf dhnliche Weife erzeugt werden wie feme. Man fann
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némficg zu Byramidenoftacber und Pyramidemwiirfel aud) fiiv
bie itbrigen regul. Polyeder Unaloga fonftruieven. Ferner fann
man die in 58, 59 und 60. b fiir Dad Dftacder bejprochenen
Qonfteuftionen aud) auf dag Jtojaeder (Gefenn A, Mittelpuntt O)
amwenden, indem man mit Beg. auf bie 20 von ben Strablen
OA" gebildeten Dreifante genau ¢benjo verfifhrt, wie beim Dita-
eber mit Bez. auf die 8 Dftanten perfahren fourbe. Die 13
gleidh) § L chi g- halbregul. Rolyever find Diernad) folgende: By-
miden-Tetraeder, = Wiirfel, :Dftaeber,=Do-
petaeder, -Jtofaeber; pftaedrijdhed Gra-
wnatoedber, Qeugitoeder, :Diamantoeder,
-®yroeder; ifofaebrijdesd Granatoeder, =Leu-
sitoeder, .Diamantoeder, -@yroeder.

b, Hiemit find (nad) 62. b) sugleich aud) die 13 mbglichen
gleid e i g -halbregul. Formen gefunden. Sie laffen fidh itbrigensd
aud) diveft ~aud ben requl. Polyedern durd) vegelmipiges Ab-
itumpfen threr Eden und Qanten erzeugen, wozu in IIL Anh.
UYufg. 18. b bie Unleitung gegeben wird. (Bom ihuen auszu-
gebert und aud ihnen ie gteir}i}f[ﬁdjig:i]albregul. Kormen nad)
62. b abzuleiten, ijt eigentlic) Der leichtere Weg. Doch bieten
bie febteren Dad grifere Snteveffe.)

II. Konfirubtions-Aufgaben.

1—21: Ronftruktionen von Polyedern und Polyedernehen.

1 Bon einer Pyramide fiud oie Grundfldche und 3ve
Seitenjlachen gegebett. &2 jollen Die fibrigen Geitenfldden, ferner
bie Hihe und Tamtliche Reilyintel purdy Ronftruftion in einey
Gbene gefunden twerden. (Die Seitenflidden finbet man mit Hilfe
pon IIT. Anp. 82.a, bie Hihe und bie Reilinfel an den Grunv-
fanten mitte(d rechtw, Dreiede, die @eilwintel an Den Seitenfanten
wie . « in II. Aufg. 6.)

9. a Bon einem Pridma find geg: pie Grundjlide und
%) awei an einander jtofende — 8) swet it on girtander
jtogenbde Seitenflichen. €2 jollen Die itbrigen Seitenflachen, ferner
pie Hihe und jamtliche @eilwintel durc) Konftvuttion i einer
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Ebene gefunden werben. (ITL Anb. 32. ¢. Jm iibrigen vie bei
der vor. Aufq. — B fiihre man auf « zuviid, indem man die den
swet geg. Geitenjlddien angehirigen Grundfanten big ju ibrem
Schnitt verldngert. Lepteve ditvfen nicht pavallel fein, twenn bdic
Yufg. beftimmt fein foll.)

b. Die gleidhe Aufgabe fiir einen Pyramidenvumpf.

3. Cinen breifeitigen Byramidenvumpf zu Ffonftr., wenn
geg. find: eine Grundfldche, eine Seite der andern Grunbdfldche,
und bie drei Seitenfanten.

4. Ueber einem geg. (fpiswintligen) Dreiect als Grundflace
eine Pyramide ju errichten, deren Dreifant an der Spibe ein
Dftant fei. (II. Anph. 10 u. IL Uufg. 2. e fithren auf die nam-
liche Lojung wie III. Unh. 30. a.)

5. Ein Bierflach zu fonftr., von bdefjen Slachen die eine
einem geg. Dreiect fongruent, eine jweite einem geq. Dreied dhn-
lid, eine britte mit einem geg. Dreied inbaltdgleidy fei.

6. Gin Bierflad) zu fonftr., von dem jtoel Fladpen geg. find,
und deflen Jnbalt gleich einem geq. Wiirfel fei.

7. Gin Bierflad) zu fonftr., bon dem eine Sldche und dret
Doben geg. find. (Bwei Fille zu beriidfichtigen. )

8. Cin Bierflach zu fonjtr., von dem geg. find: eine Fladpe,
bie gugehirige Schwerlinie, und die Berhiltniffe der vom der:
jelben Ede ausdgehenden Lanten. (I 9nh. 11. b)

9. Cine Pyramide zu fonjtr., wenn geg. find : bie rechtedige
Grundfldche, die Hiohe, und die von je tvei gegeniiberfiegenden
Seitenflddjen gebildeten Reile. (IL. Ay, 9.)

10.  Eine Pyramide u fonftr., wenn geg. find: die Grunb.
flache, der Rauminhalt, die Ldnge einer Seitenfante, und bder
Grundneigungaiwintel einer jweiten Seitenfante,

11.  Gine Pyramide zu fonftr., wenn geg. {ind: die Grunbd-
flide und bie Grundneigungdmwinfel einer eitenflade und der
in biefer liegenden ziwei Seitentanten.

12.  Bon einem Parallelflach find die Ldangen der bon einer
Ede ausgehenben drei Qanten und die an ibnen befindlichen Reil-
toinfel gegeben. ©3 follen die vier Diagonalen duve) Konftruttion
in einer Ebene gefunden werbern.

13. Gin Rpomboeder zu fonftr., bon dem bdie Hauptdiago-
nale und ein Rhombenwintel geg. find, (2 Lofungen.)
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14. 3Jn einem burch jeine drei Seiten geq. Dreifant toer:
pent bon den Ranten drei geg. Streden abgejchnitten und bdurd
bie Gndpuntte Ebenen fenfveht ju den Lanten gelegt. BVon dem
burch dieje drei Gbenen aud bem Dreifant audgejdhnittenen Kor-
pet joll bad Nep fonjtr. werden. (Vgl. II. 5, jtweiter Beiv.)

15. Die Nepe der fiinf vegul. Polpeder zu fonjtv.

16. a. Die Schnittfigur eined durch feine Kantenlinge geq.
Dobefacderd oder Jfojaederd mit einer Ehene u fonjtr., die durdy
soei parallele Qanten geht. (Vgl. IIL Anbh. 47. b.)

b. Bon jedem der fiinf vequl. Volheber bie Halbmeffer dev
umbejhriebenen, der einbejchriebenen und der fantenberithrenden
Qugel, joivie den Reilwinfel an den RKanten durd) Sonftruttion
in einer Gbene u finden, wenn die Kantenldnge geg. ift. (Fiir
Dodef. und Jfof. enthilt die Schnittfigur der Aufg. a jamtliche
gejuchten Stiide.) i

17. Die Gejtalt dev Flachen der in ILL Anh. 58, 59 und 60
aufgefithrten Polyeder zu fonftr., wenn bie Achjenabidynitte OA,
OB, OC geg. finb.

18. a. Die 13 gleichedig- halbreguliven Polyeder, die u
bent in IIL. 9Anb. 63. a aufgezabhiten gleid) f (& c i g-Halbreguldren
veziprof find, ju distutieven. (IIL Anh. 62. b.)

b. Diefe Polyeder zu foujtr. durc) Abftumpfung der Eden
und Qanten der vequl. Polyeder. (Stumpjt man die Eden von
Tetraeder, Oftaeder, Wiirfel, Jtojaeber, Dodefacder jo ab, Dab
aud jeder urjpriinglichen Flidye ein regul. Bieled pon doppelter
Seitenzahl wird, fo erhalt man bdie begiw. mit PRyramiden - Te-
traeber, -Wiirfel, -Oftaeder, -Dobdefacder, -Jtojacder reziprofen. —
9Rit Den beiden Granatoedern find veziprof die Kbrper in IIL
9nh. 54. b, ¢, bgl. 56. — Dad mit dem oftaedr., bejiv. itojaedr.
Qeugitoeder veziprofe exhalt maw, wenn man Eden und Kanten eined
Wiirfeld oder Oftaebers, bezw. Dobefacderd ober Stojaeders, fo
abftumyft, daf in jeder Flache ein mit ihr dhnliches und fongentrijeh-
dhnlich liegendesd BVielect entjteht, von dem trmer jtoei Ecfen mit joet
@cen cined benachbarten Bieledd die Eeen ecined Tinadrafes bil-
dert. — Stumpft man jo ab, baf in jeder Flade ein mit ihr fon-
sentrijches Bieled von boppelter Seitenzahl entjteht, und beob-
achtet im iibrigen dag ndmlidye toie vorbin, jo evhdlt man bie
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mit den beiden Diamantoedern veziprofen*®). — Beidynet man in

jeder Fldache eines Wiirfeld ober DHaederd, bezw. Dodefaeders .

ober Jfojaederd, ein mit ihr dhnliched und fongentrijd)-verdreht
liegendes WBielet von joldher Grofe und Lage, daf immer wei
Ecken eines BVieledd mit zivei Cden bed in einer Nadhbarflache
liegenden Bieledd ein aud zwei vequl. Dreiecten beftehenbdes wind-
jchiefed Biered bilben: fo erhilt man dasd mit dem oftaedr., beziv.
ifojacdr. Gyroeder reziprofe.)

c. Die Nepe der in b aufgefiihrten 13 Polpeder zu fonftr.,
wenn die Kantenllnge geg. ift.

d. Die Rantenlingen der in b aufgefiihrten 13 Polyeder
gu fonftr., wenn der Halbmeffer der umbejdyriebenen Ruagel geg: it.

e. Die Fladengeftalt der 13 gleidh f L a chig-Hhalbregul. Po-
[yeder u fonfir., wenn der Halbmeffer der einbejchriebenen Kugel
aeg. jt.

f. Fiiv jamtliche halbregul. Polyeder bdie Weilwinfel an den
RKanten durch ebene Konftr. zu finben.

19. a. Bwei fongr. Wiirfel von geg. Kantenlinge durch-
oringen fid) jo, daf fie eine Diagonale gemeinjam Haben und
um 180° gegen ecinander verbreft find. Aus jeder Flache des
einen vagt eine Ece de3 andern ald bdreijeitige Pyvamide Her-
bor. Sdneidet man bdiefe wilf fongr. Pyramiden iveq, jo bleibt
al3 Sern eine aud ivei regul. fechdfeit. Pyrant. bejtehende Dopypel-
pyramive iibrig. BVon diefem Kern, jowie von den 3wl Pyra-
miden follen bie ehe fonjtr. werben. (Salmiat-Bivilling.)

b. Bivei fongr. Oftacder durdhdringen fich fo, daf, wenn fie
als Bridmatoide betvadhtet werden, ihre Grundilichen in. der
namlichen Ebene fongentrifch und um 180° gegen einanber ver-
preht liegen. @3 foll ber Deiden Rorpern gemeinjdaftliche Rern
pigfutiert und fein Nep fonftruiect werden.

20. Ziwei fongr. vegul. fedjsjeitige Prismen, durc) deven
UAchien je eine Gbene fenfrecht zu zwei parallelen Seitenflachen

*) Die mit den beiben Leugitoedern und Diamantoedern reziproten
fann man audy duvch Wbftumpfen bder beiben Giranatoeder erhalten,
inbem man in jeden Rhombus ein Quabdrat eingeichnet, deffen Seiten
den Rphombendiagonalen pavallel find, und deflen Gefen 1) auf den
Hhombenieiten, 2) innerfalb der Rhomben liegen.

Y
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o 0¢ht, terben fo gelegt, daf diefe jtvel Ebenen zujammenjallen
und die Adhfen fich rechtiintlig jchmeiden. €3 foll eine der et
(ebenen) Schnittfiguren dev Prismenméntel in wahrer ®rofe ge-
seichnet und bagd Nep ded ben Bridmen gemeinjcaftlichen Rernd
fonfiruiert werden.

21. Gin geg. ftumpfes Rhomboeder wird Ddurdpdrungen
pou einent jpiben Rhomboeder, dag mit dem ftumpfen, den Miit-
tefpuntt, die Ridhtung der Hauptdiagonale und die einbejchriebene
Rugel gemetn Gat, umd Ddeffen bon einer Hauptede aundgehende
Qanten pavallel find mit dem von der entfprechenden Hauptecke
audgehenden Rhombendiagonalen des fhumpien. &2 joll ber bei-
ben Qorpern gemeinjchaftl. ern ermittelt und veffen Neb ge-
seichnet werden. (Die Hauptecken ded ftumpfen Rhomboederd ge-
hoven aud) dem Kernfbrper an. Jn den 2 mal 6 Fladen der
sei Rhomboeder entftehen ald Flddhen bed Rernforpers 2 mal
6 jymmetrijc) geftaltete Finfede von sweierlet Art. Fm ftumpien
Rhomboeber find 3ivei Fiinfecfeiten pavallel mit einer Rhom-
benbiagonale; im fpigen fallen givei Siinfectajeiten in Ranten,
stoet andere find biefen pavallel. IMitteld einer in etmem genein-
jchaftl. Diagonaljchuitt betver Rhomboeder gezeichneten Hilfafigur
{affent fich in die beiderlei Rhomboederfladen bie bezitgl. Fiinfede
leicht eingeichuen.)

92—35 : Ronftruktionen an Polyedern, Ebene Shnitte.

922, Jm Sunern eined geg. Vierflach einen Punit ju finben
von der Gigenjchaft, Daf jeime BVerbindungsebenen mit ven 6
Qanten bad Vierilach in vier dreifeitige Wyramiden teilen, deven
Rauminhalte fich verhalten wie m:n:ip:qg.

28, a. Den Shwerpuntt eines Pyramidentumpies —

b, eines $brperd au beftimmen, der aud soet verjchiedenen
Regelritmpfen mit gemeinjchajtlicher Grundflache zujammengefest
ift. (IIL Anph. 21. Anm.) '

24, Den Mantel a) eines Regeld — b) eined Segelvumpfed
purd) Barvalleltreife in n gleiche Teile ju teilen.

95. a. Den Palbmefjer einer Kugel zu finden, beven Dber-
flache gleich der Summe dev Oberfléchen ziweier geg. fugeln fei.

b, Die palbmeffer zweier Kugeln Fu jinben , twemn Die
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Summe ihrer Dberfldchen gleich) der Dberflache einer geg. Kugel
jeit joll, und wenn die Summe oder die Differeny ober dHasd Ber-
haltnid beider Halbmefjer geg. it.

Unm. Die folgenden Anfgaben 26—29 itber ebene Schnitte
von Polpedern jollen ofme Venitpung von 1. Aufg. 6. durch blofed
Biehen von geraden Linien geldft werden (I. Einl. 6. d).

26. Auf drei Kanten eines Parallelflach3, von deren a) fe
3iet b) feme 3twei der ndmlicdhen Fldde angehoren, find bdrei
Puntte gegeben. Die Schnittfigur der durd) fie gelegten Ebhene
s fonjtr.  (Je jwei Seiten ded Schnittpolygons jchneiden fich
verliingert auf der Scnittfante der jwei Flachen, in denen fie
liegen. - Bei b |dneide man ein Stitd von dem Parvallelflad) weg,
indem man duvd) jtvet geq. Punfte und die Kante, auj ber einer
von ihmen [liegt, einen Sdhnitt fithet, und betvadyte Fundchit
pen Refttorper.)

27. Die Snittfigur einer mehrieitigen Pyramide mit einer
Ebene zu zeidhnen, weldje drei a) auf einander folgende — b) nidht
auf einander folgende Seitenfanten nad) geg. Verhiltnifjen {dhneibe.
(Mittels der Sdnittlinien von je zwei nidht an einander ftofen-
ven Seitenfldchen ober Diagonaljdynitten.)

28. Die Sdnittfigur einer Pyrvamide mit einer Gbene 3u
seichnen, Ddie durd) eine in der Ebene der Grundilche geq. Ge-
radbe und durd) einen auf einer Seitenfante geg. Puntt gebe.
(Die Seiten ded Scnittpolygons und der Grundfldche jdhneiden
fich je au zweien auf der geg. Geraden.)

29, Oeg. ein jenfrechted Pridma und eime in der Gbene
jeiner Grundilddje liegende Gevade. Dag Prisma durch eine
Ebene, bie durc) die Gerade gehe, o zu jchneiden, daf die Sdnitt-
figur einen geg. Winfel enthalte, defien Spite auf einer be-
jtimmten Seitenfante liege. (Dad von der Spibe ded Winkeld
und ben Spurpuntten fjeiner Schentel gebilbete Dreiect fann in
wingelegter Lage leicht gezeichnet werden.)

30. Eine geg. vierjeitige Pyrvamide nad) einem gleichjchent:
ligen Trapez zu {chneiden, von defjen parvallelen Seiten bdie eine
in einer beftimmten Seitenfliche liege, die anbeve in der Grund-

flije liege und eime geg. Liinge Habe.

31. Gin geg. Bierfant durch eine Gbene fo zu jdhueiden,
paf die Sdmittfigur ein Pavalelogramm bon geg. Jubalt fei.
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32, @Ginen Dftanten durch eine Ebene jo zu jhneiden, dap
bas Sdnittdreied einem geg. Dreied fongruent jei. (Man jindet
bie i Den Seitenflachen (iegenden rvechiwinfl. Dreiece entiveder
burd) IIL Anh. Aufg. 4 ober diveft durc) BVejtimmung ihrer RKa-
theten.)

33. Su einer Fldche eined vegul. ‘Tetraevers ijt eine Gerabe
pacallel einer Rante geg. Durch diejelbe eine Chene o gu legen,
baf fie dad Tetracder mnach einem Tvapey jdyneide, in Ddad fidy
ein Rreis einbejdhreiben (apt. (Die jwei Verbindungslinien der
Mittelpuntte der Gegenjeiten eined jeden duvc) die Gevabe geben-
ben Schnitttrapezed liegen in et fejten Ebenern.)

34. Sn einem geg. Sechsed find Ddie fechd Wintel gleich,
und die erjte, dritte und finjte Seite Hhaben gleiche Sdnge; e
foll a) ein Oftaeder, b) ein Wiirfel gefunden werden, Ddem Ddad
Gedhzed als Sdunittfignr angehort.

35. Diefelbe Aufg. fiiv ein Dobefacder. (LWamn erhalt man
1, 2, 3 Qojungen ?)

36—60: Gin- und umbefdriebene Polyeder.

(Qojung meift mit Hilje von hnlichteitzpunfien ober dadurd),
bafy man fidy uerft duvd) Sdjung der umgefehrien Aufgabe ein dem
gefuchten dfhnliches Gebilde verjchafft.)

36, Ginem geg. Segel a) einen Wiirfel, b) ein Dftaeder
eingubejdyreiben, jo baf eine Flidje in dex Grundiliche besd Kegels
(iege, die fibrigen Eden auf feinem Mantel fiegen.

37. Ginem geg. Sugelabjdmitt a) ein gleichectig- halbregul.
n-jeitiges Prisma, b) ein gleichecig-Halbregul. 2n-feitiges Prisd-
matoid eingubefchreiben, jo bap eine Grundildche in der Grund-
freigebene Ded Rugelabjchnittes liege, die itbrigen Eden auf jeiner
Haubenflacye liegen. (BVgl. IIL Anh. 63. a.)

38. Sm ein geg. Bierflach einen Wiivfel eingubejchreiben, 10
baf in einer Flache ded Vierflachs vier Wiirfelecfen liegen, in
einer 3weiten Fidche 3wei, in Den jivei iibrigen Klachen je eine.

39. Sn einen geg. Rugeloftanten einen Wiirjel eingube-
jchreibent, fo dap eine feiner Flachen in einer Geitenfldche bed
Oftanten liege, wei Kanten in ben wei andern Seitenjlachen,
und zwei Eden auf der Kugelildche.
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40, Ginen Kegelrumpf, von dem der Grundneigungsdmwintel
per Mantellinien und a) vad BVerhiltnia der Grundiveife, b) bie
Hihe geg. ijt, in einen geg. Kugeloftanten jo einzubejcdhreiben,
bap ein Grundfreid auj ber Kugeloberjliche liege, der anbere
®rundfreis bie drei Seitenflachen bes Oftanten beriihre.

41. Einer geg. fugel ein BVievflach eingubefchreiben, a) bas
einem geg. Vierflad) dhulich fei, b) defjen Flachen mit vier geg.
Ebenen parvallel jeien.

42. Giner geg. Sugel a) ein gleidhectiq - halbregul. 2 n-fei-
tiged Pridmatoid eingubejdhreiben, b) ein gleihflachig= halbregul.
2n-feitiged Trapezoeder umjubejchreiben. (BVgl. IIL Anf. 61. b.)

43. Cin Bierflach zu fonjtr., dad einem geq. Vierflach dbhn-
lich fei, und von defjen Cclen jede auf der Dberflache einer von
vier geg. fongentrifhen Qugetn liege. (IL. Anh. 11. a.)

44. Ginem geqg. Bierflad) einen Wulft (vgl. IIL Aufg. 10)
pon geg. Verhiltnid der Halbmefjer bed Meridiantreifes und besd
Mittelfreifed jo einzubejdyreiben, dbaf er jede Fldache berithre, und
paf feine Achije einer geg. Geraden parallel fei.

45. Jn eine geg. Qugel adyt gleiche Kugeln jo einzubejdhrei-
ben, daf ihre Mittelpuntte die Ecen eined Wiirfeld bilden, unbd
paf jede die geg. Sugel uud drei der itbrigen Kugeln beriihre.

46. Einer geg. Kugel vier andere Kugeln, von demen drei
gleid) grof jeien und der Halbmefjer der bierten zum Halbmefjer
der drei erften ein geg. Werhdltnid habe, fo einzubejchreiben, daf
jede die anbern drei fowie die geg. Rugel beviifhre.

47, ‘Ginem geg. Wiirfel a) ziwei gleiche Kugeln, b) jwei
Sugeln, bderen Halbmefjer ein geq. BVerhiltnia Haben, fo ‘einzu-
befchreiben , baf ihre Mittelpuntte auf einer Wiirfeldiagonale
[tegen, und dap fie einanber und je drei in einer Gde zujam:
menjtoBende Flichen berithren.

48. (Einem geg. Rhomboeder ein Dftaeder jo eingubejchrei-
ben, dag wn jeder Nhomboederflache eine Dftaederede liege.

49. Ginem Rhomboeber, von dem bdie Rantenldnge und ein
Shombenmwintel geg. ijt, ift ein Cylinber von geq. Verhiltnid des
palbmefjers zur Hobe jo einbejdyrieben, dag feine Achje in die
Hauptdiagonale bed HRhomboeders fallt und die zwei Grunbdireife
je brei HRhomboederflichen berithren. €8 joll der Achjenjchmitt
pe3 @ylinderd durch ebene Ronfir, gefunden werben.
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50, Ein Rbomboeder zu fonjtr., dnd fo in cinen geg. Cy-
(inber gelegt mwerden fanm, daf feine Hauptecen in die Grund-
freis- Cbenen, bie itbrigen Cden auf die Mantelfldche zu liegen
fommen. — Wie miifjen jid) Hobhe und Halbmejjer bed Chlinders
perhalten, damit dagd Fhomboeder zum Wiirfel tverde?

51. Giner geg. Kugel ein Mhomboeder wmzubejdhreiben, von
pem ein Rhombemwintel geg. ift.

52. Cinem geg. Dftacder einen Winfel jo einjubejchreiben,
bafp jeine acht Eden auf den von zwei gegeniiberliegenden Eden
audgehenden Kanten ded Dftaederd liegen. :

53. Einem geq. Dffaeder ein Tetvaeber jo eingubejchreiben,
bafy eine Mitteltrandverjale ded Tetraederd in eine Oftaederdia-
gonafe falle, und baf feine Eden a) in vier Ottacderflichen,
b) auf vier Oftaederfanten legen. (ITL. Anb. 52, a, 49. a und
vor. Aufg.)

54. a. Ginem geg. Tetrvaeder einen Wiirfel jo euzubejdyrer
ben, daf in jeder Tetvaederfliche eine Wiirfelece liege. (Entiv.
biveft ob. burch IIL Anh. 53. a und 49, a.)

b. Ginem geg. Dodefacder ein Oftaeder jo nmzubejdyreiben,
vaf Die adit Oftaederfldchen durd) adt Eden bes Dobefaeders
geben. (ILL Anf. 52. b ober 53. b.)

c. Ginem geq. Witrfel ein Jfofaeder jo umzubejdhreiben,
bafy adt Fliden ded Jfojacderd durd) die adyt Wiirfeleden gehen.

55, a. Gin Kirper, der aus einem Cylinder und aud jivei
auf befen Grumbflachen aufaefepten fongr. Kegeln befteht, fann
fo in ein oftaedr. Granatoeder einbejdhrieben twerden, =) baf ber
Gylinder 4, und jeder Regel 4 Flachen beriihrt, §) dbap dev Cy-
linber 6, und jeder Regel 3 Fldachen bevithrt. E3 joll beidemal
ber Adhjenjchnitt bes Rirperd geeichnet terden.

b. Gin Qorper, der aud eimem Eylinder, aud zwei auf
beffen Grunbdfliichen aufgejepten fongr. Regelviimpien, und ausg
awet auf bdie andern Grundjldchen der RQegelviimpfe aufgejepten
fongr. Regeln befteht, fanm fo in ein ifojaedr. Granatoeber ein-
bejchrieben werben, dafy der Eylinder 10, jeder Segelvumpf und
jeder QReqel 5 Flachen beriihrt. €3 fjoll der Achfenjchnitt des
Qbrpers gejeichnet werden. (Gin Groffreid dev dem ®rana-
toeber einbelchriebenen Rugel muf die Seiten ded Achlenjdnitted
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berithren. Sdamtliche Berithrungdmantellinien fallen in Rbomben-
piagonalen.)

56. Uus einem geg. ‘Byramidentetvaeder ein KLeuzitoeder
augzujcdyneiden, jo daf in jeber Flide ded Pyramidentetraederd
eine Fldce ded Leugitoeders liege. (Die Mittelpuntte der Te-
traederfanten bilden die Oftaedevedent desd Leuzitoeders.)

57. Cinem geg. Wulft ein rvequl. 10-feitiges Pridmatoid be-
vithrend umgubejchreiben, defjen Hihe gleich dem Durchmefjer ded
Dieridiantreifed jet. Grundifliche und Seitenfldche jollen durch
ebene Sonftvuftion gefunben werden, wenn bdie Halbmefjer des
Merivianfreifed und ded Mittelbreijed geg. find.

58. Cin Regel hat mit einem Cylinder den Grunbdireis ge-
mein, und jeine Spige liegt im Mittelpuntt ded anbdern Grund-
freifed bed Cylinders. Jn dben Raum zwijden Regelmantel, Ey-
lindermantel und Cylindergrundfveid find a) fechs — b) fiinf
gleiche Berithrungstugeln jo einbejchrieben, daf jede ihre e
Nacdbarfugeln beviihrt. ©3 foll ber Achfenichnitt ded Eylinders
fonjtv. tverben, wemn der Halbmefler der Rugeln geg. ift.

59. a. Ciner geg. fugel einen Regelrumpf einzubejchreiben,
ber gleiche Hihe und gleiche Mantelfliche mit einem geg. Cylin-
ver Habe.

b, Giner geg. Rugel einen Regelvimpf umzubejchreiben,
oeffen Meantel gleich eimem geg. Preid fei.

60. Ciner geg. Qugel eimen Regelrumpf eingubeichreiben,
wenn die Verhdltniffe der Mantelfldche 3u den jivei Grundfreijen
geg. find.

III. Beredhnungs-Aufgaben .,
Horbemerkuna.

Bei der Univendung ber Kirperberedynung auf praftijche Beifpiele
fommt aud) bad @ ewidt in Betvacht. Ju feiner BVeftimmung ijt
bie Renntnid bed jpejifijdhen Gewidhted ded Gtoffes, mworaus
der befrefjende Kbrper befteht, erforberlich.

Unter bem f{pezifijthen Gewidhte cined ©tofjed verfteht man bie-
jenige Bafhl, die angiebt, wie vielmal ein aug bdem Stofi bejtehenber
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@brper von beliebigem Volumen fhwerer ift ald ein gleid) groBes Bo-
[umen Wajfer. Man erhilt alfo dad fpez. Getoidht, mwemt man das
Gerwicht ded Kbrpers dividiert durd) bad Gewicht bed gleichen Bolu-
mend Wajjer. Tab. 1 (S. 224) giebt ein Vevgeidhnid bder jpesifijchen
Gemwichte der am bhiufigiten vorfommenden Stoffe.

3it V dbad BVolumen eined Kodrperd, S fein fpezifijhes Gewidt,
W da2 Gewicht der Kubifeinbheit Wajfer, jo beftimmi jid) Hievaus das
Gewidht P bed Kdrperd auf jolgende Weife :

Bejeichnet man mit p dad Gewidht der Kubifeinbeit ded Stoffes,
jo ift nacd) obiger Erfldvung: B :% , alfo p = SW. Dies ift das
Gemwicht der Volumeinheit, folglid) ift dasd Gemwidyt ded Boluntend V:
Pai—— N soDers

B — V=N

Man erhalt aljodasd Gewidtdurd Multiplifa-
tion bed Bolumend mit dem fpezififden Gemwidt
anb dem Gewidtder Rubifeinheit Wajjer.

Smmetrijden Mafipjtem befteht zwijchen Gewichts-
maf und Langenmaf die Beziehung, daf dagd Gramm dad Gewict
oined ®ubif-Centimeterds —, aljo dag Kilogramm dad Gewidyt etied
Rubit-Dezimeterd (ober Liters) Wajjer ift. 96ird baher ald Lingen-
einfeit bad Centimeter und gleichzeitig ald Gewidyideinheit dasd
@ yamm, ober ald@ Qingeneinfeit dad Degimeter und gleidy-
aeittg al3 Gewidytdeinleit basd Qilogramm gewdhlt, jo ift beide-
mal: W = 1. Das jpesififdhe Gewicht it aljo dann gleic) dem Ee-
wicht ber Kubiteinfeit ded betr. Stoffes, und bad Gewidit ded Volu-
mensd V ijt:

P = V8.

Tab. 2 (©. 225) giebt bie Mafe und Gewidyte der Lander, in
benen dad metrijhe Mafiyitem mnoch) nicht eingefithut ift, verglichen
mit dem [epteren.

1—8: Wiicfel.

1. Gin Wiicfel Hilt K (423,08) englijdhe Rubiffuf. a) Wie
viel Bilt er in Rubitmetern? b) Wie grop ift jeine Oberlace in
Quadratmetern? — Yntw,: a) 11,978 cbm, b) 31,411 qm.

2. Wie qrof ift dag Gewicht W der Qubiteinheit Wafjer in
ben verjdhicdenen Magipitemen ? (Bgl. Tab. 2, &.225.) — Unti.:

Jm metr. Mafipitem (L cbm) . . W .= 1000 kg.

fommerell=paud, Steveometrie. 7. Hujl. 14
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3. Die Diagonafe eined Wiirfeld ift d (= 4,58 dm); ftvie
grof ijt fein Volumen? — Antiv.: 18,489 cdm.

4. Der Diagonaljchnitt eined Wiirfels ijt S (= 17,235 qem);
ipie grof ijt jeine Oberflache? — Antr.: 73,122 gem.

5. Die Oberflachen zweier Wiivfel vberhalten fidh) wie m ju
n (9 zu 20); wie verhalten fih) ihve Jubalte? — Untw.: Wie
0,30187 zu 1.

6. Gin Wiirfel von Sandjtein iwiegt P (180) kg tvie
grof ijt feine Kante? — Antw.: 4,16 dm.

7. Ein meffingner Wiirfel vom Gewidt P (= 1,5 kg) joll
bergolbet twerden; iiebiel foftet die BVergoldbung, wenn die Ver-
golbung bed Duabdratmeterds m (60) Mart foftet? — Untw.:
1,14 Maxk.

8. Die Kante eined gupeifernen Wiirfel ift a (= 20,8 cm);
wie [ang ijt die Kante eined gleidh jchiveven Wiirfeld von Tannen-
bol3? — Untw.: 50,7 cm.

9—13: @uader.

9. Die Kanten etned Duaderd verhalten {ich wie die Sahlen
I, m, n (7,9, 13), feine Diagonale ift d (= 25,7 m); rwie grof
ijt jein LVolumen? — AUntw.: 26889 cbm.

10. Biwei Balfen von quabdratijchem Querfdnitt haben gleiches
Lolumen ; ihre Langen verbhalten fich wie m zu n (8 zu 11);
wie verhalten jid) die Seiten ber Querjdnittdquadbrate? — Unti. :
Wie 1,1726 zu 1.

11, Wievtel qm Blech braucht man zu einer LWanne ohne
Decel, bdie K (1440) KLiter Dalten joll, twenn ber Voben 1
(1,2) m fang und b (0,8) m breit werben foll? — Antw.: 6,96,

12, LWie {chiver ift eine Kifte von Tanunenholz jamt Dedel,
peren Ranten um lidhten die Ldngen 1, m, n (= 60, 80, 100 cm),
und deren Winde die Dide d (= 2,6 em) haben ? Wieviel Ki-
[ogramm Ddiirfen in fie gelegt werben, twenn fie im Wafjer bis
gur JRitte der mit 1 parvallelen duBeren Rante einfinfen joll ?%)

*) Vet ufgaben iiber jchwimmende Kirper fommt der Sap (, A -
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ntro.: Gew. der Rifte = 50,06 kg Velajtung = 240 kg.

13. YWieviel foften die VBadijteine zu einem quabdratijdhen
Turnt, der eine Breite b (= 4,2 m), eine Hihe h (= 10,8 m),
und eine Mauerdide d (= 0,6 m) hat, enn ein Badiftein die
Dimenfionen 1, m, n (= 24, 12, 6 cm) hat, wenn dag Hunbert
PBadijteine k (3) Mart foftet, und wenn wegen ded Abfalld p (8)
Prozent mehr genommen erden mitflen? — Antiw.: 1749,60
Meart.

14—18 : Prisma.

14, Wie grof. ift der Jnfalt eines veguldven breifeitigen
Prigmas, in dem jede Kante die Léinge a (= 6,2 cm) hat? —
Yntiw. : 103,2 cem.

15. Gin regulives fiinfjeitiges Prisma, defjen Hihe dad
Dreifache einer Grundfante ift, Hat den Jnbalt K (= 248cdm).
IWie fang it jeine Grundfante? — Antw.: 3,635 dm.

16. Wie grof ift der Jnhalt K eined fpisen beziv. ftumpfen
Rhomboeders, tvenn dbie bon Dden Hauptecen audgehenden Rhom-
bendiagonalen die Linge d (= 3 cm, begiv. 2 em), die iibrigen
Rpombendiagonalen die Linge d' (= 2 em, bestv. 3 em) Haben?
(TTT. Anb- 11.a). — Antw.: K =1 d%/3 d4® — a0 = 4,796 cem,
bezn. 3,897 cem.

17, Wie grof ijt dad Gewidyt eined Dachjparrens von Tan-
nenfols, ber ald Querjdnitt ein Quadrat von ver Seitenldnge a
(= 16 cm) fat und an beiden Enven purch rechtedige Flachen
jo abgejchrdagt ift, daf zwet parallele Seitenfladen ded Sparrens
gleichichentlige Trapege find , in Demen der fpibe Winkel § R De-
trigt und bie grifere Pavalleljeite die Qinge | (= 5 m) bhat?

- Antw.: 61,95 kg.

18, Gine gufieijerne hohle Saule bon der Form eined vegul.
jechafeitigen Prizmas Bat die Pohe h (= 10 Jufp), bie dufpere
Grundfante a (= 6 Solf) und die Dide d (= 10 Qin). Wie
qtop it ihr Getvicht? — WUntiv.: S Nordamerifa 867 Biunb.
dimedijched Pringip") suv Antendung, daf dad Gewidt ded
jchwimmenden forpers gleich ift bem Gemidhte der von ihm verdring-
ten Fhiffigleitdmaije.

1a*
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19—28 : @ylinder.

19. Der Jubalt eined Chlinders it K (= 33 cdm), ber
Halbmefjer jeines Grundirveijed r (= 2,6 dm); ie grof ift feine
Hihe und jein Pantel? — Antw.: Hohe = 1,564 dm, Mantel
= 25,385 qdm.

20. Die Wanbflache eined chlindrijchen Jnuenvaumed ift
M (= 160qm), jetne Hobe ift gleich dem Durdymefjer der Grund-
flache ; wie grop it jein Rauminhalt? — Untw.: 285,46 chm.

21. Jn eine cylindrijdhe Glasrihre werden P (1,5) Gramm
Quedjilber gebradht und nehmen bdarin einen Raum bon der
Ringe 1 (= 168 mm) ein. Wie grof ift der innere Durcdhmefier
per Rihre? — Antw.: 0,91 mm.

22. Der Mantel eined cylindrijchen Bledhgefdfies ift M
(= 27 qdm), jein Jnhalt K (= 30 1); tvie grof ift feine Hihe
und fein Halbmefier? — ntw.: Hohe = 1,934 dm, Halbm.
= 2,292 dm.

23. Au3d einem Blechjtreifen gehammerten Silberd twerben
runde Stiide ju Miingen gefchlagen; der Streifen Hat die Lange
1 (= 60 cm), die Breite b (= 4,5 em), die Dicdke d (=0,25cm),
der Durchmefjer einer Miinge ift 2r (= 4,26 em). LWieviel
twiegt der Abfall ded Streifend, wenn die Locdher bon den Liingen-

fanten und von einander gleid) tveit entfernt find 2 — Antw.:

227,21 g.

24. Gin Gewidtiyjtem von Meffing bejteht aus lauter Cy-
{inbern, in denen die Hihe dad anderthalbfache bed Durchmefjers
per Grundfladie ift; wie grof find die Hihen der eingelnen Ge-
widtitiide, wenn diefe 1, 2, 3 1. {. w. Kilogramm Halten ]'uﬁfu?
— ntw.: 1) 6,99 cm, 2) 6,99 V2 = 880 cm, 3) 6,99V 3
= 10,08 em, u. {. |

25. Wie jdhwer ift ein cylindrijcher Niiihljtein aus Sanbd-
fteirr, bon dem die Hihe h (= 63 cm), der dupere Durchmefjex
2R (= 176 cm), und ber ¥odjpurdymeffer 2r (= 20 em) geg.
ijt? — Untw.: 3782 kg,

26. Bu bem Gup von 10 gleichen eijernen Rohren von der
Kinge 1 (=12 Fup) und dem lichten Durdymefier 2 r (= 6 Joll) ex-
pen P (5700) Pjund Eifen verwendet; e3 Dbleibt ein NRiidjtand
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port P’ (154) Pfund iibrig. Wie bdict werden bdie Rifren? —
Anto. : In England : 8,4 L.

27. Gin Silberdraht von 1 (2) Meter Linge und P (10,8)
Gramm Gewidgt joll mit P’ (3) Gramm Gold vergoldet werben.
a) Wie dict ift der Silberdbraht? b) Wie did wird bdie Vergol
bung ? — Untw.: a) 0,8 mm, b) 0,03 mm.

28. Gin Cylinder vom Halbmeffer r (= 2 cm) wird durd)
eine zu° feiner Achie fchiefe Ebeme jo gejchnitten, dap dad eine
Teiljtiid den Jubalt K (= 160 cem) und die Gejamtoberfliche
(Mantel + Grundiveid - Scnittellipfe) O (= 200 qem) hat.
TWie grof find bie zwet pavallelen Seiten ded Tvapeze3, bad den
sur Sdhnittebene fenfrechten Achfenjcynitt bed Teiljtiides bilvet?
(Baf. IIL Anp. 9. ¢ und IL Anh. 22.c.) — AUniw.: 16,614 cm
und 8,851 cm.

29—34: Pyramide.

29. @Eine Pyramide hat den Juhalt K (= 365 chm) und
bie Grundiliche G (= 22, qm). Wie grof ift ihre Hohe? —
Antw.: 48,67 m.

30. @ine requidre achtecige Pyramide Hat die Grundiante
a (= 7 cm), thre Hibe ift gleid) dem Durcdhymefjer bed ber
Grundfliiche umbefchriebenen RKreifed; tvie grop ijt ihr Jnbalt?
— Yntw.: 14426 cem,

31, En Porallelfehnitt einer, Pyramide ijt die Haljte dex
@runbfladye; wie verhilt fich feme Entfernung von per Spife
aur Hohe der Pyramive? — Untw.: Wie 1 zu V2.

32, @ine requlive vierfeitige Byramide, Deven Seitenfanten
gleich ben @rundfanten find, hat den Snbalt K (= 126,59 chm);
wie fang find die RKanten? — Antw.: 8128 m.

33. Wie grof ift der Jnbalt eines Sphenoids (vgl. ILL, Anb.
96. a), Defjen drei Ranten die Léngen a, b, ¢ (= 4, b, 6 cm)
haben? (IIL Unp. 19. d). — Unbw.:

K =14V} (@ +b*— ¢ (b*+c*— a?) (c*+a*—b*) = 9,1855 cem,

34. 9Yus K (1) edm ZThon wird dasd gleichectiq = halbregul.
Polyeder modelliert, defien Ecken die Mitten der Dftaederfanten
bilben (vgl. IIL. Anf. 54.b). Wie grof wird die Santenldnge ded

PRolyeders ? — Unitw.: 7,5 em.
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3b—41 : Heael,

36. Gin fegefformiged FTurmdach hat bad Volumen V
(= 11,9 ¢bm) und die Hihe b (= 6,7 m); wie grof ijt bder
Halbmeffer der Grundfldcde? — Wntw.: 1,3 m.

86. Der Adpfenjdhnitt eined Kegeld it ein gleicdhjeitiges
Dreted bon Der Seitenliinge s (= 15 cm); toie grof ift der
Mantel und der Jnhalt ded Kegeld ? — Untiv.: M =353,43 qem,
K = 765,20 ccm.

37. Das Belttud) eined fegelformigen Jeltbaded mifgt M
(100) qm; fein Achfenjchnitt ift ein gleichjchentlig-vechtivintliges
Dreiect; wie grof ijt fein Rauminhalt? — Untw,: 111,82 cbm.

38. Ein bleterner Regel hat den Grundfreid - Halbmefjer r
(= 3 em); tie grof ift der Halbmefjer eined gleich hohen und
gleich jchweren Regel? von Gufeifen? — Antw.: 3,76 cm.

39. Sn einen Regel ift ein Cylinber einbejchricben, defjen
Hohe gleidh der Halben Hihe ded Regeld ijt; wie verhalten fich
vie Snbalte beider Qdrper? — Untw.: Wie 8 u 3.

40. Die Oberflache eined Fegeld ijt O (= b gm), Dder
Halbmefjer feinesd Grundirveifed r (=1 dm); wieviel Grabe mijt
per Rreizausjdnitt, der die Ubwidlung ded Mantels vorjtellt?
— Ant. : 2° 16' 34",

41. Cin freidformiges Stiid Filtrierpapier wird nad) el
su einander fenfrechten Durdymefjern gebrodjen, zu eimem La-
pranten zujammengefaltet und berart zu einem fegelfdrmigen
Filter gedffnet, daf die eine Haljte ded Manteld ausd einer, die
andere Hilfte aud drei Lagen Papier bejteht. a) Wie grofy muf
pie Offnung eined fegelformigen Gladtrichterd fein, damit fid
pag Papierfilter an feine JInnentvand langd beven gangen Aus-

-dehnung glatt antegen fanu? b) Wie grof muf der Durdymefjer

ved urjpriinglichen ‘Papierblatted mindejtend fjein, damit dad
Filter 1 Liter Fliifjigteit fafjen fann ? — Antw. : a) 60°, b) 32,8 cm.

4250 : Pyramiden= und Regelrumpf,

42, Ein Phramidenvumpf Hhat den Jnhalt K (= 230 cbm),
jeine Grundflachen jind Duabrate bon den Seitenldngen a und a’
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(= 6,94 ud 3,55 m); tie grof ift feine Hohe, und iwie grop
bic Hihe jeiner Crgdngungdpyramive ? — Antw,: 8,08 m, und
8 46 m, 2

43. Gin Monument augd Sanditein Hot bdie Form einesd ve-
quidren dreifeitigen Byramidenrumpfed; Dbdie umnteve Grundiante
iit a (= 90 cm), die obere a' (= 50 em), bie Seitentante
k (= 180 em). Pie grof it da3 Gewid)t ded Monumentes?

— Untw.: 972,7 kg.

44, S einem Pyramidenrumpf mit den Grundjladen G
und G (= 27 und 16 qdm) Halbiert ein Paralleljchnitt die Hihe ;
wie grofs ijt diefer Pavalleljhnitt? — Aniw.: 21,142 qdm,

45, TWie viele Fubhren Grde, jede zu F (1,5) cbm, miifjen
fortgejchafft werben, wenn tn denBoden eine freigfirmige Grube
gegraben wird, die eine Tiefe h (= 2 m), einen pberen Durd)-
mefjer 2R (= 40 m), und einen Bojdungdivinfel von 45° er-
balten joll? — Antw.: 1513,6.

46. Gin papiermer Lampenjhivm foll die Hihe h (=9 cm)
umd die Grunbdlreid - Durdhmefier 2R 1. 2r (= 15 u. 7,5 cm)
befommen. T8ie grof werden die zivei Halbmefjer der Abtoid-
(ungsfigur, und wieviel Grade mefjen ihre Bogen? — Antw. :
Halbm, = 19,56 und 9,75 cm, Bogen = 138° 27’ 41".

47. Gine irdene Schiiffel joll ein Qiter Flitjfigleit halten,
ver innere Bodendurdhmefjer joll 21 (= 7em), die lichte Hihe —
h (= 4 cm) jein. Wie grop muf der licdhte Randdurdymejjer
werben ? — Untw.: 26,8 em.

48, Gin Gylinder vom Halbmeffer r (= 50 c¢m) wird fo-
nijd) audgebohrt, fo daf die mit den Grundfreifen ded Eylinders
fongentrijchen, Freidformigen Offmngen fidh verhalten tvie m 3u
n (1 ju2), und daff bad Gewidt ped burchbohren Korperd
bie Hilfte von bdem Gewidie ded Vollcylinders ijt; twie grop
werbent die Durdymefjer der Offmmgen? — Anto.: 58,29 cm
und 82,44 cm,

49. in runder Turm von der Hihe h (= 18 m) hat
obert ben Durchmefier 2r (= 4,2 m), unien ben Durdymefjer
9R (= 5,7 m). Wieviel foftet dasd ilbectiinchen ded Turnied,
wetnt pro Duadratmeter m (4) Mart gerechnet werden ? — Antw.:
1120,63 Martk.

50. @in Eylinder und ein Qegelxumypf Haben gleiche Yidhe
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h (= 5 em) und fonzentrijche Grundilachen, ihre Mantel durdy-
jhnetven ficdh in ber Mitte der Hihe, bie Grundfreidhalbmeiier
ve3 Regelvumpfed find R und r (= 15 em und 9 cm). a) Wie
verhalten jid)y die Jnbalte, b) wie bdie Wedntel beiber Kirper?
¢) in welder Hohe miiften fich dbie Mantel jchueiden, twenn bdie
Jubalte — d) in welcher Hobe, mwenn die Mdantel gleich fein
jolliten? — Antiv,: a) Wie 48 zu 49, b) wie 0,64 3u1, c) 2,40
em, d) — 3,12 cm,

51—b56: Prismatoid,

51. Bon einem rvequldrven dreijeitigen Pridma, deffen Grund-
fanten und Seitenfanten bdie Lingen g und s (= 3,7 und 20 dm)
haben, werden an beiden Enden Stiide weggejdhnitten. Die eine
Sdnittebene jchneidet bon den drei Seitenfanten unten die Streden
l, m, n (=1, 2, 3 dm) ab, bie anbere Schnittebene geht durdh
pent oberen Gudbpunft der erften Seitenfante und dhneidet von
ben jivet andeven die Streden m' und n’ (= 3 und 5 dm) ab.
Wie grof ift der Jnhalt des jchiefabgejdhnittenen Pridmasd? —
Antw. : 90,895 cdm,

22, Gin regquldres 12-feitiged Prismatoid Hhat die Grimd-
fante a und die Hohe h. «) Wie grof ift fein Jnbalt? B) We
groB ift ber Jubalt ded 12-jeitigen Trapezoeders, dag durch Cr-
toeitern der Seitenflddyen ded Pridmatoides entfteht (vgl. IIL. An).
61. b)? y) Wie verhialt fich dad Trapezoeder 31 der Doppel:
phramibe, deven Halbflacdhner e3 vorjtellt? — Anttv.: «) a®h(1, 1V 3).
B)a*h(?+4V3). 1) BWie 4(2—V3): 1.

53. Wie grof ift der Jnhalt eined Walmbadyed, deffen Grund-
flache ein Rechted mit den Seiten 1 undb b (= 50 und 20 m)
ift, befjen Firjtbante gleich) der Differens von 1 und b ift, und
oeflent Dreiedsfladen gleidhjeitig find ? — AUntw. : 6128,3 chm.

54. (Ein Grabitein aud Granit fann in einen Obelisfen mit
recptedigen’ Grundfldchen und trapezfdrmigen Seitenflichen —
und in ein Walmbdad) zerlegt werden. Dasd untere Grundrechtect
ved Obelisfen hat die Seiten a und b (= 125 und 76 cm), Had
obere hat die Seiten a’ und b’ (=75 und 50 cem), bie Hihe ijt h
(=200cm). Dad Walmbdad) hat Dad obere Rechtect 3ur Grundildche :
feine ‘Trapezfldchen ftofen an bie fiivzeren Rechtedafeiten, feine

o=
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Dreiectaflachen liegen in denjelben Ghenen mit ben bretteven Tro-
peafldchen ded Dbelizfert und bildben mit diejen jujammen e
jpmmetrifdye Fiinfece ; die Hihe bed Walmbadhed ijt h' (= 25cm).
TWie grof ift bas Gewicht ded Grabiteined? — Antiv. : 38844 kg.

h5. Dad Ufer eined Wafjerbedend hat die Geftalt eined
vechtminfligen Trapezed; die awei pavallelen Uferfanten jinb a
und b (= 20 und 14 m), die zu ifnen jenfredyte Ujerfante ift ¢
(= 8 m); die Tiefe ded Vedend it h (= 2 m); bie Bijd)-
ungen haben eine Neigung bon 45°. Wieviel Waffer enthdlt dai

1 e i
Beckenr, wenn der Wafferftand um -ﬁh (n = 4) niebriger ijt alé

bag Ufer ? — Antw.: 1183 hl,

56, Gin Faf Hat eine (inneve) Hihe h (= 100 em), einen
Bodenburchmefjer d (= 70 em), eirnen Spunddurdymefjer D
(= 85 cm). Tieviel Liter halt ed ? (TIL. np. 44. d.) — Unttv. :
506,6 LQiter.

57—63: Reguliite Polyeder.

57. Bei jedem der fiinf vegul. Polheder bezeichne : a Die
Qantenlédnge, B dern Halbmeffer der umbejdyr. Qugel, r — Dder
einbejdhr. Kugel, p — Ddex fantenberithrenden Kugel, O die Ober:-
fliche, K dent Snhalt. Wie grof jind R, 1, 0, 0, K, audgedriict
it a? — Antw.: in ber nachjtehenden Tabelle:

g o A =z
‘ﬁ:ﬁ' \fggig ‘ggfif | Dovefaeder. i Stofaeder.
la —|2 " la [ e e (8 f— ==
e e L g g DT S M e V154V @ 110 + 2V ¢
R _szm_vé | 4( v.—s) i‘i" L2V &
o e R e a\/?aliiv}'a | a3+ V3
LT VG R e T
: . s e | f =
SR R e = f(:a 4 va) | 2(1+V5)
‘ L 9v 2| V2 2 4 i 2 41\ .
0 =|av3| 6a® [2a°V3 3a%/b(b+2V5) | bHaV'3
| Bl Sl g @3(15-'-71;;’5') S 1/?3')
{{ — 101/ ,-JJ | a” ifil,f,_gu 4 )T () - _12

[ 5]
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(Bet Dovef. und Jfof. berechne man zuerit 2¢ aid Diagonale einer
Grundfldche der in IIL Einl. 15. b und ¢ erwdhuten Pridmatoide,
hierauf 2 R al2 Diagon. einesd Redhtedd aud a und 2p.  Jerlegt man
jobann dad Polyeder vom Mittelpuntt aud in Pyramiden, fo find diefe
vegul. und fongr., eine Seitenfante = R, die Hihe = r, dbie Summe
aller Pyr. = K.) — Durd) Elimination von a aud je zweien bder
obigen Formeln, die dem ndmlichen Polheber angehdren, fann von ben
®rofen R, r, p, O, K jede in jeder andern audgedriicft merden.

58. MWie verbalt fich der Wiirfel a) zu dem thm einbejchrie-
benen Dttaeder, b) zu dem ifhm umbefcdhriebenen Dttaeder (deffen
Sladyen durch die Wiirfelecfen gehen), ) 31 dem Dftaeder, deffen
Ranten bdie Wiirfelfanten in deven Mitten Tchneiden (gl 11T, An.
54. ©dhlufbem.) ? — Antw.: a) Wie 6 su 1, b) wie 2 zu 9,
¢) tie 3 3u 4.

59. Wie verhdlt fich dbad Tetvaeber a) zu dem ihm einbe-
jdricbenent Oftaeder (bgl. IIL. Anfh. 54. a), b) zu dem ihm
umbejcdriebenen Oftaeder (bgl. IIT. Anh. 52. a und 49. a)? —
Uniw. : a) Wie 2 zu 1, b) wie 2 u 27,

60. Cin Hohled Jfojaeder von Binkbled), defjen Wiande bdie
Dide d (= 0,5 mm) haben, wiegt P (198,1) g. Wie grof
ift jeine dufere Qante? — Antw.: 8 em.

61. 2Wie grofp find die zwei rvegul Pyramidenviimpfe unbd
bas Pridmatoid, in die ein Dobefaeder von der RKantenlinge a
serlegt werden fann? — Antw.: Die drei Teile haben gleiche

3
Grifie: K = 5 (15 + TVE).

62. Wie grop ijt der Jnbalt- bed oftaedrijhen und bded
ifojaedriiden Granatoeders, ausgedriidt =) in der Granatoeder-
fante g, B) im Halbmeffer der einbejdhr. Qugel r, v) i den Kan-
fen o und w, bestv. i und d ded ugehvrigen Oftaederd und
Wiirjeld, beziw. Jfojaeders und Dobdefaeders? (IIL. Anh. 55. b
und e). — Antw. :

16
iy — 9 gV 3 =4r*v2 =§ o132 =2 ws.

K, = 4 g°V5+2V5 =20r(V5—2) = §i* = §d%V5 + 2).
63. Gin Tetvaeder von Holy jdhwimmt im Wafjer fo, daf

pie auperhalb ves Wafjers befindliche Rante Horizontal ift. Die

Liinge der Kante ijt a (=6 em), die Entfernung der Horizontalen

% |
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fﬂ"gutc vom Wafferipiegel e (= 1,5 em). Wie grof ift dad jpe-
sifijche Getvicht Ded Holzes ? — Antw.: 0,713,

64—82: Huagel und Rugelicile,

64. ie qrof ift der Halbmefier einer Kugel vom Fnhalt
K (= 324 cem)? — Uniw.: 4,26 em.

65. - Die Jnhalte zweier Kugeln verhalten fich) wie m zun
(3 3u 10); wie verhalten fich ihre Dberflichen? — Antw.: Wie
0,44814 zu 1.

66. Aus drei Fugeln voun den Halbmeffern ry, ¥, 1, =7,
9° 15 cm) iicd eine eimzige gegofjen; wie grof ird ihr Halb-
ntefjer ? — ntw.: 16,4 cm.

67. Eine Halbfugelformige ©dhale von Gufeifen Hat - den
duferen Durchmefjer 2 R (=20 cm) und die Dide d (=1,b cm).
a) MWie grof ift ibr Gewidht? b) Wie qtof Ddiirfte die Dide
pochjtens fein, bamit die Schale in Wafjer jhwimmen Eonnte ?
— 9ntw. : a) 5,860 kg; b) 0,48 em.,

68, Aus einem fugelformigen Tropfen Seifentvafjer vom
Durdymefjer d (=4 mm) wird eine Seifenblaje vom Durdymejjer
D (= 6 cm) geblajen. Wie pict ift die Blaje? — Untw.:
0,003 mm.

69. TWie viele Qugeln loffen fid) aud P (82) vuff. Bjund
Blei giefen, mentt der Durdymefjer einer jeden 2 r (4) ruj. Lin.
mift? — Anto. : 9269.

70. Gin ®efdf, deffen Junenvaum bdie Fornt eined requ-
(Gren fechafeitigen Prizmas bon Ser Grundfante a (= 5 cm)
hat, enthalt Wafjer. Darin wird eine Kugel untergetaudt, welde
bie Wande berithrt. Um toieviel jteigt padburd) der Wafjerjpiegel ?
— Yutto.: Um 5,24 cm.

71. a) Um wieviel RKilogramm ift ein mit Wafjerftoff ge-
ritllter fugelformiger Luftballon feidhter af8 bie Luft, die er ber-
bringt, ivenn Dev Durdymefjer des Ballons 21 (25) Weter
mift, und tenn dad Duadratmeter per Hiille P (0,03) Kilogramu
wiegt? b) Wie grof ift das jpesififhe Gewicht der Quft in der-
jenigen Pihe, wo der Ballon bazfelbe Gemwicht hat twie die ver:
brangte Quftfugel? — Antw.: a) 9842,8; b) 0,000097.

79. Gie verhilt fich ber Jnbalt einer Rugel zu dem Jn-
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halt bez einbejchriebenen und Ded umbeichriebenten Tetraebers,
Wiirfels, Ottacders, Dodefaeders, Jfojaeders ? ;

Antw.: Jit K der Jnbalt der Kugel, T, der ded einbefdr.
; -, T, Dev ded umbejchr. Tetvaederd u. §. w., fo ijt:
il K ° 3:¢/3 1 K ™ 1 ;
i i {0 SR e T T6v8 3,30797 -
| i K O e 1 B S S
[ [§ H; 9= T (38755 Hy 6 490985
i K 1 K = 1

|

[
2
o | G
o

@ . Doioal 0. ~a3y3 — 165309
{ (1A K  =V36—VvB) 1 K  =/65+2915 1
:! T (U R T TR T R RS

i K \/5—1/:3‘_ 1 K _=B+v5) 1
e J ™ 10 T 060646 J. goy3 | 1,20857
'!L'Ij i 73. Cune Kugel bom Durdneffer 2R (= 15 cm) wird
il burc) atoei paraflele Rugelfreije in eine Sone und zwei Kugel- :
ht {| | abjdhnitte geteilt. Wie grof find die Suhalte Ddiefer drei Teile, -
g wenn ihre Hihen {ich verbalten wie 1:m:n(3:4:5)? — Antiy.:
i 276,12 cem, 826,30 cem und 664,73 cem,
i 74. Cine holzerne Kegelfugel jhwimmt im Waffer, jo daf
I bie benepte Rugelhaube grifer ald die Halbfugel ift. Durd An-
|
|

|
: wendbung von IL Aufg. 10. a und b twird der ebene Halbmeffer
il e pes naffen Randfreijes r (= 5,2 cm) und der Fugelhalbmefier
il R (= 6 cm) gefunden.  Wie grof ift da3 jpez. Gewicht bdex
E il Rugel ? — Anti.: 0,843.
l 5. JIn weldem Werhaltnid toird bdie Achje eined Kugel-
audjcdnitted durc) ben zugehorigen Kugelfreid geteilt, a) wenn der
il |‘||| Kugelfreid ben Jnbalt — b) wenn er die Oberfldache halbiert ?
i — Antw. : a) Jm Verh). ded golbenen Schnitted +(1+V/'5):1 :
L R = 1,618:1: b) Im Bexrh. 3:2. v
il I| 76. Uuf der Dberflicdhe einer Kugel vom Halbmefjer R
(== 10 em) befindet fich ein jphar. Dreted mit den Winteln
(B % B,y (= 93°40', 67°32'16", 105°36'd44). TWie grof ift
L der Jnbalt ded Rorpers, ber von dem zugehvr. Dreifant ausd der
Rugel audgejhnitten wird? — Antv.: 505,08 cem.

7. a) Wie grop ift der Flachenvaum, ber von einer Hohe
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h (= 1 geogr. Meile) itber der Erbdoberfliche iiberjdhaut twerden
fanu? b) Wie Hod) muf man fid) iiber die Crooberfladye er-
feben, um eine Fliche von 1000 Quadratmeilen diberjdhauen zu
founen 2 (Crddurchmefier = 1719 geogr. Meilen.) — Antw.:
a) 5394 Quabdratmeilen; b) 0,1852 Neeilen = 1,374 km,

78. Die frumme Dberfliche einer Kugelzone, deven Grund-
freife gleich find, joll mit einem eingigen Papierftreifen ohie Fal-
tent itberlebt twerben, jo daf lingd ben Grundfveijen feine —,
[ings Dem ugehdrigen Uequator bdie gripte Dehnung ded Pa-
pierd ftattfindet. Wie grof Ddarf bie Hihe der Jome hidyftens
fein, wenn die Lingenausddehnungsidhigteit des fenchien Papierd

1 D & V2n + 1 :
(= 2—4) ijt? — Untw.: n_inl' = 0,28 ded Qugeldurdym.

1l

79. Gine Rugel vom Halbuteffer R (=20 em) wird cylindrijd)
audgebohrt, fo dafy die Eylinderachfe duvc) den Mittelpuntt geht
und der Halbmeffer Ded Lodhed r (= 8 em) iff. Wie arof ijt
der Smbalt ded audgehihlten Korpers? (IIL Anh. 41. a) —
Antiw.: 25799 cem,

80. Die Grundflachen eined Kegelrumpfes haben die Halb-
mefjer T und r* (= 4 und 3 em), feine HOhe ijt b (= 2 cm);
a) wie grof ift der Halbmefjer ber pem Regelvumpf umbejdrie-
benen Rugel? b) wie verhilt ficd) ver Snbalt des Kegelrumpied
sum Qnbalt ber wmbejchriebenen Rugelzone 2 ¢) wie verhdlt jich
ber Mantel bdes Regelrumpfes zur Frummen Dberfliche der
Bone? — Antw.: a) 4,0697 em; b) iie 74 ju 79; c) ivie
0,96155 zu 1.

81. Sn eine Rugel vom Halbmefjer B (= 6 cm), find bier
gleiche Beriihrungstugeln jo einbefchrieben, daf alle einander be-
viifren; wie grof ift ihr Halbmefjer ? — Ant, : 2,697 em.

82, Wie jdhwer ift eine gldjerne Bitonverlinje, deren Dber-
flihe aus zwei Qugelhouben mit geneinjamem ®rundireid be-
fteht, wenn die jugehbr. Kugeln die Halbm. R u. R' (= 50 u.
30 cm) BHaben, und wemn bdie Linje die (lang® per Udhje ge-
mefjene) Dide a (= 0,6 cm) hot? — Antw.: 44,06 g.

83—90 : Hmdrehungshorper.

83. (Fine Rette von Scdymiebeifen bejteht aud n (100
gleichen toulftjormigen Ringen. Wird fie geradfinig audgejpannt,
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jo daf fid) die NRinge paaviveife beviihren, und baf thre Beriih-
rungdpuntte und Mittelpuntte alle in gevaber Linie liegen, fo
befinbet {ich jwijdjert jedem erjten und dritten Ming ein Spiel-
raum gleidh der Dicfe eined Ringes, und betrdgt die Gejamtlinge
ver Qette (3wifchen den ztvet duferften Puntten gemefjen) 1 (3,02)
Peeter.  TWie grof it bad Gewicht bder Rette? — Auttwort:
7,686 kg.

84, ©Cin Dreted ABC wird um eine ju AB pavallele Ge-
rade MN gedreht. Jn iveldjen Abjtdnden von AB mufy MN
angenomuen werbenr, ivenn der Juhalt ded erzeugten Umbrel:
ungdforperd 2, 3, . . .n=mal {o grof jein joll al® der Jnbalt ded

~ burd) Drefung ded Dreied? um AB erzeugten Umbdrehungsfor-

perd? — Antiv.: Jn den Abjtdanden -;-h, 3h, Sl uglh, venn
h die 3u AB gehorige Hohe ded Dreiecs ift.

85. Die Eden eined Dreieds ABC Haben von einer in jeiner
Ebene liegenden Gevaden MN bie Enifernungen a, b, ¢ (= 13,
9, 2). Lon ber Ecde A foll eine Tranzverjale AT fo gezogen
foerden, dag, wenn dad Dreied um MN al3 Adhfe gedreht wird,
die bon den Dbeidben Teilbreieden ATB und ATC Dbefchriebenen
Umorehungétorper einander gleich) find. Sn tveldhem Berhilinis
ijt BC im Punft T zu teilen ? (Vgl. BVew. von IIL 20. a.) —
Untw.: Jm BVerh. AGE DS e

a+ b+e 4
86. Der Bogen cined Prei2abjdhnittes mift 120°, fein Halb-
mejjer it B (= 6 em). Wie grof ift a) die Entfernung Ddes

Slachenjdhoerpuntted ded Qreidabjdnittes von jeiner Sehue, b) der
Jnbalt ded durd) Drehung ded Kreidabjdhnitted um jeine Sehne
ereugten Umbdrehungsforpers ? (Mittels III. Anbh. 41. a.)
ntw. ; a) 1,23 em. b) 170,895 cem.

87, Jn einem Wulft vom Miittelfreidhalbmejjer B (= 4 cm)
und Meridianhalbmefjer r (= 2 em) wird durch bie zwei Pa-
vallelfreife, die gletch pem Miittelfreid find, eine Kugeljlacde ge-
fegt. Wie grof find die ziwei ringformigen Teile, in die der Wulft
purch fie geteilt wird ? — Untw.: Jeder ift gleich der Hilfte
pe3 Wulfted — Rr’z* = 157,914 cem.

88. Auj einer Geraben find folgende Streden abgetragen:
ghii="16 bois= b, od =1 de =1L —ef = 10Ls WMDen
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Punftenn a, b, ¢ . . . find auf der Geraden nad) der namlichen
Seite bhin die Senfrechten erridhtet: aA = bB =16, bB'= ¢l
— 14 ¢C = dD = eE' = 13}, eE = fF = 12; endlid) ijt
AB gegogen, iiber B'C’ nad) anfen ein Halblreis ervidhtet, CD
geogent, E mit D duvch einen Biertelfreid verbunden, defjen
Mittelpuntt B’ ift, und EF gezogen. Die hievurd) entjtanbene
Figur bildet den halben Achfenjchnitt eined Fostanijchen Saulen-
fufes, defjen unterjter Teil eine quadratijdye Platte (mit aA al3d
fafber Grundante und ab ald Hobhe) ijt, und defjen itbrige Teile
burdj Drehung der iibrigen Figur um bf ald Adje entjtefen.
Wie grof ift dad Gewicht des in Sanditein ausgefithrien Sdulen-
fufges, wenn bie obigen Mafe ald Degimeter berftanden terden ?
- Yntiv. ; 41451 kg.

89, Wie qrof ift der Jnbalt eines geftvectten Umbdrehungs-
ellipjoided, bad dbuvd) Drefung einer Ellipje von den Halbachien
a1 b (=4 u 3 cm) um die grope Adjje 2a entftept ?  (Vgl.
IT. 9nf. 22. ¢ u. IIL Ynh. 40.) — Untw.: fab’z = 1508 com.

90. FWie qrof ift dev Jubalt eined abgeplatteten Umbreh-
ung@ellipjoides, dad durd) Drehung einer Clipje von den Halb-
achfert a1, b wm die Eeine Achfe 2b entfteht ? (Bgl. II. Anb. 22, c,
IIL 9nf. 12. b, IIL 20. Buj.) — Wasd ift der Rauminbalt des
alg abgeplattetes Rotationzellipjoid aufgefaften Erdidrpers, wenn
oie Abplattung &:h :2;}5], and ein Grab ded Uequatord gleid
15 geogr. Meilen ift? — Untw. § a*br = 1082840 Miillionen
Qubitfilometer.
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IV. Tabellen,

Tab. 1. Spepififdhe Gemidte.

Spez. Gemw.

B Ters s R e e 1
SBlei s R e 11,4
Eifen (@ugc:}en) ST Tl 7,251
. (Sdymiedeijen) BN 7,188
®lad (gemeined) . . . . . 2,6

o riftallglas) = conaiia 3,0
Gold (gegoffen) . . . . . 19,26
ertaehdnert). " ek 19,36
Siaiit oo e ss il e R 2,95
Dolpa(Sorlinuiaisinaiud : 0,24
. (trodened iannen[wia) ] 0,6

, (trodened Gichenholz) . . 0,8
Ralfftein, Marmor. . . . . 272
Rupjer -(gegofiert) . oLl i 8,788
o lgehdmmert) . . . 9,0
Lujt (v. 0° Temp. b. ?fulmn'zljawlmtarﬁ ) 0,0013
IR ER S e 8,4
Rt Sl B e R 21,314
T 120 YA 1T e I R s e 13,597
SRR U =T O e sy 2.6
ealber- (gegolien) - - i o 10,47
2ok tnebanmiet) .o w 10,62
Wafjeritoffgad T 0,0000897
| R A e A 7,213
e R A D e 7,291

log.
0,00 000
1,05 690
0,86 040
0,89 143
0,41 497
0,47 712
1,28 466
1,28 691
0,46 982
0,38021—1
0,69 897—1
0,90 309—1
0,43 457
0,94 389
0,95 424
0,11394—3
0,92 428
1,32 866
1,13 344
0,39 794
1,01 995
1,02 612
0,95 279—5
0,85 812
0,86 279

Tab. 2. BVervidiedene Mahe und Gewidte,

verglidhen mit Meter und Kilogramm.

% Meter ftilogr.
1 englifcher ) Fup 1 enghid)cw)
1 nordamer. ) (a 12 ot = 0,3048 IIDrbGIIlEF\BTb = 00050
1 rujfifger | a 12 gin) 1 rujjifdhes , = 0,4095

1 geograph. Meile (= 15° ves 2eq) = 7420,44.
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Anh. ZTab. 3.

II1. Bud.

b0 @2..,25_”::&6 wfa&:

w.,,mt:. m Beftimmungdelemente. _ i:wm:
: _ﬁzswmn, .,@_m E..E_Ice: einer Gete E_:mnazam: Ranten =1, m,n.| H:.Hm..
 Pridma. | Grundilide = G, Hohe = h. B
@ﬂﬁuﬁ Al Palbmefjer.= r, M.EE = m.rl 3 ; A3 r'mh.
Pyramide, |  Ouvudflide =G, Hohe =h. b
palbmefjer ded Grundiveijes = r, Hihe = b, Meantel-| 2
fegel.  |linie = 8 = V/raxn2, Mittellot ber m_umn::w:r:n (3mis 1r®zh
A e < :.cmz Mantellinic und Adjje) = p. : I
Byramiven- ; g i v Gmri B el SN
:E._E Grundflddhen = G und GY, Hohe = h. 3| G+ GG’ +G
~ |Datbmefjer der Grunbdireife = r und r', Hohe = h,
Regelrumpf. |Mantellinie = s = Vhiepa—r2, Mittellot der S|
g / tellinie SE:&Q. Nantellinie und En@?”_ =p. |
PBrigmatoid @E:&ﬂn&n: = & unbn G, ,._‘__ﬁ:r teljdhmitt = M, m
2 Hihe — h,
e T =5 .onz.i.wzww_i.....w R. A _
Halbmefjer ber ,,.z:wﬁ = R, Halbmefjer
fugelzone. |=r und r/, Entfernungen der @E:gm% pom EHE“.
punft = e und e —h, Hohe = h. _
et Bl A L _
fugelabidnitt| Gaibmefjer der Rugel = R, Halbmefjer bdes @E_&,
(Rugelhaube). freifes = r, ﬁccm — |
| s
~ Rugel- | Palbmefier ber Rugel = R, Hibhe ded augehorigen
augjchnitt. | fugelabf Bm::mm h.

e

8::?:_ BmmZ: e.

_ mﬂﬁm. M ra(r+s) .

(r4r')ms. |
2prh.
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