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8 L. Bud. Lehrf. 1.

e. Swei Cbenen ftehen auf einanber jenfredt,
wenn einer der vier von ihnen gebilbeten Keile ein NRechier
ift. Auch die andern drei Keile {ind dbann JFechte.

BB ehelale

1—5: Parallele Gerade und Ebenen.

fehriaty 1.

a. Jft eine Gerade parallel einer Chene,
und legt man durd) bie Gervabe eine jweite
Cbhene, welde die erjte Jhneidbet: fo ift aud
bie Sdnittlinie dber Gervaben parvallel.

b, Jft eine Gerabe parallel einer zweiten
Geradben, jo ift fie aud jeber burd diefe ge-
legten €bene parallel. Dber: Jft eine Ge-
rabe parvallel einer in einer Gbhene liegenden
Gervaden, {o ift fie aud der Cbene parvallel.

c. Jfteine Gevadbe parallel einer Cbene,
und zieht man dburd einen beliebigen Punit
ber Cbene bie Pavallele ur Geraden, fo muf
pieje gang in dbie Gbene fallen.

Beweid. a. Die Gerade fei g (Fig. 4), die ibr pa:
rallele €bene et M; die durch g gelegte Ebene N jdhneide M

f'l’“'-l P .
A i 3! 3

Fig. 4.
nad) der Geraden s. Wire nun s nidht | g, fo miipten beide
fidh fhneiden, weil fie in einer Chene N liegen. Der Sdnitt-
punft U mwdre aber bann ein gemeinjamer Punft der Ge-
rabent g und ber Gbene M, — mwad der Vorausfesung
wiberjpridht. Folglidh mup s g fein.
b. Die gwei parallelen Geraden feien g und s (Fig. 4);
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burd) s fei bie Cbene M gelegt. Qegt man durd) g und s
bie Cbene N, fo ftellt s jugleich die Sehnittlinie von N und
M vor. Wiitde nun g bie Chene M fdhneiden, fo mitfte
(nad) I. Ginl. 6. b) ber Sdnittpuntt U in der Schnittlinie s
liegen, b. h. g miifite s fdhneiden; — wasz gegen bdie Bor:
ausieung ift. Folglich mup g der Gbene M parallel fein.

¢. Die Gerade fei g (Fig. 4), die mit ihr paralele
Cbene fei M; burd) den in M liegenden Lunft A fei bie
®erade s parallel 3u g gesogen. Wiirdbe nun s nicht in die
Cbene M fallen, jo wiirde e3 aufer s dburd) den Punft A
nod) eine jweite Pavallele 3u g geben, namlidh die Schnitt:
linie ber Gbene M mit der burd) g und A gelegten Ehene
N (nad) €ehrf. a); — was nidt mdglich ift (I Ginl. 4. b).
Folglih mup s in bie Chene M fallen.

Bujap. Aus c folgt: 1) Die unendlich vielen Ehenen, die
purd) einen: Punft pavallel mit einer Geraden gelegt toerben
tonnen, jdyneiden {ich alle nach einer und derfelben Geraden, ném-
lih nad) der durd) ben Punft zu der Geraben gejogenen Paral-
lelen. 2) Gine Gevabde, bie gweien Gbenen pavallel ift, ift ihrer
Sdynittlinie parallel.

fehrjaty 2.

Werden swei pavallele Ghenen von einer
britten Cbene gefdnitten, Jo find bdie gmet
Sdnittlinien parallel.

Fig. 5.
Beweis. Die gwei pavallelen Chenen M und N (Fig. 5)
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werben von ber Gbene E gefdhnitten nach m und n. Waren
mun m und n nidt parallel, fo miifiten fie fich fchneiben, weil
beibe in ber Gbene E liegen. Shr Sdnittpuntt U wdre aber
bann ein gemeinfamer Punft der zwei Ebenen M und N,
— was der Vorausfebung widerjpricht. Folglidh miifjen m
und n parallel fein.

(Divefter Beweis mitteld 1. €inl. 6. ¢ und L 1. a.)

Bufap Die unendlich vielen Geradben, die durd) einen
Buntt pavallel mit einer Ebene gezogen tverben fommen, liegen
alle i einer und derjelben Ebene, nimlich in dexr dburch den Punft
st ber Gbene gefegten Pavallelebene. (BVew. mitteld I. 1. a, 1. 2
und L Ginl. 4. b.)

Eehrial 5.

a. feqgt man durd zwei parallele Gervabe
swei Chenen, die fid) Tdhneiden, Jo ift bie Shnitt:
[inie ben wei Geraben parallel.

b. ©ind jwei Gerabde einer dritten pavallel,
jo{ind fie einander parallel.

Beweid. a. Die swei parallelen Geraben feienn m und n
(Fig. 6. a), oie burd) fie ge-
legten €benen jeien M und N,
veren Sdynittlinie jeis. Da

?’“_-'I |'|:s~ n m || 1, o ift m aud {] ju bder

ourd) n gelegten Gbene N

] ; (I. 1. b), und weil biefe Chene
JH | ‘A

e ; J — N von der burd) m gelegten

Fig. 6. a. Sig. 6. b M nach s gejchnitten wirb, o
ift aud) sfim (I. 1. a). Ebenjo wird bewiejen, dag s || n.

b. €3 fei (Kig. 6. b) ajlc und b je. Man lege durd
c und b eine Cbene, ferner durd) a und einen beliebigen
Punft X der Geraden b eine Chene, welde bdie erjte Chene
nach b’ fdnetbe; dann it b/ a und (¢ (nadh) Lehef. a).
LWeil aber aud) b (¢ ijt, fo mup b mit b’ jujammenfallen
(I €inl. 4. b) und alfo audy || a fein.

Bujah. Lehrl. a lapt fidh auch fo ausdjprecdjen: Sind
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bort dent drei Sdmittlinien dreter Chenen (L. Cinl. 6. d) 3tvei pa-
vallef, o find alle drei pavallel. Der Schnittpunft der bdrei
Cbenen famn dann als in unendliche Enifernung geriidt aufge-
faBt fverden.

$ehriafy 4.

a. ©ind die Sdhentel gweier Winfel eingeln
patallel, o {ind ihre Cbenen parvallel.

b. ©ind bie Shentel jweier Winfel eingeln
pavallel, und Jind beidbe Paare pavalleler
Sdentel gleid) geridhtet ober beide entgegen:
gefett geridhtet, fo find die Wintel gleid.

Beweisd. a. Wiirden die zwei Ebenen fich {dhneiben, fo
miigte (nach I 8. a) die Sdnittlinie pavallel fein fowoh!
mit dem einen al8 mit dem andern Schentel eines Wintels;
— wad nidht moglich ijt (I. Ginl. 4. b). Folglih miijjen die
ECbenen pavallel jein.

b. Die Wintel feien BAC und B’AC’ (Fig. 7), e3
jei AB mit A’‘B,, AC mit A‘C/ pa: B
vallel und gleid) gerichtet; man madge , - —C
AB 2 A'B'aamb AC = A/, giehe - 7T - A
BC, B“C’, ferner AA‘, BB*, C(’. Da '
nun AB $ A‘BY, jo ift ABB/A’ ein

_ )
PBarvallelogramm, aljo aud) AA’ 3+ BB*; e i
ebenio beweift man, daff AA‘ § CC/; e e '
paber ift audy BB/ #= CC/ (I. 3. b), Fig. 7.

folglid) BB/CC ebenfall3 ein Parallelogramm, alfo BC = BC*.
Pieraus aber folgt: A ABC £ AB‘CY, baber 2B BAC
=-B2A0

Sind beide Paare paralleler Schentel entgegengefebt ge-
vidhtet, o ijt (nad) obigem Beweis) der eine Winkel gleid) bem
Sdyeitelwinfel bes anbern und alfo auch gleich diefem felbjt.

Bujap. Audb folgt, daf der Winfel, durch ben der Winfel
joeter windjdyiefen Geraben gemeffen wird (I Einl. 4. d), jtetd die-
jelbe Groge Hat, o aud) fein Scheitel angenommen werden mag.
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Sehriafy 5.

Sind jwei €benen einer dritten pavallel,
jo finb jie einander parallel.

Beweid, €3 jei (Fig. 8) Cbhene
M P und Cbene N | P. Durd
eine die brei Gbenen jdneidende
Gerade 1 lege man zwei weitere
Cbenen B und B/, welde die drei
exften {chneiden nad) m, n, p und
m’, n’, p’. Dann ift m | p und
nip (I 2), alfo aud) m j n.
Cbenjo wird bewiefen, daf m’ (| n.
Nun {dneiden fih m und w’,
n und n’, und bilden alfo zwet
_ Wintel, deren Schenfel einzeln

Fig. 8. parallel finb. Daber ijt Ebene
MIN (I 4. a).

Bujah. Durd) etnen auBerhalh einer Ehene liegenden Punft
fann nur eine zu diefer Gbene pavallele Ghene gelegt werden.
(Denn gibe e3 deren 3twei, jo miiiten fie unter fich parallel jein,
wibrend fie dod) einen Punft gemein Haben.)

6—11: Senkvedite Gerade und Gbenen,
fehriaf 6.

a. Steht eine Gerade fenfredht auf zwei
andern fid fdhneidbenden Geraden in deren
Sdhnittpuntt, jo fteht jie aud auf der Ghene
ver gwei Geradben Jenfredt.

b. Stehen mehrere Gerabe jenfredt auf
berfelben Geraben in bemfelben Bunft, fo
liegen fie alle in einer Ghene, die su der
lebteren Geraden fenfredt iit.
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Beweisd, a. €3 fei (Fig. 9) AB fenfrecht auf den in
ber Chene M [iegenden Geraden AC und AD. €3 ijt (nadh
I. Ginl. 7. a) ju beweifen, dap
AB aud) auf jeber anbern in
ver Ebene M burdh A gezogenen
Geraben AK fenfredht jteht. Bu il
biefem Bmwed siche man in Meine < /

B,

beliebige Cinie, welche die brei A
Geraben AC, AD, AE in C, e
D, E jdueidet, verldngere fer-
et BA um eine Strede AB-
= BA und verbinbe B und B’
mit pen orei Puniten C, D, E.
Run ift A ABC 2 ABC, und dig- 9.
ABD 22 AB'D, aljo BC = B/C und BD = B‘D. $ieraus folat:
A BCD =22 B'CD, 8. BCD = B‘CD, und bafer audy A BCE
= BCE, BE = B’E. Damit fann aber jeft bewiefen wer:
ben, baB A ABE = AB‘E, folgli) BAE ein redter Wintel
iff. — Gbenjo wird bewiefen, baf AB jenfrecht fteht auf
allen andern in der Cbene M durd) A gejogenen Geraden.
Solglich jteht AB fenfredht auf der Gbene M.

Anderer Veweisd. (Fig. 9%). €3 ijt ftets mdglidh,
vie Kinie CD in ber Cbene M fo ju ziehen, daf ihre 3101
jthen AC und AD fallende Strecte burch AE halbiert wird T
Dann it BE Sdwerlinie des Dreiecdtd BOD, und AR
Sdwerlinie des Dreteds ACD. Man Bhat daber (nadh be:
tanntem Safe ber ebenen Geometrie):

2 (BE? 4+ CE?) = BC® + BD¢?,

: 2 (AE? + CE%) = AC? + AD2,

jubtr.: 2 (BE? — AE?) = BOT — AC? + BD? — AD?
=0 B

Vi

*) Wean benfe jid) in Fig. 9 die von B’ audgehenden Linien Hinweg.
**) Man ziehe nimlicy dburch bden beliebig gewdfiten Puntt E bdie
Parallele mit CA, mwelde AD jdneiden muf, in U; verlingere AU
um ein Stiid UD = AU, ziehe DE, weldje AC jdhneiden mufg, in C.
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alfo: BE? — AE? = AB?
woraud folgt, bap BAE ein vedter Winfel ift.
b. Die Geraben AC, AD, AE, . . . jtehen alle

jenfrecdht auj der Geraden AB in bemfjelben Punft A. Man
lege burd) AC und AD bie Gbene M. &Rdge nun AE nidt
in biefer Cbene, fo wiitbe die durdh AB und AE gelegte
Ghene N bdie GCbene M nach einer andern Geraden AR’
fdhneiden, bdie (nad) a) fenfredht zu AB fein miite. Man
batte aljo in berfelben €bene N zmwei Geradbe AE und AE/,
pie in demjelben Punft A auf AB fjenfredht ftitnben, —
wad nidht miglid ijt. Folglich mup AE — und aud dem
gleichen Grunve aud) jebe der anbern Senfrecdhten — in der
burch) AC und AD gelegten Ebene liegen.

BSujap 1. Nennt man mit Bezugnahme auj L Einl. 4. d
3ivet Winbdjchiefe, deven Winfel ein Necdhter ift: auf einanbder
jenfredt, jo [(dBt fidh Lehr]. a folgendermafen verallgemei-
nern: Cine Geradbe jteht jenfredht auf eimer Ebene, wenn fie
jenfrecht fteht auf trgend ziveien in der Ebene liegenden (abex
nidyt parallelen) Gevaden; fie fteht alddbann auc) fenfrecht auf
jeder andern in der Gbene gezogenen Gerabden.

Bujab 2. Lebhr]. b Gkt jidh aud) fo auddbriicen: Dreht
man einen rechten LWinfel um einen feiner Schentel, fo bejdhreibt
ber andere ecine Gbene, die auj bem erfien fenfredht feht. —
Hievausd folgt weiter: Dreht man die durch einen Punft und eine
Gerade gelegte Ebene um die Gerade ald Achie fo lange Herum,
big fie fvieder in ihre erjte Lage juriickgefehrt ijt, o hat der
Puntt einen Kreid bejchrieben, deflen Ebene fenfrecht 3ur Drebadie,
pefjen Halbmrefjer die bon bem Punft auf die Drehachfe ge-
fillte Genfrechte, und bdeffen Mittelpunft der Fufpuntt bdiefer
Senfrechten ift.

Bujab 3. Die Ehene eined Keilwintels (1. Cinl. 9. a) fteht
jenfrecht zur Reilfante.

$ehrijaly 7.

a. Nuf einer Cbene [dft jidh in eimem
Puntte bevielben nur cine Senfredte er
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ridgten, und auf eine Cbene (aft Jidh von einem
Buntt auBerhalb derfelben nur eine Sent:
recdhte fallen.

b. Durdh einen Bunft (auf ober auper
halb einer Gevaben) [dft Jich nuv eine u bev
Gevaden fenfredte Cbene legen.

Beweid. a. Gdbe e3 durd) den Bunft A (welder in
oder auferbhalb der Cbene M liegen mag) zwei Senfredyte
s M, o wiirden diefe (nad) I. Cinl. 7. a) aud) fenfredhit jtehen
auf bder Linie, nad) Dber bdbie durd) beide Senfredite ge-
legte Cbene N die Gbene M jdhneibet. Pian bdtte aljo in
derfelben Ghene N jzwei Senfredhte ju einer Geraben durd
penfelben Punft, — wasd niht moglich ift. Folglich fann e3
auf der Cbene durd) den Punft nur eine Senfredite geben.

b. Gdabe e3 bdurd) den Punft A zwei jenfredpte
Cbenen M und M’ 3u ber Geraden g, {o wiirden biefe, falld

UJ

A auferhalb g legt (Fig. 10. a), von bder bdurd

' N
| (T Ty
; ' |
|
— ] L e 3 Sy
ig- 10. a, aig. 10, b.

A und g gelegten Ghene N nad) zwei Geradben m und m
geidnitten werden, die (nadh I. Ginl. 7. a) auf g fenfrecht
jtehen miiten. Man Datte alfo wieder in derfelben Ghene
swei Sentredhte ju einer Gevaden bdurd) denjelben LPunft,
— wad nidht moglich {jt. — Liegt dev Punft A auf der Ge-
tadent g (Jig. 10. b), jo lege man bdie Ghene N beliebig
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burd) g (doch fo, baB fie nidht dburd)y die Scbnittlinie s der
Cbenen M und M’ geht,) und made den gleichen Scjlug.

Bujap. Mitteld Lehr. b und L. 6. Buf. 3 betweift man
den fehriah von I Ginl. 9. b: Jwei Reile find gleidh, wenn thre
Keilwintel gleid) find. — Daraud folgt: Bwei ©djeitelfeile
finb gletd.

Sehrjafy 8.

a. Gteht eine Gerade auf einer Ghene jent:
vedt, jo fteht aud) jedbe durd fie gelegte Gbhene
auf der erjten CGbhene jenfredt.

b. Steht eine Gerade, die in einer von jwei
jentredten Gbenen liegt, fenfredt auf bderen
Sdnittlinie, fo fteht Jie aud fenfredit auf bex
anbern Ebhene.

c. Stehen eine Geradbe und eine CGbhene, die
einen Puntt gemein haben, auf einer gweiten Cbhene
jenfredt, fo liegt bie Gerabe gang in der erften
Chene.

d. Stehen zwei jid) jdhneidende Ghenen auf
einer dbritten fenfredt, jo iteht aud) ihre Sdhnitt-
[inie auf dber dritten Ghene jenfredt.

Beweid, a. Die Gerabe AB ftehe
/ jentredit auf der Cbene M im Punkt
wf B (Jig. 11). Eine durcd) AB ge-
| legte Gbene N {chmeive M nad)
- s ber (durch B gebenden) Geraden
5 f/ CD. Man ziehe in ber Ghene M
(‘_ L pie Rinie BE L CD. Da nun
Fig. 11. BA L CD (I. Ginl. 7. a) und BE
L CD ift, fo ift ABE ber SKeilwinfel des einen wvon ben
swei Cbenen gebildeten Reils (I. Ginl. 9. a); es ift aber .
ABE = R (I. €inl. 7. a), folglich jtehen bie swei Cbenen
auf einander fenfredt (I Ginl. 9. e).
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b. Gbene N fei jenfredit auf Cbene M (Fig. 11), CD
fei ihre Sdnittlinie; in ber Cbene N liege die Gerade AD,
unb e3 jei AB L CD. Man siehe in M die Linie BE L CD;
bann ift ABE ber Keilwinfel ded einen von den jwei Chenen
gebilbeten Keild, alfo W. ABE = R. Juum jteht AB fent:
red)t auf BE und BD, folglih aud) auf M (L. 6 a).

c. Die Gerade AB und die Chene N, welde den Lunft
A gemein Daben, ftehen beide fenfredht auj der Cbene M.
Lige mm AB nidht in N, jo fonnte man in N burd
A eine Gerade AB‘ fenfredht zu ihrer Spurlinie CD
siehen, welde (nad) b) aud) jenfrecht ju M mdre; e3
wiirben aljo durd) A 3wei Senfredhte u M vorhanden fein;
— was nidht mbglidh ift (I. 7. a). Folglih mup AB in
N liegen.

d. Die zwei Chenen N unb N jeien jenfrecht auj der
Gbene M. Lon einem beliebigen Punite der Sdynitilinie der
Gbenen N und N fille man die Senfredyte auf M; bdann
muf diefe (nad) ¢) fowohl in N als in N liegen, aljo mit
ber Sdnittlinie von N und N sufammenfallen ; jolglid) fteht
bie Sdnittlinie fenfred)t auj M.

Bujap 1. Qehrf. a aft fih aud) jo auddriiden: Cine
©bene fteht auf einer andern Gbene jenfrecht, wenn fie auf einer
in diefer (iegenden Gevaben fenfrecht fjtebt.

Bujab 2. Durd) eine Gevade [dft fid) mur eine Chene
jenfrecht zu eciner andern Gbene fegen. (Demn gabe ed Dderen
awet, fo wiitden, nacy b, von einem beliebigen Punit ber Ge-
vaben 3wei Senfrechte auf die EGbene miglich fein.)

Bujah 3. Die projizierende Ebene (I Einl. 8. a) einex
®erabdent jteht (nach a) jenfrecht auf der Projeftionsebene und ent-
halt (nach ¢) die projizierenden Lote ifrer jamilichen Punite;
bic Projeftionen bder eingelnen Punfte liegen daber alle in Dber
Projeftion ber Gevadem. E3 ijt folglich gleichgiiltig, twelder
Bunft einer Geraden zur Konftruftion ijrer Projeftion vertvendet
wird.  Man exhilt fie anch ald Verbindungslinie der Projet-
tionen von wei beliebigen Punften, ober ald Berbindungdlinie
der Projeftion cines Deliebigen Buntted mit dem Spurpunft. Die

Fommevell=Haud, Siereontetvic. 7o Nufle 2
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Projeftion einer Strecte ift ibentijdh mit ber Lerbindbungaftrece
per Projeftionen ifrer Endpuntte. — Die Projeftion einer zur
Projeftionsebene jenfrechten Geradben ift ein Punft, reldher iden-
tijd ijt mit ihrem Spurpuntt.

$ehriafy 9.

a. Cin redhter Wintel, defien einer Sdhentel
in einer Gbene liegt, projiziert {idh auf diefe
€hene wieder ald rediter Wintfel.

b. Jit dbie Projelftion eines Winfels, deffen
einer Sdenfel in der Projeftionsdebene Liegt, ein
Redyter, jo ift Der Winfel felbjt ein Redhter.

Beweid, a. Der Winfel ABC (Fig. 12%), bdeffen

4 Sdyenfel BC in der Cbene M liegt,

fei ein Medhter. Falt man AF L M
und zieht FB, fo ift F'B bdie Projef-
, tion von AB auf M (L 8. 3uf. 3).
T ”\_'7)‘_ Nun ftehen CB und FA auf ein:
o /aubcr fentredht (I. 6. Buf. 1); auBet:
z ar dem fteht CB fenfredit auf BA,

Fig. 12. folglicy iteht CB jenfrecht auj bder
Cbene BFA (L. 6. 3uf. 1), und daber aud) fenfredht auf BF.

h. Ter Wintel FBC (Fig. 12), welder die Projeftion
ve3 Winfeld ABC auf bie Ebene M vorftellt, fei ein Redhter.
Nun ift CB L BF und L FA, folglid L auf der Ebene
BFA, und daber audh L BA.

Anderer Beweis. a. Jit D (Fig. 12) ein De-
liebiger Punft auf BC, und zieht man DA und DF, jo ift:

BD? = AD? — AB?
— (AF? + FD?) — (AF? + FB?)
= FD?* — FB?,
folglich : FB L BD.

*) Man bente jich in Fig. 12 die Linten AD und FD zunddit hinmweg.

= )

= 3
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b. Macht man biefelbe Konftruftion wie in Bemw. a,
fo ift:
B =splys—— ps
= (AD*— AF?) — (AB? — AF?)
= AD? —. AB?
folglich : AB L BD.

Bdujap. G giebt nod) einen 3weiten Rebrial, namlidy:
Dat man wei vedte Winfel, bdie einen Sdyenfel und bden
Scheitel gemeinfam Habenr, und fallt von einem Puntt ded freten
Schenfel3 de3 erjten Winteld bdie Sentrechte auf ben freien Schen-
tel De3 zweiten, fo fteht diefe fentrecht auj der Ebene des weiten
Winkels. (Beweid dhnlih) wie a und b oder intdiveft.)

$ehrjay 10.

a. ©teht die eine von zwei parallelen Ge
vaden fenfredt auf einer Ghene, §o fteht aud) die
anbere jenfredt auf der Ebhene.

b. Stehen jwei Gevade auf derfelben
Chene fenfredt, o jind jie parallel.

Beweid, a. 63 fei (Fig. 13) AB | AB/, und AB L
auf ber Gbene M. B und A i
B’ feien die Spurpunfte von :

AB und A‘B. 3ieht man
in ber Gbene M durd) B = 4

swei Deliebige Gerabe BC ‘_j—__ ==
und BD, und durd) B’ die /_— AN et

Parallelen B‘C’ unb BD* 3u
ihnen, foift IW. ABC = A/BC/ Fig. 13.

und W. ABD = A'B‘D’ (L. 4. b). Da nun die W. ABC und
ABD Redyte find, jo miiffen audh die W. ABC/ und ABD
Jechte fein. Folglidh ift AB- L M (I. 6. a).

h. €3 fei ABL M und A/B’ L M; wére min A‘B’
nidgt parallel AB, fo fonnte man durd) B’ eine Gerabde
B’A” pavallel BA jiehen, welde (nad a) L M wdre; es
wiitden alfo auf M in B’ jwei Gerade fenfredyt ftehen, —

2#‘-
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wad nidht miglidy ift (I. 7. a); folglich mupg AB’ || AB
fen.

Bujafh. Aud b jolgt: Die Projeftionen paralleler Geraben
auf irgentd eine Ebene find pavallel. (Denn nach b und L 4. a
find die projizierenden Ebenen pavallel, folglich nadh T. 2 audy
pie ‘Projeftionen.)

fehrjay 11.

a. Steht eine Geradbe auj zwei Ehenen
fenfredt, jojind die €benen parvallel.

b. Steht eine Geradbeaufeiner von gwei
parallelen €benen fenfredt, o fteht fie aud
auf dber andern Jfenfredt.

Beweisd, a. Wdren die Cbenen nidht parallel, fo mwiir-
bert fie fid) jdhneiden. Wiirbe man dann einen Dbeliebigen
Punft der Schnittlinie verbindben mit den zwei Spurpuntten
ber Geraden, jo entftiinbe ein Dveied, in dem zwei Winfel
Rehte wirven; — wad nidht moglih ift. Folglich miiffen
bie: Ebenent parallel jein.

(Divetter Beweis durd) 1. 4. a.)

b. Gtiinben die Geradbe und die jweite Ebene nidht fent:
redt auf einanber, o fonnte man durdh) thren Sdnittpuntt
eine Gbene fenfrecht zur Gevaden legen, welde (nad) a)
der erften Cbene parvallel wdve; e3 wiitben aljo durdh
einen Punft zwei Parallelebenen zu einer E€bhene vorhanden
fein, — wad nidht moglidh it (L 5. Fuf.). Folglih mup
pie Gerade aud) auf der jweiten Cbene fenfredht ftehen.

(Direfter Beweid durd) I. 2 und L 6. a.)

12—15: Maf-Besiehungen.

Sehriag 12.

Bon allen Streden, bdie 3wifden einem
Puntte und einev Chene liegen, ift
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a. Die auf ver Chene fenfredite Strede die
fiivgefte.

b. Alle diejenigen jind gleic), beren Fup-
punfte gleid mweit vom Fuppuntt dber Sent:
tedhten entfernt find.

¢c. Sie {ind um Jo groBer, je weiter ihre
Fuppunfte vom Fuppunit der Senfredten
entfernt jind.

Beweid. a. Jjit A (Fig. 14) der Puntt, M bie Cbene,
AF bdie von A auf M gefillte 4
Genfredhte, AB irgend eine an- /N
pere Stfrede zwijdhen A und M:
jo ziehe man FB. Nun ift A AFB ' N\
redptwintlig, folglih Kathete AF g ,'_T\T_ /
tleiner als Hypotenuje AB. * /

b. 3it AC (Fig. 14) eine dritte ° 2
Strecde zwijden A und der Chene, Fig. 14.
unb it FC = FB, fo ift A AFC 2 AFB, folglih AC
= AB.

¢. 3t AD (Fig. 14) eine vierte Strede, und liegt ihr
Fuppuntt D jo, bap FD > FB, fo fann man von FD ein
Stiid FE = FB abjdneiden. Bieht man dann AE, {o ift
in ber Gbene AFD : AD > AE; da aber AE = AB (nad
b), fo ift audy AD > AB.

Bujap 1. Die Sdbe gelten aucdh) umgefehrt.

Bujap 2. Aud b jolat: Der geometrijche Ort eined Punt-
te3, bder in einer Gbene fiegt und von etnemt fejten Punft eine
geg. Gutfermumg hat, ift eine Rreiglinie, — gleichgiiltig ob Dder
fefte Puntt in der Ebene oder auferhalb derfelben liegt. Dad
gleiche qilt fiir Den geometrifchen Ort einer Geraben, die in einer
Cbene liegt und von eimem feften Puntt cine geg. Enifernung
hat (Beweid durcd) I. 9. b). — Ferner folgt: Der geometrijdhe
Ort eined Punfted, der von allen Puntten (und allen Tangenten)
einer Qreiglinie gleich tweit entfernt ift, ift die auj der Ebene
peg Rreifed in defjen Mittelpuntt ervichtete Senfrechte.
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fehria 13.

St eine Gevade fdhief su einer Cbene, fo
ift unter ben Winkeln, die jie mit ben durd
ihren Spurpuntt in der Ghene gesogenen @ e-
raden madt,

a. der fpige Winfel, den jie mit ihrer Pro-
jeftion madit, ber fleinite, beffenNebenmwinfel
Der grifte.

b. Diedibrigen Winfel find um fogroBer,
einen je groferen Winfel der in ber Cbhene
liegende Sdhentel mit dey Projeftion ber @ e-
raden madt.

C. Je gwei find gleidy, deren in der Chene
liegendbe Sdhenfel mit per Projeftion ber Ge-
raden gleidge Wintel maden.

Beweis. a. Die Gerade SA (Fig. 15) fdhneide die Chene
M in S; man fille AF 1 M uno ziehe SF, dbann ift SF bie

A Brojeltion von SA auf die Ghene
M (L 8. Buf. 3). SB fei eine

beliebige andere dburch S gehenbe
s Gerabe in M; man {dhneide von
"~/ ibr SB = SF ab, jiehe AB und
: "'/ FB. Damn ift in ben jwei Drei-
ar  eden ASF unb ASB : SA = SA,
Sig. 15. SF =8B, AF < AB (L 12. a);
jolgli) (nach befanntem Sal ber ebenen Geometrie): 9B,
ASF < ASB. — Hieraus folgt sugleidh, dap ber Neben:
winfel von ASF ber grofite ift. (Demnn gébe es einen nod
groferen, fo miite deffen Nebenwintel nod fléiner als 98.
ASF fein.)

b. Jit SB’ (Fig. 15) eine weitere ourd) S gehende Ge-
rade in M, und ift 8. FSB’ > FSB, fo madhe man SB’=SB
und giehe AB’ und FB’; dann ergiebt fid sunddit aug der
Bergleidung ber jwei Dreiecte FSB’ und FSB : FR > FB;
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bievaus folgt: AB’ > AB (I. 12. ¢), worauf fidh weiter
aud der Wergleidung der zwei Dreiecle ASB’ und ASB
ergiebt: 2. ASB’ > ASB.

e. Liegt SB” (Fig. 15) in M auf ber andern Seite
vont SE fo, baf 2W. FSB” = I'SB’: jo made man wieder
SB” = SB’ uno ziehe AB” und FB”; dann ijft A FSB”
< FSBY, FB” = FB’, und daher AB” = AB‘ (. 12. b);
bieraus aber folgt: A ASB” 22 ASB/, 2. ASB” = ASB".

Bujap 1. Die Sige gelten aud) umgefehrt.

Sujab 2. Die Neigung einer Geraden gegen eine Ebene
(I. €inl. 8. b) wird alfo durch ben Eleinjten wijdhen der Geraden
und der Ebene miglichenr Winkel gemefjen, ebenjo tvie die Enut:
fernung eined Puntied von einer Ebene durd) die Heinfte swijchen
Luntt und Ebene mogliche Strecte gemefjen wird.

Bujab 3. Lehri. I. 9. b fann alg fpezieller Fall bon
Lebr]. ¢ angejehen twerden.

fehrijaty 14.

a, Cine Gerabe madt mit patrallelen
Gbenen gleidhe Neigungsmwintel.

b. Parallele Geradbe maden mit einer
Chene gleide Neigungswintel.

¢. Parallele Streden zwifden zwei pa:
tallelen Gbenen jind gleid.

d Werbden mehreve Gervabe von einer An:
3abhl pavalleler Cbhenen gefdnitten, o {inbd
pie Ubjdnitte ber einzelnen Geraden jwi:
fdhen benjelben Chenen einander proportio:
niert.

Beweisd. a. Falt man von einem beliebigen Puntt ber
Gevaben auf eine dber parallelen Ebenen die Senfredyte, fo
jteht biefe aud) fenfrecht auj Dden dibrigen (L. 11. b). Legt
man daler durch die Gervade und bie Sentredhte eine Cbhene,
jo ftellen deren Sdnittlinien mit den parallelen Ebenen bie
Lrojettionen ver Geraden auf diefe vor (L Cinl, 8. a)./ o8

S
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aber bie Scnittlinien alle unter fich pavallel find (1. 2), fo
madt die Gevade mit allen ihren PLrojeftionen gleidhe Winfel,
folgli) aud) mit allen Ghenen (I. Ginl. 8. b).

b. Folgt aus I. 10. Buj. und 1. 4. b.

c. Sind AB und A‘B’ jwei parallele Strecen zwijdhen
swet parvallelen Ebenen, fo ift ABB‘A’ ein Barallelogramm
(L. 2), folglih AB = A‘B’.

d. Bwei Gerabe werden von
/4 / ben pavallelen Gbenen L, M, N

Sk / (Fig. 16) gefdhnitten in den Punt:
G %  ten A, B, Cund A%, B/, (. Man
S B A / siehe ACY, weldhe bie M fdhneidet

L : in B“; bie Cbene CAC’ jdhneidet
pant M nadh BBY, N nady CC’,

e / und es ift BB“ || CC’ (I. 2), wo:-
.'( Ay raus folgt: J;Lf = BE’C" Ebenjo
Fig. 16. giebt die Ebene AC’A“ bie parallelen

ST by 3 AR AR
froens L A A7 ?’u ,}: r \:-1 a - — :
CSdnittlinien AA* und B“B’, woraus folgt B¢~ BUO
Ah- A

BC B

Bujap 1. Sind zwei Ehenen parallel, o jind (mach Lehri.
c und L 10. b) alle Punkte der einen Gbeme von der andern
gleid) ivett entfernt; diefe Fonftante Cnifermung toird ald die
Cnifernung bder zwei parallelen Gbhenen be
geicdhnet. — Der geometrijdhe Ort einesd Bunttesd, der
boneiner Ebene eine gegebene Cntfernung hat,
wird gebilbet von zwei Ghenen, die in der geq. Entfernung pa-
vallel mit ber erjten Gbene zu beiden Seiten perjelben [iegen.

Bujas 2. It eine Gerade einer Ghene pavallel, jo Haben
alle ihre Puntte gleihe Entfernung von der Ebene; bdiefe Ent-
jevnung fird ald die Entfernung der Gevaden von
per Ebemne begeichnet.

Bujap 3. Die (in d bejprochenen) zwifdhen einer Anzahl
vavalleler Ebenen fiegenden Abjchnitte einey belichigen Gfevaden

Daber ift aud:
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find den Gnifernungen der pavallelen Ebenen proportioniert.
(Hicrnach) anderer Beweid bon d.)

Bujah 4. Eine Ebene madht mit pavallelen Chenen gleiche
Neigungdwinfel, (L. 6. Buj. 3 und L 10, a.)

$ehriaty 15.

Bwijden sweiwmindidiefen Geraben giebt
e8 immer eine Strece, Die auf beiden fenfredt
fteht und zuqgleid) die Fiivzefte Strede gwijdhen
ibnen ift.

Beweid. Die ywei windjchiefen Gevaden feien AB undb CD
(Fig. 17). Durd) einen beliebigen » »2 7 P 7
Puntt C der Geraden CD ziehe man e R
pie Parallele CE su AB unbd [ege ; | /
purd) CD und CE bdie €bene M; i

bannift AB | M (L. 1.b). Hierauf B
fille man von einem Dbeliebigen G "'f}‘/
Punft F’ der Geraben AB bdie Iz Z M
Genfredite F/G’ auf M unbd jiehe Fig. 17.

purdy den Fuppunft G die Pavallele 3u AB, welde in der
Ebene M liegt (I. 1. ¢) und, da fie aud) | CE ijt, CD jdneiden
‘mup, in G. Cndlidh ziehe man in der Cbene ABG'G burd
G bie Parallele ju GT’, welde AB jdhneidet in F. €8 ijt
nun FG L M (I 10. a), aljo L CD und L G‘G, und weil
AB | GG, aud L AB. Folglih ift FG die auf AB und
CD fenfrechte Strede.

3ieht man zwijhen AB undb CD eine beliebige anbdere
Strecte PQ, Jo ijt biefe ftetd qrofer ald FG. Denn filt
man PR L M, jo ift PR < PQ (L. 12. a), aljo, weil PR
= FG& (L 14. 3u). 2), audh FG < PQ.

Anmerfung. FG feift die titvzefte Cntjernung over
audy {dhlechtiveg die Entfernung der zwei windjdicjen Ge-
radert.

Buja. Durd) eine bon zwei windjdhiejen Geraven lapt
fich ftetd eine Ebene pavallel jur andern legen und nuv eine. —
Durd) 3tvel windjdhiefe Gevade (Gt jih jtetd ein Paavr parvalleler
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Ebenent legent und nur eines. Jhr Abftand ift gleich der fiiv-
jeften Entfernung der zwei Windjdjiefer. Diefe faun oud) er-
halten werben al8 Schnittlinie der 3wei Gbenen, die jenfrecht zu
e el parallelen Gbenen durch die Windjchiefen gelegt tverben.

CC A ufagaben

Yorbemerkuna,

Pojtulat dev Steveometrie Besiiglich der prat-
tifjhen Ausfiihrbarfeit von Ronftruftionen im Roum wird in
ber Gtereometrie bie Vorausfepung — aber nur die eine Vor-
audjepung — gemacht, daf man durd gegebene Punfte nach
Belieben Cbenen legen und in jeber Gbene die Sonfjtruttionen
ber ebenen ®eometrie ausfithren foune. Mt Bugrundelegung
biejer LVorausfepung twird in den folgenden Nummern 1—6 EAIE
ndacdhft eine NReihe von Sundamentalanfgaben geldft, bie
man damn i der Folge bei ftereometrijchen Sonftruftionen be-
niigt, ohne jededmal auf ihre Cingelausfithrung zuviidzugehen (in
anlicher TWeije tvie died in der ebenen Geometric beziiglich des
Jiehend von Parallelen, Senfrechten u. §. 1. aefchieht).

1—6: Zundamentalaufaaben,

Aufgabe 1.

a. Ddurd einen geg. Punft eine Gerabe
parallel 3ueiner geg. Geraden 3u ptehen.

b. Durd) einen geg. Puntt cine Ghene D a:
tallel 3u einer geg. Ghene 3u [egen,.

Nujldfung. a. Man lege durch den Punft und bie Ge:
rade eine Cbene und vollziehe die iibrige Sonftruftion in
diefet.

b. Man ziehe in ber geg. Ghene gwei beliebige Gerabde,
vie fid) fchneiden, ziehe au ihnen durch bden geg, Punft bie
Pavallelen (Aufg. a) und lege burd) diefe eine Chene: fo ift
fie bie verlangte.

(BVeweife burd) I. Ginl. 4. b und I. 4. a.)
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