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70 IT. Buch. Lehnfs 4—5.

b. Hat ein Puntt der Kugeloberfladhe von
jwei Puntten eined Groffreifed, die nidt
Gegenpunite jind, jphdr. Entfernungen von
je 90 Graden, o ift er Pol des Groffreifes,

Beweid, a. Jjit P ber Punft auf der Kugeloberflache,
und jind A, B, C bie brei Punfte des RKugelfreifes, fo ijt
Strede PA = PB = PC (IL Ginl. 18. ¢). Fallt man daher
von P auj die Cbene bes Kugelfreifes bdie Senfrechte PM,
jo ift: MA = MB = MC (L. 12. b mit 3uj. 1); folglidh ift
M Mittelpuntt des Kreifes ABC, und jomit (nach IL 1. ¢ 1.
IL Ginl. 6. ¢) P einer feiner jwei PLole.

b. Jit P (vgl. Fig. 26, ©. 58) ber Punft auf bder
Sugeloberfldcge, O ber Mittelpunkt der Kugel, und find A,
B bdie gwei Punite ded Groffreifes, jo ziehe man OP, OA,
OB; ba nun dbie Groffreisbogen PA und PB je 90 Grabe
betragen, fo find die Zentriwinfel POA und POB je = R;
folglid) fteht (da A, O, B nidht in geraber Linie [iegen)
PO fenfrecht auf bder Gbene bed3 Grofifreifes in deffen
Mittelpunft (I 6. a); fomit ift P einer feiner zwei Pole
(IL. €inl. 6. ¢). :

5—17: Sphirifdes Dreiedh und Dreikant,
Lehriaty 5.

a. it ein {pharifdesd Dreied Polarbrei:
ed eined jweiten, fo ift aud) bas jmeite Dreied
Polardbreied des erften. — Sft ein Dreifant
Polardbreifant eines zweiten, fo ift aud bas
jweite Dreifant Polardreifant des erjten.

b. Die Bogengrade der Seiten einesd jphir.
Dreieds fupplementieven die Winfelgrabde
ver gugehdrigen Wintel feines Volardreieds,
und bie Winfelgrade der Winfel des iphir.
Dreieds jupplementieven die Bogengrade
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ber sugehirigen Seiten des Polardreieds. —
Die Seiten und Wintel eined Dreifantsd jupple:
mentieven bejw. die zugehdrigen Winfel und
Seiten feines Polavdreifants.

Griter Beweid. a. €3 jei ABC (Fig. 29) ein fphir.
Dreied, abe jein Volardreied, und wml pag mit ihm gleich-
rtuumlge (IL €inl. 21. a), = o ePnne

a Pol von BC, bovon CA, o = Ry
c von AB. Man jiehe bie = A \\
_ o \
b

®roplreisbdgen Abund / 7 7 \\

Ac. Danmunb Pol von ; / -~ N o)
AC ijt, fo ift Bogen bA fr Nas Nt
= 90°, und ba ¢ Pol / Yo i
von AB ijt, jo ift Bogen | |/ . ol
oAl =90 Puult A ot i areeEilg el
hat aljo vorn b und von ,P : 0

¢ {phdr. Cntfernungen S t
von je 90 Graden, ijt e A
folglih Pol von be (1L Fig. 29.

4.b). Cbenjo geigt man, daf B Pol von ca, C Pol von
ab ift. un liegt jeber ber Pole A, B, C mit A abe auf
per ndmlidjen Halbtugel. Folglih ift A ABC Polarbreied
pon A\ abc, und jwar dad mit ihm gleichftimmige.

Fiir  bie zugehorigen Dreifante O, ABC und O,abe
exgiebt fid) fodann ber Beweis unmittelbar durch bdie Be-
merfung, dap ju jebem Vogen von 90° ein Bentriwintel
gleid) einem Fedhten gehirt.

b. Bur Seite BC bes Dreiets ABC gehirt der Winfel
a Ded Polardreieds abe. Um diefen Winfel mit dem Bogen
BC vergleidhen ju Eonnen, beniipe man feinen Jlquatorbogen
(IL. Ginl. 14. a). Da BC bder Hquator von a ift, fo ift,
wemn BC von ab in d, von ac in e gefdnitten witd, de ber
J{quatorbogen von . a; man hat alfo ju Deweifen, dap
Bogen de + BC = 180° ijt. Nun betvagen die “%ﬁgen Be
und Cd je 90° (fadh) a), folglih ift Be + Cd = 180°;
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aber: Be + Cd = BC + Ce 4+ dB + BC = de + BC; jo-
mit audy: de + BC = 180°% Damit ijt bewiefen, baf bie
Vogengrade einer Seite desd fphar. Dreieds ABC die IWinfel:
grade bes gugehorigen Wintels im Polardreied abe fupplemen-
tieren, Da aber (nach a) umgetehrt A ABC Polardreiet von
A\ abe ijt, fo ift eben bamit audy bewiefen, daf die Wintel:
grade eines Wintels von A ABC bie Bogengrade der juge-
horvigen Seite in A abe fupplementieven. (Um dies bdireft
su beweifen, finnte man bden Hquatorbogen fo von W. A
bejtimmen und bann wie vorhin jeigen, bdaf he + fg
= 180:%)

Slr bie jugehdrigen Dreifante folgt jobann ber Beweis
aus II. Ginl. 18. ec.

Sweiter Beweisd, a. Die Sige laffen fidh aud) unmit:
telbar am Drveifant beweifen. [t namlidh O (Fig. 30)
pie SpiBe des urfpriinglichen
Dreifants, und fillt man von
einem in feinem Jnnern lie-
I genven Punft o auf fjeine
L e Ji Seitenfladen die Senfredhten

' oa, ob, oc, fo {ind bdiefe
- (nad I. 10. b) parallel und

5 aleichgerichtet mit den Kanten
&ig. 30. vedjenigen  Polardreifants,

bag mit Dreifant O ungleidhitimmig ift. Hieraus folgt, baf
pas von ben brei Senfrediten gebilbete Dreifant mit jemem
Bolardreifant fongruent ijt; denn es3 hat mit ihm  (nad
L 4. b) die Seiten, und (nadh) L. 4. a u. T Inp. 7) bie Winfel
gleichtimmig gleich. — Werben die Kanten des urjpriingliden
Dreifants O von den Seitenflddhen ded Dreifantd o in den
Punften A, B, C gefdynitten, o |dhneiden fich bdie beiderlei
Seitenflachen nad) den Geraden aBb, Be, cA, Ab, bC, Ca,
und s entjteht ein von jedhs BVievecten begrenzter RKdrper.
Jun ijt 3. B. Flide aoc jenfredt auj Flade BOC, weil fie
burd) oa gebt, und jenfredht auf Flache AOB, weil jie durd

Al

b
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oc gebt (I. 8. a), folglidh auch fenfredht auf deven Sdnitt:
linte OB (I. 8. d). Daber ift aud) bie mit aoc parallele
Seitenfldcdhe desd eigentlihen Polardreifants jenfredht auf OB
(L T2 ah ) s iy

b. Jn jebem bder fechd Vierecte find zwei gegeniiber-
liegenbe Winfel Redyte, folglich jupplementieren fich die jwei
andern Wintel; von bdiefen ftellt aber immer der eine eine
Seite ves einen Dreifantd, der andere ben jugehdrigen Winfel
Des andbern Dreifants vor.

Unm. Aus Lehrl. b erfldren fich die Namen , Supple
mentavbreied, Supplementardbreifant

Sujas 1. ad) a fonmen ju einem fphar. Dreiet bdie
Polardreiede auch daduvd) fonftruiert werden, daf man ju jeder
@ce den Yquator fonjtruiert; und zu einem Dreifant die Bolar-
oreifante dadurd), daf man jenfrecht s jeber Rante eine Ehene
ourch) die Spibse leqt.

Sujap 2. Aud b folgt: Haben auf gleichen Kugelober:
flachen gwei jphir. Dreiefe — oder Haben zwei Dreifante die
Geiten bezw. gleidh), fo haben ihre Polardreiecte oder Polarbdrei-
tante die Winkel begt. gleidh; und umgelehrt. Hierous jolgt
wetter: Sind zwei jphar. Dreiecte gleicher Pugeln oder 3iwel Drei:
tante entfprechend-gleich, jo jind auch ihre Polardreiee oder Po-
larbreifante entjprechend - gleid.

Sehrjaty 6.

Swei Dreifante oder swei {phiar. Dreiede
gleicher Rugeln Jind entipredend-gleidh), menn
swet Seiten und der von ihnen eingefdhlofjene
Winfel im einen bejyw. gleid) Jind zweien Seiten
und dbem von ihnen eingefhlofjenen Winfel im
anbermn.

Beweis. Die zwei Dreifante Jeien A und A’ obder
0, ABC und 07, A’‘BC/; e3 fei Winfel A = A’, Seite AOB
= A‘O'B’, Geite AOC = AQ'C-.

olgen fich bdie gleichen Clemente in gleihem Sinne, fo
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tinnen A und A’ jur Dechung gebradit werben. Bringt
man ndmlic) Keil A mit A sur Decung fo, pag Punft O
mit O jufammenfallt, fo miiffen in den beiben Keilblittern
(wegen ber Gleihheit der betr. Dreifantieiten) aud)y OB’ mit
OB, 1nd OC” mit OC zujammenfallen. Die 3wei Dreifante
find jomit fongruent. — Folgen fich die gleidyen Clemente in
entgegengejebtem Sinne, o fonjtruiere man U A deffen
Sdeiteldreifant A“.  Nun it A mit A entiprechend:
gleih, und zwar entgegengefesten Sinnes (IL. €inl. 20. 4).
Daber folgen fich in A und A die gleichen Clemente wie-
der in gleihem Sinme; alfo ift A entjpredjend-gleich A~
(1. Teil be3 BVew.), und fomit aud) entjprechend-gleidhy A~

St ber Saf fiir Dreifante bewiefen, fo gilt er aud
fiiv fphdr. Dreiecte gleider Sugeln (IL. Ginl. 18. ¢).*)

$ehrfay 7.

Swei Dreifante ober jwei {phdar. Dreiede
gleidher fugeln finbd entipredend-gleid), wenn
eine Seite und bdie zwei ihr anliegenden Wintel
im einen besw. gleidh jind einer Seite unbd ben
gwei ihr anliegenden Winfeln im andern.

Beweis. Konjtruiert man ju ven zwei Dreifanten die
Polardreifante, jo haben diefe einen Winfel und die ihn ein-
Idliegenden Seiten besw. gleid) (IL 5. b), und find paber
entjpredjend - gleich (I 6). Dann aber miiflen audh die ur:
fpriinglidhen Dreifante entipredyend - gleid fein (IL 5. Juf. 2).

_ fehriafy 8.

Bwet Dreifante ober jwet fphar, Dreiede
gleidher Rugeln find entipredend-gleidh, menn

*) Diefelbe Bemerfung gilt fiir jeden der folgenden Beweije zu
Qehrf. 7 bis 12,
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bie drei Seiten ded einen beyw. gleid find ben
brei Seiten dbes anbern,

Beweid. Die Dreifante feien O, ABC und 0/, A‘BC”
(Fig. 31). Man jdneide von den 6 Kanten gleidhe Stiicte
ab: OA = OB = 00 = O0’A’ = O’B’ = 0’CY, und verbinde
ihre Cnbpunfte. Dann {ind die Dreiecte OAB, OBC, OCA
bezw. fongruent ben Dreiecden 0‘A’B’, O‘B/C/, O‘C’A’; bdaber
it AB= A‘B, BC = BC/, CA = C‘A’, folglih A ABC
= A'B/C’. Weiter folgt aus bden genannten Kongruenzen,
pag die in A zujammen: 0 0’
ftofenben drei Dreieds- |
wintel eingeln gleich find JH '
ben entfprechenden in A/ '
sufammenitofenden Drei-

ectswinfeln. Man {dhneide = A\ e A
nun auf ben Kanten OA A% - Ldg gl 41T S\ g
wtd ‘A’ gleihe Stiide ~ | 5 Geuie A
OD = 0D’ ab und lege &F

fenfredht su OA und O‘A’ Fig. 31.

ourd) D uno D’ Cbenen, welde die in A und A’ jufanmimen:
itogenden Dreiede nad) DE, DF, EF, beyw. D'E/, DY,
EEF jdneiven. Dann jtellen W, EDF und ED’F‘ bie Keil:
winfel an den Kanten OA und O’A’ vor, und e3 fann leidht
bewiejen werben, dap biefe ywei Winfel gleid) find. €z er-
giebt fidh namlidhy zunddft: A ADE = A‘D’E’ unb A ADF
2= A’D'FY, . baber AE = A‘E‘, DE = D’E/, AF = AT,
DF = DF’.  SHievaud folgt weiter: A EAF 2 BATY,
EF = EF/, und daber fdlieplih: A EDF 2 E‘DF’, %M.
EDF = EDT’. Die swei Dreifante haben aljo aud) jwei
entipreciende Winkel glei) und find folglich entfprechend-
gleid (nad 1L 6).

Anm. Der obige Beweid ijft fiiv alle Fdlle]giltig, mbgen
bie Seiten fpih ober ftumpj oder Redpte jein. — Ilbrigend fann ber
Betweid and) ohne Hinguziehung der Dreiecte ABC und A'B'C’ gefiifut
werden.  Schneiden niamlich die durch) D und D’ fenfrecht 3u OA und
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O‘A* gelegten Ebenen die Ranten OB und OC, OB’ wnd 0'C* in G
und H, G' und H’: jo ift A ODG = O'D'GY, A ODH 2 0‘D'H-.
Hievaus jolgt: A OGH =22 O'G'H’, und teiter: A GDH £ GDHY,
®. GDH = G'D'H’.  Diejer Beweid ift jedoch nur dann bdireft an-
wendbar, wenn in den Dreifanten et Raare gleidher Seiten jpip find.
Trifit bies nicht zu, fo ift mindejtend ein Raar Nebendreifante por-
Danbden, in denen ed jutrifft; find aber diefe entjprechen d-gleich, jo find
ed auch die urfpriinglichen Dreifante.
Lehrjag 9.

Jwei Dreifante ober swei jphiar. Dreiede
gleidyer Rugelniind entfpredend-gleid, menn
die drei Wintel des einen bezm. gleid find
vpen brei Winfeln bes andern.

Beweis. Konjtruiert man ju den jwei Dreifanten bdie
Bolarbreifante, fo haben biefe die drei Seiten beyw. gleid)
(IL. 5. Buj. 2) ‘und find bdaher entjprechend - aleidy (II. 8).
Dann aber find audy die urfpriinglichen Dreifante entjprecdhend-
aleidy (IL. 5. 3uf. 2).

Anm. Man bemerfe den Unterjdhied zmwijchen den Sdgen 1I. 6,
7,8, 9 und ben Lehrjagen iiber bdie Rongruenz ebener Dreiece.
Die vier Edpe lafien jid) audh fo audjprechen: Ein Dreifant ober jphir.
Dreied ift eindeutig beftimmt ausd dret Seiten, aud bdret Win-
feln, w. . w. Allgemein (&Rt fidhy der Sat andfprechen: Ein Dreifant
ober ein jphar. Dreiect ijt (ebenfo wie ein ebenea Dreied) beftimmt
aus brei von einander unabhangigen Glementen
Der lnteridied zwifden den obigen bvier Sigen und den Lehridsen
itber die RKongruenz ebener Dreiece vithrt nun daher, bdaf bei ebenen
Dreiecen die drei Winfel von einander abhingig jind, wasd bei {phir.
Dretecen nicht der Fall ift (II. Ginl. 19. a). — Aud ztvet Seiten und
vem Gegentvinfel eimer derfelben ift ein jphdr. Dreiect (ebenjo wie ein
ebened) im allgemeinen nicht eindentig, fondern jmweideutig beftimmt,
und dafer find zwei Dreifante ober iphiar. Dreiede, die drei foldye
Elemente beziv. gleich haben, nicht notwendig entipredhend-gleich. Die-
jelbe Bewandinié hat e8 mit ztei Dreifanten oder jphar. Dreiecen,
vie jtei Winfel und die Gegenfeite eined derfelben beztv. gleich Haben.
(Siehe Bieriiber 11 Anh. 30. a und b)) —Aehulid)e Dreifante ober.
hdr. Dreiede auf berfelben Kugel qiebt es nicht; doch ftellen zmwei
iphir. Dreiede, die bemfelben Dreifant, aber gtoeten ungleichen Kugeln
angehdven (II. Einl. 18, b), dhuliche Gebilde vor.
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fehrja 10.

an einem Dreifant ober in einem jphdr.
Dreted liegen

a. gleichen Winfeln gleidhe Seiten —

b. gleidhen Seiten gleidye Winfel gegen:
fiber.

Beweis. a. JIn dem Dreifant O, ABC (Fig. 32)
fet W. B = C. DMan fonjtruiere fein ;
Sdeiteldreifant O, AB‘C’; dann lift 2 i
jich bemweifen, daf Ddiefes mit O, ABC | /
i der Art entjprechend-gleich ijt, bdap Nl
Sante OB mit OC und Kante OC mit \i
OB entjprechend ift. ©3 ijt namlic) 2. N
Br="H—0 — 0L 7. 8uf.) i.oen A
awei Dreifanten O, ABC und O, A‘C‘B’ 7
ift aljo &. BOC = C‘OB!, . B = C, :
W, C = B'; folglidh jind fie in dem ¢ ; g’
angegebenen Sinne entipredyend = gleid) I"I
(IL. 7), baber ijt ©. AOB=A“0C’=AOC. ig: e

b. €3 fei ©. AOB = AOC; fonjtruiert man wieder
pas Sdeiteldbreifant O, A/BC/, jo it &. A‘OB = AOB =
AOC = AOC’; aljo ift in den zwei Dreifanten O, ABC
und O, A’C'B‘, wenn fie in dem ndamliden Sinne mwie oben
auf einander bejogen werden, W. A = A, &. AOB =
A‘OC, ©. AOC = A‘OB/; folglih find fie entiprechend:
gleid) (IL. 6), baber ift W. B = C* = C.

(Underer Veweis durch I Anh. 12. b.)

Bujap 1. Sab b wird aud) o audgefprodjen: Jm gleid:
fdyentligen {phir. Dreied (Dreifant) find bdie Wintel an ber
Grundlinie (Grundfldcde) gleid.

Sujas 2. Im gleidyjeitigen jphar. Dreied oder
Dretfant find alle Wintel gleich, und; find in einem jphir. Drelect
oder ‘Dreifant die drei Winfel gleid), jo ift ed gleichieitig.
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sehriat 11.

oneinem Dreifant ober in einem jphar,
Dreied find zwei Seiten zujammen grofer
als bie dritte.

Beweid. Das Dreifant fei O, ABC (Fig. 33); AOB

0 jei feine gropte Seite; ed ift damn

A blog zu beweifen, daf AOC + BOC

> AOB. Man lege in ber Ebene

AOB an OA in O ben Winfel AOD

|5\ = AOC an; bann muf OD innerhalb

AL iy Dbes W, AOB fallen. Schneidet man bie

; ( Streden OC = OD beliebig ab und legt

burch die Puntte C und D beliebig eine

Rig. 33. Ebene, weldye von OA in A, von OB

it B gejdmitten wird, fo ift A AOC =2 AOD, aljo AC =

AD; aber AC + BC > AB; folglih BC > BD. Nun

ijt n den zwei Dreieden BOC und BOD: &. OB = OB,

8.0C = 0D, &. BC > BD, baher: . BOC > BOD;

addiert man hiegu: AOC = AOD, jo folgt: AOC + BOC
> AOB.

Bujag 1. Aus dem Sape folgt: n einem fphir. Vielect
1t eme Seite fleiner ald die Summe der dibrigen Seiten. —
Pierausd folgt mweiter: Auf der Oberflache einer Hugel ift bie
iphar. Entfernung jtveier Punfte der tivzefte Weg, auf dem man
von einem Punkt zum andern gelangen fann. Denn jeder andeve
Weg fann al3 polygonaler Jug (eventuell vou wnendl. vielen
unendl. fleinen Seiten) aufgefait werbden.

Bujah 2. Wendet man Lehrj. 11 auf die drei Seiten
2R — 2 2R-—8, 2R —7 bed Polardreifantd an, jo evgiebt
fich ber Gap: Jn einem Dreifant oder fphir. Dreied find zivei
Winfel gujommen Eeiner ald der um 2 R vermehrie dritte.
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Sehriat 12.

gn einem Dreifant obev in einem fphar.
Dreied liegt

a. bemgrofBeren Winfeldbiegrihere Seite —

b. ber griofBeren Seite dev qrofere Winfel
gegeniiber.

Beweid. a. Jn dem Dreifant 0, ABC (Fig. 34) fei
W. C > B. Dann ift 3u beweifen,

baf S. AOB > AOC. Legt man e

ourd) bie Kante OC eine Ghene, z w““

bie mit ber Seitenflache COB einen N
Wintel = B madht, fo muf bdiefe AN
Cbene innerhald ded W. C — und =
folglidh ihre Senittlinie OD mit /-~ Yo
ber Seitenfldche AOB jwifhen OA ¢
und OB fallen. Sn dem Dreifant Sig. 34.

0, BCD ijt nun &. DOB = DOC (IL. 10. a); ferner ijt in
vem Dreifant O, ACD:
AOC < AOD + DOC (II. 11),
aljo aud): - AOC << AOD + DOB
pDer : AOC < AOB.

h. €3 jei ©. AOB > AOC. Wire W. C nidht grdfer
al3 B, jo wdre entweder C = B ober ¢ < B. Jm erften
Falle mitfte S. AOB = AOC jein (IL. 10. a); im zweiten
Jalle miite AOB < AOC fein (nad) a). Beides mwider
fpridht der Vovausfepung; folglich muf W. ¢ ~ B fein.

(Andever Beweid dburd) I Anh. 12. ¢.)

Sehrfaly 15.

Jwei entipredend-gleidhe phar. Dreiede
baben gleichen Fladheninhalt.
Beweid,  Fiiv fongruente Dreiecfe ift der Sap felbit:
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verftdndlid).  Fiir fymmetrijde Dreiecte beweift er fich fol:
gendermafgen :

Die Dreiecte jeien ABC und A‘B'C’ (Fig. 35); dann ijt
Sehne AB = A’BY, BC = B‘C/, CA = C‘A’ (II. €inl. 18. ¢);
folglidy find bie ebenen Dreiece ABC und A‘B/C fongruent,

und die Sdnittlreife
" ibrer Gbenen mit bder
\ e /| KRugeloberflade gleid
e N ot | (benn fongruente Drei-
e / v | ede haben gleiche 1mbe:-
e N/ idriebene Kreife). Sind
o \_ |/  aljo Pund P bdie fphi.
Y Mittelpuntte diefer swei
: freife, jo ift (gemdB
ig. 35. IL 8. 3uj. 2): Bogen
PA = PB = PC = P’A’ = P'B’ = P‘C’. Hiernad find die
iphar. Dreiecte PAB unb P/AB entjprechend - gleidy (IL. 8), und
pwar, weil fie gleichicyentlig find, fongruent (IL. Ginl. 20. ¢),
folglicdh) aud) flachengleich. Dasfelbe gilt von ben Dreiecten PBC
und P/B‘C/, PCA und P'C’A’. Liegen babher die Punfte P
und P’ innerhalb der Dreiede ABC und ABC/, fo ift A
ABC = PAB + PBC + PCA = P‘A’B’ + P'B1(* + P/C’A*
= A A’B’C’.. Yiegt aber einer jener Punfte auperhalb feines
Dreiedd, fo muf aud) der andere eine entjprechende Lage
auperhalb feines Dreiects haben; (liegt 3. B. P auferhall
jo, dafg BW. BPC = BPA + APC ijt, o muf wegen der
Gleidhheit der entiprechenden Winfel aud) BPC’ = BP’A
+ APC’ fein;) bie jwei Dreiede ABC und A/BC” find alfo
bann Differenzen gleidher Fladhenriume, folglich ebenfalld
flachengleich.

Sehriay 14.

Der Fladeninhalt eines jphar. Dreieds
verhdalt fich surv halben Oberiladhe jeiner Kugel

Cwie jein fphdr. Crzep zu 4 R,
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Beweid, Das jphdr. Dreied fei ABC (Fig. 36), bie
Oberfladhe jeiner Kugel jei = F.
Man erweitere die Seiten bDed
Dreiedtd ju Gropveifen, welde
fih in ben Gegenpuntten A’, B’ g
C* von A, B, C jum jweitenmal z¢{
jdhneiden. Nun bildet A ABC mit |
jeinen NebenbreiectenBCAY, CAB/,
ABC’ brei fphdr. Sweiede, von
denen jeved mit A ABC einen ,
Winfel gemein hat. Sind daber Fig. 36.

@, B, v die numerifdhen Werte der drei Winfel, jo hat man
(nadh II. €inl. 15. d):
A ABC + BCA’ o

1T 2R
A ABC + CAB' B

1 T giRE.
A ABC + ABC" v

LT 2R

Abdiert man diefe drei Gleichungen und bemerft, baf A ABC
mit jeinem Gegendreiect A‘B/C fladhengleich ift (IL 13), und
paf ABC + BCA‘ 4+ CAB’ + A‘B‘C bie halbe Sugelober=
flache einnimmt, jo folgt:

2AAB0 + L F: . ad Bty  ober

LT 7 2R
2AABC i Bhy =2k , ober
I 3R
AABC et fry 2R
I F iR

Bufap. Dic Inhalte ztweier fphir. Dreiece gleicher Kugeln
berbalten fich 3u einander iwie ifhre fphir. Eyzeffe.

gommevell-Haud, Steremmetrie. 7. Hujl. 6
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gehriay 15.

a. Die Summe der Winfel einesd fphir.
Dreied3 ober eined Dreifantsd liegt gwijfden
2R unb 6R.

b. Die SGumme der Seiten einesd jphdr.
Dreiedsd liegt zwijden Rull und dber Grof-
freidperipherie feiner Kugel. — Die Summe
Der Seiten eined Dreifants liegt zwifden
Null und 4'R.

Beweis. a. Aud der legten Gleidhung in IL 14 folgt,
bap « + B+ 1 — 2R ftetd pofitiv, aljo a+ B+ v >
2 R fein muB. Da ferner jeder einzelne Wintel < 2 R jt
(IL. Ginl. 16. ¢), fo ijt die Summe der orei Wintel < 6 L.

b. Da die drei Seiten eined Dreifants mit ben brei
Winfeln jeined Polardreifants zujammen 6 R audmadyen (I1.
5. b), die drei Wintel be3 Lolardreifant3 aber (nad) a) mehr
ald 2 R betragen, fo miiffen die drei Seiten bed Dreifants
sujammen weniger ald 4 R betragen. Daber mufy aud) im
sugebdrigen jphar. Dreiect die Summe ber Seiten fleiner fein
al3 360° ober al3 die Pevipherie eines Grofifreifes ber
Stugel. — Da ferner bdie obere Grenge der Winteljumme des
Bolardreifantd (nad) a) = 6 R ift, jo ijt die untere Grenje
ber Seitenfjumme bed Dreifants = 0.

Bujas. Aud a jolgt, bap « + e +7v — 2R < 4R
ift, daf aljo in der leten Gleichung von IL 14 auf der rechten
Seite ein dchter Brud) fteht. Daher muf and) linfer Hand ein
dchter Brud) jtehen, woraus fich ergiebt: Jeded jphdar. Dreiec ijt
tleiner ald bie Balbe Dberflache feimer Kugel. — Ferner folgt
aud jener Gleichung, daf, je fleiner A ABC im WBerhdlinid zu
P I Oijt, befto fleiner audy feir jphdar. Crzeh ijt. Der fphar.
Erzef wird = o, d. h. bie Winfeljumme wird = 2 R, twenn
' = oo wird, b. h. wenn die Kugeloberflache zur Ebene tird.
(Bgl. II. Cinl. 19. b.)




IT. Bud). Lehef. 16. 83

$ehriat 16.

Der Fladeninhalt eined fphdar. Bieleds
verhalt jid) sur Halben Oberjlade jeiner KSugel
wie fein jphdar. Crzep su 4R,

Beweid, Da3 Bieled fei ABC . . EF (Fig. 37), feine

Winfel jeien = «, B, v, . . & @, e
fein Snbalt fei = J, bdie Ober-
fliche feiner Kugel = F. Man 7 — =
siehe von ber Gde A qus famt: Geras S
liche Diagonalen. Hat das BViel: 'z z

ecf n Seiten, jo wirb e3 baburd Fig. 37.

in n—2 fjphir. Dreiecte jerlegt, bdeven Jnbalte = 1,
g, . . 1,.. fein mdigen. Die Diagonale AC feile den
Winfel v in die zwei Teile v, und v, , die Diagonale AD
teile Den Winfel & in bie zwei Teile &, und &, , w. |. w.;
Per MWinfel o wirtd in n—2 Teile geteilt, die = o,
%y, . . %y, jeien. Man hat nmun (nad) IL 14):

i APy P
LE 4 R

1y %y + 1z +0 — 2R
LT Sl i
o o, s+, +9 — 2R
T = iR

Adbdiert man diefe n—2 Gleidhungen, jo erhdlt man:

pE e e o s e B

P iR

Bujap 1. Anf gleichen Kugeloberfliichen verbalten fidh Die
Nnbalte sreier beliebiger jphdv. Bielede wie thre jphar. Craefje.

Bufah 2. Wird afé Mafeinbeit fiiv die Flacheninhalte auf
einter Qugeloberiliche bas Qugelzioeied, deffen Uquatorbogen = 1°
ift, (alfo der 360te Teil ber Rugeloberfliche) getwdhit, fo ijt dev
Subalt eines fphir. Vieleds gleid) jeinem halben iphir.
Crzep andgedbritdt in Graden.

G'&'-
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Sehriaty 17.

a. Die Summe der Winfel eined jphdr.
BVieleds ober eines Vielfants vpon n Seiten
[iegt swijdhen m—2).2R und n.2R.

b. Die Summe der Seiten eined {phdr.
Vieleds liegt swijden Null und dber Groffreis:
peripherie jeiner Sugel. — Die Summe der
Seiten einesd Vielfants liegt zwijdhen Null
und 4 R.

Beweisd. 2. Aus der lehten Gleidhung in IL 16 folgt,
paf a +f+7v+ .. — (n—2).2R f|tetd pojitiv, aljo
e+ B+ 71+ ..> (n—2).2R fein mup. Da ferner jeder
eingelne Winfel << 2 R, die Anzahl der Winfel aber = n ijt,
foit:a+p+71+ .. < n.2R

b. Berlegt man dasd jpdar. Vieled in Dreiede, fo ift
pie untere Grenze fiiv bie Seitenjumme jeded Dreiedsd = 0
(IL. 15. b), folglich ift aud) fiix bdie Seitenjunune bes
Vieleds bdie untere Gremge = 0. Dasgfelbe gilt fiiv ein

Bielfant. — Um die obere Grenze zu erbalten, wverlingere
man in dem fphdr. Vieled ABCD . . die an eine Seite

BC anjtogenden Seiten AB und DC bis zu ihrem Sdhnitt
S, und zwar jo, daB dasd bhinzugefiigte Dreied BCS gany
auBerhalb ves Vieledts liegt. Aus dem urjpriinglihen n-ect
ABCD . . witb bann ein (m—1):-edf ASD .., bdeffen
Seitenjumme groBer ift ald diejenige des n-ef3, weil in
A BCS: BS +CS > BC ijt (IL 11). Durd) dasfelbe Ber-
fahren fann ferner aus dem (n— 1)-ect ein (n—2)-ec ge-
madht werben, deffen Seitenjumme nod) grofer ift. Fahrt
man auf bdiefe Weife fort, fo gelangt man jdhlieplid) su einem
Dreiet, und von bdiefem ju einem Bweiet. Sebes der er-
Daltenen LVielecfe Dhat eine qgrofere Seitenjumme ald dasd
votangehende. Somit ijt die Seitenjumme des urfprimglichen
n-etd fleiner al3 diejenige ded Bweieds, alfo Eleiner ald die
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Groftretsperipherie ober ald 360 °. Daber ijt aud) die Seiten:
jumme be3 zugeborigen Bieifants fleiner als 4 R.

Aujab. Der Juhalt eined jphav. Bieledd ift jtets Eletner
alg die Halbiugel. — Je Heiner ein jphirv. Bieled im BVerhiliniz
au feiner Sugeloberflddye ift, Ddefto Eleiner ift jein jphir. Erzed.
Fiiv B — oo wird der jphir. Erzep = o. (Betveije wie in IL
15. 3uj.)

. Aufagaben,
Porbemerkung.

Bei Verwertung der frummen Fliden afd geon. Ovier zu
Qonjtruttiondaufqgaben fommen bdie Fladen ald folde zvar in
per inneren Vorftellung zur vollen Geltung. Vet der wirflichen
Yusfithrung der Konjtruftion dagegen famn man wicht biveft
mit ihnen opevieren, da man an das in der BWorbemerfung
&. 26 aufgejtellte Pojtulat gebunden ift. Wie nun die hier auj-
tretenben Funbamentalaufgaben mit Ritdficht auf jenes
Pojtulat geldft werden, geigen die folgenden Nummern 1—5,
Man Hat fich dabei die Kugelfliche ftetd durch Mittelpuntt und
SHafbmeffer gegeben ju benfen, die Regelflache und Cylinderflidhe
entiveber (ald Diantel eined Regeld, begw. Cylinders) durd)
Grundfveis und Hohe, ober (afd unendlid) audgedehute Flache)
dburd) Achie, Spie wid erzeugenden Winfel, bezw. durd) Ade
und Halbmefjer. Umgefehrt luft die Aufgabe: eine diefer Fldadyen
sut ,fonftruieren”, davauf Hinaus, daf die genannten Beftimmungs-
elemente fiiv fie crmittelt werden.

1—5: Tundamentalaufgaben iiber krumme Tladjen.

Aufgabe 1.

a. Den Shnittfreis einer Chene mit einer
Sugelfladhe gu beftimmen.

h. Die Shnittpunite einer Geraden mit
einer Kugelflade gu bejtimmen.

Nuflojung. a. NMan fille von dem geg. Sugelmittel:
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