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1. Buch. Aufg. 10. Anh. 1—5. 97

Wnum. Hiernacdh Ionnen jamiliche Konftruftionen der Spharit
(vgl. 11. E€inl. 13. f) auf der Kugeloberfliche mit blofer Unwendung bdes
Bivfeld audgefithrt werben. Liegt eine Kugel geg. vor, jo wird man
pent {phir. Halbmefjer ihrer Grofireife gleich 3zu Unfang ein fiir alle-
mal beftimmen. (Die Sdyentel ded zu benithenden Jivteld mitffen quoRer
ald der Halbmeffer der RKugel fein.)

D. Anbang

von Lehrfiben und Aufgaben.

I. Sehridfe.
1—16; Die Rugel, Geometrifdje Orter. Beriihrungskeael.

1. Dasd Provuft aud den zwei Abjdnitten aller durdy den-
jelben SBunft gehenden Sefuen eimer Rugel ift fonjtant. (Die
Abjchnitte find abdditiv ober jubtraftiv, je nadybent der Punit
tnerfhalb ober auBerhalb der Kugel liegt.)

2. Unter allen durcd) einen Punft tm Jnnern einer Kugel
qelegten Ebenen exzeugt bdiejenige, welthe auf bem bdurd) Den
Buntt gehenden Halbmefjer fenfrecht fteht, den Eleinjten Scnitt-
freis.

Schneidet man ziwvei fongentrijde Kugelfldcden durch eine
beliebige Gbene, jo hat ber RKreidring jiwijhen den wei Schnitt-
freifen einen fonftanten Fldcheninbalt.

4, Durch drei in drei perjchicbenen Ehenen liegende Rreife,
von Denen feber feden ztweimal jchneidet, ldpt fich tmmer eine
Qugelflache legen. (L. 12. Buj. 2.)

5. a. Gine Rugelflade wird von einer fie jdyneidenden
Qegel- ober Gylinderflache, deven Uchie durch ihrven WMittelpunit
geft, nad) zwei Rreislinien gejdhnitten, deren Ebenen fentrecht
aur Achie jinb.

b. Qehrjab I. 12 Dbleibt richtig, wemnn fjtatt ,Ebene” —
Sugelfliche” gefest wird. Der Punft fann auferhalb oder
innerfalb der Kugelflache liegen. Untev ,Fuppunft der Senfred)-
ten” ijt ber Fuppuntt der fiivzeften Strede zu verjteben. Die
(ingjte Strecte fallt in biefelbe Gerade (Bentrallinie) tvie die
fitvzefte. il

Sfommervell=paud, Stereometrie. 7. Anujl 7




98 [I. Budy. Anh. 6—11.

6. Ein Kovper, der von jeder Sdnittebene nady einem Kreife
gejchnitten toird, ift eine Kugel.

7. Der geom. Ort einer Ebene, die eine fefte Kugelflache
nacd) einemt Lreid von geg. Halbmefjer jchueidet, ijt eine mit ihr
fongentrijche Kugelfldche.

7 8. a. Der geom. Ort einer Ebene, die von jivei feften
Luntten ein geg. Berhiltnid der Entfernungen Hat, Dbejteht aus
et Punkten, welche die VBerbinbungsdijtrede der jwei feften Puntte
in dem geg. Verhdalinid harmonijd) teilen.*) — Jit dad geg. Ver
haltnis das der Gleichheit, fo fallt der eime Puntt ind Unendliche.

b. Der geom. Drt einer Ebene, Dbie vbon drei (nicht in ge-
vader Yinie liegenden) fejten ‘Bunften geg. Werhiltniffe der Ent-
rernungen Dat, wird gebilbet von vier Geradben, die in ber Ebene
oer drei feften ‘Puntte jo liegen, dafy ihre Entfermungen von
piejen Die geg. Berhdltnifje Haben. — Vei Gleichheit der Enifer-
nungen fallf eine der vier Gevaden ind lnendlide.

9. Der geon. Ort der Schuittlinie zweier Ebenen, die durch
aoei fejte pavallele Gerade gehen und einen Keil vbon geg. Grife
einjhliefen, ift eine Eylinderflache, der die el feften Geraden
ald WNeantellinten angehbren. .

T 10. Der geom. Ort eimed Punttes, bdeffen Verbindungs-
ftrecen mit 3iwei fejten Punften einen vechten Wintel einjdhliefen,
ijt eine Sugeljliche, welche die Verbinvungsitrecte der jwet fejten
Puntte zum Durdymefjer Hat.

T 11. a. Der geom. Ort eines Puntfed, deffen Entfernungen
von jwei feften Punften ein geq. Verhdaltnié bhaben, ift eine
Sugeljlache itber einem Durchmefjer, deffen Endpuntte die Strecke
jwijchen den wei feften Lunften in dem geq. Verhiltnid Hharmo
nijd) tetlen.

b. Der geom. Ort eined. Puntted, dejlen Cntfermungen von

*) Ein Lunft oder etne Gerade faun alé geom. Ort einer Ehene
gelten, injoferne der Punft al® unendlich teine Rugel, die Gerade ald
unendlicy diinne Eylinderflache angejehen werben faun. Jede durdy dben
Bunft ober die Gerade gelegte Ebene Hat die in Nebe jtehende Eigen-
fhaft. — Wuch der unendlich ferne Punft einer Geraben oder die un:
endlic) ferne Gervade eimer Ebene fann ald geom. Ort auftveten. ALB-
dann hat jede mit ber Gevaden ober der Ebene parallele Ebhene die in
Jiebe ftehende Eigenjchaft.
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drei feften Puntten geg. Berhiltniffe haben, ijt eine Kreislinie,
die jymmetrijh zu der Ebene ber drei fejten Puntie liegt und fe
in denjenigen jwei Puntten jhneidet, pie in der Ebhene die geg.
Verhaltniffe der Eutfermungen von den drei feiten Yuntten haben.

(Sniieferne find I Anh. 18. a und b jpesielle Falle ber
porangehenden zwel Sdbe?)

12, a. Der geom. Ort ded Mittelpunites einer Kugelilace
pon geq. SHalbmefjer, die eine fejte Ebene bevithrt (ober aud ibr
cinent Rreiz von geg. Halbmefjer augjchneidet), bejteht aud jei
mit ber feften Gbene parallelen und jymmetrijd) zu ihr liegenden
Ebenen.

b, Der geom. Ort bes Mittelpunttes einer Qugeljliche von
geq. Halbmeffer, die eine fejte Kugelflache bexitfhrt (oder fie nad

einer Qreidlinie von geq. Halbmefjer jdyneidet), bejteht ausd zwet
mit der fefren Qugel fonzenfrijden KQugeljlachen.

+ 18, Der geom. Ort eined ‘Punifed von dex Eigenjdait,
bafy bie von ihm an eine fejte Kugel gelegten Tangenten eine
geg. Qinge haben, ober paf Der von ihm an die Kugel gelegte
Beriihrungstegel eine geq. Offnung hat, ift eine mit der geg.
Rugel fongentrijche Kugelflache.

14. a. Der geom. Ort eined Punftes von der Eigenjchaft,
baf die von ifm an et fejte Kugeln gezogenen Taugenten gleidye
Linge Hoben, ijt eine Fuv gemeinjdhaftl. Bentvallinie jentrechte
Gbene, iwefche die Potengebeme ver el Ruageln beipt.
Sdyueiden fich die zwei Kugeln, jo ftellt bie Ebene ihred Schnitt:
freijes bie YPotenzebene vor.

b. Die drei Potengebenen dreier Kugeln jdmeiden fich nad
einer ®evaden (Potenzlinie), welde ju ver Ebene der drei
Wittelpuntte fentrecht jtebt. — Die jeds Potenzebenen bon vier
Qugeln jchneiden jich in einem Puntt (Potenzpuntt).

15, a. Qegt man von beliebigen PLunkten eirier gevaden Linie
Beriihrungsfegel an eine fejte Qugel, jo jdyneiden jich deven Ve
vithrungatreife alle in 3wei fejten Puniten der Kugeloberflide,
welche zugleich) die BVeviihringdpunite ber jtwei Beriihrungsebenen
porftellent, die durc) die Gerade an pie Stugel gelegt iweroen
toumen.  (Wie lautet dev entfprechende Sab fiir Beriihrungs-
cpfinper? — IL Ginl 9. ¢ und d.)

b, Qegt man duvch wei Puntte, von benen dev eine fejt
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ijt, Der ambdere fich) Deliebig im Raum bewegt, die zwei Veriih-
rungdebenen an eine fefte ®ugel, o ijt dber geom. Drt ber wei
Beriihrungdpuntte ein fefter Kugeltreis.

16. a. Jit an eine Kugel ein Beviihrungsegel gelegt, und
aieht man durd) die Regeljpife eine beliebige Sefante, o wird
beven innerhalb der Rugel fallende Sehne in ihrem Schnittpuntt
mit Der Ebene ded Veriihrungstreijes und in der Kegelipise Har-
monijch gefeilt.

b. Sind an eine Kugel et Beviihrungstegel gelegt, und
liegt die Spige des erften in der Ebene des Beriihrungstreijes
peé stvetten, o liegt auch die Spihe des zweiten in der Gbene
ved Beriihrungstreifes ded erjten.

(Betveife durch Juriidfihrung auf bdie entiprechenven Sibe
per ebenen Geomt.)

17—25: Zbmlidheitspunkie weier Augeln, Reael[dnitte.

T 17. a. Bieht man in jwei Qugeln belicbige Paare pa:
valleler und gleichgerichteter Halbmeffer und verbindet deren End-
punfte, jo fdyneiden fich alle diefe LBerbinbungslinien it einem
Puntt der gemeinjchaftlichen Bentrallinie, welder der dupere
UhnlidhEeitspuntt der wei Kugeln heift, Bieht man die
parallelen Halbmefier jededmal in entgegengejester Richtung, fo
Ihneiden fich bdie Verbindungalinien ihrer Endpuntte in cinem
gweiten Puntt der Jentrallinie, weldher der innere Hhnlid-
teitspuntt Deift. Die beiden Jgnlichleitspuntte teilen dic
Strede zwijchen den Pugelmittelpuntten im Berhdltnis der Halb-
mefjer harmonijch.

T b. Regt man dburd) bdie gemeinjchaft(. Bentrallinie ioeier
fugeln eine Schnittebene und ieht an die stoel Sdnittfreife die
bier gemeinjdhaftl. Tangenten, jo bejdhreiben piefe, wenn bie Ebene
um die Fentrallinie gedbveht wird, jiwei Segelfladyen, weldje Leide
Stugeln bevithren. Dev von den duferen gemeinfchajtl. Tangenten
bejcyriebene Regel Beifit der Gufere —, der von dem inmeren
bejchriebene Deifst ber innere gem etnfjdaftliche Berviih-
rungdfegel "der jwei Kugeln. Shre Spigen find identijch
mit den swei Ubnlicheitspuntten der Rugeln. — ede Beriih-
rungéebene an einen der zwei Regel bevithrt audh beide fugeln
und Dheift Gufeve oder inneve gem einjdajtl. Be-
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riihrungéebene, je nachpem fie Dent dufzeren oder Den ii-
neren gemeinjchaftl. Berithrungstegel beriihrt und aljo duvd) ben
duferen oder den inneren Ahnlichfeitspuntt geht.

18. Der geom. Ort eined ‘Punfted , der eine bon einem
fejten Runft S nach einem beliebigen Punft einer Kugelflache ge-
sogene Strede in einem geg. BVerhiltnid feilt, ift eine Kugeljlache,
peren Mittelpuntt O' die Jentralftrede SO in dem geg. Verhilinis
teilt, und deren Halbmeffer jih sum Halbmefjer der geg. Kugel
verhilt wie SO' zu SO. (Bor. Sab a.)

19. Die drei dufeven Yhnlichleitapuntte deeier Kugeln fegen
i einer Gsevaden, welde die dupere Ahnlidhteitdadie
ber brei Rugeln heifit. Je zivel inneve Shnlicyfeitapuntte liegen
mit eimem duBeven in einer Geraben, weldje eine inneve Ahn:
{ichteitdachfe Deift.

T 20. Haben zwet Regelflachen gemeinjdhafjtliche Spige, und
bejchreibt man jeder eine beliebige Beriihrungstugel i, fo it
der geomt. Ort filr Deven dufieren, bestv. inneven I fnlichleitapuntt
ie eine durd) bie gemeinjhaftl. Shite gehende Gerade, teldye
jugleich die Schnittlinie der beiden duperen, begiw. tnneren ge-
muinitﬁnfﬂ. El%criiljr:mgéchv]ten ber awei Kegelflachen vorjtellt.
(IL. Einl.

24, “\L‘l qeum Ort eines Punfted, von dem ausd gejehen
atei fefte Qugeln gleih grofy erjdjeinen™), ift eine Sugelflache,
weldhe die Strede wijdjen Dden beiben dhnlichfeitapuntten dex
Qugeln zum Durchmefjer Hat. (IL Anp. 11. a.)

22. a. St an zwei Sugeln, die iitl] nicht fchneiden, der dupere
qemeinjchaftl. Berithrungstegel gelegt, jo wird defjen Wantel von
eirer Deliebigen inneren gemeinjdaftl. dﬂluf}liltijwtﬁtt{L Der jivet
Qugeln nad) einer Qurve gefdynitten, deren Punite eine fonjtante
Summe der Entfermuingen von den wei Beriihrungdpuntten haben.

. ©cdneidet man ebenjo den Mantel ded inneven gemteinf jchaftl.
Beriihrungstegeld duvd) eine dufere gemeinjchaftl. Beviihrungs-
¢bente, fo haben bdie Puntte der Schnittfurve eine fonjtante Diffe-
reny Der Enifernungen von Dden awei Berithrungspuniten. Die
Sdynittfurve Heipt tm erften Jall ElLlipje, im jweiten Fall

*) Die jeheinbare Grofe it abhiingig von der Offnung ded von
bem Punft an bie Kugel gelegien Beriihrungsfegels.
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Dyperbel; bie gwet BVeriihrungspuntte hHeifen ihre Brenn:
puntte. (Die fonjtante Swmme oder Differeny ift gleid) dem
Stitc einer Mantellinie ved Berithrungsfegeld zwijchen den beiden
Beriihrungdfreifen. II. Einl. 8. ¢ u. 9. b))

b. Cine Chlinberflache wird von jeber Ebhene, die nicht pa-
vallel threr Adhle ift, nach einer GlUipfe gejchnitten. (Man be-
jchreibe ber Cylinderfldcdhe zmwei WVeriihrungstugeln ein, weldhe die
Sinittebene berithren.)

c. Der Sdnittpuntt der Ehlinderachfe mit der Ebene Heifst
ver Mittelpuntt der Clipfe, er halbiert die Strede zvijchen
oent twei Brennpuntten und hat die Eigenjdhaft, daf jede durch
thn gejogene Cllipjenfehne (Durdymeffer) in ihm DHalbiert

mE

wird. Der Durchmefjer, auf dem die zwet Brenmpuntte liegen,
heigt bie grofe —, ber ju ihm fenfrechte Durchmejer bdie
fleine Adyje der Ellipjfe; der leptere ift gleidh dem Durdh-
mefjer Des Gylinders. Die fonftante Summe der Entfernungen
eined Ellipfenpuntted bon Dden wei Brennpuntten ijt qleich der
grofert Achje. (Wie finbet man Hiernad) die Brennpunfte einer
Clipje, bon bder die Achfen geg. find?) — Seber Rarallelfreis
ped Cylinderd famn al3 eine Projeftion der Elipfe angejehen
werden. Sind a und b die Halbachien der Ellipfe, jo it ihy
Sldcgeninhalt = ab=. (I Anp. 31) :

23. Jjt einem Regelmantel eine Veviihrungabugel einbe:
jdyrieben, und legt man pavallel mit einer beliebigen Beriihrungs-
cbene Des Regels eine Berithrungebene M an bdie Kugel, fo
jhreidet M den Regelmantel nach einer Rurve von der Gigenjchaft,
bap jeder ifhrer Puntte gleiche Entfernungen Hat von dem Ve-
vithrung@puntt der Ebene M und bon ifrer Schnittlinie mit der
Ebene ded Beriihrungsdireijes ded Regelmantels. Die Kurve heift
Parvabel, der Berithrungspuntt feift ibr Brennpuntt, jene
Sdymttlinie ihre Diveftrir. (Jft S bie Kegelipite, I bder.
Brenmpuntt, A ein beliebiger Rurvenpunft, AB bdie auf die Di-
veftrip gefdllte Senfrechte, T der Schnittpuntt von SA mit dem
Berithrungsireid, U ber Sdnittpuntt der zur Gbene M parallelen
Mantellinie mit dem Bevithrungstreid, jo ift AR = AT, AB || SU,
A ABT <> SUT.)

24. Bieht man durch einen Ahnlichteitspuntt S zieier Ku-
geln eine Deliebige Gerade, tveldhe die eine Qugelfldcdhe in X unbd
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Y. die anbere in X! und Y jchneidet, wobei Halbm. OX || OX,
OY || OY" jei, jo ift: SX.8Y' = SX‘. SY = const.

25. a. TWerden jtvei Rugeln von einer dritten beriihrt, fo
geht Die Berbindungslinie ber beiden Berithrungspuntte durch
einen J(gulichteitdpuntt der jivei erften Qugeln, und jioar ourd
ben duferen ober den inmeren, je nachdem Ddie et Berithrungen
gleichartig (b. i. entto. beibe von aufen od. beibe bon innen) oder
ungleichartig jind.

b, Werben drei Kugeln von einer bievten beriihrt, jo geht
bie durc) bie drei Beriihrungspunite geleghe &bene durd) eine
Jionlichleitdachie Der brei erjtert Rugeln, und zwar durcd) Ddie
dufiere ober eime inmeve, je nacydem bie drei Beriihrungen gleid):-

artig find ober nicht.
26—52: Sphiivik und Vielkani.

926. Die Sipe 1L 5. a und b gelten aucdh fiiv ein jphar.
Bieleck oder ein Wielfant. (L. Anb. 9.)

+ 27. Bwei Dreifante (Vielfante), deven fanten parvallel
und gleich gerichtet jnd, find fongruent. — Bwei Dreifante (Biel-
fante), beven Ranten pavallel und entgegengefept gerichtet find,
find fymmeetrijc.

+ 28, a. Jimmt man quf jeber Rante eined Vielfants eiitent
Puntt an, und bejtimmt zu jedem dicjer Punfte fowie zur Shige
ben fymuetrijchen Punkt in Begiehung auf eine beliebige Ebene,
fo bilben die LWerbindungglinien ded Fuv Spibe ymmetrijden
Punfted mit den fibrigen jymmetrijchen Puntten ein Bielfant, dasd
mit dem urjpriinglichen Bielfant entjprechend-gleich, und jwav
jymmetrifh ift. (I Anh. 15.)

b. Leqt man durch) Fwet @egenpuntte P und Q eirner Kugel:
pberflache eine Anzahl von @rvoffreifen und jdueidet auf jebemt
pier gleiche Bigen von beliebiger Qinge PA =PA'= QA" = QA"
PB — PB' — QB“ =QB", w. |. . ab, fo 3war, baf die Punfte
AvBY | omib AB; =, AYBY it ALBE G L e ey
pem ndmlichen Halbfreid liegen, jo pifpen Diefe Punfte die Gcen
pon vier entjpredhend-gleichen jphar. Rieleckenr, von Demernt je el
fongruent ober jymmetrijd) find, je nachdern fie auf derjelben
Seite Ded zu P und Q gepbrigen Jlquatord liegen, oder auj ber-
jchiedenen Seiten.
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Anm. Wan fornuliere in den folgendben Nummern 29 bia
38 bie nuv fiiv Dreifante andgejprodhenen ©dpe jededmal anch
filt fpharijdhe Dreiecde gleidher Kugeln.

29. Die SGumme jweier Seiten eined Dreifantd und die
Summe ihrer Gegenwinte! find beide gleichzeitiq entweder grofer
oder fleiner ald 180° (Mit Hilfe einesd Nebendreitants, das mit
vem urjpriingl. Dreifant eine der e fraglichen Seiten gentein
pat. II. 12))

T 30. a. Bwei Dreifante find entjprechend-gleich, wenn fie
sivei Seiten und den Gegenwinfel einer derjelben bezto. gleid)
Daben, und twenn bdie Gegenmwintfel ded anbdern Paard gleicher
Geitenn entweder beide fpib ober beide ftumypf find. (mdivett
Wiven Ddie dritten Seiten nicht qleich, jo Eomute man von der
einen ein Stiid gleicd) der andern abjdhueiden wu, |, .)

T b. Bwei Dreifante find entjprechend-gleich, toenn fie 3wet
Winkel und bie Gegenfeite eined derfelben bezw. gleidh) BHaben,
und wenn die Gegenjeiten ded anbdern Baars gleicher Winte!
entweder beide fbi oder beide frumpf find. (‘Durd) Sab a mit
Pilfe ber Polardreifante.)

31, Bwei redytwintlige Dreifante (mit nur eivem vechten 2.)
find entjprechend-gleich, a) wenn fie die Dypotenufe und eine Ka-
thete bestv. gleich Haben, b) wenn fie bdie Dypotenufe unbd einen
ver Hypotenuje anliegenden Winfel bezrv. gleich haben.

82. ©ind in einem Dreifant zwei Winfel — 90, fo find
aud) die gegeniiberliegenben Seiten — 90°; und umgefehrt.

33. a. Jm einem gleidyichentligen Dreifant fallen bdie 3ur
Grundiladye gehorige Hihenebene, Mittellotebene, feitenhalbierende
Zrandverjalebene und Nebdiancbene jufammen,

b. Jn einem allgem. Dreifant wird jede Seite bon per 3=
gehorigen Hibenebene in zwei ungleiche Segmente geteilt, von
bemtent da3 griffere ber grifeven —, Dad Heinere per fleineren
ber gwei anbern Seiten anliegt, (L 13. b mit Buj. 1.)

3d. Daben et Dreifante jwei Seiten bezw. gleid), und
ijt ber von ihnen eingefchlofferte Winfel im einen groger ald im
andern, o ift auch die dritte Seite im einen grofer alg im an-
oern; und umgefehrt.  (Bew. wie in der ebenen Greometrie.)

T 35. Die Mittellotebenen ber Seiten eined Dreifants jehmei-
pen fid) nach einer Gevaden, weldje mit den drei Ranten gleiche
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Wintel macht. (L Anp. 19. b, — Achfe ved umbejdhricbenen Kegel-

" mante(s; Mittelpuntt ded eimem jphar. Dreiect umbejdhr. Kreifes.)

+ 36. Die dret inmerven Piedianebenen eined Dreitantsd jchne-
ben jih nach) eimer Geraden, welde gegen Ddie drei Seifen-
flidchen gleich gencigt ift. Dasdfelbe gilt von je eimer inneven und
awei duperen Medianebenen. (I Anfh. 20. — Adpjen ded einbe-
fchriebemen und bder bdrei anbejdjricbenen Kegelmantel; Mittel-
punfte ded einem jphar. Dreied” einbejdhriebenen Kreijed und dev
brei anbefdhricbenen Rveife, die lepteren find den Ddrei eben:
breiecten einbejchrieben.)

37. Die jeitenhalbierenden Transdverjalebenen cined Dreifantsd
fchneiden fich nad) einer Geraden. (Mittels euned Sdhnittdreteds,
beffen Ecen von der Spibe gleich tweit entfexnt jind.)

38. Die Hihenebenen eined Dreifants jchneiven jidh nad
einer Gevaden. (Mian lege fenfrecht gu einer Kante eine Ehene
und betradte dag Schnittdreied.)

39. Die Grofireisbogen, weldhe dic Ecen eined fphir. Drei-
ectd mit den Gden feined Polardreiedd verbinden, jdjuetden fidy
it einem Punit, (Vor. Sas.)

40. Die Mittellote der Seiten cined fphar. Dreieds find
iventijeh mit dem Miedianen feined Polavdreieds. Dev imbe-
ihriebene Rreis des einen Dreiects und dev einbejdyriebene Kreid
Ded anbern hHaben Daber denfelben jphar. Mittelpuntt, und ihre
inhiv. Halbmeffer ergingen fih gu 90°

T 41. a. Jft pag in IL Ginl. 22. a juv Crzeugung einesd
Rieltants benitite cbene Bieled veguldr, und liegt die Spibe auf
ber Gjeraben, bie auf der Gbene des Vielectd in feinem Mittel-
puntt jentvecht jteht, fo ift dad evzeugte NBielfant veguldr.

b, Sn eintem veguldren Vieltant jdhneiden fich jamtliche in-
nere Piebianebenen und die INittellotebenen jamtlidher Seiten
nach einer und derjelben Geraber.

c. Sebem reguliven Bielfant (dpt fich ein Kegelmantel un-
befchreiben und ein Kegelmantel einbejchretben. ©ie haben Ddie
it b genannte Gerade jur gemeinjamen Ache.

(Gutjprechende Sipe fiird veguldve jphar. Bieled.)

9nm. Man formuliere in den folgenden Nummern 42 bis
51 die fitr Kugelfreife audgefprodhenen Sipe jededmal auc fiiv
Stegelflichen.
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42. a. Yiegt auf ener Kugeloberflache ein Fugelfreid und
et Punkt A, fo find die jphiar. Entfernungen der eingelnen Kreis-
bunfte von A um fo groger, je grofere Wintel die nach ihnen
gezogenen jphar. Halbmefler mit dem nad)y A gerichteten Halb-
meffer machen. Fiiv die fleinfte Entfernung ift diejer  Winkel
= 0, fiix die grihte = 180° Je zwei Enifernungen, bdie zu
beiben Seiten ded nad) A gevichteten Halbnrefjers jymmetrijch zu
ihm liegen, find gleich. (II. An). 34 und IL 6.)

T b. Unter den fphdr. Entfermungen eined Punttes der Ku-
geloberflache bon den eimzelnen Punften eined Groffreifed find
die 3tvet auf dem Groffreife jenfrechten die grofte und bdie Heinfte.
Die lTeptere wird al3 die fphdar. Entfernung ded Puntted
vont bem Groftreije bezeichnet.

T 43. a. Cin Gropfreid, bder auf einem jphiar. Halbmefjer
cines Rleinfreifes in deflen Cudpuntt jenfrecht jteht, Hat mit dem
fleinfreid nur biefen . einen Puntt gemein. Er Heifgt die fphar.
Tangente ded RKleinfreifed in dem Puntt. Seine Ehene ijt
Berithrungsebene an ben bem Rleinfreid zugehirvigen Kegel. Die
Sdymittlinie jeiner Ebene mit der Ehene ded Rfeinfreifed ift Tan-
gente Jotwohl an den RKleinfreid ald an den Groffreis.

b. Die ztvei don einem Punkt einer Kugeloberflddhe an einen
Kleintretd gelegten fphir. Tangenten find gleich. (IL. Anh. 81. a.)

44, a. LBt fih in ein fphar. Bieved ein Kreid einbefdhrei-
ben, fo ift die Gumme jiveier SGegenfeiten des BVieveds gleid) der
Sumnte dev jivei andern Gegenjeiten; und wmgefehrt. (Bor. Sas.)

b. Lagt fih um ein fphar. BVieved ein Kreis beidreiben,
1o ift die Summe 3weier Gegenwinfel bded Vieveds gletch Dbex
Gumme der zwei andern Gegenwintel; und umgeehrt.

T 45. Der geom. Ort eined Punfted auf einer Kugelober-
fliche, der bon einem Groffreife eine geq. jphir. Cutfermmg Hat,
bejteht aud zwei gleichen Rleinfreifen, die 3u beiden Seiten bes
Gropfreifes liegen und mit ihm die Pole gemein Hhaben.

46. Der geom. Ort eined Punfted auf einer Kugelober-
fliche von der Cigenfdhaft, daf bdie von thm an einen feften Klein-
freis gelegten jphdr. Tangenten cine geq. Linge Haben ober einen
geg. Wintel einjchlieen, ift ein mit dem RKleinfreis tonzentrijcher
Kugeltreis.

47. Der geom. Ort eines Punftes auf einer Kugeloberjlade
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pon der Gigenfchaft, dap die von ihm an jwet fefte Sleinfreije
gelegten jphiv. Tangenten gleiche Linge Daben, ift cin Grofreis,
befient Ghene burch die Schnittlinic der Chemen Dder Qleintreije
geht. (Die von einem Punft jener Sdnittlinie an die el Kreije
gezogenen geradlinigen Tangenten find gletch.)

48, a. Alle fphir. Dreiece, bie einen Winfel und ven er
®eqenjeite anbefchriebenen freid genteinfam faben, Haben den
gleichen Umfang. (IL Anb. 43. b.)

b, 9Ale fphav. Dreiecke, die eimen Winfel wund den etnbe-
idriebenen freid gemeinjom haben, haben den gleichen 1lberjchup
oer Summe der 3ei den Winkel cinjdyliegenden Seiten itber die
pritte Seite.

49. Ale jphir. Dreiecte, iveldpe die Grundlinie und oen
wmbefchricbenen Rreid gemeinjam faben, Haben bden gleichen
{Tberjhup der Summe der Winkel an per Grunblinte itber den
Wintel an der Spibe. (Man ziehe die jphar. Halbmefjer nad
pen Ecen.)

50. Der geom. Ort der Spiben ¢ aller flachengleichen jphar.
Dreiede auf der nimlichen Grumdlinte AB ift ein durd) Die
®eqenpuntte A’, B’ gehenbder Rugeltreis, (Sap von Leypell)
(Bewegt fid) C auf bem genannten Rugelfreid, fo ijt in A ABC
nad) pem vor. Sap W. A'+B' —C tonjtant.)

+ 51, Der geom. Ort eined &roffreifes, Der einen fejten
Groffreid unter einem geg. TWinkel ichneidet, befteht aug zivei
gfeichen, mit dem fejten ®roffreis fomgentrifchen Kleinfveijen,
beren fphar. Halbmeffer den J{quatorbogen Ded geg. Winkeld
fomplementieren.

1 52, a. Qft P derjenige Rol ded Grunbdfreijes eirner Halb-
fugel, ber micht auf ver Halbtugel fiegt, und sieht man von P
nach einem Deliebigen *Punft A eine Gherabe, weldhe die Ebene
bes Ghrundiveifes in A’ jchneidet, jo Deit A’ bie fterengras
phijhe Brojeftion vor A. Die Ehene desd Grunbdiveifed
beifst die Projeftionsebene, P dag Projeftionszentrum, PA bder
projizievende Strahl. — Die fteveogr. Projeftion eined Qugel:
freifes it ein Kreid (Sab vonu Hippard), befjen Mittelpunt
bie jtereogr. Projeftion der Spibe Ded Beriifjrungsfegeld ijt, ver
bie Qugel (dngs des RQugeltreifes beriihrt (Sap von Chasdled).
(Dex Kugeltreid und feine Projeftion liegen auf einer Kugel-
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fladge; ift ndmlich O Der SRugelmittelpuntt, Q der Gegenpuntt
von P, A’ bie Brojeftion eined Punftez A des Stugeltreifes, jo
ift: PA.PA'=PQ.PO = const. Bew. ded sweiten Teils an
ver Sdmittfigur der dburdh) O, P und die Segelibie gelegten
Ebene.)

7 b. Die jteveographijchen Projeftionen gweter jich jchneiden-
ven Kugelfreije jchneiden fich unter dem gleichen Winkel 1wie die
Sugelfreije jelbjt, (Sdhneiden die an die el Sugelfreife in
threm Sdnittpuntt A gezogernen Tangentenr die Projeftionsebene
m den Punften T und U, jo laft fidy mittels IL. Giul, 9, b und
Bew. ded Sapes a leicht zeigen, daf 25 THAS - HgA )

II. Aufaaben.

1—20: Aufoaben jur Anwendung von geometrifden Ortern,

L. Auf einer geg. Kugel-, Kegel- ober Eylinderflache einen
Punkt zu finben, der a) von drei geg. Bunften — b) von duei
Ebenen gleidhe Cntfernungen Habe, ¢) von stuei Ghenen geq. Ent-
fernungen habe. (I Aufg. 1. b und 3. b.)

2. a. Den Mittelpuntt einer Qugel 3u finden, iwemt ifye
Dberflacdhe ober ein Teil derfelben geg. ift. (I. Anph. 18, b))

b, Durd) vier nidht in einer Gbene liegende Punfte —

c. burch eine Rreidlinie und einen auferhalb ihrer Gbhene
liegentden Puntt eine Kugeljlicde ju legen.

3. Durd) einen im Jnnern einey Sugel gelegenen Punft eine
Sehne jo 3u ziehen, daf fie einer geg. Ebene pavallel fei und in
vem Punkt in einem geg. Berhaltnis getetlt twerbe.

4. Durd) eine geg. Gerade oder parallel einer geg. Gbene
eine Gbene 3 legen, die 3iwe fongentrijche Qugelflachen jo jchueive,
oafy der Flacheninhalt ved inneren Sdynitttreifes Halb o qrof fei
ald berjemige des dufeven. (IL Anh. 3 u. 7. — Determination?)

5. a. Den Mittelpuntt einer Rugelflace von geg. Halbmeffer
it finden, bie ivgend brei von folgenden Bebingungen erfiille:
o) fie gebe burch eimen geg. Runft, ?) fie berithre eine geg. Ghene
over y) Rugelfliche, &) fie fhneide eine geg. &bene ober &) Kugel-
flache nach einem Kreid von geg. Yalbmeffer. — lUnter den bdret
Bevingungen, weldhe die Kugel evfiillen foll, fonnen audh 3wei
ober Drei der ndmlichen At fein.
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