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132 III. Bud. Lehrf. 1.

B.:Belhxilale.

1—5: Allgemeine Polyederfike.

€ehriay 1.

Culerjdher Lehriat: Bezeidhnet man bdie
Anzahl ber Ccden eined Polyederd mit K, die der
Fladhen mit F, dbie ber Ranten mit K, fo ift:

E+F=K+ 2.

Beweid. Dlan denfe {id) Jamtliche Ccden desd Polyebers
(Fig. 45. e, ©. 130) burd) einen aus lauter Kanten jujammen-
gefessten polygonalen Sug 1 23 ... 12, der {ich nicht felbit

. burdhchneidet, verbunben (vgl. IIL. €inl. 1. b. Anm., Be:

bingung 1). Bejteht biefer Jug aud k, Kanten, jo ift:
B=k 4 1. (1)
Sit k, bie Anzahl der nidht bem Buge angehirigen Kanten,
jo ijt: :
ey Erkor=I" (2)
Man denfe fih hievaui die Oberflacdhe bed Polyeders lings
jened SKantenjuged aufgejdnitten und in einer CEbene ju
einem Nebe (Fig. 46) ausgebreitet (vgl. 1IL Einl. 1. b. Anm.,
Bebingung 2). Dann [aft fid) leidht zeigen, daf in der Nep-
figur ftet3 bie Anzahl F Der Fliden um 1 gréfer ift als
pie Anzahl k, ber Kanten, in denen bdie Fladhen nod ju-
jammenbdangen. Ausd den in IIL Ginl. 1. b bejprocdhenen
Cigenjdaften einer Nebfigur folgt ndmlich, da die Nesfiqur
betrachtet werben fann al8 ein Band von einfadh an ein-
anber geveibten Fladen, von denen unter Umftdnden Seiten:
dfte abjweigen, die ebenfalls eine cinfacdje NReihe von Flidjen
bilben; von den lepteren fimnen dann wieber Nebenzweige
abjweigen, 1. §. f. Denft man {idh nun dad Hauptband von
veflen dufieriter Flache bis sur lepten bdurdhlaufen (Weg
abede in $Fig. 46), fo ift bie Unzahl ber durdhlaufenen
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Fliahen um 1 groBer ald bie Anzahl der itberfdrittenen
Ranten. Belduft man dann :

nod) vom Hauptband aus bie
einzelnen Seitendjte (Wege
bf, cg, dhi), und von diefen
aud — beren Jlebenzweige
(Weg hk): fjo ift die An:
sahl ber neu hingufommen-
ben Flacen jebesmal gleich
ber Anzahl der neu iiber-
jchrittenen Kanten. €3 ift
jomit bie Wnzahl der im
gamzen belaufenen Fldden
um 1 groBer al3 die An-
2abl ber im gangen iiber- _.";’
jehrittenen RKanten, b. §: Sig. 46. e

4

F=k 41 (3)
Abbiert man (1) und (3), fo folgt mit BVeriidfichtigung von (2):
E+F=K4 2.

A nm. DObiger Lehriap gilt fiir alle gewdhnliden Polheder
(val. IIL. €inl, 1. b, Anm.). Auf ein aufergewdhnlichesd Lolyeder
exfteett fich ber Beweid junddjt nicht. Dody giebt ed auch unter ihnen
+Culeride Polpeder”, d. b. jolhe, filr welde der Saly gilt.
Dad Borhanbenjein von mehriad) zujammenhingenden Fladhen und dad
Meprfadhzujammenfhingen der Gefamioberfliche (IIL. Einl. 1. b. Annt.)
fann ficd) ndmlicdhy unter Umitduden fompenfieren. 8. B. ijt fiir ein vdhren-
formiged Bridma, bdeffen Grundfldche durd) Fig. 47 vorgejtellt wird:
E=16, F = 10, K = 24, folglich die Gulerjche Gleichung sutref-
fend. — Der Sap famt BVeweid fann leidht vevallgemeinert
werben, fo daf et fidh auf jamiliche Rlaflen von Polyedern erftrectt:
Xt e8 namlich nidt moglid), die Eden eine? Polyederd ourd) einen
einzigen Rantenjug zu verbinben, fo nehme man mefrere getrennte
Rantenziige. ©Sdnetdet man hHievauf die Polpeberoberfldche nach bden
Ranten diejer Biige auf, und wird dbaburd) der Jujammenhang der Lber-
flache nod) nicht in der vt geldft, daf ein Audbreiten zu einem ebenen
Nep moglich ift, jo jchneide man nachivaglichy nodh) nach weiteren Kanten
auf (jedbod) nur nacy Jo vielen, daf man ein qud einem einzigen Stiid
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bejtehended Mep erhdlt). Sit mun z die nzahl der Kantenziige, s bdie
Anzahl dber Kanten, die nacdhtvdglich nod) durchjchuitten werben muften,
jo laft ficd) leicht auf dhnliche Weife wie oben zeigen, daff jebergeit:
E4+B=K42z—38 |1
ifft. Ein Polyeder ift mun ein Euleridhesd, wemn
Z 8 =1
ift. Bei den gewdhnliden Polpedern it z =1, s = 0. Bei

. dem oben ermdfnten Beijpiel eined aufergewdhnlidien Polyedersd ift

= e i —al

Sehriaty 2.

Bejeichnet man die Anzahl aller Vieleds:
winfel eines Polyeders mit W, die Anzahl
per Ranten mit K, fo ijt:

K=1W,

Beweid. Denft man fidh jamtliche Flahen eingeln von
pem Polyeber abgehoben, fo ift in jeder die Anzahl der Winkel
gleid) ber Anzahl der Seiten; die Gefamtanzahl der Winfel
ift aljo gleih ber Gefamtangahl der Bielecffeiten. Denft
man fid) bann bie BVielede wieder auf dad Polyeder auf-
gelegt, fo veveinigen fid) je zwei Bielecfeiten su einer
RKante, wdhrend die Anzahl der Winkel unverdndert bHleibt.
Somit ift: K = 1W,

Bujas. Da K immer eine gange Bahl ift, jo muf W
immer eine gerabe Bahl fein. Daher fnnen bei einem Polheber
Slachen von ungevaber Seitenzahl oder Ecen von ungevaber
Santenzahl nur in geraber Anzahl vorfommen.

Sehrial 5.

Hat ein Polyeder E Eden, und betragen alle
jeine Bieledswinfel zufammen N Redite, fo ift:
N=4(E—2).

Beweid. Die Oberflidhe bdes Polyebers enthalte z,
Dreiede, z, Bievede, z, Fimfede u. . w.; dann ift (mit
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Beniipung ber Begeidnungen bder vothergehenden Siibe):

AP g/ S A =F,
und
Sy o By A = W
= 2K (I1L. 2).

Nun betvagen die Winkel eines n-eds: 2(n—2) Redyte,
aljo ift:
N =2 [zﬂ(ss—z} SRy g g P ]

= 2 (Sz:s gk gk ) e 4(:"3 + 7, 7y ok )
= 2.2K —4F

AR FY,
ober, ba (nach III. 1) K —F=E — 2 ijt:
N=4(E—2).

Fujat. Bermitteld der (unabhiingig von Qefhr]. 1 be-
wicjenen) drittlepten Gleihung: N = 4 (K — F) exgiebt fich ein
stoeiter Beweis fiiv Lehrf. 1. Projiziert man namlich dad Po-
{yeder auf eine Gbene, die zu Feinev feiner Flddjen fenfrecht ijt,
io ift bie Projeftion eined n-edd wicder ein n-ed; daber ift bie
Sumime aller Bieledswintel ded Polyeberd gleid) der Summe
ifrer Projeftionen. Fallen nun bdie Projeftionen von eq SBolyeder-
ecfert auf dem Umfang der Projeftionsfigur, und bie Rrojeftionen
von e @cfen ing Sumere berfelben, fo ijt bie Summe aller
Bielekstointel der Projeftionsfigur = 2. (6. —2)2R + ¢.4R
= (eu +&—2).4R = (E—2)4R; baber it: (E— 2)4 =N
—4(K—F), ober: E+F=K+ 2. — Diefer Bet. erjtvedt
fich jedoch) nur auf fonveye Polheder (vgl. ITI. @inl. 1. b. Anm.).

gehrfafy 4.

Fltcgen Ecden RKanten

a. Das Tetraedber hat . . 4 4 6
bt rriGeracheni s Aiaga gl 36 8 12
e ~OE i ttue bEr £l gnu S IHHHS 6 12
d. . T Dobvelaeders, el 12 20 30

o oS tojaebers GEe T Tl 12 30
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Beweis. Das Dodefaeder (weldes als Betfpiel bieren
mag) bat S-ede und B-fante. Da in jeder lade 5 Kanten
liegen, aber jedbe Rante zweien Flichen sugleid) angehort,
jo ijt:

5F

K = '2' Uber: F = E K.

Da ferner von jeder Ece brei Ranten ausgehen, abet jebe
Kante jweien Cden jugleidh angehort, fo ift:

Ee="" b Beik.

i

Set man nun biefe Werte von F und E ein in bie fiit
alle Polyeder geltende Gleichung :
B4+ B =K+ 2 02 il

jo folgt:
tK+32K=K 4 2,
woraus :
K =30
F=2.30=12,
E =2%.30=20.

Vei den iibrigen Polyebern find die Sdlitife analoy.

Bufap. Man bemerte, daf Degaeder und Dftaeder gleidye
Santenzahl DHaben, und daf bdie Edenzahl ded einen gleich der
Sladenzahl bed anbern ift. Man nennt baher biefe zivei regul.
Polpeber eitander 3ugeordnet ober ¢ eziprof. Ausd bem
ndanlidien Grunde find Dodefacder und “iojaeder einanber ju-
geordret. Dad Tetraeder, defjen Gdenzahl gleih der Fladen-
sabl ift, ift fich felbft zugeordmet.

fehrfat 5.

Um jedes vreguldre Polyeder und in jenes
veguldre Polyeber [dht fidh eine Rugel be-
jdreiben; beidbe Rugeln jind fonzentrifid.

Beweis. €3 feien P und Q (Fig. 48) die Mittelpuntte
gweier benacdybarten Flachen eines veguldren Polpeders; M
fei ber Mittelpuntt der Rante AB, in ber fie an einanber
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itogen. Erridhtet man auf den jzwei Flachen in P und Q
die SGenfredhten, fo miifjen diefe fich jhneiden, da fie (nadh
I. 8. a und ¢) beide in ber Miftellotebene von AB (€bene
burd) MP und MQ) liegen. Der Sdnittpunft O bhat nun
(nad) L. 12. b) von famtlihen Cden der jwei Flachen gleidhe
Entfernung, ift folglich der Mittelpuntt ber diefen zwei Fladen
umbejchriebenen Kugel. Fieht man
ferner OM, jo ift A OPM £ 0QM
(weil PM = QM), folglih ift OP
= 0Q. Punft O hat alfo aud) von
pen zwei Fldden gleide Cntfernung.
— 3t bievauf R der Mittelpuntt
einer dritten Flache besd vegul. Po-
Iyeders, welde mit ber Flacdhe P
bie fante CD gemein bhat: jo ift
ba3 aud ben Flacdhen P und R be:
fteende Gebilbe bem aus den Fladen
P unb Q bejtehenden Gebilbe fongruent. Daher mup aud
bie ben Fladhen P und R umbefcdhriebene Kugel den gleichen
Halbmeffer — und ihr Mittelpuntt O’ die gleiche Cnifernung
von beiden Fladhen haben wie bei bem erjten Gebilbe. Nun
liegt O’ wieder auf ber in P ervidhteten Senfredhten, alfo
muf, weil PO’ = PO ijt, O mit O zujammenfallen. — Jn
gleicher Weife fann man dann ju einer vievten Flade u. {. f.
fibergefen und der Reihe nad) beweifen, dap bdie juerft gefun-
pene Sugelflache aud) dburd) jamtlidhe iibrigen Eden ded Po-
[yebers gebt, fowie bap ihr Mittelpuntt von jdmtlichen
Jlachen gleid) weit entfernt ift, bdap folglih eine aus O
mit Halbmejfjer OP bejdhriebene RKugel {damtlide Flacen
berithrt.

Bufap. Die einbejdhriebene Kugel beriihrt die Fldden in
thren Pittelpuntten.

&ig. 48.
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