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138 ITL. Bud). Lehif. 6.

4l 6—16: Berednung von Prisma, Pyramide, Prismatoid, u. [. w.
i Sehria 6.

Die Jahl der Kubifeinheiten, bdie ein
1l Quabdber enthdalt, ift gleidh bem Produft aus
ven Jahlen ber Sdngeneinheiten dreier von
| einer Cde andgehenden Kanten.

! Beweid. Die Jahlen ber Lingeneinheiten der drei Kan-
fen feien 1, m, n; bie Lingeneinbeit fei fo flein qemwdblt,
bag 1, m, n gange Babhlen feien. Daz Redted mit den
Kanten m und n (Fig. 49), bas als Grundfldche angejehen

| 2 e werde, enthilt mn quabdratifdhe

| /_ e / Fladeneinbeiten. Denft man fid
| - "':_-—_—___ J// auf jebe berfelben eimen Wiirfel

—l— —_-_-—ﬁ"—.|/ gleich ber Rubifeinbeit geftellt, fo

f|h-—'--_—_—_%_-_%_-:.-_-:-.—i r bilbet die Gejamtheit diefer Wiirfel

— e Al einen TeilQuader Q, defjen Hihe
___|____.l__T_.|\.__i4L/' eine Xingeneinheit, und beffen Jn-

Fig. 49. balt mn Kubifeinheiten betrigt. Teilt
man nun Ddie bdritte Kante in 1 Lingeneinheiten und legt
ourd) jeden Teilpunft einen Parallelidhnitt, jo wird dbabdburd
it ber urjpriinglide Quader in 1 Teil-Duaber geteilt, die alle

[l vem Quader Q Ffongruent find (IIL. €inl. 6), aljo je mn

il (i1 RKubifeinheiten enthalten. Folglid) enthalt ber ganze uripriing:

| [} lihe Quaber 1. mn Kubifeinbeiten.

5'!i Bujaph 1. Riivger dritdt man den Lehrf. fo aud: Dex

i Snhalt eined Quabdersd ift gleid dem Prodbuft aus

hif 81 brei bon einer Gde ausgehenden Ranten. Bejeichnet

Il man alfo den Jnhalt mit K, die Rantenldngen mit 1, m, n, jo ijt:

1 K =l m.n.

|

1

|

[

|

!

1 Bujah 2. Jijt a die Lante eined Wiirfeld, fo ift (nadh
' Buj. 1):

K = a®.
Sit bie Langeneinheit dad Meter, jo ift die Rubifeinbeit das
Rubifmeter; da feine Kante 10 Degimeter enthilt, fo enthalt das
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Qubifneter 1000 Rubifbezimeter, ebenjo dad Kubitoezimeter 1000
Subifcentimeter u. f. 1.

Anm. Der in Buj. 1 audgefprodene Sap ijt jundcyft mur fitr
ben Fall Betwiefen, dafy 1, m, n gange Bafhlen find; e ift jedoc) auch
fitr den Sall von gebrodhemen und von irrationalen Bablen giiltig.
Sind ndmlidy 1, m, n wurfpriinglich gebrochene rationale Jahlen,
fo fann man bie Qéngeneinfeit ftetd nachtvaglidy fo Ilein iwdhlen,
bafy die Mapzahlen fiir die Kanten ganze Bahlen werden. Jijt 3 B.

[ L £ (i n Fovs -
—_— § ] [ E]j : —_ 3 i i
1 10 Willinn, m 10 tillim., n 10 Milline., jo wdhlt man
ein Behnteldmillimeter ald Langeneinfeit, und hat dbamn: K=1T.m .n
fub, - Behuteldmillint. = [rl{t::]l.Jn fub. - Millim. (nady Juj. 2) =
L om W ob.-Millin. = 1.m.n Kub.-Millim. — Sind ferner
1019 : ' ; d

], m, n iccationale Saflen, und liegt 1 stoifdjen den jwei rationalen
Baflen I und '¥), ebenjo m zwifhen m und m‘, n zwijden n und
n's fo muf K jwifden den gwei Wevten Lma und m'a’ [iegen ;
swifchen denfelben Werten liegt aud) dad Produft Lm.m. &3 tdmnen
nun bie zivei Sahlen I und I, m und m’, n und n' einanber gany be-
liebig mnahe gemommen twerden, fo baf ber Unterfchied zwifchen Dden
awei Werten Ly und [m'n’ beliebig flein ird.

gehrjaty 7.

a. Qebed {diefe Prisdma ift gleid einem
fenfredten Pridma, bdeffen Hobhe gleid) berx
Seitenfante, und deffen Grundflade gleid) bem
Querfdhnitt besd {dhiefen Prismas ijt.

h. Sebes Parallelfladh wird durd einen
Diagonalfdnitt palbiert.

Beweis. 2. Dasd jhiefe Prisma fei ABC.., ABC ..
(Fig. 50). Bwei gu ben -Seitenfanten AA‘, BB, .. fent:
redhte Gbenen, Deren Cntfermung = AA‘ ifjt, mbgen ben

Prismenmantel, begw. bdeffen Verldngerung nad ben Biel:

N SiteB 1= \,f"z — 141421 .., jo liegt 1 zwijcdhen Den ziwei
vationalen Saflen [ = 1,41421 und [ = 1,41422.
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eden DEF.. und D’E‘F’.. jdneiden; dann ift DEF. .,
> D’EF’.. bas fenfrechte Pridma, bdefjen

4 ,7 - Dibe gleih ber Seitenfante, und bdefjen
\ Grundldce. gleih bem Querfdnitt bes
5 ihiefen Pridmas ift. Nun ift DD = AA’,
ZiC e alfo aud) AD = AD, ebenjo BE = B/EY,
Foa CF = CF“, u. {. f.; ba bdiefe Streden
auf den fongruenten Bieleden DEF . . und
D’EF’. . fenfredht ftehen, fo Eonnen (ge-
mig L 7. a) bie zwei Polpeberjtiicte
DEF.., ABC.. und D'E'F“.., A‘B/C. .
jur Dedung gebradht werben und find
Zhot ity olfo gleid).  Fiigt man s jebem bas

P e Stiid DEF .., A‘BC’ .. binzu, o folgt :
(Rt Prisma ABC.., A‘B/C’.. = DEF..,
&ig. 50. DETF. ..

Anm. Collte ed8 nidht mdglich fein, einen Suerjdnitt DEF . .
su legen, der gang innerhalb ded jdhiefen Pridmas fillt, jo bringe man
beidbe Querjdynitte DEF . . und D'E‘F’ . . an der Berldngerung besd
Pridmenmanteld an. Dad jdyiefe und bas fenfrechte Pridma ftellen fich
dann a8 Differenzen gleicher Lolhederjtiice dar.

b. Jft ABCD, A'‘BC‘D’ (Fig. 51) ein fchiefminfliges

¢ ‘Parallelflach, und ift EFGH ein ur

e e 4 Rante AA‘ fentrechter Querjdnitt

: | besfelben, jo it EFGH (nad) I 2)

ein Parallelogramm, das durd) bie
1%  Diagonale FH in jwei fongruente
¢’ Dreiede zerlegt with. Nun find

’/ (nach) a) die zwei jchiefen breifeitigen
L;—*; Prismen ABD, A‘B'D’ und CDB,
4’ C'D’B’, in bie bad Barallelflach
Fig. 51. burd)y den Diagonalihnitt BDD’B-
serlegt wird, eingeln gleich den jenfredhten Prigmen, deren
Grunbflachen jene jwei fongruenten Dreiecte, und deven Hihen
gleih) AA“ find. Diefe fenfrechten Prismen aber jinb fon-
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gruent (nady IIL. Ginl. 3. a); folglid) find aud) bie jdhiefen
Pridmen einander gleid.

fehrjaty 8.

a. 3wei Baralleliflade, die eine Grunbd-
flade gemein haben, und beven andere Grunod-
flahen in Derjelben Cbhene liegen, find gleid.

b. Seded Parallelflad [daft fidh in einen
Quabdber von inhaltdgleiher Grundilide unbd
gleidher Hobhe vermandeln,

¢e. Der Inhalt eines Prismas ift gleid
bem Prodbuft ausd Grundflade und Hohe.

Beweis. a. ABCD (Fig. 52) fei die gemeinjdajtliche

(v':r

/

..\ .U

\iiz

A T S

A 7
Fig. H2.

Grundfladpe der wei Paralelffache, A’B/C’‘D’ und A“B“C“D”
jeten Die wei andern Grumdflichen, bie in der ndmlidjen
Gbene liegen und fongruent find. Verlingert man bdie Seiten
A‘D’, BC’ wnd B*A¥, C“D“ bi3 zu ihrem gegenjeitigen
Sdnitt, o entjteht in derjelben Ehene ein drittes Larallelo:
gramm A“B“C/D*, bas mit den pwei vorigen — und
aljo aud) mit ABCD fongruent ijt. Weiter find Ddie Ber-
bindungsftreden der entfpredhenden Eden von 1 AN I L B
und ABCD parallel, (benn es ift 3. B. AA“ | BB, weil
AB 4 A“B#), Daber ift ABCD, ABC”D" ebenjalls
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ein Parallelflad. — Nun jind die zwei dreijeitigen Pridmen
AA‘A, BB‘B” o DD’D*,CC/C gleid), da fie zur
Decdung gebrad)t werben fonnen, (denn bringt man bie fongr.
Grundflacdhen AAA und DD'D sur Decung, fo miijjen
fidh, nach IL nb. 27, aud) bie Seitenfanten beden). Sub-
trabiert man jedes diefer bretjeitigen Pridmen von dem wvier-
jeitigen Pridma ADDA’, BCC/B’, fo bleibt: Baralelflad
ABCD, A“B“C“D** = ABCD, A‘B‘C’'D’. Gbenjo beweijt
man, dap ABCD, A“BC“D** = ABCD, A“B“C“D“ ijt.
Folglidh ift audy ABCD, A‘B‘C‘D‘ = ABCD, A“B“C“D*.

b. ABCD, EFGH (Fig. 53) fei ein jdiefwintliges Pa-
7 7 vallelflach. Crridhtet man auf dex
A Cbene be3 als Grundfliche be-
tradyteten Parallelogramms ABCD
in A, B, C, D bie Senfredten,
welde die Cbene EFGH in 1, K,
L, M {dneiven, jo entfteht ein
neued Parallelflach ABCD,IKLM,
pag (nad)y a) gleih Dbem ur
jpriinglichen ijt. Betradhtet man
bievauf ABKI al8 Grunbdildche
ek pes neuen Parallelflachs und er-

Sl e vidhtet auf der Cbene ABKI in A,

B, K, I bie Senfredhten, welde die €bhene DCLM in O, N,
P, Q jdneiden, fo entjteht ein dritted Varallelfladh ABKI,
ONPQ, pa3 (nach a) gleidh Dem vorigen und alfo aud
gleid) bem uripriinglichen ift. Diefes bdritte Pavallelflady ift
aber nach bder SKonftruftion ein Duaber. Betradhtet man
in ipm ABNO al3 Grundflade, fo ift bdiefe gleih bder
Grundilahe ABCD bed urjpriinglichen Parvallelflachs, und
e3 find bie zugehirigen Hohen in Duaber und Parallel:
flady gleich.

¢. Die Grundilihe ABCD bdes Parallelflachs ABCD,
EFGH (Fig. 53) jei = G, bdie zugehdrige DHohe = h;
dann ijt:

K
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Barallelfl. ABCD, EFGH = ABNO, IKPQ (nad) b)
= AB. AO. Al (III. 6)
=

Solglich it der Saf bewiefen fiiv ein Parallelflad.

Hat man ferner ein dreifeitiges Pridma, dejjen Grund-
flache = G, Hihe = h ijt: jo ergdnze man dasd Pridma jum
Pavallelflach, inbem man jeine dreiectige Grundfldcde zum
Parallelogramm erginzt. Das leptere it dann = 26, folg:
lid) pag Parallelflah = 2G.h. Der Jnbalt desd breijeitigen
Prismas ift aber halb jo grof (L 7.Db), alfo = G&.h.

Gin mebrieitiges Pridma endlih, bdeflen Grvundilide
= G, Hibe = h, Snbalt = K ift, [aft fih dburd) Diagonal:
jhnitte, bie durd) eine Seitenfante gelegt werben, in lauter
breifeitige Prismen von ber Hohe h zerlegen. Sind nun
g, 83, Sg - - - ihre Grundflacden, k,, k,, kg ... ihre
Snbalte, fo ijt:

K=k, +kq+ ks +...
=g1h+geh—l—g3h—f—...
=g, +8: +8g;, +...)h
= G h.

Bujab 1. Demnady find zwei Prismen gleid), wenn fie
gleiche Grundflichen und gleiche Hohen haben. — Bmwet Prigmen
yon gleichen Grundffiichen verhalten fih twie ihre Hohen, wnd
swei Prismen vou gleidhen Hoben verbalten fid) wie ihre Grund-
flachen. — Jn et gleichen Prismen verhalten fich die. Grund-
flichen wmgetehrt wie bdie Hopen; und: verfalten fich) in gwei
Rrizmen die Grundflachen umgetehr wie die Hihen, jo find fie
gletd).

Bufab 2. Der Inbalt eines Prismas ijt gleidy dem Pro-
butt aud Quecfhnitt und Seitenfante (LLL 7. a).

gehrjat 9.

Xt der Halbmefier eined Cylinderd =r,
jeine Hohe=h, jo Ut
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a, dber Jnhalt: = 1mh,
b, ber Mantel: M=2rx=h,
¢. die Oberflache: - O=2rxm(r +h).

Beweid. a. Der Cylinder fann als Prisma betradtet
werben, deffen Grundfldde = rin ift (IIL. Ginl. 3. d). Daber
ift fein Jnbalt (IIL 8. ¢):

K =1r*zh.

b. Der Mantel ift (nach) 1. Cinl. 3. d) gleidh einem
Redyted, defjen eine Seite — 2rx, deflen andere Seite — h
ift; folglidy ijt:

M=2rnh.

¢. Die Dberflade jest fidh sujammen aus dem Mantel

und den zwei Grundfveifen; folglich ift:
O=2rnh + 2rx%
=2rn(r+ h).

Bujag 1. Die Dberfliche eines Chlinders ift (nad) ¢) gleidh
vem Mantel eined um den Halbmefjer erhihten Cylindersd. — it
bet einem Eylinder die Hihe gleid) bem Halbmefjer, fo ijt jein
Mantel gleich) der Summe der zwei Grundfldchen ober gleich ber
Hilfte der Oberfliche.

Bujap 2. Begeihuet man bei einer cylindrijden
Ribhre die Hohe mit h, die Halbmefjer der 3ivei fonzentrijchen
Grundiveife mit R und r, die Dide mit d, fo ift der (maffive)
Snbalt ber Rihre:

K=R'—r’)7h = R+r)(R—r)xh
= (2r + d)dxh.

$ehrja 10.

a. Jeber Parallelfdhnitt einer Pyramide
tjt ein ihrev Grundflade dhnlihes Vieled.

b. Parvallelfdhnitt und Grundiflade ver-
balten fid) u einanber wie dbie Quabdrate ihrer
Cntfernungen — obder bex ECntfernungen ent-
ipredender €den — von der Spige der By-
ramibe.
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Beweiz. a. Die Pyramidbe fei S,ABCD . . (Fig. 54),
per Bavalleljhmitt jei A‘BCD’...

Nadh 1. 2 find je swei entfprechende i

Seiten ded Varalleljchnittes und ber AN
Grundflade parvallel, daber (nad) '-.,\-._\

L. 4.b) je zwei entjprechende Win- e

fel gleidh. Ferner folgt aus ber AfZAp U
analleliidt bor Soiten: DL BB /A

e o A
il o0 OD oy s e op

= b e T

swet Bielece haben aljo die Wintel
eingeln gleid) und die entjprechenden
Geiten proportioniert, jind folalidy dhnlich.

b. Sind SP und SP’ bie Entfernungen der Spige von
¥ R o
SA — 8P
(I. 14. 3. 3). Pa nmun ABCD‘. . ABCD .., jo ijt:
ABOD . T ABE T BT RPT
ABCD o AR R

Bufap 1. Beide Sie bleiben giiltig, awch wenn die mit
ber Grundilache pavallele Schnittebene nicht bdbie Kanten jelbit,
jondernt Deren Verldngerungen itber die Spie {dhneidet. E3 {ind
bann die etnzeluen Seiten der Sdnittfigur mit den entjprechenven
Seiten der Grunbdjliche pavallel und entgegengejept-ge-
vichtet. _

Bufap 2. Sap a gilt and) umgefehrt: Liegen 3wei
afnliche BVielede dahnlich, d. . jo, daf ihre entjprechenven
Seitenn pavallel find, Jo jchneiden fjich die LVerbindungdlinien
jamtlicher Paare entjpredjenver Eden i einem Punft, weldper
der Yhnlichfeitspuntt bder zwei Vielede bheift. Seine
Entjernungen von je ivei entjprechenden Eden verhalten fid) ivie
awei entiprechenbe Seiten.  Je nachdem die entjprechenden Seiten
gleich- ober entgegengejetst- gevichtet find, fiegt der hntichEeits-
punft auferhalb der LVerbinbungsjtreden dber entjpredjenden Ecken

Fig. 54,

per Grundflade und vom Pavalleljchnitt, jo ijt:

femmevell =Haud, Sewcometrie. 7. Aujl. 10
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ober innerhalb, und Heifst demgemdR &ufever Ahnlidhfeitdpuntt
ober inmerer fulidhleitdpuntt.

Bufag 3. Nad) Suj. 2 entjteht ein Phramidenvumpj
(III. @infl. 10. a), wenn man von wei dhnlichen Vielecferr, deven
entjprechende Seitenn pavallel und gleid)- gerihtet jind, bie ent:
jprechenden Ecfen verbindet und durc) die entjprechenden Seiten
Ebenen legt.

fehriaty 11.

Bwei Pyramiden, die gleidhe Grunbdbijladen
und gleidhe Hoben haben, find an Raum gleid.
Beweis. Die zwei Pyramiven (Fig. 55) tonnen jwijden

s A \
NN A7)

/L I[ \ \‘ / R ..'" ,
1P N o ek
<\ s e
: R __:(,- } \\. -\.I_‘d_-_-.a-f _1'

h\Q\‘L——./ | N, \\ \\ ;_:,-':-rf"_];

: =i o \ L |
| = SOy 1
o LWL F s | S e e
T T femp T \:":--*" |

LA SO i \\\ lini=
Al

&ig. ob.
jwei pavallele Cbenen gelegt merden, jo daf die Grundfldden
in ber einen, die Spigen in der anbern liegen. Teilt man
pann die Pyramidenhohe H in n gleiche Teile und legt durd
jeden Teilpunft eine zu jenen Cbenen patrallele Ebene, fo
erzeugt jeve derfelben in ben zwei Byramiden Paralleljdhnitte
vont gleicher Groge. Denn find bie Grundilddhen = G und
G*, die Pavalleljdhnitte = ¢ unbd g’, und it deren Entfernung
von den Spiken = h, fo ift: t‘:’?hﬁ _gi (III. 10. b); ba
3 P | L b ;
aber G = G/, jo ijt aud) g = g’ — Man denfe {ih nun in
jever LPyramide jwijden je 3wei aufeinanderfolgenden Pa-
valleljdnitt - €benen ein fenfredtes Prisma erridhtet, bdefien
Grundflache immer der grofere der ywei Pavallelihnitte fei;
vadurd) entitehen zwei aus je n Pridmen zujammengefeste
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itafrelidrmige Sorper, deren Kerne die zwei Pyramiden bil:
ber,  Jebes Prisma bder einen Lyramide ift (nad IIL 8.
3uf. 1) gleih dem zwijdhen benfelben Pavallelebenen [ie-
genden Pridma bder anbern Pyrvamibe; aljo find aud) thre
Summen, 0. h. dbie zwei jtaffelfdrmigen SKdrper einanber
gleid). Dies gilt, wie grof auch n genommen werden mag;
die zmwei Korper find alfo aud) nod) gleid), wemn n = oo
witd. Dann aber gehen bie jtajfelfdrmigen Kdrper in bdie
Byramiden felbjt iiber; folglid) find aud) die zwei Pyra-
miben gleid.

Bujap. Der obige BVeweid faun unmittelbar iibertragen
werden auj et Korper von irgend tweldjer anbern Form, io
paf man den allgemeinen @Sah hat (Sap des Cavalieri):
YLiegen zwei Kivper zivijcdhen denjelben jwer parallelen Ebenen,
und terden fie bon jeder beliebigen dritten Ebene, bie ben 3iwel
erften parallel ift, nach flacdhengletdhen Figuren gejchnitten, fo
find jie an Raum gleich. EB jind ferner nicdht blof bie gangen
Rbrper gleich, jonmdern aud) irgend zwet Sdyidhten berjelben,
pie zmwijchen den ndmlichen Paraleljchnitt-Chenen legen. — Audh
et die Sdhnittfiguren feine Vielecte, jondern frummlinige Fi-
guren (3. B. Kreife) jind, bleibt der Sap giiltig; Ddenn jebe
frummlinige Figur fann ald Vieled von umendl. vielen umendl
fleinen Seiten angejehen twerben.

Sehriat 12.

a. Jebesd dbreifeitige Prismaldaft fid in
brei gleiche Lyramidben zerlegen.

b. Der JInbalt einer Pyramide ift der
pritte Teil Des Snbhaltesd eines Pridmag,
pas gleidhe Grunbdbjldide und gleidhe Hohe
mit ihr hat.

¢. Der Inbhalt einer Pyramidbe it ber
britte Teil bed Produfted ausd Grundflade
und Hohe.

Beweisd, a. Dad bdreifeitige Prisma fei ABC, ABC/

10*
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(Fig. 56). Legt man duvd) bdie drei Efen A, B/, C eine
., Gbene, fo {jdneidet bdiefe von bem
Eian 'ZL{'_""-.IK Bridsma eine bdreifeitige Pyramide
B, ABC ab, und e8 bleibt eine vier-
A Vi | jeitige Byramide 1ibrig, deven Spife
' o | B, und beren Grundflache dasd MWa:
FAN s ) rallelogramm AAYCC ift. Diefe vier:
4, \ _ ( jeitige Pyramide wir durd) den Dia-
gonaljdnitt ACB‘ in zwei dreifeitige
o Byvamiden B, AAC’ und B, C“CA
51g. 56. serlegt, weldhe gleiche Grundfldchen
AAC = C'CA und gemeinjdajtlihe Spige B’, alfo gleidhe
Dipen haben, und bdaber an NRaum gleid) find (IIL 11).
Ilm weiter su Deweifen, daf auch die zuerjt abgejdhnittene
Pyramibe B, ABC gleid) einer der gwei lesteren, 3 3.
gleih) B, C'CA ijt, betrachte man in Deiben die Gde A als
Spige; dann Haben fie gleihe Grundflahen CBB’ = BCC
und gemeinjchaftliche Spige A, find folglih gleich (IIL 11).
Das Prisma ift jomit in brei gleihe Pyramiden jzerlegt;
jede Pyrvamide ift gleid) dem dritten Teil des Prismas,
b. Die Pyvamide jei A‘, ABCD .. (Fig. 57). Man

P lege burd) A’ eine Ebene parvallel

S /’ﬁ\ gy B (-.ﬁ‘flllle.[fviEij und j3iehe durd

- /}L\”;‘?’J’ i B,C,D.. bie Parallelen zu AA’,

/ |\ | weldye die Cbene {dneiden in B,

7 ;"f i ;. C/, D*... Dadurd) entfteht ein

AT e L Prisma ABCD . ., A/BCD . .,

_ // Ao A pad diefelbe Grundilahe und gleidhe

Bl jL “H Hohe wie die Pyramide hat. Die
&

ourd) AA‘ gelegten Diagonaleberen

. pe3 Pridmas find aud) Diagonal:
ebenen der Pyramidbe und teilen fie in lauter dreijeitige
Pyrvamidben. Von bdiefen ijt jede (nadh) a) der dritte Teil
bed breifeitigen Pridmas, das mit ihr die namlihe Grund-
flide hat. Daber ift and) die Summe aller Pyramiden ber

"',Q_

o=
oIT
-
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britte Teil der Summe aller Prismen, oder: Pyramivde
A4 ABCD .. = § Prisma ABCD .., ABCD ... Damn
aber ijt die Pyramide auch der bdritte Teil jeded anbdern
Prismaz, das gleidhe Grundflacde und gleihe Hohe mit i
hat (IIL. 8. Zuf. 1).

¢. St der Subalt ber Pyramidbe = K, die Grundildcye
— @, bie HOhe = h, fo ift ber JInhalt eines Prismasd von
gleiher Grundffache und gleicher Hohe = Gh (IIL. 8. ¢),
folglidh (nach b) der Jnbhalt der Pyramide:

K =1Gh.

Bufap 1. Swei Pyramiden von gleiden Grundildden
b gleidhen Hihen jind gleich. — Jtvel Pyramiden bon gleichen
rundiliichen verhalten jich toie ihre Hihen, und zivei Pyramiven
von gleichen Hiohen verhalten fidh) wie ihre Grundilachen. — Su
swei gleichen Pyvamiden verhalten jicd) Ddie Grundfldden umge:
fehrt toie Die Hifen; und: zwei Pyramiden find gleid), wenn fich
bie Gsrundilichen umgefehrt wie die Hihen verhalten.

Bujat 2. SIn zwei dhnlidyen Pyvamiden jind jamtliche
Paare entjprechender Strecen proportioniert. Sind daber bie
@runbflichen = G und G', die Hohen = h umd b, und trgend
et entfprechende Streden — a und a’, fo 1jt:

h a G P e K 1 G h a’®

b T A wd g = g baber: 5 = 3G T at
D. §.: Die Jubalte dhnlider Pyrvamiden verhalter fich tvie bie
Ruben entjprechender Streden.

Bufa 3. Hat man wei dhnlide Polyedber und
serfegt fie bom et entjprechenven Eden aud in Pyramiden
(IIT. Ginl. 9), jo find von Ddiefen je zwei entjpredjende dhnlid) ;
Auj. 2 gilt alfo fiix je swe entfprechende Pyramiden , folglid)
audy fitr thre Summen, d. h.: Die JInhalte dbh nlider
Polyeder verhalten jich wie die Kuben entipreden=
ber Streden. — Da ferner die Flacheninhalte je ziveter ent-
iprechenden Fldchen fich verhalten tvie die Quadrate entfprechender
Streden, fo gilt dies aud) fitr ihre Summen, d. b.: Die Dber-
flahen dhnlidher LBolyeder verhalten jid) wie die
Quadrvate entjpredender Streden. Died gilt jotohl
fite Bolyeder, Ddie gleichjtimmig dhnlic), ald fiiv jolche, bie nu-
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gleichftimmig dhnlich find. Namentlich folgt: Bwet jymme-
trifdye Polyeder haben gleidhen Rauminhalt und
gleiche Dberfldde.

Sehriaty 15.

St dber Halbmeffer bes Grundfreifed eines
Regelg=r1r, feine Hobe="h, Jeine Mantellinie
=8, 10 it

a. ber Inhalt: Ki=&r¥th, o
b. ber Mantel: M=rns=rnVr?®+ h?

e. die Dberflade: Q@ =r1rm{+s).

Beweis. a. Der Kegel fann als Pyramide Detradtet
werden, deren Grundflidhe = r?= ijt (IIL, Einl. 8. d). Daber
ijt fein Jnbalt (III. 12. ¢):

K=}{r'z.h.

b. Der Mantel des Kegeld wird bei der Abwidlung
ein freisausidnitt (II1. Ginl. 8. d), dejfen Halbmefjer = s,
und deflen Vogen = 2r= ift. Somit ift:

2rm..
M=—=rnxs,

obet, ba s = Vr? + h? ift:
M =rnVr®+he.
¢. Die Oberflade ift gleih Grunbdirveis plus Mantel, aljo:
O'=1r'n 4 reus
= r7m(r + ).

Sehriaty 14.

Sind bie Grundfldden eines Byramiden:
tumpfed = G und G/, und ijt jeine Ho6he = h, fo
it fein Inhalt:

K = {‘, (('} + VGG + G )
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Reweis, CGrgangt man den Pyramidenvumpf ABC . .,
ABC .. (Fig. 54, ©. 145) sur Pyramive und Dbegeidhnet
bie Hihe SP ber gangen Pyramidbe mit x, bie Hohe SP’ ver
Grgdngungdpyramibe mit y, fo bat man juv Beftimmung
pon x und y bdie zwei Gleidungen:

x G ;
= \«—.]-—- A1 EctGh
Sy \‘.-"('i’
Rt Y = l! :
Hievaus folgt:
= Siol Vi B
e \r? hyi s \x’FG"
._.'. [.. y f{ji "
x = h— i 1—.-‘ - y=h _\‘ 2 _
\,G .\.-"Gr \.-“( i \Irl.r 3

Nun ift (mady 1L 12. ¢):
Ox o Gy

h GyG . GG

3 \’#":?_ ; vff}_l‘

0 (n- + VGG’ + (_-:f) :

G

K =

Bujap. Demnad find et Pyramidenviimpfe gleid), wenn
ihre Grundflachen und $Hihen begtv. gleicy find.

gehriat 15.

Die Halbmejjer der Grundfreife eines
HiegelrumpfesTeiert:r b v/, Jeine Mantel:
linie jei = s, bie Strede Ded Mittelloted der
Mantellinie swifden diefer und dber Adhie
= p; bann ift

a, pier [nbalt:

K = F; (rz + rrf + I"z); (1)

b. der Mantel: M= (r +1')ws, (2)
pher M=2p=h. (3)
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Beweid. a. Der Kegeleumpf fann als Vyramidenrnmpf
angefehen werben, in weldem G = r?z, G/ — 'z, aljo
VGG = rr‘m ift. Daber ift (nad) IIL 14):

) wh / )
) = <2 _!, et B 2 ] = (I }
K 3 Ll rr’ + 1 s

b. Ergdnt man ben Kegelvumpi zum fegel nnd De-
seichnet die Mantellinie bes gangen RKegels mit x , biejenige
ves Crginzungstegels mit y, jo ift:

X r
y HiE :
oty |
woraus folgt:
X ) y i
i s r—u
I 1’
X = 8 = Y ==5 T |
FR==r=f? e T o !
Jun ijt (nady II1 13. b): i
5 : r¥ — 1 |
M= ynx - 'Ry = 8% -
BT
= (r + 1) xns. (2)

JSit fevner ABB/A” (Fig. 58) der halbe Achfenidimitt des i
RKegelvumpfes (AB = r, A'Bl=1#/, AA’="h, BB = s), \
und ervidhfet man auf BB in N pas Mittellot, bad bie |

Adije AA  in P {dhneidet, fo ijt NP = p-
A Falt man BC_LAB und NM L AA/, fo |
! 0 . MN > B ‘
5 ; it A MNP« CB‘B, babet: \l;: — ;J;;]]_’} / i'
p \ ober: 5 (x4 lf] e L X (r+1)s=2ph. }
o e jjf p 8 : : 4
Dies eingefest in (2) giebt:
&ig. 58. M =2pxh. (3)

Jujag 1. ®leiung (3) gilt aud) fiir den gangen RKegel;
pemt ein RKegel fann angefehen twerben ald Kegeleumpf, deffen
eiter Grundfreid Null ift.
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Bujap 2. Gleidung (2), in der Form: M = 2 > T) Fns
qefchrieben, befagt (pgl. IIL 9. b), paf der Mantel des Kegel-
rumpfes gleich dem NMantel cined Eylinderd ift, deffen Hibe gleich
ber Mantellinie, und dejfen Halbmefjer gleic) dem arithmetijdhen
Mittel Der Grundfreis - Halbmefier ded Kegelrumpfesd ift. —
@leichung (3) lehrt fermer, bap Der MNeantel ded Regelvumpjes
gleich dem Miantel eined Cylinderd ift, der bie gleihe Hohe, und
bas Mittellot der Mantellinie jum Halbmefjer Hat.

Bufat 3. Soll der Mantel in der Hibhe und den ivei
Grundtreis-Halbmefjern audgedriidt werden, fo ift in Gleichung
(2) fiir s au jepen:

s = h® + ="

Sehrjaty 16.

Sind die Grundflahen eines Prismatoibes
- & und G, und ijt ober Mitteljhnitt = M, die
Hihe = h, o it ber Inhalt:

K= _los0 4 ,\1.)-
6\

Weweis. Die Grundilagen feien (Fig. 59) ABU.. = G
o FGH . . = G, der Mittelfdhnitt fet KLM .. = M. DMan
serlege den Mitteljdhnitt von =
einem in fjeinem Jnnern De- e e
liebig gewdhlten Punft T aus ot e
in bie Dreiede TKL = A, (o eseN B
TLM = A, u §. f. Berleat e e ] "'-\_\ .
man ferner bas Pridmatoid e
pon demfelben Puntt T aus < s W
in Byramiven (I €inl 9), | | \
o zerfdllt e3 in 3 Hauptteile: g sl et

, ORI
m f l e _i, ! LN | "\I
1) Pyr. T,ABC.. Lz it e \
h :

s

2) Pyr. TEGH.. =3 9/ Fig. 59.

3) alle breifeitigen Pyramiben, Ddeven Grundiladen Ddie
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Geitenflacdhen bes Pridmatoides bildben. Gine diefer lefiteren
Byramiden jei T, ABF; von ihrer Grundfliche ABEF wird
burd) vie Seite KL des Mitteljhnittes ein ihnliches Dreiec
KLE mit balb fo grofen Seiten abgefchnitten: baber it
A ABF = 4. A KLF, und folglich Pyr. T, ABF = 4. Byr.
T, KLF (II. 12. Bujf. 1). DBetvadtet man nun in Byr.
T, KLF a8 ®reied TKL = Ay ald Grundflade, Jo e

giebt jid) ihr Jnhalt = 3 1&1;; folglich ijt Pyr. T, ABE

h s : A o
=4.3A0,,=5A,h. Die Summe aller dreifeitigen
Pyramiden ift daber = 2 (A, + A, +. =M e —

Der Jnhalt bes ganzen Prismatoides ift fomit:

K = LG E + 1 G 121 + 2Mh
iy 3 %
= 6 ((I + G + 4”) -

Bujap 1. Sn diefer Formel find alle im borvangehenden
betviejenen Juhaltaformeln afd fpesielle Falle enthalten (bgl. IIL,
Einl. 12). Beim Pridma ift G=G'= M. — Bei der Byra-

mide it G' =0 M= ; (IIL 10. b). — BVeint Pyramiden:-
rumpy jmd G, G' und M dfhnlich; find alfo a, a', m drei ent-
Jprechende Seiten, fo find a, a', m proportioniert mit VG, VG,

S Bl e e A G Ao
VIL; ba mm m=""T" o ift qudy A=V '?-V ., alfo

G4+ 2 \_I'IGG" + G
4

Bujah 2. Biele Polyederformen, die jutveilen afs bejon-
beve Typen aufgeftellt werben (3. B. mit den Benennmungen :
Vbelist, Ponton, Antiprisma, Untivhramidenvrumpf,
Antiobelist, Sphenizt, Walm, u i §) find al3 einfache
Prizmatoide zu betvachten und nad) der Pridmatoid-Formel 3u
berechnen.

AL3 Betjpiel fitr bie Bevedynung diene das jdhiefabgefdhnit-
tene dreifeitige Prizma. Sind von ifm geg.: die dbrei Pa-

M —
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vafleffanten a, b, ¢ und ber zu ihnen jenfrechte Duevjchnith
Q, fo betrachte man Ddad Erapej mit den Geiten a und b
als Grundfldhe G, bdie Kante ¢ ald Grunbdflade G. Be
seichnet man die Euifernung der Rantert a und b mit e, und die
Eutfermmg Der Rante ¢ bom Der FTrapesfliche G mit h, fo

i ' T S . P S = cll
jtellt h die Hihe ded Pridmatoides vor, wd 3 1t W =
(v P ; o P = oLt i § 3. 3 a 'J|' b

Die Grundflachen bes Rrismatoives find: G = —5— ¢,

G' = 0; ber Mittelichnitt M ift ein FTrapes mit ben Pavalz
Lk a-+c b+e gL &

{effeiten —5— umd —5— umd Dev Hihe 5 alfo ijt:

a+b+2c

G Hiernad) ergiebt jid):

I:\'J| o

h /fa+b e
K = 6_( 9= it (a—‘rh—l—%)-?)

__he b :
= (a + b +0)

.a+h+c
= Q 5 ;

Dasd jdhiefabgejchnittene oretfeitige Brisma iff alfo gleid) einem
fenfrechten Pridma, defjen rundffide dex Darerfdnitt, 1nd dejjent
Hihe das arithmetijde ittel swifchen den Pavallelfanten bez

ichieiabgeidnittenen Prizmas iff.

17—20: Berednung der Fugel. Guldins Reael,

Sehriaty 17.

Sit bet Halbmejfer einer Rugel=R, o ift
a. Der Inbalt: K = 4¢R°x,
bh. bie Dberflade: O = 4 R®r.
Beweis. a. Man denfe fidh auf dem Grundfreid einer
pon Der Sugel abgejdhnittenen HalbEugel einen Gylinder
exvidhtet, Deffen Hibe gleid) dem Halbmefjer ift. uf bem
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