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176 [1I. Bud). Hnh. 1—4.

D. Anhang
von Lehefiaben und Aufgaben.

[. €ehridfe.
1—5: Allgemeine Polyederfike.

1. a. Die 3-fache Flachenzahl oder Ecengah! eines Polyeders
liegt sioijden der 2:-fachen RKantenzahl und der um 6 vermehrten
einfachen Rantenzahl:

2K 2 3F > K +6.

2K 2 8E > K + 6.
(Da jede Flide mindeftend 3-feitig und jede Gefe minbdeftens
3-fantig ijt, jo it W oder 2K > 3F und > 3E. Das iih
vige burd) Rombinierung bdiefer Ungleichungen mit 111 1.)

- b Die 2-fade Flahenzahl eined Polyeders liegt ztwijdjen
per um 8 vevminderten 4-fachen Ederzahl und der um 4 ver-
mehrien einfachen Gdenzahl. — Die 2-fache Ecenzahl eined Po-
[peders liegt sivijchen der wm 8 verminderten d=fachen Fldadenzah!
und der um 4 vermehrien einfachen Flachenzahl:

4E—8 > 2F > E + 4,
4F—8 > 2E > F + 4,

2. a. (65 giebt fein Polpeder, in bem alle Flachen mehr
al8 5-feitig find, oder in dbem alle Gen mehr als 5-fantig find.
(HL Anh. 1. a.)

b. @8 giebt fein Polyeder mit 7 Fanten. (ILL. Anfh. 1. a.)

7 3. Bildet man von einem Polyeber ein ebenes Nep
und fiigt diefes iwieder ju einer gejhloffenen Polyeberoberflache
jo aujammen,’ daf je zivei Randlinien des Jehes, die vorfer U
etner Qante veveinigh waven, wieber ju einer Rante vereinigt
werden, daf aber die vorherige Aupenjeite der Polyederoberfliche
mmmehr guv Jnnenjeife wird: fo ift dad new entjtandene Poly-
eoev gu dem uripriinglicdhen jymmetrifh. Aus jedem ebenen et
laffen fich alfo glwei jymmetrijhe Rolhederformen Herftellen.

4. a.  Bieht man von jamtlichen Ecen eines Polyeders in
verfelben Richtung pavallele und gleiche Strecten, fo beftimmen
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deren Endpuntte die Ecden eined zweiten Tolhederd, dad mit
pem exften fongruent ijt.

b. Bieht man vpon den Ecden eined Polheders nad) einem
PRuntte Strecten und verfdngert jebe iiber den LPuntt um jich jelbit,
jo beftimmen die Endpuntte der Verldngevungen die Ecken ecined
atveiten Polpedersd, dad mit dem erjten jymmetrijd) ift.

¢. Fallt man von den Ecen eined Polyederd die Sentrechten
auf eine gevade Linie und verldngert jede fiber ihren Fufpunit
um fich) jelbft, jo bejtimmen bie Eubdbpuntte der Verlingerungen
bie Gcen eines zweiten Polyeders, bag mit dem erften fon-
gruent ijt.

+ 5. a, Bieht man von einem Punft S nad) den Eden
eined Polheders Streden und teilt diefe {dmtlich in dem nim:
fichen BVerhiltnis, jo Deftimmen bdie Teilpunfte die Ecden ewned
stveiten Polyeders , dad mit dem erjten dhnlich ift, und zwar
gleichftimmig dahnlic) oder ungleichftimmig dhnlid), je nachdem die
Teilpuntte auf derjelben Seite vom Wuntt S angenontmen twerden,
auf der bad uripriingl. Polyeder liegt, ober auf der entgegenge-
jeten Seite. Biwei entjprechende Kanten ber zivei Polheder ver-
halten fich toie die Gnifernungen jtveier entjprechenden Eckent vom
Punit S. (Vgl, II. Anbh. 18.)

T b. Der Sap: L 10, Buj. 2 gilt aud) fitr dhuliche und
dhrlicy liegende Polyeder. Je nacd)dem die el PBolyeder gleid)-
ftimmig @hulich oder ungleichftimmig &hulic) jinb, jind bei ber
ifnlichen Lage je jwei entjprechende Kanten gleid)-gerichtet oder
entgeqengefelt-gerichtet, und ijt der Uhnlichleitapuntt ein dupever
ober ein inmnerver.

c. Drei dhnliche und dhnlich liegende Bielede ober Polyeber
haben gujammen drei Ahnlichieitdpuntte (und ivar entiveber dret
Gufere ober einen dufeven und el nere), weldje in gerader
Qinie [iegen (dufere ober inrere dhnilichteitsadie). (Bal.
IT. Anfh. 19. — Man betweife, daf die drei Alhnlicyteitspunite in
awei Ebenen, und folglid) in deren Sdnittlinie fegen miifjern.)

6—13: Prisma.

6. a. Der Rauminbalt eined Wiirfeld , defjen Rante bdie
Summe zweier Streden a und b ift, ijt gleid) bem Wiirfel aus

fommerell- Haud, Steveometrie. 7, ufl. 12
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per Rante a, plud dem dreifachen Duwaber aud a, a und b, plus
vem dreiffachien Quaber aud a, b unb b, plud dem Wiirfel ausd b.

b. Unaloger Sap fitr einen Wiirfel, deflen Kante die Dif-
fereny zweier Streden ijt.

7. a. Jn jevem Duaber ijt bag Tuadrat einer Diagonale
aleid) der Summe der Duadrate dreier von einer Ede audgebhen-
ven Kanten.

b. Projiziert man eine Strede auf bdie drei Kanten eined
Oftanten (indem man von den Endpunften der Strede die Sent-
rechten auf die Kanten fillt), jo ijt dad Quabdrat der Strede gleid
der Summe der Qwabdrate ihrer drei Projeftionen.

8. a. Die Summe der Quadrate der vier Diagonalen eined
LBarallelflad)3 ift gleidh der Summe bder Quabdrate bder wdlf
Santen.

b. Die Summe der Quabdrate der jechd Diagonalfldcdhen
eined Larvallelflachsd ift gleich der doppelten Swmme der Quadrate
ver jech? Seitenflachen. (Man ftelle zuerft eine Beziehung anf
ywifchen 2 Diagonalfldchen und 4 Seitenfladjen, die jwijden den
nimliden vier LParvalelfanten liegen.)

9. a. Jebe durch den Mittelpuntt eines Parvallelfladh)d ober
pen Peittelpuntt der Adyje eined vequl. ‘Pridmad von gevader
Seitengahl (Eylinders) gezogene und von der Oberflache begrenzte
Strede wird in jenem Mittelpuntt Halbiert.

b. Jebe bduvc) dem WMittelpuntt gelegte Schnittebene teilt
den @orper in jwet {ymmetrijdhe Teile.

¢. ©duneidet man einen Eylinber durd) jiwei beliebige Ebenen
(die ficd) fjelbjt nicht innerhalb ded Eylinderd jchneiden), jo hat
dag wijden thnen enthaltene Ehlinderitiid gleiden Jubalt und
gletche Mantelflache mit einer Jone ded Cylinders, die das Stiid
der Achje swijchen den wei Schnittebenen zur Hihe hat. (Vgl.
audy ILII. Anh. 12. c.)

10. a. Jedem Qnader [t fid) eine Kugel 1wm bejdhreiben.

b. Jedem Jhomboeder *) [dft fich eine Kugel ein bejdjreiben.

11. a. Jeped Jthomboeder Fanm in ein vegulires jedhdjei-
tiges *Prigmatotd und e fongruente dreijeitige Pyramiden, die

) Unter , Rhomboeder” ift hier und im folgenben ftetd ein
Hhomboeder im engeren Sinne (vgl 1II. Einl. 5. b) verftanden.
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mit vem Pridmatoid die Guvundflacdhen gemein haben, zerlegt
werden. Die Seitenjlacdjen ded Pridmatoidd und der Phramiden
jfind fongruent, bie Hihen find gleich und fallen in die Haupt:
bingonale bes Rhomboeders. Daz Pridmatoid it = 3, jede
Pyramide — § ded Nhomboeders. :

b. Die Mitten von fehd Kauten eined Wiirfeld , die nicht
purch) die namlidhen zwei gegeniiberliegenden Ecen gehem, liegen
in einer Gbene und bilben die Ecen eimed reguliven Sed)zeds.

12. a. Sdneidet man ein Pridma durd) ewme beliebige
Ebene, fo fiegt der Flachen-Schwerpuntt dber Schmittfigur auf dex
Berbinbungslinie ber Schwerpuntte der zivei Grundfldchen. (Man
bew. den Sah zuerft fiiv ein dreijeitiged Pridma, zerlege ein
mehrieitiges Prisdma in lauter dreifeitige, und fonjtr. bie Sdywer-
punfte der Flachen iwie im BVew. von IIL 20. a. — Die Teil:
dreiecte der Schnittfiqur jind nach) T. Anh. 31 denen der Grund-
jlachen proportioniert.)

b, Der Sdjwerpuntt einer ebenen Figur projiziert fich als
Schwerpunit der Projeftionsfigur.

c. Der Inbalt eined jhiefabgejhnittenen mehrieitigen *Bris-
mad ift gleich bem Jnbalt eines fenfrechten Pridmas, das den
gleichen Querjdhnitt, und die Stredte pwijchen den Sehiwerpuniten
ber Endpolpgone zur Hihe Hat. (PMan bevechne den Snbalt
mitte(3 T11. 16. Buj. 2, und die Strecte ivijchen den ivei Schiwer-
puntten mittels ded &. 164 erwifhnten Trapes-Sapes.)

13. Gin Prisma wird von jwei Ebenen, bderen Miedian-
ebene fenfrecht zu ben Seitentonten iff, nad) fongruenten Biel:
ecfen gejchnitten (Wecdhjeljdhnitte).

14—29: Pierflad). Sdywerpunkt.

14, Die Summe der jed) Keile eines BVierflachsd liegt zroi-
ifen 4 R und 6 R. (Die Summe der fphir. Eyrzefie der Drei-
fante an ben vier Eden muf > 0 und < 4 R fein. Jum Bew.
bringe man bie Spigen ber vier Dreifante durd) Parallelver-
jhiebung in den Meittelpuntt einer Rugel.)

15. Die Mittellotebenen der 6 Kanten eined Bierfladhs
jchneiden fich zu je dreien mnach 4 Gevabem (den Mittelloten

per Flachen) und gehen alle 6 durd) eimen Puntt, mweldper
12%
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per Mittelpuntt der dem Bierflad) umbejdhriebenen
Qugel it

16. a. Die innmeren YPiedianebenen der jechd Kanten eines
Bierflachd jdhueiden fich zu je dreien nad) bier Geraben (den 4
inneven Medianen) und gehen alle jech durd) einen
Puntt, weldjer der Mittelpuntt der dem Bierflach einbejdhrie-
benen Qugel ijt. (IL Anb. 36.)

b, Die duferen Medbianebenen dreier in einer Fldche liegen-
ben Ranten und die inmeren Wiedianebemen bder bdrei dfibrigen
fanten jchneiden {ich zu je dreten mnad) bier Geraden und gebhen
alle fechz durd) einen Punft, welder der Mittelpuntt der dem
Bierflach an jene Flache anbejchriebenen Kugel ift. LVon
ben bier Geraden ift eine eine innere Yiediane, bdie drei anbern
find duBere Meditanen. E3 giebt 12 dupere Webianen und
4 anbejchriebene Sugeln.

c. Die inneren Medianebenen ziveier gegenitberliegenden
Rantert und die duferen Wiedbianebenen der vier itbrigen KRanten
{dneiden fich zu je dreien nach bier Geraben (duferen Piediamnen)
und gehen alle fech3 durd) einen Punft. Diefer ift der Mittel-
puntt einer Berithrungsfugel, die dem zweiedigen Scheitelfeilvam
ved Bierflachs an etner der zwei gegeniiberliegenden Kanten ein-
bejchrieben ijt. E3 giebt im allgem. 3 joldjer Kugeln.

d. Bon den 4 inneren und 12 duferen Medianen eines
Bierflachs jdhneiden fich aljp a) bie 4 immeren —, b) 4mal 3
dupere und le inmere —, c) 3mal 4 dupere in je einem Punft.

(€ine analoge Lage twie die 8 Kugelmittelpuntie Haben die
8 Puntte in I. Anh. Aufg. 10. b.)

17. a. Jebe (inneve oder dufere) Piedianebene einer Kante
eined Lierjflachd teilt die gegenitberliegende Kante in ziwei Teile,
pie fidh verhalten tvie die der erjten Rante anliegenden Flachen.
(III. 12. Buf. 1 undo L Anh. 20.)

b. Jede (innmere oder dupere) NMiediane eined BVierflachs
jchneidet die gegenitberliegende Fldche in einem Puntte, deffen Ver-
binbungalinien mit dben dret Eden ber Fldche diefe in drei Teile
teilen, oie jid) verhalten wie die drei anliegenden Fldchen.

18, a. Ript fidh in einem Bierflah) eine Kugel befchreiben,
oie jdmtliche fechd Ranten innerhalb der Kanten beriihrt, fo find
die brei Summen je zweier Gegenfanten gleidh.
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b. Sind bie drei Summen je jveier Gegenfanten -einesd
Biexflachd gleidh, jo jchmeiben fich bie Senfrechten, bdie auf den
vier Flachen in den Mittelpuntten ihrer einbejdhricbenen RKreije
errichtet twerden, in einem Punft, welder ber Mittelpuntt der
in diefem Falle vorhanbenen fantenbervithrenden Fnmen-
fugel ift. Auperbem gibt ed jech3 Kugeln, von benen jede eine
Rante und die Verldngerungen der viev anliegenden Yanten beviihut.

19. a. Gin Bierflach toird von einer zu zwet Gegenfanten
pavallelen Gbene nach einem Parallelogramm gejchnitten, dad
bie von den zwei Ranten gebilbeten Winfel enthilt. Jnsbejon-
deve bilden die Mittelpuntte Der vier gefchnittenen Ranten bie
Gden eined Rarvallelogramms, Defjen Seiten bie Hiljten der
swei Gegenfanten find. Jeded Bierflach Hat 3 jolche Mittel-
pavallefogramme. (BVgl. L Anbh. 14 und 13. a.)

b. Die drei Mitteltransverjalen (b. §. die BVerbin-
dungaftveden ber Mitten ztveier Gegenfanten) eined Bierfladhs
jhmeident fich i einem Punft und Halbieven fich in demjelben
qegenfeitig. (Sie bilden bdie Diagonalen der drei Mittelparal:
felogramme.) — Die Mittelpuntte aller st ziwei Gegentanten
parallelen Sdnittparallelogramme liegen auf dev zugehorigen
Mitteltransdverjale.

c. Bieht man in jeder bdev vier Fldchen -eines Rierflachsd
bic drei Berbindungaftveden der Kantemmitter, jo bilden Ddieje
12 Gtrecten die Ranten eined dem BVierflach einbejdriebenen
AUdytflads (Dftacders im mweiteren Sinn), bad Ddie Ddrei
Mittelparallelogramme zu Diagonalfliichen und die drei Mtittel-
trandverjafen zu Diagonalen hot. ©8 fann ald 6-feitiges Prid-
matoid, und jtwar mit jeder jeiner adht Flichen afg Grundildche,
betrachtet werben. — Daz Bierflac) bildet den palbfladhner
bes Achtilachs; es Fann ndmlich aud dem Achtflach entftanben
gebacht twerben bdaburch, bdaf bon peffen 8 Flachen 4 nidit tn
einer Rante zujammenftopende unterduiidt, und bie 4 iibrigen
(die den bier erften cingeln pavallel finb) evweitert werden, big
jie fich jchueiben.

d. Jebem Bierflach fann ein PVavallelflad umbe:-
fdhrvieben werden, indem duvd) jebe Rante eine Ebene parallel
s ibver Gegenfante gelegt wird, Die KLanten bed Parallelflachsd
find gleich und pavallel den Mitteitransverfalen deg Vierflachs.

|

|
F
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Umgetehrt Eonmen jedem Pavallelflach gioet Vierfladye etnbefdhrieben
toerben, deren Qanten die Diagonalen der Fladen ded Parallel
Hachs find. Sie fHaben die Mitteltrandverfalen uud die Mittel
parallelogrammte gemein und ftellen die 2 Halbflachner ded ihren
gemeinfdaftlichen Rern bilbenden eimbefchriebenen Achtflach2 vor,
defien Ecen die Wittelpuntte der Fladen ded Parallelflachd bilden,
unb dad dem Pavallelflad) zugeorduet heifit. Die zvei Bier-
flache, bon Ddemen jedbed dad Gegenbierflad Dbed andern
heifgt, find entjprechend -gleich, und zwar jymmetrijd); jte liegen
dhnlich und Haben bden Schnittpuntt der Mitteltrandverjalen jum
Ahnlichteitapuntt (IIL. Anh. 4. b). Jeded ift gleich bem britten
Fetl bed Parallelflad)s.

e. Segt man durd) bie Mitte jeder Rante eines Bierfladhs
eine Ebene fenfredht zu ihrer Gegenfante, fo jchneiden fich dieje
jechs Ebeneén in einem Punft, twelcher {ymmetrifch (tegt mit dem
Peittelpuntt der umbejchriebenen Rugel in Beziehung auj ben
Scmittpuntt der Mitteltrandverjalen. (Sab von Monge.
Ber. mit Hilfe ded Gegenvierflachs.)

20. Die Sdymwerpuntte aller Pavalleljchnitte etner Phyra-
mibe liegen in einer Geraben, welde die Spige mit bem Schiwer-
punft ber Grundfldche verbindet und die Sdhwerlinie der Py-
ramide heift.

21, a. Die jecdhd ©Sdhwerebenen eined Vierflahd (d. |.
bie durd) je eine RKante unbd die Mitte der Gegenfante gelegten
Ebenen) jdmeiden fich zu je dreien nac) den vier Shwer-
linien ded Wierflahd und geben alle jechgd durd) einen
Puntt, welder der Schmwerpuntt ded Vierflachs heit. Die
vier Schwerlinien teilen fidh tm Schwerpuntt gegenjeitig im Ver-
haltniz 3 au 1, jo dap die groferen Ubjdhnitte an die Eden
ftofen. — Die vier Pyramiden, in die dad Bierjlad) vom Schiwer-
punft aud zevlegt rerden fann, Haben gleichen Jnbalt.

b. Der Schwerpuntt ift identif) mit dem Schnittpuntt der
brei Witteltrandverjalen, und aljo identijd) mit dem Piittelpuntt
ved einbejdyriebenen Achtflachd und ded umbejcdhriebenen Parallel:
flach3.

Wnm. Vejteht ein Kdrper aud zwei Teilen, deren Rauminhalte

=k, und k,;, und beren Sdywerpuntte 8, und s, find, jo erhilt man

ven Sdywerpuntt S bed ganzen Korpers, tvenn man s,s, im BVerh.
By, = kg ik, feill y
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1 22. Teilt man bdie Schwerlinie (ML Anph. 20) ewrer
mehrieitigen Pyvamide im Verhiltnid 3 ju 1 jo, dap dev gripere
Abichnitt an die Spise jtoft, jo ift der Teilpuntt ber Schiver-
punft der Byramide. (Sap von Lionardo da BVinci. —
Man zerfege die Pyramide durch Diagonaljchuitte in Bierfladye.)

Mittels diefed Sabed famn man gemdf der vorjtehenden
Ynm. von jedem Polycder den Shwerpunit fon-
ftruteren, indem man e in Pyramiden zerfegt (ITL Eml. 9).

93, a. Die Summe der Duadrate zweier Gegenfanten eined
Rierfladge vermehrt wm dag 4-fache Duadrat dev augehorigent
Mitteltranadverfale ift gleich der Swmme der Tatabdrate der vier
anbern Kanten.

b, Die Summe der Duadrate der drei Meitteltransverjalen
ift gleich 1 ber Duabratjumme der jechs Ranten.

24, a. Dad Duabdrat einer Schwerlinie eined Vierflachs ijt
gleic) 1 der Duabratfumme Dder vom Dder namlichen Ccke aus-
gehenden Drei Ranten weniger § der Duabratfumme der dret
iibrigen Qanten. (Jft in einem A ABC pie & BC in M im
Ber). BM : MC = 1:2 geteilt, o ift: 2 AB*4 AC* = 3AM*
+ 6BM®.)

b. Die 9-fache Duadratiumme der viev Sdywerlinien ijt gleid
ber 4 -fachen Quadratjumme der jedh)3 Kanten.

e. Die Qutadratjuntme der Entfernumngen bed Sdhroerpunties
pon ben bier Ecen ift gleich der Duabratfumme der brei Mt
teftvanaperjalen. (IIL. Anh. 23. b.)

25, a. Der Jubalt eined Bierflach? ijt boppelt jo grop als
ber Qubalt einer Pyrvamide, bie ein Mittelpavallelogramm 3ur
Grundiliiche und die fiivzefte Entjernung ber el ihm paral:
lefen Gegentanten zur $Hohe hat. (IL1. 16.)

b. Qede durd) eine Mitteltransverjale cines Bierfladhs ge-
(egte Scnittebene feilt dad Bierflad) in atoei gleiche Teile. (Sag
pon Bobillier. — Die 3wel Pyramiden, die sijchen Der
Scnittebene und eivem durd) die Mitteltransverfale gehenden
Mittelparvallefogramm liegen, find glei.)

96. . Das rhombijche Bierilacd oder SphenoiDd.
Haben in etnem Bierflach je gvel gegenitberliegende fanten gleiche
Qéinge, fo find afle vier Flichen ongruent, und bie Dreifante au

alfen viex Gcen fongruent; das Piecflad ijt alfo gleidhedig

|
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gleidgflachig und heipt Sphenoid. Dag Jeh eined joldhen
erhalt man, wenn man durd) die Eden eined beliebigen, al3
Seitenflddye gewdhlten Dretedd die Pavallelen zu den Gegenfeiten
sieht. Jm Sphenoid find bie dbrei Mittelparallelogramme Rhom-
bert, (dafer aud) die Vegeichung: rhombijdhesd Vierflady).
Die dret Mitteltrandverfalen ftehen auf einanber jenfrecht. Das
einbejdjriebene Achtflach (IIT. Anh. 19. ¢) hat lauter fongruente
Slichen. Dad umbejdyriebene Ravallelflacy (I Anh. 19. d) ift
ein Databer.

b. Dad fymmetrijhe Sphenoid hat fongr. gletch-
|dentlige Dreiece zu Flachen. E8 hat alfo 4 gleidie Kanten
(Gegentanten-Paave); die zwei andern Kanten find u einander
rehtintlig. Die Dreifante find gleichihentlig. Ein Mittelpa-
rallelogramm ift quadratifd), die wei andern find Ffongruent.
Broet Mitteltrangverjalen find gleid.

27. a. Dad Dblong-Vierflad. Bilben in einem
Bierflad) zwei Kanten mit ihren Gegentanten vechte Winkel, fo ijt
oied aud) fiiv bad bdritte Kantenpaar der Fall. Die drei Pittel-
parallelogramme find Rechtede, (daher bdie Vez.: Oblong-
Bierflad)). Die drei Mitteltrandverfalen find gleich. Die Summe
per Luabdrate je ztveier Gegenfanten ift fonftant. Dad einbe-
jdriebene Achtflach befitt eine umbejchricbene Rugel. Das um:
bejdyriebene Parallelflach ift ein Rhomboeder (im weiteren Sinn).

b, Jm DOblong - Bierflac) jhneiden fich) die vier Hohen in
einem Punft (waé beim allgemeinen BVierflad) nidyt der Fall
ijt). Durd) bdiefen Punft gefen auch bdie Hirzejten Entfernungen
per drei Paave von Gegenfanten.

c. 3m Dblong-Vierflach) liegen die Fufpuntte der vier Hikern,
bie Schwerpuntte der viev Seitenflichen, joivie die Puntte, welche
bie obeven Ubjdynitte der vier Hihen vom Hohenjchnittpundt aus
i Berhaltnis 1 : 2 feilen, auf ciner Qugelflache (Feuerbadyide
Rugel), deven DHalbmeffer gleich & ded Halbmefiers der wumbe:
jdjriebenen Rugel ift, und deven Mittelpuntt bie LVerbindungs-
jrrece bon Hohenjchnittpuntt und Mittelpuntt dev umbejchrichenen
Kugel tm BVerhiltnis 1:2 teilt. (Sah von H. Bogt. — Die
Teilpuntte zweter Hohenabjchnitte und die Schwerpuntte der itz
gehirigen zwei Seitenflichen bilden bdie Gcen eimes NRechteds,
vefjen Mittelpuntt der Mittelpuntt der Kugel ijt. Das dburd) die
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vier Teilpuntte der Hohenabidmitte bejtimmte Lierflacdhy ift mit
pem Haupt-Bierflacy Ghulich und hnlic) liegend.)

28. Sn jevem Bievflach ift dev veziprofe Wert bed Halb:
mefjers der einbejchriebenen Kugel gleich der Summe der vezi-
profen Werte der vier Hohen und gleich der halben Summe ver
vesiprofen Werte Der vier Halbmefjer de anbefchricbenen Kugeln.
(Sind a,, a,, a,, a, die vier Seitenjlachen, b ohy ol BT bie
sugehbrigen Dohen, r,, 1y, 1,, 1, die albinefjer ber anbejdrie-
beren @ugeln, v der Halbm. der einbejdyriebenen Qugel, fo ijt:

&_I:ii;.ﬁ.-:ai:.?i:}t'+&zﬂi-a3.l.a": al—rag'ras“ﬂ; 1 'm-l
TEGL TRt s 1 13 1z
heahe s =gl r

29, a. Bieht man in einem Bierflac) von den Gden A, B,
¢, D nad) den gegeniiberliegenden Fladjen pier Streden AAY
BB, CC!, DD!, bie fich in einem Puntte O jdhneiden, fo ift:
QAL 0B 06 50T AQ.,. B0 G0 DO
ax T ee oo DD = L W Ax T BB OO DD~
(Mittel3 der Verh. der vier Teilpyramiden zum Ganzen Bierflad.)

b. Rt man von einem befiebigen Punit im Qnnern eined
Bierflachs die Sentrechten auf die Flhchen, jo ift die Summe ber
vier Berhiltnifie ans je einer Senfrechten und der ihr parallelen
Hihe = 1.

¢, Die Summe der Eutfernungen eined peliebigen Pounttes
im Jnnern eined vegul. Tetraeders bon den bier Fldchen ift fon-
ftant, und war gleid) der Hihe ded Tetraeders.

30—37: Pyramide und Fiegel, Pyramiden= und Fegelrumpf.

30. a. Su einer Dreijeitigen Pyramide, deren Dretfant an
ber Spipe ein Oftant ift, find oie Winfel der Grunbdjldche alle
fpits; die Projetionen der Seitenfanten auj die Grundildde fuile?u
in die Hihen der Grundildde, bie Projeftion der Spibe fallt in
den Schnittpuntt der Hoben.

b. Das Duadbrat der Grundildcdhe ijt gleid) ber Summie bev
Quabdbrate der Seitenjlachen.

31, a. llm jedbe rveguldve Pyramide und in jede veguldave
Pyramide [aft fich eine Rugel bejchreiben. _

b. Wm jeden vegul Pyrvamidenrumpy (Gt fich eine Kugel
bejchreiben.
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c. Jn eimen Regelvumpf laft lidh eine Rugel bejdhreiben,
wenn die Mantellinie glei) der Summe der Grundfreis - Halb-
meffer ift.

32. a. Stellt man das Nep einer Pyramide dabdburdy fer,
baf man [dngs den Seitenfanten auffchneidet und die Seiten-
fladen burc) Drehung um die Grundfanten in die Gbhene der
Grundjlddye umlegt, fo jdhneiden fich in diefer Nepfigur die Sent
rechten, die von den. freten Geen dex Seitenflachen auf die zu-
gehorigen Grundtanten gefallt werben, in einem LPuntt, weldyex
oent Fuppuntt der Hiohe der Pyramide vorfrellt.

b, 3n jeder PLyramide ift dbie Summe der Seitenflacdyen grofer
algd e Grundflache,

c. Hegt man in einem Lri®@ma ober Pyramidbenvumpf jtvet
Settenflidhen , die ecine Seitenfante BB gemein Baben, bdurd
Drehung um die Grunbdfanten AB und BC in die Gbeme der
unteven Grundfldche um, o jdhneiden fich die Sentrechten, bdie
vort den zivei lmlegungen bdes Punftes B auf bdie entjprechenden
Grundfanten gefallt werden, in einem Puntt, der die Projeftion
per Gde B auf die untere Grundfldche vorftellt.

93. Die Abwiclungafigur des Manteld cines Regeld, defjen
Achienjchnitt ein gleichfeitiges Dreiedt ift, ift ein Halbireia.

34 Wird eine vegulire quadratijche Pyramide von einer
burd) eine @runbdiante gelegten Schnittebene halbiert, o werden
gtoet Seitenfanten von ihr golden gefhnitten. (ITI. 16, Buf, 2))

35. Der Mauminhalt eined Polyeders, in dad fidh eine
Rugel einbefhreiben (&ft, ift gleid 5 mal Dberfliche mal Halb-
mefjer der einbejdyriebenen Qugel.

36.  Haben zwei dreijeitige Byramiden an den Spigen ent:
iprechend-gleidhe Dreifante, jo berhalten fich ihre Snbalte wie die
Lrodufte ihrer Seitenfanten.

37. a. Lerbalten fidh in einem Pyramidenvumpf et ent-
fprechenve Seiten der Grundilicdhen G und G* wie m ju m’', und
teilt ein Pavalleljhnitt die Hihe im BVerhiltnia Vi s Vm',
jo baf der grifere Abjchnitt an die groBere Grundildche ftoft,
o ift die Scnittfigur: S = VGG. Der Jnhalt des Pyrami-
denrumpfed ift alfo gleich der Summe der drei Pyramiden, welde
bie brei Fladen G, G, S u Grundilichen und bdie Hihe des
Pyramidencumpfes jur Hihe haben.
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b, Der Rouminhalt eines Regelrumpfed ijt gleid) cinem
Gplinder vou Der gleichen $Hohe und einem Halbmefjer gleidh
ber Halben Summe Der ®rundtreid - Halbmefler ded Rumpjes,
plus ecinem Qegel von ber gleidhen Hibe und einem @rundfveis
$Halbnefjer gleich der Halben Diffeveny ver G rundfreis-Halbmeifer
ped Humpied.

38—39: Prismatoid.

38. a. Der Jnbalt eined Pridmas, befjen Grundiladen
Trapeze jind, ift gleich dem avithm. IMittel zifchen den el
varallelen Seitenflachen — mal ihrer Cutfermung.

b, Der Jnhalt einesd jchiefabgejchnittenen Parallelflache ift
gleich Dem arithm. Mittel zwijchen den vier Parallelfanten oder
atifchen el gegeniiber(iegenden Ravallelfanten — mal dent 3u
ihnen jenfrechten Dueridyuitt. (1L 16. Auf. 2.)

39, a, Gin Prismatoid werde auf die Ebene jeirter unteren
®rundflache G projiziett; die obere ®rundflche (Dediflade) jei D.
Die algebr. Summe der Projettionen perjenigen Seitenfladen,
bie mit D eine Qante gemein haben, (Dberdreiece) perde durd)
O, biejenige der itbrigen Geitenflicyen (Unterbreiede) purdy U
beseichnet; jo 3war, dbaf in ben et algebr. Summen jebe Fldche
mit pofitivem oder negafivem Borzeidpen verjehen wird , je nad:
bem fie fich mit obenliegender ufenjeite oder Srnenfjeite proji-
siert. Man hat dann ftetdg: D+ 0+ U —G. St bie Hibhe des

| e : ¥
Reismatoids = h, jo ijt fein JInhalt: K = 5 | 3D+20+U)

1 5
pber = ‘%l (2D+G+0). (SahvonC. Gufjerow.) Man

beriidfichtige auch den Fall, daf stoei Seitenfldchen, Die eiren
einfpringenden eil einfchlieen, in der Projettion anf bie ndm-
fiche Seite ber Qeilfante zu liegen tommien, jo daf in Der Nabe
ber Rante die Polpederoberflache von etner 3ur @rundfldde jent:
vechten Qinie in vier Punften gejdhnitten wird.)

b, St bie Hihe eined Prigmatoided = h, eine Grundildde
= (G, und derjenige Rarallelfchnitt, Der bon G eine Enifermung

h

h:; hat, = 8, fo ift der Jnbalt: K = 4 G+4+38).
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40—46: FRugel und Umdrehunagskirper,

7 40. Werden ztvei Korper von verjdhiedenen Doben dburd
jees Baar Ebenen, bdie ju den Hohen fenfrecht find und Fie
i ndmliden BVerhdltnid teilenr, nac) flachengleichen Figuren
gejdpmitten, jo verhalten fich die Rauminhalte der wei Pbrper
wie ihre Hohen. (Vew. dhnlich) wie IIT. 11, mittels III, 8.
Buf. 1.)

41. a. Wird ein Kreisabichnitt um den mit Jeiner Selue
parallelen Kveiddburdymeffer gedrveht, jo entfteht ein Umbrehuigs-
torper, Der ben gleichen Jubalt hot wie die ftber der Sebhne als
Durdymefjer bejdyriebene Qugel. (III. 11. Suf.)

b, Wird ein Lreidabidnitt wm einen beliebigen, ihn nidyt
jdneidenden Durchmefjer jeined Rreifed georeht, o entfteht ein
Umbrehungdtdrper, der fih zu der iiber dex Sebhne als Durch-
mefjer befdhricbenen Qugel verhilt wie die Projeftion der Sehne
auf die Drehachfe sur Sehue. (IIL. Anp, 40.)

42. Bejdyreibt man einer Kugel einen Regelvumpf um, jo
paf jie von Den beiden Grumdfreifen und dem Mantel berithrt
wird, fo ift der Raum jwijhen den Oberflchen der Kugel und
0ed Segelvumpfes gleich der Summe Dder jivei Regel, welde die
Grundiveife ded Regelrumypfes zu Grundfretjen und den Mittel-
puntt des Berithrungstreijes jur gemeinjchaftlichen Shite haben.
(Berallgemeinerung von III. 17. a, Beiveis,)

43.  Bieht man in den zwei Grundfreifen einer Kugelzone
gwei  pavallele Durchmefjer und bezeichnet bdie Lerbindungs-
ftrecten Der zwei Gndpunfte des einen Durchmefferds mit einem
Endpuntt bes andern duvdh s und s', o 1jt die frumme Dber-
fliche der Bone = ss'z. (Vevallgem. von TII, 18, Buj, 2,

44. a. Beriihren zivei zu einander jentrechte windjchiefe Ge-
rabe eine Qugel i den Endpunften eines Durdymefiers, und
|hneidet man auf einer devjelben cine Strecte gleic) dem Durch-
mefjer , auf der anbern eine Strece gleich der Groffreis-Peri-
pherie der Rugel beliebig ab, jo twerden das ourd) die vier Enb-
puntte dev Streden beftimmte BVierflac) und die Kugel von jeder
sum Bevithrungsdurdymeijer jenfrechten Ebene nady flachengleichen
Siguren gejchnitten (Sap von A Schmidvt, - Diernach Be-
rechung von Kugel, Kugelzone und Kugelabjchnitt.)
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b. Gin Kreuzfatteldach entjteht dadurcd), dag et
fongruente Sattelddcher mit gleichjchentl. Dreieden ald Stirn-
flichen auf gemeinfhaftl. quadratijcher Bafie ruben und jid) jo
burdhdringen, bdap die Firfthanten fidh redytwinflig jdmeiven
und gegenfeitig halbieven. Jft die Grundilicde des Kreuzjattel-
baches gleich bem Grundiveid, und feine Hibe gleich dem Halb-
mefjer einer Halbfugel, jo bhaben ivgend zivei Paralleljcynitte
beiber Rorper in gleichen Abjtinden von Dden Grundfladyen
gleichen Fldcheninhalt. (Vian betrachte dad Kreujatteldad) als
Differeny eines Tuaderd und vier quadratijher Pyramiven.)

c. Die Prismatoidformel (IIL 16) gilt aud) fiix Kugel,
Sugelzone und Kugelabjdnitt.

d. Hat ein Faft- oder Kefjel-fovmiger Kdrper zu einer Kugel-
zone, bezw. einem Qugelabjchnitt eine jolche Veziehung, dap die
swei Qorper von jebem Paar Ebenen, Ddie ju den beiberjeitigen
Hifen fenfrecht find und fie im nimlichen Berhdltnis teilen, nad)
flichengleichen Figuven gejdnitten terden, jo gilt fitx ben Korper
die Prismatoidbformel. (LI Anp. 40.) Daber giebt Ddie PBriz-
matoidbformel braudybare Nifevungsdwerte fitr die Beredynung von
Fidffern und Kefjeln, deren frumme Oberfldde geometrijd) nicht
genau bdefiniert ift. Jft alfo die (inmere) Hibe eines Faffes =1,
ber Bobdendurchmefjer = d, Der Spunddurdmeiier = D, jo

:;h
fann man jegen: K = 5 (d* + 2D7%).

45. Dreht man ein Dreied um eine jetnex Schyerlinien als
Achie, o befchreiben feine beiben Teile gleid) grope Jotations:
forper. — Die Jnhalte der drei purd) Drehung um Ddie drei
Sdywerlinien erzeugten Jotationsforper verhalten fich toie Die
reziprofen Werte der Schwerlinten.

46. Dreht man eine ebene Figur, bie aué wei jymmetri
jhen Hilften befteht, nm eine jie nidyt jchneidende Adhfe, die pa-
vallel zur Symmetralachie ift, fo it bie halbe Differen; der Fn-
Balte ober Oberflichen der bom den jivel Hiljten bejdyriebenen
Nmbrehungstivper gleic) dem Jubalt ober Der Dberflide Ddes
Umbrehungatirpers, der durd) Drefung der Figur um ihre Sym-
metralachie entjteht.
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47—63: Neguliive und halbreaulive Polyeder. Requl, Rryfallfyfem.

47. a. Je pwet Gegenfanten eined vequl. Tetvaeberd find
au einander fenfrecht. Die Verbinbungsdftrede ihrer Mittelpuntte
ftellt ibre tiirzejte Cntfermung vor.

b, Bet Dodefaeder und JFfojaeder {find 5 Gruppen von je
3 Paaren parallefer SLanten vorhanden, deven Ridhtungen zu ein-
anber fenfrecht find.

48, v jebed vegul. Polyeder (Gt fich eine Kugel fon-
jtruieven, bdie jamtliche Ranfen in deren Halbierungdpuntten be-
vithrt.  Shr Puttelpuntt fallt mit bem IMittelpuntt der ein- unbd
ver umbejdyriebenen Qugel jujammen.

49. a. Die Mittelpuntte der Flichen eines vegul. Polyeders
bilben die Ecen eined anbern, dem erften zugeordueten rvequl. Po-
Ipeders. (Bgl. IIL. 4. Buj.)

b, Jit einer Sugel ein vegul. Polpeder cinbejchrieben, und
legt man in feinen Gden bie Berithrungdebenen an die Rugel,
10 jdliegen bieje ein jweited, dem erjten zugeordueted vequl. Po-
[yeder ein; und umgetehrt.

c. Die Ebenen, bie dburch bie Endpuntte der von je einer
Ede ausgehenven RLanten eines vegul. Polyebers — ober durd)
Puntte diejer Kanten, die von der Ede gleih weit abftehen —
gelegt twerden, jchliegen ein jiweite3 , dem erften zugeorbneted
regul. Polpeder ein.

Wean jagt daber, die Flddhen ded einen von zwei ugeord-
neten vegul. Polpedern ftumpfen die Eden ded andern ab.

50. Die Eden jedes der in IL Anh. Wufg. 61 bejprochenen
jinf MNepe von vegul. fphir. Bieleden auf einer Kugeloberfliche
bilben bie Gden eined der Rugel einbejdhriebenen — ober die
Bevithrungdpuntte der Flachen eined der Rugel umbejchriebenen
vegul. Polheders. (Hiernad) fann man aud) von der Sphirit
aud gu den vegul. Polyedern gelangen, und jwar reichen hiezu
bie Drei vegul. Dreiecd3nehe aus.)

1. Haben ziwei einander gugeordnete vegul. Polyeder gleiche
Dalbmefjer der wmbejdyriebenen Kugeln, jo Haben fie auch

a. gleihe Halbmeffer der ihren Fldchen umbejchriebenen
Kreife, und daher aud) gleiche Halbmeffer der einbejchriebenen
Sugeln. (Dip jphav. Mittelpuntte der den Flichen des einen
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umbejdyr. RKreife bilben die Eden eined mit dem andbern fongr.
‘Polyeders.)

b. Das Produft der Halbmeffer der fantenberithrenden Ku-
geln ift gleich dem Produft der Halbmefjer der einbejdhriebenen
und der umbejdhriebenen Qugel: ' = rR. (Bei der in a. an:
gedentetent Qage liegt je ein p und ein B bez einen Pol. beziw.
mit einem ' und einem r ded andern in der ndmfichen Geraden.)

¢. Die Rauminbalte ber zwei Polpeder verbalten fich rote
bie Halbmefjer ihrer fantenberithrenden Kugeln. (Sap von Do ftor. )

52, a. llnter ven Gden eined Wiirfels jnd 2 Gruppen von
je 4 Gcden vorhanden, die gugleich Ecen eined regul. Tetvaeders
find : Die Tetvaederfamten werden durd) Cuabratdiagonalen vor:
geftellt. (Bgl. ILII. Anb. 19. d.)

b, Unter den Ecen eined Dobdefaeders jind 5 Gruppen von
ie 8 Gden vorhanden, die gugleich Een eines Witrfeld find ; Die
Wiirfelfanten werden burd) Fiinfectddiagonalen vorgeftellt (TLL. And.
47. b). Das Dodefacder fann aujgefaft werden ale Witrfel, auf
befjen fechd Flachen fongruente Walmddacher aufjipen; jede Prei-
ect3fldche eined Walmdached bilbet mit einer Trapesfldche eines
andern Zufammen ein vegul. Fiinfeck.

53. a. llnter den Fldchen eined vegul. Dftacderd find 2
Gruppen von je 4 Fldchen vorhanden, die (eriveitert gedacht) ju-
qleid) Flachen eined vegul. Tetraederd jind. (Bgl. [1I. Anf. 19.
e und d.)

b. Unter den Flachen cined Jfojacders find 5 Gruppen von
ie 8 Flachen vorfanden, die jugleid) Fladjen einesd Oftacderd find.
(III. Anh. 52. b und 49. b.)

54. a. Die Mitten der 6 Kanten eined Tetvaederd bilven
bie Geen eined Dftacders. (Bgl. IIL Anf. 19. c.)

b. Die Mitten der 12 Kanten eined Wiirjels oder gines
Oftacberd bilden die Gcen ded niamlichen gleichedig - halbregul.
Polyeders, deffen Dberflidhe aus 8 fongr. regul. Dreiecen und
6 fongr. OQuadbraten befteht, und an Ddefjen Gcen fich tongr. BVier:
tante befinden. :

. DieMitten der 30 Ranten eines Dobefaeders oder emes
Stojacders bilben die Ecen des nimlicdyen gleichedtig = halbregul.
Bolyeders, defjen Dberjliche and 20 fongr. vegul. Dreieden und
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12 fongr. vegul. Fiinfeden bejteht, und an bdejjen Eden fich fongr.
Rierfante befinben.

Durd) Eriveiterung der Fldcden bder in a, b, ¢ genannten
Polyever erhalt man je zmwei zugeordmete vequl. YBolyeber in jtern-
formiger Durchoringung (ziei zugeordnete requl. Lolyeder ,im
Gleidhgemicht”.)

55. Legt man durd) jebe Kante eined rvegul. Polpeders eine
&bene, bie mit ben anftofenden Flacen gleiche Keile bilbet und
pas BPolyeder nidht jdhneidet, jo umjcdhliefen diefe Ebernen

a. beim Tetvaeder bie Fldchen eines Wiivfels. (Wql. 111
Anp. 52. a.)

b. Beim Wiirfel und beim Oftaeder umfdhiefen die 12 Ehemen
paz ndmlidhe gleihflachig-halbregul. Polyeder, weldhesd R Hom-
ben-Dobefaeder oder Branatoeder heifpt: Seine Ober-
jliche bejteht aus 12 fongr. Rbomben, bderen fleinere Diago-
nalen die Wiirfelfanten, deven qrofere Diagonalen die Oftaeder-
fanten find. €3 hat 14 Ccden; an den 8 Wiirfeleden befinden
jich fongr. regul. Dreifante, an ben 6 Oftaedereden fongr. vegul.
Liexfante,

c. Beum Dobefaeder und beim Jtojaeber umjdhliegen die durdh
die 30 Ranten gelegten Chenen dag namliche gleichfldchig-halbregul.
Lolheder , weldied Hhomben-Triafontaedber oder ifo-
jaedrijdes Granatoeder heift. Seine Dberflache be-
jteht aug 30 fongr. Rbomben , beren fleinere Diagonalen bdie
Dodefacderfanten, deven grofere die Jfojacderfanten find. &8
bat 32 Eden; an den 20 Dobdefaedevecfen Dbefindben fich fongr.
vequl. Dreifante, an den 12 Jfojaedevecten fongr. vegul. Fiinftante.

Man jagt, die in a, b, ¢ genannten Polyeder ftumpfen
pie Ranten der urjpringl. Polyeber ab. — Die beiden
Granatoeder Heifen aud) Keplevijde Rivper.

56. Die Fladen der in 55. a, b, ¢ genannten Polpeder
bevithren Die fantenberiithrende Rugel bed uripriinglichen Polye-
verd ; bie Beviihrungdpuntte jallen in die Mittelpuntte der Fladyen
und bilven bie Eden ber in 54. a, b, ¢ genannten Rbrper, (die
Slachen der eviteren ftumpfen die Gden der lepteren ab). Die
Diagonalen der Fladen der in 55 genannten Polpeder bilden die
jcharfen Kanten dev in 54 (Schlufbemerting) genannten fternférmigen
RKirper.
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51, a. Dad oftaedr. Granatoeder fann w 4 fongr. fhimpfe
Rhomboeder (vgl. TIL. Einl. 5. b) zerlegt werben. (4 Wiirfel-
ecfen ded Gyranatoederd, die zugleid) Tetraederecden find, ftellen
pon jedem Rhomboeber eine Hauptede bor, bie 4 andern Haupt-
ecfert liegen im Mittelpuntt.)

b. Die 6 Granatoederflichen, welde an dem ald 6-feitiged
Prismatoid aufgefafsten Oftaecder die Seitenfanten abjtumpien, ge-
hiren eimem rtegul. 6-feitigen Pridmenmantel an, deffen 6 Kan-
tent der Pridmatoid - Hihe parallel find. Dad Granatoeder fann
(in 4-facher Weife) aufgefaht werden ald 6-feitiged Pridma, dad
burch je 3 Fldchen obent und unten dachfsrmig (xhomboedrijdy) gu-
gefpit ift. Simtlidye Keile find = 120°

Beim ifofaedr. Granatoeder find 6 Gruppen von je 10 Fladen
vorfanden, die einent vegul. 10-feitigen Pridmenmantel angehiren.
Seber Reil ift = 144°

. Berbinbet man in einem rvequldren 6-jeitigen Pridma
cinen auf der oberen Werlingerung bder Pridmenadje beliebig
gemihlten Punft mit drei nicht auf einander folgenden Eden der
oberen Grundfldche umd legt durch je et Verbindungslinien eine
Gbene, jo jdlicgen diefe drei Ehenen jujomumen mit vem Pridmen-
mantel und der untern Grundfliche einen Kbrper ein, der von
3 fongr. Rhomben, 6 fongr. Trapezen und einem regul. Sedyded
begrenzt ift. Gr Dat ftetd den gleichen Rauminpalt, wie aucd) der
Bunkt auf der Achje angenommen werden mag. Die Oberfliche
bagegen ift verdmbderficy; fie ift am Heinjten filv biejenige An-
afme = welche mit der Granatoederjorm iibereinftimmt. (Form
ber Bienenzellen.)

58. Die 6 Gen eined Dftacderd feien mit A, die Mittel-
puntte feiner 8 Flachen mit f, die Mittelpuntte jeiner 12 Kanten
mit k bejeichuet, fein Mittelpuntt fei 0. Auf den 6 Strahlen OA
jeten ferner 6 gleihe Streden OB > 0A abgejdhnitten. Die
6 Strahlen OA bilben Ddie Qanten von 8 Oftanten. 3 Punite
A ober B, bie auf verfdhiedenen Panten ded nantlichen Oftanten
fiegen, toerden im folgenden diejem Ottonten zugehdrig ge-
nannt, Gin Punft, der auf einem Strahl Of ober Ok liegt, tird
mit F ober K begeichnet.

a. Qegt man durd je 3 Puntte A, A und B, bie bem
13

fommerel [=Haud, Stereometrie. 7. il
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namfichen Oftanten jugehoven, eine Ebene, o umjchliefen die
24 quf biefe LWeife mbglichen Ehenen ein Polheder, dad P hra-
midbenoftaeder heipt*). €2 fann namlidh aufgefapt twerden
alé Oftaeder, auf defjen 8 Fladhen fongr. requl. Lyramiden auj:
gefet find. Die Spigen F diefer Pyramiden liegen auf den
Straflen Of und bilden die Eden einesd Wiirfels. Die 24 Fld-
den ded Rbrperd find fongr. gleichichentlige Dreiecde. An bden
8 Wiirfeleden F befinden fich fongr. rvegul. 3-fante, an ben 6
Dftacbereden A: fongr. (micht regul.) 8-fante. — Jijt OB gleid)
OA plud der Oftacderfante, jo find auc) bie 8-fante veguldr, der
Rirper gehirt aljo danw zu den gleichilichig - halbreguliven *Po-
fhedern, — Wirh OB == 00 gewdhlt, {o fallen je ivet an eine
Ottaederfante anjtopende Dreiectaflichen in eine Ebhene: dasd Py-
vamidenoftaeder geht in bag Granatoeder iiber.

b. Qegt man burch je 3 Puntte A, B und B, die bem nim-
fichen Oftanten gugehorven, eine Ebene, jo umjchliegen die 24 quf
diefe Weije miglichen Ehenen ein Polpeder, dad Leuzitoeder
heit. Die 24 Flachen ded Korperd find fongr. Deltoide (Bier-
ece, die in Beziehung auf eine Diagonale {ymmetrijch find). Dex
Kbrper hat 26 Ccden von 3erlei Urt, ndmlich: 6 Oftacdereden
A, 8 Gden F (Wiirfeleden), 12 Eden K (weldhe die Ecen
bed in Anp. 54. b genannten Kidrpersd bilden). Die 48 RKanten
find pon 2erlei Art; die 24 Ranten AK finnen al3 gebrodene
Oftaederfanten, die 24 Ranten FK ald gebrodene Wiirfel-
fonten begeichnet werben. n den Eden A befinden fich fongr.
requl. 4-fante, an ben Eden F : fongr. requl. 3-fante, an bden
Eden K: fongr. (nicht requl.) 4-fante. — Jit OB gleih OA plus
per Dftacderfante, jo find aud) dbie lebtgenannten 4-fante vegul.,
ba2 Polyeder ift alfo gleichiladyig-halbregulir. — JFjt OB =2 OA,
jo bifben bdie PDaupidiagonalen bder Deltoide die Kanten eined
Granatoederd, ber Rirper ftumpft alédann die Kanten ded Gra-
natoeberd ab. — Wird OB = o0 gewdhlt, jo geht dagd Leuzi-
toeder i Den Wiirfel iiber.

e. Legt man ourch je 2 bem ndmlichen DOftanten zuge-
porige Punfte A und B pavallel ju feimer dritten SRante eine

*) Um Hhier und im folgenden rafdh eine Vorftellung von bdem
fraglichen Sbrper zu gewinnen, betrachte man jebedmal zundchft nur
bie zu eimem Oftanten gehdrigen Ehenen.
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Ghene, jo umjdytiefen die 24 auf dieje Weije midglichen Ebenen
ein Polyeder, dad PLyramidenwdvfel heit und auf
gefafit wecden fann al8 Wiirfel, auf bdeffen 6 Flidhen fongr.
vequl. Pyramiden aufgefept find. Die 24 Flachen find fongr.
gleichjchentlige Dreiecte. Der Rirper hat 6 Gden A und 8 Eden
F (Wiirfeleden). An den Eden A befinden fic) fongr. vegul.
4-fante, an den Gden F: fongr. (nicht vegul.) 6-fante. — Jit
OB = 2 0A, fo ift der Qbrper gleichflachig -halbreguldr, (Fry-
ftallfjorm pon Gold und Silber). — Jijt OB = OA, jo gebt er
Pyramideniviicfel in dad Granatoeder iiber.

Die Fliachen ded (allgem.) Pyramidentviivfeld fumpfen Dbie
gebrochenen Dftaederfanten eined Leugitoederd ab. Umgefehrt
ftumpfen bdie Flachen ded Leugitoederd bie Pyramidenfanten eined
Byramideniiivfels ab.

59. 9uf den 6 Halbdiagomalen OA eined Dffaeders feten
6 gleiche Streden OB und 6 gleice Streden OC abgejdnitten,
und 3war jei OC > 0B > O0A. Jm iibrigen migen die ndm-
fichen Bezeichnungen gelten wie in 58, — Legt man ourd) je 3
Puntte A, B, C die dbem ndmlichen Dftanten zugehiorven, eine Cbene,
jo wmidhliegen bie 48 auf diefe Weife mbglichen Ebenen ein Po-
Iheber, basd Adtundoierzigfladner oder Diamantoeder
heipt. Die 48 Flachen find fongr. ungleichjeitige Dreiede. Der
Qorper hat 26 Eden, und jvar bon pem ndmlicgen Charatter
wie bas Leuzitoeder (6 Cden A, 8 CdenF, 12 Gden K). Bet-
gleicht man das Diamantoeder mit dem Leuzitoeber, jo erjdjeinen
pie Deltoidflachen ded lepteren lingd ihren Hauptdiagonalen ge-

_ 1 1 e e . :
brodhen. — Fiir den Fall, vaB OB - 0C —0A ijt, liegen je 3ivet

Gden A mit ywei Gden F in einer Ehene und bilben bie Eden
eined Rhombus; man Hot dann Die jpezielle Form Dbed Pyra-
midengranatoeders. — Die 72 Kanten be3 Diamantoeders
find von Berlei Art: die 24 Kanten AK tonnen alé gebrodjene
Oftacberfanten, die 24 Kanten FK ald gebrodjene Wiirfel-
fanten, bdie 24 fanten AF ald Ryramidenoftacder- oder Pyra-
mideniviirfel-Ranten (eventuell ald & ranatoeberfanten) bejeichnet
wetben.  Un den Gden A befinden fid) fongr. (nicht regul.)
8-fante, an ben Gden F — 6-fante, an den Ectent K — 4-fante.
— Jit OB gleih 3 OA minud der Oftaeberfante, und OC gleid
13*
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OA plusd der doppelten Oftaederfante: fo it der Rbrper gleich-
flachig-Halbreguldr. (Bum Beteid betradhte man bie Schnittfigur
einer durd) et Strahlen OA und Of gelegten Ehene. JFn diefer
jeien A, F, K drei auf einander folgende Gcden. Madyt man ki
pavallel und gleid)=-gerichtet mit OA und gleich der Halben Of-
taederfante, jo mup KF durd) 1 gehen, wenn dad Bierfant bei
K regul. jein joll. Schneiven fih ferner FK und Ak in m, fo
mup Fm = FA fjein, wenn dad 6-fant bei F vegul. fein joll.
Da jich mun Ak und OF in f jdhneiden, und fk = 3 fA ift, jo
mup fein: km = § Ak; folglid), wenn OA und KF fid) in B
fdhmeiden: OB—OA = 4kl, u. §. v.)

Anm. Ditaeder, Phramidbenoftaeder, Granatoeder, Leuzitoeder,
Wiirfel, Pyramidentwiirfel, Diamantoeder ftellen die 7 eingig moglichen
(volljtandigen) Formen ded rveguldren Krpjtalljyitemsd vor. Dad Dia-
mantoedber ift bdie allgemeinfte Form, von bder bdie 6 1ibrigen al3

" pezielle Fille angefehen werden fdnnen. — lebrigend jind fryjtallo-

graphijeh nur joldhe Formen miglicdy, fiiv welde die Achienabjchnitte
OA, OB, OC in rationalem Berhiltnid ftehen. E3 haben dafher die in
58. a. u. b und in 59 erwdfhuten Halbreguldren Formen nux
geometrijdesd Jnteveffe.

60. a. Unterdriidt man bei einem Pyramideniviirfel bdie
ilfte der Flachen und [dft die anbere Hdlfte bid zu ihrem
gegenfeitigen ©dynitt ficdh ausdbehnen, o zwar, dap tmmer drei
jolche Flachen unterdriidt twerben, die mit einer bleibenben Fldche
eine Qante gemein haben, und umgetehrt: jo entfteht (ald Halb-
fladgner des Phramidentviirfeld) ein von 12 Fiinfeden be-
grenzter forper, weldher Byritoeder heift (Rrpjtaliform ded
Sdywefelfies mit OB = 2 0A). Jjt im urfpriingl. Pyramiden-
iitfel OB = L0A (1+v/5), jo ift ber Rbrper ibentijh mit
vem vegul. Dodefacder. Andernfalld find die 12 Fiinfece nicht
veguldr , aber fymmetrijh) geftaltet. Der allgem. Rbrper fann
(oie bad regul. Dobefacder, bvgl. IIL. Anh. 52. b) aufgefafit
werden ald Wiirfel, auf defjen 6 Flachen fongr. Walmbdddher auf-
fiben; boch haben Ddeven Fivftfanten eine anbere Léinge ald bie
iibrigen unter jid) gleichen Ranten. — Laft man die Jeither unter-
pritdten Flachen ded Phramidbenmwiirield bid zu ihrem gegenjei-
tigen Sdnitt fid) ausdbehnen, fo entfteht ein jweites, dem erjten
fongr. Pyritoeder, weldjed das erfte fo durdhdringt, daf je zwei
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Firjttanten fih vechtwinflig durchjchneiden und gegenfeitig hal:
bieren. (,Bwilling ded eiferiten Kreuzes.”)

b, BWerfihrt man beim Diamantoeder ebenjo wie in a), fo
erhilt man ald Halbfldduer einen von 24 (unjpmmetr.) Fiinf-
ecen begrenzten Rbrper, weldher Gyvoeder heit. ®eht man
sunddft vom Pyramidengranatoeder aus, jo perhilt fid) deffen
Halbflichuer um Granatoeder Ahnlic) twie das Pyritoeder Fum
Witrfel: er fann aufgefafpt werden ald ®ranatoeder, auj defjen
12 Fldchen rhombijche (Jhief-jymmetrijch geftaltete) Walmbadjer
auffien. Beim allgemeinen GSyroeder erjheint die Grundjladhe
jeded TWalmbached lingd einer Diagonale gebrodhen. Der Kirper
hat 38 Gden; die 6 EGden A und 8 Gen F des Diamantoederd
find geblieben, Dagu fommen af3 mneue Ecfen (anjtatt Der 12
Gden K) bie 24 Endpunite E der Fivjtfanten. An den Ccden A
befinden ficdy vegul. 4-fante, an F: vegul. 3-fante, an E: nidt
vequl. 3-fante. Die 60 Kanten haben Jerfet Lingen™).

61. a. Sefst man ziei fongruente vequl. Pyramiven jo an
einanber, daf die Grundflichen fich beden, jo Beift der ent
jtehende Rbrper eine Doppelpyramide. Sind pie Reile an
ben Grundfanten der Byramiden halb jo grof ald bie Reile an
den Seitenfanter, jo ift der Kirper gleichfldchig-halbregulir.

b. Sind die jwei Pyramiden 2n-feitig, D endet man auf
bie Doppelpyramide dazjelbe Berfahren an wie in 60, jo erhalt
man al Halbflichner ein von 2n fongr. Deltoiden umjdlofjenes
Polyeder, weldhes Trapegoeder eift Dasfelbe entfteht aud,
wenn man in einem vegul. 2n-feitigen Prizmatoid Die Grund-
flichen unterbriidt und Ddie Seitenfliichen fidh pyramidal ertweitern
[GBt. — St in den awet urjpringl. Pyramiden Ddie @rundfante
— a, ber Halbmeffer Ded ber Grundfliiche nmbejdjriebenen Kretfed
— R, ber Halbmefjer der den 3ivet Pyramiden-Wdnteln ausd pem
Mittelpuntt der Grumbdflache einbejcd)riebenen Beriihrungstugel

*) &3 giebt audy eine gleidhflachig - halbregulire Jorm Ded Gpro-
eberd. Sie entjteht, tenn in dem urfpritngl. Diamantoeder swijchen
OA = a, OB = b, OC = c bdie gwei Beziehungen gelten:

b*—abi—a’b—a’ = o, c®—8ac’—a’c—a’ = 0.
Do) bietet die Ableitung diefer Beaiehungen auf elenmentarem
Wege Sdymwierigfeiten.
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; . R e
= r, und befteht die Begiehung: r — VEira jo ijt dasd

Trapezoeder gleidhfladyig-halbreguldr. (Pan driide ausd, daf bie
Berithrungdpuntie der KLugel mit drei an eine Flade anftofen:
pen Flacen ber Doppelphramide bdie Ccen einesd gleichieitigen
Dreied? bilben miifjen. — Da3d 10-feitige Halbregul. Trapefoeder
ergiebt fich leicht aud dem rvegul. Dodefaeder.)

62. a, Um jened gleiche cEig-DHalbregul. Polyeder und in
jeded gleidh) fLd dhig-halbrequl. Polyeber [dft fich eine KFugel be-
jchreiben. (Man betrachte, wie in IIL 5, bie je aud einer Flidpe
und deren Nachbarjladhen — beztw. die je aud einer Cce und
perent Nadhbaveden — beftehenden Gebilde.)

b, Jft einem gleid) e &1ig-halbregul. Polpeder eine Kugel
umbejdhrieben, und legt man an jie in jamtlichen Eden die Be-
viirunggebenen, fo umjchliefen diefe ein gleich il d i g-Halbregul.
Polheder, dad dem urfpriinglichen zugeordnet oder rezi-
prot heipt. Hat das urfpriingl. Polyeder v vegul. n - ece, v* n'-ede,
vi n'-ede und = entipr.-gleidge p-fante, jo Hat dad vesiprofe
Polpeder v vegul. n-fante, v n'fante, v n'-fante und = fongr.
p-ede. — Umgekehrt: Jit einem gleich f (& chig-Halbregul. Polyeder
eine Qugel einbejdricben, jo bilben die Veriihrungdpuntte die
Eden ded ithm veziproten gleichecfiq - halbregul. Polpeders.
Bu jebem BHalbregul. Polpeber der einen Gattung ijt daber ein
beftimmted ihm vegiprotes ber anbdern Gattung vorfhanden; jede
Gattung fann ausd der andern abgeleitet werden.

c. Die entfprechend - gleichen BVieltante eines gleiche dig -
halbregul. Polyeders find folche, um welde jich Regelflachen be-
jdhveiben laffen. —— Die fongr. Vielecte eines gleidh fla chig-
Dalbregul. Polpeders find jolche, in welche fich Rreife bejchreiben
laffen.

63. a. FRegiprof zu bem in 61 genannten gleichflachig-Halb-
vegul. Doppelpyramiden und Trapezoedern find bdie requl, RPris-
menw mit quabratijchen Seitenfldchen wnd die vequl. Pridmatoide
mit vegul. Dreieden alg Seitenflichen. Uufer diefen Kdrpern,
event Anzahl unbegrenst ift, giebt es (und Fann nur geben) von
jeber Gattung ber Halbregul. Polheder nod 13 Jndividuen. Ein
Zeil von ibhmen ift im vorangehenden aufgefithrt, die dibrigen
fonnen auf dhnliche Weife erzeugt werden wie feme. Man fann
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némficg zu Byramidenoftacber und Pyramidemwiirfel aud) fiiv
bie itbrigen regul. Polyeder Unaloga fonftruieven. Ferner fann
man die in 58, 59 und 60. b fiir Dad Dftacder bejprochenen
Qonfteuftionen aud) auf dag Jtojaeder (Gefenn A, Mittelpuntt O)
amwenden, indem man mit Beg. auf bie 20 von ben Strablen
OA" gebildeten Dreifante genau ¢benjo verfifhrt, wie beim Dita-
eber mit Bez. auf die 8 Dftanten perfahren fourbe. Die 13
gleidh) § L chi g- halbregul. Rolyever find Diernad) folgende: By-
miden-Tetraeder, = Wiirfel, :Dftaeber,=Do-
petaeder, -Jtofaeber; pftaedrijdhed Gra-
wnatoedber, Qeugitoeder, :Diamantoeder,
-®yroeder; ifofaebrijdesd Granatoeder, =Leu-
sitoeder, .Diamantoeder, -@yroeder.

b, Hiemit find (nad) 62. b) sugleich aud) die 13 mbglichen
gleid e i g -halbregul. Formen gefunden. Sie laffen fidh itbrigensd
aud) diveft ~aud ben requl. Polyedern durd) vegelmipiges Ab-
itumpfen threr Eden und Qanten erzeugen, wozu in IIL Anh.
UYufg. 18. b bie Unleitung gegeben wird. (Bom ihuen auszu-
gebert und aud ihnen ie gteir}i}f[ﬁdjig:i]albregul. Kormen nad)
62. b abzuleiten, ijt eigentlic) Der leichtere Weg. Doch bieten
bie febteren Dad grifere Snteveffe.)

II. Konfirubtions-Aufgaben.

1—21: Ronftruktionen von Polyedern und Polyedernehen.

1 Bon einer Pyramide fiud oie Grundfldche und 3ve
Seitenjlachen gegebett. &2 jollen Die fibrigen Geitenfldden, ferner
bie Hihe und Tamtliche Reilyintel purdy Ronftruftion in einey
Gbene gefunden twerden. (Die Seitenflidden finbet man mit Hilfe
pon IIT. Anp. 82.a, bie Hihe und bie Reilinfel an den Grunv-
fanten mitte(d rechtw, Dreiede, die @eilwintel an Den Seitenfanten
wie . « in II. Aufg. 6.)

9. a Bon einem Pridma find geg: pie Grundjlide und
%) awei an einander jtofende — 8) swet it on girtander
jtogenbde Seitenflichen. €2 jollen Die itbrigen Seitenflachen, ferner
pie Hihe und jamtliche @eilwintel durc) Konftvuttion i einer
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