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III. Bud). Anph. 11—-15. 170

mit vem Pridmatoid die Guvundflacdhen gemein haben, zerlegt
werden. Die Seitenjlacdjen ded Pridmatoidd und der Phramiden
jfind fongruent, bie Hihen find gleich und fallen in die Haupt:
bingonale bes Rhomboeders. Daz Pridmatoid it = 3, jede
Pyramide — § ded Nhomboeders. :

b. Die Mitten von fehd Kauten eined Wiirfeld , die nicht
purch) die namlidhen zwei gegeniiberliegenden Ecen gehem, liegen
in einer Gbene und bilben die Ecen eimed reguliven Sed)zeds.

12. a. Sdneidet man ein Pridma durd) ewme beliebige
Ebene, fo fiegt der Flachen-Schwerpuntt dber Schmittfigur auf dex
Berbinbungslinie ber Schwerpuntte der zivei Grundfldchen. (Man
bew. den Sah zuerft fiiv ein dreijeitiged Pridma, zerlege ein
mehrieitiges Prisdma in lauter dreifeitige, und fonjtr. bie Sdywer-
punfte der Flachen iwie im BVew. von IIL 20. a. — Die Teil:
dreiecte der Schnittfiqur jind nach) T. Anh. 31 denen der Grund-
jlachen proportioniert.)

b, Der Sdjwerpuntt einer ebenen Figur projiziert fich als
Schwerpunit der Projeftionsfigur.

c. Der Inbalt eined jhiefabgejhnittenen mehrieitigen *Bris-
mad ift gleich bem Jnbalt eines fenfrechten Pridmas, das den
gleichen Querjdhnitt, und die Stredte pwijchen den Sehiwerpuniten
ber Endpolpgone zur Hihe Hat. (PMan bevechne den Snbalt
mitte(3 T11. 16. Buj. 2, und die Strecte ivijchen den ivei Schiwer-
puntten mittels ded &. 164 erwifhnten Trapes-Sapes.)

13. Gin Prisma wird von jwei Ebenen, bderen Miedian-
ebene fenfrecht zu ben Seitentonten iff, nad) fongruenten Biel:
ecfen gejchnitten (Wecdhjeljdhnitte).

14—29: Pierflad). Sdywerpunkt.

14, Die Summe der jed) Keile eines BVierflachsd liegt zroi-
ifen 4 R und 6 R. (Die Summe der fphir. Eyrzefie der Drei-
fante an ben vier Eden muf > 0 und < 4 R fein. Jum Bew.
bringe man bie Spigen ber vier Dreifante durd) Parallelver-
jhiebung in den Meittelpuntt einer Rugel.)

15. Die Mittellotebenen der 6 Kanten eined Bierfladhs
jchneiden fich zu je dreien mnach 4 Gevabem (den Mittelloten

per Flachen) und gehen alle 6 durd) eimen Puntt, mweldper
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180 I1I. Budg. Anph. 15—18.

per Mittelpuntt der dem Bierflad) umbejdhriebenen
Qugel it

16. a. Die innmeren YPiedianebenen der jechd Kanten eines
Bierflachd jdhueiden fich zu je dreien nad) bier Geraben (den 4
inneven Medianen) und gehen alle jech durd) einen
Puntt, weldjer der Mittelpuntt der dem Bierflach einbejdhrie-
benen Qugel ijt. (IL Anb. 36.)

b, Die duferen Medbianebenen dreier in einer Fldche liegen-
ben Ranten und die inmeren Wiedianebemen bder bdrei dfibrigen
fanten jchneiden {ich zu je dreten mnad) bier Geraden und gebhen
alle fechz durd) einen Punft, welder der Mittelpuntt der dem
Bierflach an jene Flache anbejchriebenen Kugel ift. LVon
ben bier Geraden ift eine eine innere Yiediane, bdie drei anbern
find duBere Meditanen. E3 giebt 12 dupere Webianen und
4 anbejchriebene Sugeln.

c. Die inneren Medianebenen ziveier gegenitberliegenden
Rantert und die duferen Wiedbianebenen der vier itbrigen KRanten
{dneiden fich zu je dreien nach bier Geraben (duferen Piediamnen)
und gehen alle fech3 durd) einen Punft. Diefer ift der Mittel-
puntt einer Berithrungsfugel, die dem zweiedigen Scheitelfeilvam
ved Bierflachs an etner der zwei gegeniiberliegenden Kanten ein-
bejchrieben ijt. E3 giebt im allgem. 3 joldjer Kugeln.

d. Bon den 4 inneren und 12 duferen Medianen eines
Bierflachs jdhneiden fich aljp a) bie 4 immeren —, b) 4mal 3
dupere und le inmere —, c) 3mal 4 dupere in je einem Punft.

(€ine analoge Lage twie die 8 Kugelmittelpuntie Haben die
8 Puntte in I. Anh. Aufg. 10. b.)

17. a. Jebe (inneve oder dufere) Piedianebene einer Kante
eined Lierjflachd teilt die gegenitberliegende Kante in ziwei Teile,
pie fidh verhalten tvie die der erjten Rante anliegenden Flachen.
(III. 12. Buf. 1 undo L Anh. 20.)

b. Jede (innmere oder dupere) NMiediane eined BVierflachs
jchneidet die gegenitberliegende Fldche in einem Puntte, deffen Ver-
binbungalinien mit dben dret Eden ber Fldche diefe in drei Teile
teilen, oie jid) verhalten wie die drei anliegenden Fldchen.

18, a. Ript fidh in einem Bierflah) eine Kugel befchreiben,
oie jdmtliche fechd Ranten innerhalb der Kanten beriihrt, fo find
die brei Summen je zweier Gegenfanten gleidh.




III. Buch. Anph. 18—19. 181

b. Sind bie drei Summen je jveier Gegenfanten -einesd
Biexflachd gleidh, jo jchmeiben fich bie Senfrechten, bdie auf den
vier Flachen in den Mittelpuntten ihrer einbejdhricbenen RKreije
errichtet twerden, in einem Punft, welder ber Mittelpuntt der
in diefem Falle vorhanbenen fantenbervithrenden Fnmen-
fugel ift. Auperbem gibt ed jech3 Kugeln, von benen jede eine
Rante und die Verldngerungen der viev anliegenden Yanten beviihut.

19. a. Gin Bierflach toird von einer zu zwet Gegenfanten
pavallelen Gbene nach einem Parallelogramm gejchnitten, dad
bie von den zwei Ranten gebilbeten Winfel enthilt. Jnsbejon-
deve bilden die Mittelpuntte Der vier gefchnittenen Ranten bie
Gden eined Rarvallelogramms, Defjen Seiten bie Hiljten der
swei Gegenfanten find. Jeded Bierflach Hat 3 jolche Mittel-
pavallefogramme. (BVgl. L Anbh. 14 und 13. a.)

b. Die drei Mitteltransverjalen (b. §. die BVerbin-
dungaftveden ber Mitten ztveier Gegenfanten) eined Bierfladhs
jhmeident fich i einem Punft und Halbieven fich in demjelben
qegenfeitig. (Sie bilden bdie Diagonalen der drei Mittelparal:
felogramme.) — Die Mittelpuntte aller st ziwei Gegentanten
parallelen Sdnittparallelogramme liegen auf dev zugehorigen
Mitteltransdverjale.

c. Bieht man in jeder bdev vier Fldchen -eines Rierflachsd
bic drei Berbindungaftveden der Kantemmitter, jo bilden Ddieje
12 Gtrecten die Ranten eined dem BVierflach einbejdriebenen
AUdytflads (Dftacders im mweiteren Sinn), bad Ddie Ddrei
Mittelparallelogramme zu Diagonalfliichen und die drei Mtittel-
trandverjafen zu Diagonalen hot. ©8 fann ald 6-feitiges Prid-
matoid, und jtwar mit jeder jeiner adht Flichen afg Grundildche,
betrachtet werben. — Daz Bierflac) bildet den palbfladhner
bes Achtilachs; es Fann ndmlich aud dem Achtflach entftanben
gebacht twerben bdaburch, bdaf bon peffen 8 Flachen 4 nidit tn
einer Rante zujammenftopende unterduiidt, und bie 4 iibrigen
(die den bier erften cingeln pavallel finb) evweitert werden, big
jie fich jchueiben.

d. Jebem Bierflach fann ein PVavallelflad umbe:-
fdhrvieben werden, indem duvd) jebe Rante eine Ebene parallel
s ibver Gegenfante gelegt wird, Die KLanten bed Parallelflachsd
find gleich und pavallel den Mitteitransverfalen deg Vierflachs.
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Umgetehrt Eonmen jedem Pavallelflach gioet Vierfladye etnbefdhrieben
toerben, deren Qanten die Diagonalen der Fladen ded Parallel
Hachs find. Sie fHaben die Mitteltrandverfalen uud die Mittel
parallelogrammte gemein und ftellen die 2 Halbflachner ded ihren
gemeinfdaftlichen Rern bilbenden eimbefchriebenen Achtflach2 vor,
defien Ecen die Wittelpuntte der Fladen ded Parallelflachd bilden,
unb dad dem Pavallelflad) zugeorduet heifit. Die zvei Bier-
flache, bon Ddemen jedbed dad Gegenbierflad Dbed andern
heifgt, find entjprechend -gleich, und zwar jymmetrijd); jte liegen
dhnlich und Haben bden Schnittpuntt der Mitteltrandverjalen jum
Ahnlichteitapuntt (IIL. Anh. 4. b). Jeded ift gleich bem britten
Fetl bed Parallelflad)s.

e. Segt man durd) bie Mitte jeder Rante eines Bierfladhs
eine Ebene fenfredht zu ihrer Gegenfante, fo jchneiden fich dieje
jechs Ebeneén in einem Punft, twelcher {ymmetrifch (tegt mit dem
Peittelpuntt der umbejchriebenen Rugel in Beziehung auj ben
Scmittpuntt der Mitteltrandverjalen. (Sab von Monge.
Ber. mit Hilfe ded Gegenvierflachs.)

20. Die Sdymwerpuntte aller Pavalleljchnitte etner Phyra-
mibe liegen in einer Geraben, welde die Spige mit bem Schiwer-
punft ber Grundfldche verbindet und die Sdhwerlinie der Py-
ramide heift.

21, a. Die jecdhd ©Sdhwerebenen eined Vierflahd (d. |.
bie durd) je eine RKante unbd die Mitte der Gegenfante gelegten
Ebenen) jdmeiden fich zu je dreien nac) den vier Shwer-
linien ded Wierflahd und geben alle jechgd durd) einen
Puntt, welder der Schmwerpuntt ded Vierflachs heit. Die
vier Schwerlinien teilen fidh tm Schwerpuntt gegenjeitig im Ver-
haltniz 3 au 1, jo dap die groferen Ubjdhnitte an die Eden
ftofen. — Die vier Pyramiden, in die dad Bierjlad) vom Schiwer-
punft aud zevlegt rerden fann, Haben gleichen Jnbalt.

b. Der Schwerpuntt ift identif) mit dem Schnittpuntt der
brei Witteltrandverjalen, und aljo identijd) mit dem Piittelpuntt
ved einbejdyriebenen Achtflachd und ded umbejcdhriebenen Parallel:
flach3.

Wnm. Vejteht ein Kdrper aud zwei Teilen, deren Rauminhalte

=k, und k,;, und beren Sdywerpuntte 8, und s, find, jo erhilt man

ven Sdywerpuntt S bed ganzen Korpers, tvenn man s,s, im BVerh.
By, = kg ik, feill y
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1 22. Teilt man bdie Schwerlinie (ML Anph. 20) ewrer
mehrieitigen Pyvamide im Verhiltnid 3 ju 1 jo, dap dev gripere
Abichnitt an die Spise jtoft, jo ift der Teilpuntt ber Schiver-
punft der Byramide. (Sap von Lionardo da BVinci. —
Man zerfege die Pyramide durch Diagonaljchuitte in Bierfladye.)

Mittels diefed Sabed famn man gemdf der vorjtehenden
Ynm. von jedem Polycder den Shwerpunit fon-
ftruteren, indem man e in Pyramiden zerfegt (ITL Eml. 9).

93, a. Die Summe der Duadrate zweier Gegenfanten eined
Rierfladge vermehrt wm dag 4-fache Duadrat dev augehorigent
Mitteltranadverfale ift gleich der Swmme der Tatabdrate der vier
anbern Kanten.

b, Die Summe der Duadrate der drei Meitteltransverjalen
ift gleich 1 ber Duabratjumme der jechs Ranten.

24, a. Dad Duabdrat einer Schwerlinie eined Vierflachs ijt
gleic) 1 der Duabratfumme Dder vom Dder namlichen Ccke aus-
gehenden Drei Ranten weniger § der Duabratfumme der dret
iibrigen Qanten. (Jft in einem A ABC pie & BC in M im
Ber). BM : MC = 1:2 geteilt, o ift: 2 AB*4 AC* = 3AM*
+ 6BM®.)

b. Die 9-fache Duadratiumme der viev Sdywerlinien ijt gleid
ber 4 -fachen Quadratjumme der jedh)3 Kanten.

e. Die Qutadratjuntme der Entfernumngen bed Sdhroerpunties
pon ben bier Ecen ift gleich der Duabratfumme der brei Mt
teftvanaperjalen. (IIL. Anh. 23. b.)

25, a. Der Jubalt eined Bierflach? ijt boppelt jo grop als
ber Qubalt einer Pyrvamide, bie ein Mittelpavallelogramm 3ur
Grundiliiche und die fiivzefte Entjernung ber el ihm paral:
lefen Gegentanten zur $Hohe hat. (IL1. 16.)

b. Qede durd) eine Mitteltransverjale cines Bierfladhs ge-
(egte Scnittebene feilt dad Bierflad) in atoei gleiche Teile. (Sag
pon Bobillier. — Die 3wel Pyramiden, die sijchen Der
Scnittebene und eivem durd) die Mitteltransverfale gehenden
Mittelparvallefogramm liegen, find glei.)

96. . Das rhombijche Bierilacd oder SphenoiDd.
Haben in etnem Bierflach je gvel gegenitberliegende fanten gleiche
Qéinge, fo find afle vier Flichen ongruent, und bie Dreifante au

alfen viex Gcen fongruent; das Piecflad ijt alfo gleidhedig
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184 [IL Buch. Anph. 26—27.

gleidgflachig und heipt Sphenoid. Dag Jeh eined joldhen
erhalt man, wenn man durd) die Eden eined beliebigen, al3
Seitenflddye gewdhlten Dretedd die Pavallelen zu den Gegenfeiten
sieht. Jm Sphenoid find bie dbrei Mittelparallelogramme Rhom-
bert, (dafer aud) die Vegeichung: rhombijdhesd Vierflady).
Die dret Mitteltrandverfalen ftehen auf einanber jenfrecht. Das
einbejdjriebene Achtflach (IIT. Anh. 19. ¢) hat lauter fongruente
Slichen. Dad umbejdyriebene Ravallelflacy (I Anh. 19. d) ift
ein Databer.

b. Dad fymmetrijhe Sphenoid hat fongr. gletch-
|dentlige Dreiece zu Flachen. E8 hat alfo 4 gleidie Kanten
(Gegentanten-Paave); die zwei andern Kanten find u einander
rehtintlig. Die Dreifante find gleichihentlig. Ein Mittelpa-
rallelogramm ift quadratifd), die wei andern find Ffongruent.
Broet Mitteltrangverjalen find gleid.

27. a. Dad Dblong-Vierflad. Bilben in einem
Bierflad) zwei Kanten mit ihren Gegentanten vechte Winkel, fo ijt
oied aud) fiiv bad bdritte Kantenpaar der Fall. Die drei Pittel-
parallelogramme find Rechtede, (daher bdie Vez.: Oblong-
Bierflad)). Die drei Mitteltrandverfalen find gleich. Die Summe
per Luabdrate je ztveier Gegenfanten ift fonftant. Dad einbe-
jdriebene Achtflach befitt eine umbejchricbene Rugel. Das um:
bejdyriebene Parallelflach ift ein Rhomboeder (im weiteren Sinn).

b, Jm DOblong - Bierflac) jhneiden fich) die vier Hohen in
einem Punft (waé beim allgemeinen BVierflad) nidyt der Fall
ijt). Durd) bdiefen Punft gefen auch bdie Hirzejten Entfernungen
per drei Paave von Gegenfanten.

c. 3m Dblong-Vierflach) liegen die Fufpuntte der vier Hikern,
bie Schwerpuntte der viev Seitenflichen, joivie die Puntte, welche
bie obeven Ubjdynitte der vier Hihen vom Hohenjchnittpundt aus
i Berhaltnis 1 : 2 feilen, auf ciner Qugelflache (Feuerbadyide
Rugel), deven DHalbmeffer gleich & ded Halbmefiers der wumbe:
jdjriebenen Rugel ift, und deven Mittelpuntt bie LVerbindungs-
jrrece bon Hohenjchnittpuntt und Mittelpuntt dev umbejchrichenen
Kugel tm BVerhiltnis 1:2 teilt. (Sah von H. Bogt. — Die
Teilpuntte zweter Hohenabjchnitte und die Schwerpuntte der itz
gehirigen zwei Seitenflichen bilden bdie Gcen eimes NRechteds,
vefjen Mittelpuntt der Mittelpuntt der Kugel ijt. Das dburd) die
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vier Teilpuntte der Hohenabidmitte bejtimmte Lierflacdhy ift mit
pem Haupt-Bierflacy Ghulich und hnlic) liegend.)

28. Sn jevem Bievflach ift dev veziprofe Wert bed Halb:
mefjers der einbejchriebenen Kugel gleich der Summe der vezi-
profen Werte der vier Hohen und gleich der halben Summe ver
vesiprofen Werte Der vier Halbmefjer de anbefchricbenen Kugeln.
(Sind a,, a,, a,, a, die vier Seitenjlachen, b ohy ol BT bie
sugehbrigen Dohen, r,, 1y, 1,, 1, die albinefjer ber anbejdrie-
beren @ugeln, v der Halbm. der einbejdyriebenen Qugel, fo ijt:

&_I:ii;.ﬁ.-:ai:.?i:}t'+&zﬂi-a3.l.a": al—rag'ras“ﬂ; 1 'm-l
TEGL TRt s 1 13 1z
heahe s =gl r

29, a. Bieht man in einem Bierflac) von den Gden A, B,
¢, D nad) den gegeniiberliegenden Fladjen pier Streden AAY
BB, CC!, DD!, bie fich in einem Puntte O jdhneiden, fo ift:
QAL 0B 06 50T AQ.,. B0 G0 DO
ax T ee oo DD = L W Ax T BB OO DD~
(Mittel3 der Verh. der vier Teilpyramiden zum Ganzen Bierflad.)

b. Rt man von einem befiebigen Punit im Qnnern eined
Bierflachs die Sentrechten auf die Flhchen, jo ift die Summe ber
vier Berhiltnifie ans je einer Senfrechten und der ihr parallelen
Hihe = 1.

¢, Die Summe der Eutfernungen eined peliebigen Pounttes
im Jnnern eined vegul. Tetraeders bon den bier Fldchen ift fon-
ftant, und war gleid) der Hihe ded Tetraeders.

30—37: Pyramide und Fiegel, Pyramiden= und Fegelrumpf.

30. a. Su einer Dreijeitigen Pyramide, deren Dretfant an
ber Spipe ein Oftant ift, find oie Winfel der Grunbdjldche alle
fpits; die Projetionen der Seitenfanten auj die Grundildde fuile?u
in die Hihen der Grundildde, bie Projeftion der Spibe fallt in
den Schnittpuntt der Hoben.

b. Das Duadbrat der Grundildcdhe ijt gleid) ber Summie bev
Quabdbrate der Seitenjlachen.

31, a. llm jedbe rveguldve Pyramide und in jede veguldave
Pyramide [aft fich eine Rugel bejchreiben. _

b. Wm jeden vegul Pyrvamidenrumpy (Gt fich eine Kugel
bejchreiben.
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