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i

10,
Die fafifcd unbeftimmien Trdger.

Gtatij unbeftimmt mennt man jolche Trdger, bet demen s nicht
mbqlich ijt, die unbefannten Grdfen (d. j. bie Vomente und Stitgemwiderjtande)
wy mit Hilfe der allgemeinen Gleichgewidytsbedingungen (§ 4 &. 16) ju
beftimmen. Bur Berechnung folcher Trager find auper den allgemeinen
Gleihaemichtsbedingungen nod) die Claftizitatsg [eichungen GL 31)
bid 34) ©. 43 und 44 3u benuben.

Die einfachiten Falle dev ftatijch unbejtimmien Trager follen in jolgenvem

fursy bejprochen twerden.

{. Der gleidymifiq belafiete Triger anf drei Stiihen.

&3 foll vorausgejebt mwevoen, baf die Stitgen alle in gleicher Hihe
liegen unb daf die Felber A C und BC bie gleiche Spammweite L haben (Fig. 73).

Da die Durdybiequng des Tunfted A gegen den Puntt € = MNull jt,
jo exhdlt man, wenn bie aleichmdfpige Belajtung wieder mit p bezeichnet wird,
mit Wnwendung dex GL. 36) €. 46 und GL, 40) S. 49:
A3 p 1
3EJ SEJ

Ta wegen des fymmietrijchen Belajtungsujtandes A = B fein muf,
fo folgt aud der lesten Gleichung:

==

J'l—':ll:—;ﬁpl el R s ) e it

Die Summe aller drei StitGemwiderftdnde mup gleih der Gejamt-
belajtung = 2 pl fein, danad) wird:
10 ]

(.‘-----H pil=— 3

Der Dreuc auf dieMitteljtitge betragths vex Gefamtbelaftung.
Nachpem bdie Stiihenmwiderjtande mit Hilfe der Claftizitatsgleichungen

gefunben find, erfolgt die weitere Behandlung ved Trdgers in gemwobnter Weife.
Daz Moment in der Gutfernung x vom Auflager ijt:

T4 T PR R TR b

- l.\'? :3 rx"
M= Ay PE =gt

Fiigt man dad Glied s plx pofitiv und negativ hingu, jo erhalt man:

.1_ I_-.l: l,_' )
Mz — ] '_)—\—- ]_; == L‘__i}—'—-- 1_) x(l—x) — Ysplx

Das erjte Glied der vedhten Seite ftimmt fbevein mit GL 52) ©. 67,
bie graphijhe Darjtellung desfelben 1t alfo eine Parvabel mit der Preil-

~

hohe s pl2 Das zweite Glied ijt proportional x, evveiht feinen griBten
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TWert 'spl? fiiv x =1 und [aBt fih darjtellen durch die Gevade A, C,
begw. By Oy (Fig. 73), wenn C, C; = s p1* aufgetvagen wird.

Man echalt daber nach der lehten Gleichung graphijch die Momente M,
wenn man von den rdinaten der Pavabel biejenigen der Geraben abjziebt.
Dadurd) entfteht die in Fig. 73 {dhrajfierte Momentenflache.

Der Trager ift jo durdhgebogen, daf {fiber der Mitteljtitke die obeven
Fajern, in den Feldern jwifchen den Punften A und D beyw. B und D’
dagegen die unteven Fajern gezogen werden. Jn den Punften D und D’

g 78
A t" B
’ [ ;j / t

aebt bie eine Kriimmung in die anbeve {iber, folalich it in biefen “Bunlten
ge THitg glid)
bas Moment = Null.

Begeihnet man den Abjtand der Puntte D und D’ von den ujlagern

mit xo, o ergibt fich, inbem man Mx = 0 feht:
Xo — '-il-l :l.

Dieje Trdgerftitde A D und BD’ founen daber ald an den Enden frei
aufliegende Trdger von der Ldnge .1 angefehen werden. Tad grifte
Moment fitr diefe Trdagerjtiicte ijt:

31 9 5

Dad Moment itber dber Mittelftitge exhdlt man, wenn man in dem
Nusdrud My filr x den Wert 1 einfest.

Man findet:
pl*

8

Dexr abjolute Wert von M ift grofer ald M, der gefdhrliche Duerfhnitt
findet alfo iiber ber Stitge C jtatt, und der Trdager ift su berechnen nach der
Gleichung:

\I'i 6— =

pl®
e ]
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Diefe Gleichung ftimmt iibevein mit der Gleichung 54) &. 68.
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Danach ift dad Wioment iiber der Mittelftithe ded Tpmmetrvifchen gleich-
mapiq belajteten Trdgers von der Lange 21 auf dret in gleicher Hobe liegenden
Stitgen gleidh) dem gropten Momente des gleichmapig belafteten, an betden
Enbden frei aufliegenden Trdgers von der Ldange 1.

ity die Verechnung ded Trdgervquerfchnitted fann man daber annehmen,
paB bie Felder AC und BC durch je einen bejonderen Trdger iiberjpannt {ind.

Sur Berechnung der Stitke C felbjt, die 3. B. aud eimer Sdule ober
einem llnterzug bejtehen fann, ijt diefe nnabhme dagegen unzuldjfig, denn
ver Druct, mwelhen jwei Eingeltrdger A C und B C auf die Gtitge C iiber-
tragen, wittde nur = pl jein, wdbhrend in Wirflichteit der duvchlaufende
Trdger A C B nach GL 65) einen groferen Drud auj die Mitteljtiise ausiibt.

Durch eine Aenderung in der Hohenlage der Stitken werben die Womente
ftart beeinfluft, und jwar witd durdh eine Senfung der Mitteljtiige das
Moment M. verfleinext, die Wiomente Wt vergropert. Durch eine geringe
@enfung der Mitteljtiige [GBL fih daher die Tragfdbigleit des Balfens wver-
auifern, wogegen eine Ueberhdbung der Mitteljtiige nachteilig auj die Trag:
fabigteit einwivft. Da durch Sufdlligleiten, 3. B. nadhtvdgliches ungleichfdrmiges
Geten der Aujlager, die Hobenlage derjelben fich gegencinander leicht efwasd
pedndern fann und eine genaue Ueberwadyung haufig jchwer duvchaufiihren
iit, fo bleibf Hauptiddhlich aud diefemn Grunde die Anmwendung dexr Frager
auf mebreven Stithen mit Redht befchrantt, obgleich bei diefen an Matertal
etiwad gefpart mwerden fann.

9. Der durd) Eingelkvifte belaftete Trager auf drei Stiigen.

®3 wird auch bhier wieder voraudgejeht, dap bie Stithen in gleidjer
Hibe legen, und daf die Feloweiten A C und B C (Fig. 74) einander gleich
find. Die Gingelfrdfte P jollen tn den Feldmitten angreifen.

Die Durchbiegung des Punfted A gegen den Punlt C ijt m gangen
— Null. Gie feht fich sufammen aud einem Teile, hervorgebracht dureh den
Stithenmwiderjtand A und aus einem anbern Teile in entgeaengejester NRichtung,
welcher durc) die Gingelfrajt P erzeugt wird.

Der Ungrifispuntt E der Gimgelfvajt P exfihet nad) GL 36) ©. 46
durc) P allein die Durchbiegung:

I'(L) P

S e e T
Der Punft A leat aber (Fig. 75) um das Maf:
1
fo = 5 -tg ¢

tiefer al@ ber Lunft E, und da nady GL. 88) ©. 47:
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ijt, fo entjtebt:

' Y 2

L\
R

R e e T
Die Gefamtdurchbiequng bded Punftes A, hervovgebracht burd) die
Rrajt P betvdgt danad:

]J]_i: | JI\L.’{ ; ;_‘ I]‘LIL

OART ¥ 18 EJ . A8 EJ

Diefe witd gerade wieder aufgehoben durch bdie von vem Stithen-
widerftande A allein bewirfte Durchbiegung nad) oben, weldhe nach GL, 36)
©. 46 bie Gridge hat:

e T
e SR
et man £ = f, -+ £, fo exhdlt man:
D
A B= — P
16
92
= o
i 1 G
Dad Moment 1m  Anqrifjdpunite von
P ‘F[
M :'p“ p 1 5! P
AT, ST
Tas Moment iiber dex Mitteljtithe hat die Grife:
B ] 3
7 e o M (RS o ey 1,
RS G Pl B 5 “..[L

Der Trdger ift daher zu bervedhnen nady:

2}_) =
m]l_.]n“. Lt iee s U N P e S0
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v die Strede von A bis E (Fig. 74) ijt:

5]
\.U‘tx —_ J-.'n. X — T A E’ X
16
oDexr:
B 3
"\"Fi}; e J_ N o— ][5_ 1} +
Fir x — 0 with:
M =0
1 ;
iy x = —— 1.
3 3]
‘:“E = L]_ i 2 P
! 32

Tir die Strede von E bis C (Fig. 74) it:

- ]'
St = A% E (x — ‘}-)

I

DDEY:
m 5 (1 2 =
Ax 9 {ile==t)s= ]“' X
~ 1 " ' ¢
PHE X 5 W0 (101¢ oben):
Pl 3
m — : il
: { S
i x = 1 mwirh:
Me —— ——P
Me T Pl

hievaus exgibt fich bie in Fia. 74 angedeutete graphijche Dovjtellung Dder
Momente. Darin ifi:
i P1
l':| ]'1.'; E IlJ‘.l j'af'é p— 1 —~
unb:
{ & | 3 2
CiOry = ¢ P
Die Lage der Punfte D und D it analytijeh beftimmt dure) Ddie

Bedinguna:

Man exhalt:

it

T I

3. Der an cinem Eude wageredyt cingefpanute, am anderen Ende frei
anflieqende Trager.
a) Der Trager ift gleichmafig auf feine ganze ddange belajtet.
Cieat (Fig. 76) der Auflagerpunft A mit der Ginjpannungsjtelle C n
gleicher Hobe, fo ijt diejer Tvager anzujehen als die Halfte des unter 1) be:

e e Ty
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iprochenen, aleichmdpig belafteten Tvigers auf drei Stitgen, weldher in der
Mitte fejt eingemauert gedacht ijt.
Die StitBenwiderfidnde find:

3 . H
_55 ...—H- E:] '[_ Q ]l]

Dad gropte Moment findet bei C ftatt und hat den Wert:
8] 12

o

Me =

G
e

bie Bervechnung ves Trdgerds gefehieht nach Gl 66) &

Fig. 76.

Die qraphifhe Darjtellung der in Fig. 76 jchraffierten Wiomentilache
aibt ein deutliches Bild von der Verdnderlichleit ded Momentes.

b) Der Trdager ift in der Mitte durch die Gingelfraft P belajtet.
Dte Punfte A und C follen auch hier wieder in gleicher Hobhe liegen,
jo bafp ber Trdger (Fig. 77) al8 die Haljte ded in Fia. 74 abgebildeten
Trdgers auf dbrei Stitgen zu befrachten ijt.
Die CStigemwiverjtande jind:

e Do Gl
R [ =L
Daz qrdpte Vioment bei C hat den Wert:
2
Me = — 24
Nte 16

Die Vevechnung ded Trdgerd gefdhieht nadh Gl 67) ©. 94. Jn der
araphifhen Darftellung der Momente ijt:

5 ! l 1' L] 1 2
E E, = - 1> und C,; Gy, = - T8 P1
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4, Der an beiden Enden wageredyt cingefpanute, aleidymdbia
belaftete Trager.

Die Sorm der elaftifchen Linie bei diefem Tvdger (Fig. 78) seiat, daf
awei Punfte D und D’ vorhanden find, in denen da3 Moment = Null ift.

Die vorldufig noch unbefannte Enifernung diejer Puntie von der Mitte
bed Trdgers jei xo.

Das mittlere Trdgeritiict von der Linge 2 xo fann angejeben werden
ald ein an den Gnbden frei aufliegender Trdger, weldher auf jeden lnter-

jtitgungdpuntt den Auflagerdrud p xo fibertragt. Die Seitenjtiife AD und
BT’ bilben daher gleichmapig belaftete Konfoltrager, an bdeven fretem Enbe
die Gingelfraft p xo wirit.

Der Gleichgeichtdzutand wird nicht geftort, wenn nan fich ben Trdger
AB im Punfte D’ zexjchnitten denft und dafitr fiir das linfe Trdaaerftiict A D

Fig. 79.

AP
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pie lotredht aufdrtd gerichtete Krajt pxo, fitr das vecdhte Trdgerjtiid bie
{otvecht abwdrts gevidhtete frajt p xo al8 dupere Kraft hinguiigt (Fig. 79).
Bezeichnet man die Durchbiegung ded Puntted D’ gegen die Punite A und B
mit £, jo exgibt fich nach GL. 36) S. 46 und Gl 40) ©. 49 fiir dasd linle

Frdaerftitct: :
/ 'L : N i 1 ; |
L ( e I .‘{o) P %o (_\'-J_- i f\'n)

et e e

Sauenftein, Feftintettalehre. 7. ufl

=1
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und fitr bad redhte Trdgerftitc:

e L)

15 SEJ o

CSefst man diefe beiden LWerte von f einander gleid, fo folgt:

1[5 +)= (5 =) ] =[G+ )+ (5]

Durd) Aufléjung diefer Gleichung exgibt fich:

L
e ey
21 3
Danach ift die Ldnge des Mitteljtiices D D’
. 1
aXo— =7
V43
und dad grofte Moment bei C:
1 1
T e T 12
A A A
§ 24

Fitr bad Moment bet B exgibt jid):

2

e
M = pxo (5 — %) + -

und wenn fiiv xo der obige Wert cingefebt wird:

1 0 l: L h o2 9 .; /
M=p = i ) - e

moraus jolat:

M — P il

Die Einfpannungsdftellen A und B jind aljo die gefabrlichen Querjchnitte
und der Trdger ift ju bevedhnen nadh) der Gleichung:

_I;‘-jl'u_—'kw i e ek R

5. Der an beiden Enden wagerecht eingelpanute, in dev Aitte duvd)
eine Eingelkraft P belaftete Trager.
Die Entfernung xo der Puntte D und D7, in denen dad Monent = Null
iit, von dex Mitte Ded Trdgers exhdlt man in dhnlicher LWeife wie unter 4).
Das mittleve Trdgerjtitd DD’ von ber Linge 2x0 fann betradytet
werden ald ein an den Gnben fréi aufliegender Trvdger, welcher auj jeden
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Untevititfungspuntt den ujlagexdrud = P fibertrigt. Die Seitenjtiide AD
und B DY bilden daber Konfoltrager, an deven freiem Ende die Kraft 'z P wickt.

Dentt man fich den Trxager AB (Fig. 80) im Punfte D’ ger|dhnitten,
fo bat man fiiv das linfe Txagerftitd A D’ die [otrecht aufiwartd geridhtete

Tig. 80.

T
Xo 1 Xo
Rraft = P, fiir bad vecdhte Trdgerftitc B D’ bdie lotvecht abmwdrts gevichtete
fRraft 1= P al8 aufere Krajt hinguzujitgen (Fig. 81).
Die Durchbiequng f ded Punfted D’ gegen die Punfte A und B erqibt
jich dann fitv dasd rechte Tvagerjtid BD’ nach Gl 36) &. 46 ju:

l' — e —

E- s T T

i

| #= el v

p tie =P f
. D'i %

4P

Fiir bas linfe Trdgeritiict A D jeft fich) die Duvchbiegung £ ausd mehreven
Teilen aufanumen.
Die in C angreifende Kraft P (Fig. 82) evzeugt im Lunfte C die Durch-

bieguuaq:
L3
P (3 )
i T
Tie Tangente ded Winfeld, den die Trdgerachje in C mit der Wage-
vechten bilbet, hat nadh GL 38) ©. 47 bie Grife:

Sy o
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)

N

folglich liegt der Punft D’ um:
5

—
I po| e

Xotge = %o

tiefer al@ der Punlt C.
Die von der Kraft P allein bewirfte Durchbiegung ded Punttes D’
geaen den SPunft A betrdgt danach:
. ( 1 -)::
>
]

5
3 E

; W

Pf;)

-, — e

19| =

fi + xotge —

Fig. 82.

Die in D’ angreifende Krajt > P erjeugt nun abev eine Duvchbiegung
nach aufodcts von der Grofe:

=
Die gefamte Durchbiegung ded Punttes D’ ijt daber:

(3) P sy

- 3

‘]“ = Il| i Xo t:‘-_‘fﬁi o 1’.3 = :5'-1‘: '_I_ — = Xop _.:...):.!': ._] e T T a ]‘_: 'J—

©efit man die beiden Werte vou f, die fich bei Vetrachtung des redhten
und linfen Txdgerjtitcted evgeben haben, einanbder gleid), jo folgt:

(]3 = N")” : ('} 15 ""t‘)a" - (;) [ises ('_})

woraud man durcdh) AuflBjung dexr Gleichung fliv xo evhalt:
jung 4 :
1

Xg — 1
Dad mittleve Trdgexjtitd D D’ hat daher die Linge
2.\':1 == ‘;)

und dad Moment bet C jt:
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Die KRonfoltrdger AD und BD’ haben bdie Ldnge - o find am
e . R Pt il o = e :
jreien Gude duvch die Rrajt —- belajtet. Die WMomente bet A und B haben

banad) bie Grofe:

;] 3
T
2 4 5
Die drei groften Momente bet A, B und C find alfo einander gleidh
und das erforderliche Widerftanddmoment ded8 Trdgers erqibt fich aus bdex
Gleichung:
1 | .
T ) = R R e e e

Sn Bezug auf die eingefpannten Trdger verbient jehlieflich noch be-
merft au werden, dafi in der LPrarid auf eine vollfommene Einjpannung nicht
leicht 3u rvechmen ift, und baf man ficherer geht, feine Nictjicht davauj ju
nehmen und den Trdger immer ald Trdger auf zwei Stithen angujehen und
31t bevedynen.

A

11,
Die Trdaer von aleidjenmt Biequnaswiderffand.

Sn der Gleichung:
M=kW
varf k hochftend gleich der juldfjigen Snanjpruchnahme werden.

Bei ben bisher betvachteten pridmatijhen Trdgern, bet denen W fiiv
alle Duerfdhnitte denjelben Wert hat, wird diefe juldjfige Jnanjprudnahme
wur in den Punften erveicht, in denen dad Mioment der duBeren Krdfte ein
Maximum ift. WAle anbderen Stellen ded Trdgers erleiden eine geringere Ju-
anfpruchnabme. Da3 Material wird bei den pridmatijchen Trdgern daber
mur in den gefdbhrlichen Querfdnitten voll audgenust.

Soll die Tragjdbigleit ded Materiald in allen Dueridhnitten voll
audgenubt werbden, fo darf der Trdger nur in den Teilen emne pridmatijdye
Form haben, in Denen dad Moment unveranderlich ift, wie 3. V. bei bem
Trager Fia. 37 ©. 47 zwifchen den Punften A und C, n Fig. 51 S. 62
ywifchen C und €’ und in Fig. 52 ©. 62 zwijhen A und B. Jn allen
iibrigen Teilen muf fich der Duerfdhnitt mit dem Wiomente dnbern, und
3mwar mup der Trdger eine folche Form erbalten, dap bie Spannung der
duperen Safexfchicht in allen Querfchnitten gleich der zuldffigen Jnanjprich-
nahme wird.

Triger, welche diefer Vebingung entfprechen, nennt man Trdger von
aleichem Biegungsmiderftand. Diefe Triger befien auBer dem LVorteil
ber Materialexfparung vor den pridmatijchen Trvdgern aud) nodh den Lorteil,
baf die Velaftung durch) dad Eigengewicht gevinger ausfallt.
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