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66 &9, Ter Trdger auf zwei Stithen.

Nad) Ginjebung diefes Werted wird dann:
My-= M = P, —]F]J]_l:!;— . [
Dad Moment My, exteilt dbem Valfen eine Biegung, weldhe gevave ent-
gegengefesit der durd) bas Woment M hervorgebrachten Biegung ift. Jwijden |
ten Punftern C und B muf fich daber ein Punit D befinden, in weldhem die
cine Biequng in die anderve itbergeht, dbas Moment aljo = Null 1ijt.
Die Entfermuing xo diefes Punfted von ber Stithe B exgibt fich dann ausd
ber BVedingung:
P(a-+x)— Bxo=0

au:
e o
YT B—P
St den Fall, dafy Py = P und auferdem a; = b, = —- ijt, exbalt man:
L
P —Pa ;
\ 2 L 1_’(__] . I_)
praEs] 1 SN L
I 5 LP(a—+1) ; e
3 —_ ezl
Nty = P a
3 ]
ghosiR s
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Sollen die Monente einander qleich werden, jo jolgt aus:
L e
}. l'.l 1 e 2
-— 1 -
o ep— t'i
Danadh wird:
gy =~
6
und:
Pa 1 3 1
Xg — === =z g = ,
])(__ _L_:i)_l] L e 2 1
TR L

2. Strechenbelafiung.

Sit ein an den Enbpunften unterjtiibier Trdger A B von der Lange 1
(Fig. 55) aleichmafpig belaftet und begeichnet man bie Belajtung fite die Langen:
einbeit mit p, fo ift die Gefamtbelaftung = p 1. Der Angrifispunit derjelben
liegt im Schwerpunfte der Belajtungsfliche, aljo in dexr Mitte des Tvdgers.




§ 9. Der Trdger auf pwei Stiigen, 87

Die Velaftung wird jur Haljte auf jeved Wuflager itbertragen, folglich find
die StiiBenwiberftdnbde:
pl

A== i AN S NS R 1 )
Denft man fich den Trdger in der Entfernung x vom Auflager A zer-
ichnitten und betrachtet das linfe Stitct desfelben, jo find der Stitbenwiderftand
y L i = 5 . e LT ey gh! =
[-.) und die Belaftung p x die auf dad Trdgerftite wirfenden dupeven Krdjte.
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Die BVelajtung p x greift im Schwerpuntte der BVelajtungailache, aljo n dex
; von der Schnittftelle an. Stellf man i Bezug auf die Sdmnitt:
ftelle bie Momentengleichung auf, fo evqibt fid):

Entfernung

: L X
Me= -+ x=—px.
My = f,' o T d W GRS N R

Fiir x = 0 und x = L witd Mx = 0, d. h. bad Moment an den Stith-
puntten ijt = Null.




63 § 9. Der Ixager auf jwet Stithen.

Das grofte Moment finvet in der Mitte bes Tvdgers flatt. Es it
namiich filt == Yo 1

L Ik |
sty
Dagegen exgibt fich filx x = Yo L4 4 oder x = 2 L — A ber fleinexe

x (L—x) = (1_} A)(l— .?.) = .]:- - 12

Nus GI. 52) folgt danach filx x = 2 1:

wtnux = p i 81 ARG e e D)

Das grofte Moment bei dem gleichmapiaq belajteten Trager
1jt gletch) der gangen BVelajtung multipliziert mif dem adten Teil
per Trdagerlange.

Die graphijche Darjtellung der Momente ift nach GL. 52) eine Pavabel
A Cy B, beren Sdpeitel in C, liegt und deven Pjeilhdhe C C, = p V. - ijt.

Die Schubfrajt in der Entfernung x vom Wuflager ift:

T L

o~
\:"\] —— 5 ], X

anvert fich alfo in geradem Lerhaltnis mit x.
om Aujlager, aljo filr x = 0, wird:
P 1

Il‘-‘:‘illil?\ o 3]

il {fo

Ll - e e

L X 5 iro:

= =0

Die Schubfraft exveicht ihren gropten Wert an den Stellen,
wo dad Moment — Null ift (an den uflagern) und wird = Null an
ber Stelle, wo dasd gripte Moment jtattfindet (in der Trdgermitte)™).

Gett man Mypax = k W, jo exhdlt man zur Bevechnung ded Tragers
vie Gleichung:

1 t z
pl. 3 =k W i e SR

Aus Gl 48) &. 60 und aud Gl 54) exfennt man, dap ein gleichmdapig
belajteter Valfen doppelt jo viel trdaat, ald wenn diefelbe BVelaftung p L =P
ald Eingelfraft in dexr Mitte ded Baltend wirlt.

Befteht vie gleichmapige Belaftung ausd dem Eigengemidhte G ded Trdgers,
fo exhalt man bdbie Gleichung:

!
G.=—=kW
h “

*) Ter allgemeine Beweid diefed Saied fiv einen beliebig belafteten Trdger
ift ©.75 gegeben.




§ 9. Der Trdger auf gwei Stiben. G9
welche in der Form:
S5k'W
it G

aur Beftimmung der Lange 1 dienen fann, welde ein prismatifcher Balten
hochitend haben darf, um fein eigened Ge-
wicht noch mit Sidhexheit tragen ju fomuen. ig. 6.

Sur Beredhnung der Durchbiegung £ %4, : Ll
penfe man {ih bden Trdager durdh) bie A
M-Flache belaftet (Fig. 56). Dexr Jnbalt
dexfelben ijt:

.[) LE ]'F.L:I'
8 12

Fm — 2I:; e

und das Nionent in BVegug auf die Trdger-
mitte:

i, T 1 V= S Gl 300 I T 1 _]nl?’ 3 b
el i g g gy g g oD R g —
;
l-:'
ges P

Nach Einfebung diejes TWertes erqibt fich die Durchbiegung nad) GI. 34)

&. 44 ju:

b S
t=T581 WO
Set man bhievin:
Pl S
8 sl
fo folgt:

&l 12 o
f:_4?3"_l'1_T' Tl L e SR b e R O

Bei den ju Decenfonftruftionen vevmwendeten Tvagern halt man ge-
wihnlich die Vejtimmung ein, daf bdie Durchbiequng bei voller Belajtung
nicht mebr al§ soo Der Spannmweite betragen joll.

Seht man £ = "[so0 1, ferner k = 1000 und E
eifent) in GL. 55) ein, jo exhdlt man:

2000000 (fiix Schmicoe-

1 5 1000 12
600 — 48 2000000 0,5h
mworaud folgt:
1
e ) paen e R
16 :

Diefe theoretif) erforberliche Trdgerhohe bHalt man praftijdh haujig
nicht ein. Da namlich in Wirtlichleit die Decdenirdger an den Enden immer
cingemauert find und injolgebeffen wenigitens als teilmwetfe emgejpannte
Trdger (verval. 4, § 10) betvachtet mwexden fdnnen, bei denen die Durchbiegung

ol T
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70 § 9. Per Trdger auf mwei Stithen.

unter denfelben Umijtdnden wejentlich aeringer ijt, ald bei den frei auj zwel
Enbdititgen ruhenden Trdgern, jo geniigt es zu fehen:
1
Man ftellt danad) praftijd) die Forderung:
Die Stiigmweite der Trager {oll mit Ritd{idht auf die Durd-
biegung nicht mehr al8 das 25fache der Trdgerhohe betragen.

h = I Lol e e R )

Fiag. HT.

A i
N AL
2=
ﬁ s (0 ;

4 Yo Xq {
AR B M e

Ragt ein auf wei Stitken rubender, gleichmapia mit p fitv die Ldngen:
einbeit belafteter Trdger um ein Stiict a itber die Stitgpuntte hinaus (Fig. 57)
und bezeichnet man die Stiifweite wicder mit 1, o find die Stitkenwiderjtanbe:

A —"Bi—p (-E - fa--}

a3 Moment in der Entfernung x vom Wuflager ijt:

2y
2.

pla o X)
e = A x — T
) y .t
M= L x (0 —x — B
Die gripten Viomente finden itber den Stitgen und in dber NMitte ded
Tragersd {tatt.
Fir x = 0 und x = L werden bie Stitgenmomente
SOGE Py,
MW=—-"5
= e 2 : s :
Fir x = —- wird bad Moment in der Trdgermitte:
sl pa’
l‘.-BE.;; e '—T = 5]

lm biejenige Grofe von a ju evmitteln, bei weldper alle drei Momente
einander gleich mwerben, der BValfen aljo die arofte Tragfdabigteit bejist, hat
man ben abjoluten Wert von M = M, s fehen:

0 1 ety pt’ pa

T e




& 9. Der Trager auf pwet Stithen. 71

Davaud jolat:
1
=
Nach Einfepung biejes Werted exgibt jich dann fiilr bie Viomente die
Grofe:
; L
Mt = W, T
s 1 e Tt = = : =
St a << L, o with dad Moment in der Tragermitte groper als
q) /8 a (
bie Gtitenmomente.
2 L & : e :
St a > , Jo werden die Slitfenmomente am gropten, bie gcraht=
n H. H 1 - s

fichen Duerfdynitte ded Trdgers liegen dann {iber ben Stithen.

Der Balten erhalt durch die Stitgenmomente eine Biegung, bei mwelchex
die erhabene Seite nach oben gevichtet ijt, durch das Moment in dex Mitte
aber eine entgegengefeste BViegung. Man exhadlt die Lage ber gwifchen den
Ctitgen liegenden Puntte D und D7, m denen eine Sritmmung in die andeve
itbergeht, indem man My = Null febt.

l)' X (L= — %

—{}

e lx=—a*
Bezeichnet man die TWurzeln diefer Gleichung mit xo und xo’, jo e
gibt fich:

1 T
e 3— = \.‘I SR e EI:
2 A
Xo' = _1; \ ll; — a2
: = - 1 ; y
Fitr den bejonderen Fall, dap a = T angenommen wird, exhalt
man: ’
L 1 1
e e = i ——
¥ 2 \/ 8 =
i L | L |
X0 = T e — 9 T &
; 2 V'8 A

PWird nicht die Stiifweite, jondern die gange Trdgerldnge mit 1 bezeichnet
(Fig. 58), o find die Stitgenwiderjiinde:

. e
A=B=-"

Das Moment fitr die Trdgermitte C it:

L e Lt

4

T

i

A
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79 § 9.

Ter Trdger auf pwei Stitken.

Tie Stigenmomente haben den abjoluten Wext:
b ac

m = -t

W= 5

Dexr Balten befist die gqropte Tragfahigleit, wenn M = M. wird.

Nus:
]P.'I: = iIL ]\ )
=5 (12

ok

folgt bann:

72
v+ La—
4
a=— (/2 — 1) = 0,2071 , |
Fig. b,
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Nach Ginfeung bdiefes TWertes

ergibt fich dann fiir die Momente bdie
Grifpe:
Y S 12 - :
opdi=gm I'H - (3—212)=0,02145 p 1*

v eine Gtelle in der Entfernung x vom Balfenenbde ift:

T y x?
My = L= (x —a) — 5
@etit man Mx — 0, o folat:
x?—1lx= L a
Die Wurzeln diejer Gleichung jind:
X0 = 5 - \/ T lLa




89, Der Trdger auf el Stiigen. 73
) b 25 5 1 r— :
und fitx ben fpeziellen Fall, daf a = 51V 2 — 1) ift:
1 ] AR L Om 1 ¥ e
Xo =5 ]/ e S\ 2 ) =5 '— 21/ 3—2\ 2
1 ST 1 ey 1 1 e
=%, 7 L £ = -\,) ol C
X0’ g 1; A 5 (" 2 1) ol s 1/ 3 21/ 9
a L = e = ' o
Der Ausdrud a = — (I 2 — 1) [apt fich noch auf eine anbere Form
bringen. G5 ijt namlich:
e .2 2—2) 2 +1)= s (3—21/2)
4 . = 4 o

folalich:

1 /—
“':ﬁl 83—2\1/ 2

Danach ergeben jich die Abftdnde der Stellen, wo bdad Moment =
Null ift, von den Balfenenbden zu:

1
Xg = 5 — @
i
Xo :'_) S

Ragt ein auf swei Stitgen rubender, gleichmdpig mit p fitr die Lingen-
einheit belajteter Trdger von der Stitweite L um ein Stitef a itber den einen

Fig. B9.

A
by
I

X

a

Stitgpunft hinaus (Fig. 59), und ftellt man bdie Gleichungen der jtatijcdyen
Momente auf, fo ijt in Beaug auf den Drehpuntt B:

P | Bl e 8’
e

Al — —{)
und in BVeyug auf den Drehpuntt A:

1 ( 1
B 11—2 *-:' Fb':l(“-- 2)_—1_3
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74 & 9. Der Trdager auf ywei Stiiken.

Darvaud eraeben fich die Stitgenmwiderftande:

AeerPE g o
A 21 (1* —a?®)
= 2])[“ {1:4-g)2

Ausd der exrften diefer Gleichungen jolgt, dap fiiv a = 1 ber Stiiken-
widberftand A negativ with. Fiir a = 1 wird A = Jtull.
Sn beiden Fdallen entjtehf bei B das Marimalmoment:
E’J’h; e, pa”
3t a << 1, fo wirdb A pofitiv. ES entfteht dann zwijchen ben Stiil-
punften A und B ein zweited Marimalmoment von der Groge:

I* Xo®©

m =L

wobei x, die Euifernung ded Puntted D (d. t. dedjenigen Punited, in weldem
bas Moment = Jtull wird) von dem Stiigpuntt A bedeutef.
Das Moment in der Entfernung x vom Auflager A ijt:

] x?
| o e e =
- ] & . ]x:’. )
MNie. = _';‘JL' (E— 5y = 'LQJ_

Diejed Moment wird = Jull am Auflager A, d. h. fiir x = 0 und
auferbem fiiv:

Danad) wird danm:

| 12—y 2

1 St — b (7

| It il )
Im Dbiejenige Grofe von a ju evmitteln, bei weldher der BValfen bdie

quipte Tragfabigleit bejit, hat man die Momente M und Mg einander gleich

ju feBern.
P ( 12 —a¥A® - pa’
BN o=l ) ks i

a=1ly 2 —1)=0,4142, 1

Davaus folat:

| MNach Cinfebung diefed Werted exgibt fich:
X0 — 08284 .1 =2 1

M = M = 0,0858 pl &




& 9. Der Trdger auf zwei Stithen. 75

St bie Belajtung eines Trdgers unjymmetrijch, fo lapt fidh die Lage
pes gefabrlichen Duerfchnitted am einfachjten dadureh bejtimmen, daB man
dic Stelle auffucht, wo die Schublraft = Null ift.

n derfelben Gtelle erveicht dad Woment feinen Fig. 60.
gropten LWert. A

Gin einfacher Beweis bdiejed Sabes, mweldher T S
fiir den befonderen Fall ded gleichmdpig auj feine [ e
ganze Ldnge belajteten Trdgerd jchon ©. 68 anges m e
fithet way, ift folgendermafen: 4’11: t S e

Bei dem beliebig belajteten Trdger (Fig. 60) i 5 Pl P
Bat fitr eine Stelle in der Entfermung x vom Auj: S s B
lager A die Schubfrajt die Groge: \‘T: g i

@x = 4D 1 ¥ ‘_‘1:- [rarax
¢ Schubkrafle

Tachit x um dad fehr tleine Stit A x an, : e
fo entjtebt: A L//t/{\!)'frrj.t
@ n =i — {1 A F) o
Danach betrdat die Uenderung der Schubfraft, mwdbrend x um A x
ammwadit:
AB: =6Cxrax— Gx=—AP=— T il oy e 58)
Fiiv die Momente an den Gtellen in ben Entfernungen x und x 4 A x
von A exhilt man die Ausdriice:
Mei=Ax— Pz
FARD.

&)

Meanzs=AET+Ax)—Pl+Ax)—AF.-

ober da dad leste Glied A P . ‘L\:}x wegen Sleinbeit vernadhlafjigt werden

fann:
Phearnn = K ey — Pln = i x

Die Sunahme de3 Moments befvigt danad):
&9}}\ :H}J}\_I IR lﬂ]l\ :.‘5\.&.\'_' l’ﬁxi"it‘%- 1}’&.\'

und wenn fiiv (A — P) ber obige Wert Sy eingefest wird:
FAY ﬁ]i\ = E,\; S X R e W 59)

b. h. bie Junahme ded Moment3 von einer Ctelle in ber Gntfernung x bid
su ber nddyftfolgenben Stelle in der Entjernung x - A x vom Nuflagerpuntte
A ift qleich dem Flacheninhalt des lotrecht darunter [teqgenden Streifens bdex
Sdyubtraftilache.

Auz Gl 59) folgt bei der zeichnerifchen Darjtellung der Momente:

Wird Sx = Null, fo witd aud) A My = Null, . h. da3 Moment
M erveidht jeinen groften LWert an dex ©telle, wo bie Schublraft

—

S — Null ift (oder bei einer Eingellaft von + m iibergeht).
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76 § 9. Der Trdger auf jwei Stithen.

Durdh) Summierung vom Auflagerpuntte A ab, alfo von x = Null ab
gevechnet, entjtebt aus GIL. 59)

M = = (Sx . AX) = [&SFlide] . . . . . 60)

oder in Worten: Das Moment tuder Entfernung x vom Aujlager ift
gletch dem (ubalt dex [otredht unter der Strece x liegenden Schub-
traftildche: aljo gleich bemjenigen Teil der Schublvaftilache, weldher bearenst
ift einerfeit8 von der Auflager-Lotvechten, anberverfeitd von bder durd) bden
Endpuntt von x gejogenen Lotrechten.

Mus GL 60) folat:

Das Woment M mird = Null bei bem Duerfdnitt, fliix meldhen
die Scubfraftildche (beftehend aus pojitiven und negativen Teilen) =
Null wird, beim Trdger auf zmwei Endftiien alfo an den Uuflagern.

Hig. 61.
] \B
: R
L, 2
! il I - | 110 | :
o RN
7'y I
|
.‘i \f
RLA .
{ 5 E
._...----I--r:—--:‘I'.'.".a!i‘ F
r r'”l“
'1,;._1.!

L)

Die Belaftungsflache des Trdaerd A B (Fig. 61) bilde ein Dreied mit
der Hohe p bet dem Auflager B. ES ift dann:

RN 1 S el
A_(:e ':i_J'L' 6
Wird die Cntfernung dex Stelle, wo die Schubfraft = Null ift, vom
Auflager A mit x, und die Belaftungshihe an diefer Stelle mit y bezeichnet,
fo exhdlt man zunadit:
S U )
E TR
und danach die Belajtung bed Stitcfes A C:

Xo Y P Xa
2 25




§ 9, Der Trdger auf ywet Stithen. 77
£ - ' :
Wus der Vedingqung: f_-}-"— — A oDer:
P il
21 b}
folaf Damu:
1
Xg — —_ -
|/ 3
Dasd an diefer Stelle entjtehende gropte NMoment ergibt fich Fu:
Ml oo P Xo Ko
\Jnmux ES 8 — X 21 . 3
und wenn fitv x, der obige Wert eingejest wird:
pl- 2
Minax = “ \ P a 61)
Fig. 62, Fig. 63.
f-';j A A 2Ly A
........... RTINS | l '
: { F |
| e ,," ; [‘T‘-n. EJ-J
A Lt i B ; | {1l |zs ¢
A Lt ' ik ‘Il - T v ! y .
| %l i bl
Y aff \. \T l|||' '..'
! Bl

S den fymmetrijdyen Belaftungsfall (Fig. 62) (Belajtungshohe n der
Frdgermitte = p, an den Aujlagern = Jeull) ift:

- ]JL ].__ L - p 12 5
mzjn;u{ —_ 1 ( 2 G ) — 19 . : : . . b )

St wmgetehrt die Belaftungshihe an ben Muflagern = p und in der
Trdgermitte = Null (Fig. 63), fo wirh:

pilo L U TESRDS, T g s
mtluu_\;'—_ “'_!: (_2 "__‘5‘) = ‘gi_ PP SR il Y

Die Addition der Gleichungen 62) und 63) evgibt wieder bad Maximal-
moment ded gleigmdpig mit p auf bdie gange ¥ange 1 belafteten Tragers
(vergl. BL. 53) &. 68) 3u:

i
::-BEJI.IREX — _1 —

Der Trdger A B (Fig. 64) fei von A bis C aleichméapig mit p fiir die
Qéngencinbeit belajtet. Man exhdlt die Stitgemmwidberjtinde A und B, tnbem
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7R § 9. Der Frdger auf pwei Stiisen.

man jich dbie gleichmdpig verteilte VBelajtung im Schwerpunite dexr BVelajtungs-
flache vereinigt dentt, aud ven Womentengleichungen:
Al—plL(l—Y: 1) =10
Bl—pl. 1 =0

AU
s LS ) A
A — e 15— 51
Fig. 64.
B
d i
! -i( :
1!’}

Hat mum die Stelle, wo die Schubbrajt = Null ijt, die Entfernmung xo
vom Auflager A, fo exgibt fid) x, aud der BVebingung p xo = A Fu:
A
Xg — T
I.I
Das Moment an diefer Stelle bat die Grife:
PXo® o Pz
=

Menas — Aixo -

yig. 60,

l ) oL Ly l
MIMEMMMe ol m T 1
N .B
‘Jr.lf: TF”"!

o

- = = e L L s e e ]

Fltr den Belajtungsfall (Fia. 65), bei weldhem man fich die gleichmdpig
_ verteilten BVelajtungen mieder in den Sdywerpuntten der Velaftungsfldchen
; vereinigt zu denfen hat, exhdlt man:

e =Wl
F A — : I
o Pl Ut plbl—"hly)
| 1

Jit 1g = 1, jo erqibt fich die Grife xo, Dad ift die Gntjernung der
©telle, wo die Schubfrajt = MNull ift, wo alfo jualeich das Biequngdmoment
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£ 9. Der Trdger auf pvei Stitben.

fetien quiften Wext evveicht, vom Auflager B aus der Vedingung p xo = B

B

T
]'l

Xp = °

folalich wird:
Yo ) X
mim;m =B %h - ! '2 — = 'l 2{"

3. Bufammenaefehte Belaftung.
Iirft auf einen an den Enben unterjtiiten, gleichmapia purdh p fiiv die

Langeneinbeit belajteten Valfen nodh eine Eingelfrajt P (Fig. 66), fo fett fich
pad Moment fiir eine belicbige Stelle ded Balfend jujammen aus el Teilen,

Fig, 66,
A B
‘{ _______ iR B e
I
‘qﬁﬂ G A?

it e e

g ;A.f'ﬂmm.ﬁz

A

. N ,/’/ H
' e ._/. £ :
'?_Hf ‘ A - zL.\::‘/}uéF:'?'.'f}l‘-fc
ﬂé: i =
1"

ndmlich aus einem BVeitvage, hervithrend von der gleichmapig iiber die Ldnge
perteilten Belaftung und aus dem Beitrage, den Ddie @Eingelfrajt P Liefext.
Diefe Beitrdge find eingeln fitv fich gu berechnen und 3u aodieren.

Die Stithenmwiderftande find:
P 1 § Pb
A=
b pl P a
= -—!— 1
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