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I . Theil , 2 . Abtheilung:

DIE STATIK DER HOCHBAU-CÖNSTRUCTIONEN.

i . Abfchnitt .

Grundlagen .
Die Statik der Hochbau-Conftructionen ift die Lehre vom Gleichgewichte der

Vor -Hochbauten ; fie unterfucht, welche Bedingungen erfüllt fein müffen , damit die Bau- bemerkungen _
werke und ihre Theile im Gleichgewichte find und bleiben ; fie beftimmt danach
die denfelben zu gebenden Oonftructionsformen .

Die Statik der Bau -Conftructionen, wohl auch Baumechanik genannt, hat haupt-
fachlich zwei Aufgaben zu erfüllen : fie lehrt erftens, die Abmeffungen aller Theile
der Bauwerke fo zu beftimmen , dafs diefelben mit Sicherheit den auf fie einwirken¬
den Kräften widerftehen können ; fie hat zweitens für die einzelnen Conftructionen
zweckmäfsige Formen zu ermitteln.

Die Löfung der erften Aufgabe erheifcht, dafs jeder Conftructionstheilgenügend
ftark, auch für die ungünftigften Falles wirkenden Kräfte, angeordnet wird . Die
dazu nöthigen Abmeffungen find wefentlich von der für die ganze Conftruction
gewählten Form abhängig. Durch giinftige Wahl diefer Form ift es möglich , an
Bauftoff zu fparen , ohne die Sicherheit zu verringern. Die Ermittelung derjenigen
Form , bei welcher die verlangte Sicherheit mit geringftem Stoffaufwande oder, was
annähernd daffelbe befagt , mit geringftem Koftenaufwande erreicht wird , ift die
zweite Aufgabe der Statik der Bau -Conftructionen.
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den von aufsen auf die Conftructionen wirkenden Kräften , zu den fog . äufseren
Kräften , welche auch als die angreifenden Kräfte bezeichnet werden .

Eine jede ftatifche Unterfuchung zerfällt defshalb zunächft in zwei Theile :
in die Ermittelung der äufseren Kräfte , bezw . der für den zu unterfuchenden
Conftructionstheil ungünftigften äufseren Kräfte , und in die Ermittelung der
inneren Kräfte oder Spannungen , welche durch die äufseren Kräfte hervor¬
gerufen werden .

Die äufseren Kräfte laffen fich in zwei Hauptgruppen theilen :
1 ) Die Belaftungen . Diefelben find beim Beginne der Unterfuchung nur

zum Theile bekannt ; die Eigengewichte z . B . find zunächft noch unbekannt, da
erft die vorzunehmende Berechnung die genauen Abmeffungen und damit die Ge¬
wichte feftftellen foll . Meiftens kann das Eigengewicht nach ausgeführten ähnlichen
Conftructionen genügend genau angenommen werden .

2 ) Die Auflager - oder Stützen drücke derjenigen fetten Punkte , welche
die zu betrachtenden Conftructionen ftützen . Diefelben find meiftens von vornherein
nicht gegeben ; fie find nach den Gefetzen der Statik , bezw . der Elafticitätslehre
zu ermitteln.

3. Da die Statik der Bau - Conftructionen fich nur mit folchen Körpern befchäftigt ,

deTäufeen welche unter der Einwirkung der äufseren Kräfte im Gleichgewichte find , fo
Kräfte . kann man für die fämmtlichen äufseren Kräfte, welche auf eine Conftruction wirken ,

die Gleichgewichtsbedingungen aufftellen und mittels der fo gefundenen Gleichungen
die unbekannten äufseren Kräfte , die Stützendrücke, ermitteln. Man führt die
letzteren defshalb als vorläufig unbekannte Kräfte ein und ftellt die Gleichgewichts¬
bedingungen auf. Wenn alle Kräfte in einer Ebene wirken , wie es in den hier zu
betrachtenden Fällen meiftens angenommen werden kann , giebt es drei Gleich¬
gewichtsbedingungen, alfo auch drei Gleichungen für die Ermittelung der Unbe¬
kannten. Aus drei Gleichungen kann man aber nur drei Unbekannte finden ; find
alfo mehr als drei Unbekannte vorhanden , fo genügt die angegebene Methode
nicht mehr. Die Gleichungen für die Stützendrücke dürfen in diefem Falle nicht
mehr als drei Unbekannte enthalten , wenn die Aufgabe auf dem angegebenen
Wege lösbar fein foll ; anderenfalls ift zur Ermittelung derfelben die Elafticitäts¬
lehre zu Hilfe zu nehmen.

Wirken die Kräfte in verfchiedenen Ebenen , wie bei den Thürmen , Kuppeln
u . f. w . , fo flehen fechs Gleichgewichtsbedingungen, alfo fechs Gleichungen zur
Verfügung; die Gleichungen für die zu ermittelnden Stützendrücke dürfen alsdann
fechs Unbekannte enthalten.

4- Nachdem die fämmtlichen äufseren Kräfte gefunden find , müffen die inneren

d
™

innlren Kräfte oder Spannungen aufgefucht werden . Das hierbei einzufchlagende Verfahren
Kräfte . ist folgendes .

Man denkt fich durch den Körper an derjenigen Stelle , an welcher man die
inneren Kräfte kennen lernen will , eine Ebene II ( Fig. 1 ) hindurchgelegt und unter-
fucht den an der einen Seite diefer Ebene liegenden Theil ; hier möge der Theil
links von II betrachtet werden . Auf diefen Theil werden von dem an der anderen
Seite der Ebene II liegenden Körpertheile gewiffe innere Kräfte übertragen , welche
denfelben im Vereine mit den auf ihn wirkenden äufseren Kräften im Gleichgewichte
halten ; denn nicht nur der ganze Körper , fondern auch jeder Theil deffelben mufs
unter der Einwirkung aller auf ihn wirkenden Kräfte, der äufseren u n d der inneren ,
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Fig . i . im Gleichgewichte fein . Bringt man demnach die
inneren Kräfte am linken Körpertheile an , fo kann
man auf die fämmtlichen jetzt auf diefen Theil
wirkenden Kräfte die allgemeinen Gleichgewichts¬
bedingungen anwenden und aus diefen die nach
Gröfse und Richtung unbekannten inneren Kräfte er¬
mitteln . Wie oben , flehen auch hier , falls alle Kräfte
in einer Ebene liegen , drei Bedingungsgleichungen,
falls die Kräfte in verfchiedenen Ebenen liegen , fechs
Bedingungsgleichungen zu Gebote ; defshalb ift auch
hier die Ermittelung der unbekannten inneren Kräfte
auf diefem Wege nur möglich , wenn diefelben nicht
mehr als drei , bezw . fechs Unbekannte enthalten.
Selbftverftändlich ift das Ergebnifs das gleiche , ob
man den Körpertheil an der einen oder anderen Seite
der Ebene II unterfucht.

- Die aus Vorflehendem fich ergebende Regel
wird folgendermafsen ausgedrückt : Man lege durch
den Körper einen Schnitt , denke den Theil an
der einen Seite des Schnittes fortgenommen und

bringe an dem übrig bleibenden Bruchftück alle Kräfte an , welche vor dem Durch-
fchneiden auf daffelbe wirkten , d . h . die äufseren Kräfte und die an der Schnittftelle
Seitens des anderen Bruchftückes übertragenen inneren Kräfte. Alsdann befindet fich
daffelbe in demfelben Zuflande wie vor dem Durchfchneiden, d . h . im Gleichgewichte ;
man Helle nun für diefe Kräfte die allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen auf.

a) Grundgefetze der Statik fefter Körper .

Obgleich die Statik feiler Körper im Allgemeinen hier als bekannt voraus¬
gefetzt werden kann , follen im Folgenden doch einige der wichtigften anzuwenden¬

den Sätze kurz angeführt werden , damit über die gemachten
Annahmen keine Unklarheit herrfche.

i ) Satz des ftatifchen Momentes . Es fei eine
Kraft R und eine Axe 0 0 gegeben (Fig . 2 ) ; man denke eine
fenkrecht zur Axe flehende Ebene hindurchgelegt, welche die
Kraftrichtung im Punkte A fchneidet ; in diefem Punkte zer¬
lege man die Kraft R in drei fenkrecht zu einander flehende
Seitenkräfte Rx , Ry , Rz . Die eine Seitenkraft (Rz) fei parallel
zur Axe 0 0 \ die zweite (Ry) falle in die Verbindungslinie
des Punktes A mit dem Punkte B'

, in welchem die Axe 0 0
von der obigen Ebene gefchnitten wird ; die dritte Seiten¬
kraft (Rx) fleht fenkrecht zur zweiten und liegt , wie diefe,
in der fenkrecht zur Axe 0 0 hindurchgelegten Ebene . Als¬
dann nennt man das Product Rx . AB ' das ftatifche Moment

der Kraft R für die Axe 0 0 .
Wenn alle Kräfte in derfelben Ebene wirken und die Axe 0 0 fenkrecht zu

diefer Kraftebene fteht , fo find für jede Kraft nur zwei Seitenkräfte (Rx und Ry)
in Betracht zu ziehen ; Rz ift dann gleich Null . Der Schnittpunkt der Axe mit der

Fig . 2 .

Z

s -
Statifche
Momente



8

Kraftebene fei 0 (Fig. 3 ) ; alsdann zerlege man R in einem beliebigen auf der
Richtungslinie der Kraft gelegenen Punkte A in zwei Seitenkräfte : die eine falle in
die Richtung der Verbindungslinie des Angriffspunktes A der
Kraft mit dem Axenpunkt 0 ; die andere ftehe fenkrecht zur
erfteren. Die beiden Seitenkräfte haben die Gröfse R sin a und
R cos a . Das ftatifche Moment von R für die Axe 0 0 ift als¬
dann : M = Rcosa . AO . Fällt man von 0 die Senkrechte

Fig - 3 -

R . sina R

R. costz
A O cos a

r wird der Flebelsarm der Kraft R für die Axe 0 0 ge - A'
nannt. Bei Kräften in einer Ebene fpricht man gewöhnlich kurz
vom ftatifchen Moment für den Punkt 0 \ darunter ift das ftatifche Moment für
die im Punkte 0 fenkrecht zur Ebene errichtete Axe verftanden . Der Hebelsarm
ift die vom Punkte 0 auf die Richtung der Kraft R gefällte Senkrechte.

Die ftatifchen Momente find Producte von Kräften und Längen . Die Mafseinheiten , in denen fie
ausgedrückt werden , find demnach gleichfalls Producte aus Längen - und Krafteinheiten . Ift die Kraft in
Kilogrammen und die Länge in Centimetern angegeben , fo ergiebt fich das ftatifche Moment in Kilogramm -
Centimetern ; ift die Kraft in Tonnen und die Länge in Metern angegeben , fo ergiebt fich das ftatifche
Moment in Tonnen -Metern *) etc.

Die Kraft R hat das Beftreben, die Ebene um den als feft gedachten Punkt 0 ,
bezw . um eine im Punkte 0 fenkrecht zur Kraftebene errichtete Axe zu drehen,
hier alfo nach rechts. Wenn die ftatifchen Momente mehrerer in derfelben Ebene
liegender Kräfte aufzuftellen find , fo ift zu beachten , dafs die verfchiedenen Kräfte
allgemein verfchiedene Drehrichtungen haben . Welche von diefen als pofitiv ein¬
geführt wird , ift gleichgiltig; ift aber die eine Drehrichtung als pofitiv angenommen,
fo ift die entgegengefetzte als negativ einzuführen .

Der in Folgendem häufig anzuwendende Satz des ftatifchen Momentes lautet :
Das ftatifche Moment der Mittelkraft in Bezug auf einen beliebigen Punkt der
Ebene , in welcher die Kräfte liegen , ift gleich der algebraifchen Summe der ftati¬
fchen Momente der Einzelkräfte in Bezug auf denfelben Punkt,

Diefer Satz giebt oft ein bequemes Mittel zur Ermittelung der Unbekannten.
Wählt man den Punkt , in Bezug auf welchen man das ftatifche Moment aufftellt ,
auf der Richtungslinie der Mittelkraft, fo hat die letztere in Bezug auf diefen Punkt
den Hebelsarm Null , alfo auch das ftatifche Moment Null . Für diefen befonderen
Fall heifst der obige Satz : Die algebraifche Summe der ftatifchen Momente einer
Reihe von Kräften in Bezug auf einen auf der Richtungslinie der Mittelkraft liegen¬
den Punkt ift gleich Null .

2) Satz vom Gleichgewicht der Kräfte . Derfelbe lautet : Die an einem
Körper angreifenden , in einer Ebene liegenden Kräfte find im Gleichgewicht , wenn
die algebraifche Summe der in zwei fenkrecht zu einander flehende, fonft beliebige
Richtungen fallenden Seitenkräfte je gleich Null ift und aufserdem die algebraifche
Summe der ftatifchen Momente fämmtlicher Kräfte in Bezug auf einen beliebigen
Punkt der Ebene gleich Null ift .

!) Ein Tonnen -Meter ift gleich 100 Tonnen -Centimetern und gleich 100000 Kilogramm -Centimetern . Danach kann ein
Moment , welches in der einen Einheit , etwa in Tonnen -Metern , berechnet ift , leicht in eine andere Einheit , etwa Kilogramm -
Centimeter , umgerechnet werden .
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rechten Richtungen
willkürlich angenommen werden kann .

Fig . 4- Man zerlege demnach fämmtliche Kräfte (K v
Kg, Kz . . . in Fig . 4) nach zwei zu einander fenk-

von denen die eine ganz
Alsdann

erhält man als Gleichgewichtsbedingungen für die
fämmtlichen Kräfte die Gleichungen:
2 (K cos a) = 0 , 2 {K sin a) = 0 und 2 ( K r) = 0 .

Hier ift A als Momentenpunkt angenommen;
indefs hätte auch jeder beliebige andere Punkt der
Kraftebene gewählt werden können.

X In fehr vielen Fällen ift die Mehrzahl aller
äufseren Kräfte lothrecht gerichtet ; alsdann em¬
pfiehlt es fich, die Kräfte K1 , Kg , Ks . . . nach der
wagrechten und lothrechten Richtung zu zerlegen.
In diefem Falle heifsen die Bedingungsgleichungen,

wenn wiederum alle Kräfte in einer Ebene liegen : Die an einem Körper angreifen¬
den Kräfte find im Gleichgewicht , wenn

a ) die algebraifche Summe der wagrechten Seitenkräfte gleich Null ift,
ß) die algebraifche Summe der lothrechten Seitenkräfte gleich Null ift,
7) die algebraifche Summe der ftatifchen Momente , bezogen auf einen be¬

liebigen Punkt der Ebene , gleich Null ift.
Für Kräfte , welche nicht in derfelben Ebene wirken , lautet der Satz vom

Gleichgewicht der Kräfte : Die an einem,Körper angreifenden Kräfte find im Gleich¬
gewichte, wenn für drei rechtwinkelig zu einander flehende Axen die algebraifchen
Summen der in die Axenrichtungen fallenden Seitenkräfte je gleich Null find und
aufserdem die algebraifchen Summen der ftatifchen Momente aller Kräfte , bezogen
auf diefe Axen , je gleich Null find.

3 ) Zwei auf einen Körper wirkende Kräfte halten denfelben nur dann im
Gleichgewicht , wenn beide der Gröfse nach genau

Fig - 5 . gleich , dem Sinne nach genau einander entgegen¬
gefetzt find und mit ihren Richtungslinien zufam-
menfallen (Fig . 5 ) ; denn nur dann find alle drei
Gleichgewichtsbedingungenerfüllt .

Haben zwei Kräfte P (Fig. 6) parallele Rich¬
tung , gleiche Gröfse und entgegengefetzten Sinn ,
fallen fie aber mit ihren Richtungsliniennicht zufam-
men , fo ift allerdings jede der beiden erften Gleich¬
gewichtsbedingungen a und ß erfüllt , nicht aber die
dritte . Man nennt zwei folche Kräfte ein Kräfte¬
paar und verfteht unter dem Momente des Kräfte¬
paares das Product aus der Gröfse der Kraft P in
den fenkrechten Abftand der beiden Richtungslinien
der Kräfte ; d . h . es ift das Moment M = Pp .

Die Summe der ftatifchen Momente beider zu dem Kräftepaar vereinten Kräfte hat für jeden
beliebigen Punkt der Ebene die gleiche Gröfse M == Pp . In den Berechnungen kommt vielfach das
(unter Umftänden vorläufig noch unbekannte ) Moment M eines Kräftepaares vor ; wird alsdann für einen
beliebigen Punkt der Ebene die algebraifche Summe der ftatifchen Momente aufgeftellt , fo ift , wo auch
der Punkt liege , der Beitrag des Kräftepaares mit dem Werthe M einzuführen .

- R

7-
Zwei Kräfte

auf
einen Körper

wirkfam ;
Kräftepaar .
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s - 4) Drei auf einen Körper wirkende Kräfte find nur dann im Gleichgewicht ,
auf einen Körper wenn fich ihre Richtungslinien in einem Punkte fchneiden , jede der drei Kräfte

wirkfam . abfolut genommen genau eben fo grofs ift , wie die Mittelkraft der beiden anderen

Kräfte , und mit der betreffenden Mittelkraft einen Winkel
von 180 Grad einfchliefst . Fig . 7 .

KDiefe Bedingungen find . nur erfüllbar , wenn die drei
Kräfte in derfelben Ebene liegen ; drei nicht in derfelben
Ebene liegende Kräfte können daher mit einander nicht im
Gleichgewicht fein.

5 ) Wenn drei in derfelben Ebene liegende Kräfte, welche
fich in einem Punkte fchneiden , im Gleichgewichte find , fo
verhalten fich die Kräfte zu einander, wie die Sinus der ihnen K ‘

gegenüber liegenden Winkel .
Die drei Kräfte Kx , K2 , /C (Fig . 7 ) befinden fich fonach im Gleichgewicht ,

wenn
Kx : Ä'

2 : Ks = sin a : sin ß : sin y .
6) Eine in irgend einem Punkte A (Fig . 8) angreifende Kraft P kann ftets

erfetzt werden durch eine nach einem beliebigen anderen Punkte B parallel ver-
fchobene Kraft P von gleicher Gröfse , gleicher Richtung und gleichem Sinne mit
der gegebenen, und ein Kräftepaar, deffen Moment dem Momente
der gegebenen Kraft in Bezug auf den Punkt B nach Gröfse und Flg' 8 '
Drehrichtung gleich ift.

Denn es wird nichts geändert, wenn im Punkte B zwei Kräfte,_ A ,P 1 und P 2 , angebracht werden , welche der gegebenen Kraft in f F*
Gröfse und Richtung gleich , dem Sinne nach einander entgegen
gefetzt find . Zwei diefer drei Kräfte, P und Pv ergeben ein Kräfte- f ^
paar , welches für jeden Punkt der Ebene , alfo auch für B , das ^ 2
Moment M — Pp und gleiche Drehrichtung hat , wie die urfprünglich gegebene
Kraft ; die dritte Kraft P2 ift eben die parallel verfchobene Kraft P . Jede Kraft P
wirkt alfo auf einen nicht auf ihrer Richtung liegenden Punkt , deffen fenkrechter
Abftand von der Kraft gleich p ift , mit einem Drehmoment Pp und aufserdem fo,
als ob fie in ihm felbft angriffe .

9 - 7 ) Gefetz der Wechfelwirkung . Daffelbe lautet : Wenn ein Körper auf
Gcfctz

derWeckfei- einen anderen eine Kraft ausübt , fo erleidet er durch diefen Körper eine Kraft,
Wirkung, welche der von ihm ausgeübten der Gröfse nach

genau gleich , der Richtung nach genau entgegen¬
gefetzt ift.

Fig . 9 .

K
Diefes Gefetz wird in der Folge fehr häufig angewendet

werden . Es kommt unter Anderem bei den Auflagern der -
Träger in Betracht . Ein Träger AB (Fig . 9) übt durch fein ^ ^

Eigengewicht und die wirkenden Beladungen auf die Auflager¬
punkte A und B die Drücke K und aus ; diefelben find ^ ^
nach unten gerichtet . Genau eben fo grofs find die Gegendrücke ,

7
welche die Auflager auf die Träger ausiiben . Diefe find nach
oben gerichtet , da fie den erlteren Drücken K und genau entgegengefetzt gerichtet fein müffen.

Betrachtet man nur den Träger , fo hat man die nach oben wirkenden Kräfte K und — als
Stützendrücke — einzuführen ; betrachtet man die Auflager , fo find die nach unten gerichteten Drücke IC
und Ki der Unterfuchung zu Grunde zu legen .
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b) Grundlagen für die graphifche Behandlung bauftatifcher Aufgaben .
Die Aufgaben der Statik der Bau- Conftructionen können fowohl ' durch Rech¬

nung (auf analytifchem Wege) , als auch durch Zeichnung (auf graphifchem Wege)
gelöst werden . Die graphifche Behandlung hat manche Vortheile. Diefelbe führt
in vielen Fällen rafcher und leichter zum Ziele und gewährt faft immer eine klarere
Ueberficht über die Wirkung der Kräfte, als die Rechnung.

In den folgenden Unterfuchungen werden beide Wege eingefchlagen werden.
Um Wiederholungen zu vermeiden , follen die Grundlagen für die graphifche Be¬
handlung hier kurz vorgeführt werden . Da bei den meiften Aufgaben die Kräfte
als in einer Ebene wirkend angenommen werden können, werden wir uns auf diefen
Fall befchränken.

i ) Kräfte an einem Angriffspunkte . Die an einem Punkte angreifenden
Kräfte können durch ihre Mittelkraft erfetzt werden . Um diefe Mittelkraft nach
Gröfse und Richtung zu erhalten, zeichnet man das fog . Kraftpolygon ..

Das Kraftpolygon für eine Anzahl von Kräften ift derjenige Linienzug, welchen
man erhält , wenn man fämmtliche Kräfte nach irgend einem Mafsftabe fo an ein¬
ander reiht, dafs die Gröfse , die Richtung und der Sinn einer jeden Kraft in diefem

Linienzuge mit der Gröfse , der Richtung und dem Sinne
der gegebenen Kraft übereinftimmt und dafs der An¬
fangspunkt jeder Kraft mit dem Endpunkte der vorher¬
gehenden Kraft zufammenfällt .

Der Mafsftab für das Aufträgen der Kräfte kann
beliebig angenommen werden ; doch find fämmtliche
Kräfte nach demfelben Mafsftabe aufzutragen.

Um das Kraftpolygoa für die Kräfte Ag , zu erhalten ,
welche im Punkte A ( Fig . io ) angreifen , trage man zimächfl von einem
beliebig anzunehmenden Punkte a aus nach irgend einem Mafsftabe fo
viele Krafteinheiten ab , wie Ky enthält , und zwar nach einer Richtung
aß , welche mit derjenigen von Ky übereinftimmt . Ift etwa Ky = 20 1
und der Mafsftab fo gewählt , dafs lcm — 20 1 bedeutet , fo würde man
von a aus 1 cm abzutragen haben . Man ziehe alfo durch a eine Linie
parallel zur Richtung von Ky und trage auf diefer Linie aß — Ky ab.
Daran trage man K ^ ab ; zu diefem Zwecke ziehe man durch ß eine Linie
parallel zur Richtung von K^ und trage auf diefer Linie ß y = K % ab.
In derfelben Weife verfahre man weiter und erhält fo y o = K%, o e = K^
Alsdann ift aßy ^ s das Kraftpolygon für die Kräfte Ky y K^ K§,

Es ift oben angegeben , dafs der Sinn der Kraft im Kraftpolygon mit dem der gegebenen Kraft
übereinftimmen mufs. In der gegebenen Kraft ift der Sinn durch einen Pfeil ausgedrückt , fo dafs Un¬
klarheit über denfelben nicht beftehen kann ; im Kraftpolygon ergiebt fich der Sinn ebenfalls unzweideutig ,
wenn man die Kräfte ftets fo aufträgt , dafs die Richtung vom früheren Buchftaben des Alphabetes bis
zum höheren Buchftaben deffelben mit der Pfeilrichtung der gegebenen Kraft übereinftimmt . Die Kraft

aß wirkt alfo im Sinne von a nach ß , nicht im Sinne von ß nach a .
Gröfse , Richtung und Sinn der Mittelkraft aller an einem Punkte A (Fig . io)

angreifenden Kräfte werden erhalten , indem man den Anfangspunkt des für diefe
Kräfte conftruirten Kraftpolygons mit feinem Endpunkte verbindet.

In Fig . io giebt alfo as die Gröfse , die Richtung und den Sinn der Mittelkraft der vier Kräfte
.Af^, -A^ , -Ag , K^ an .

Die Mittelkraft der beiden Kräfte Ky und wird nach dem bekannten Satz vom Parallelo¬

gramm der Kräfte durch die Diagonale des aus diefen beiden Kräften conftruirten Parallelogramms dar-

geftellt , d . h . in Fig . II ftellt ac die Mittelkraft von Ky und nach Gröfse und Richtung dar , wenn

Fier . io .

IO.
Graphifche
Methode .

ii .
Kraft¬

polygon .

12 .
Satz L
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13-
Satz II .

14.
Satz III .

*5 '
Satz IV .

Fig . 11 .

ab — ad = AT> ift . Die Diagonale ac theilt das Parallelogramm ab cd in zwei congruente Dreiecke ;es wird alfo genügen , das Dreieck abc zu conftruiren , in welchem ab = AJ und bc = A^ ift . Alsdannift die dritte Seite ac des Dreieckes gleich der Mittelkraft A>i_ 2 von Ky und Der Linienzug abc iftaber nach der oben gegebenen Erklärung das Kraftpolygon für die beiden
Kräfte K \ und Â , und a c verbindet den Anfangspunkt a deffelben mit
dem Endpunkte c. Für zwei Kräfte ift damit obiger Satz bewiefen .

Kommt eine dritte Kraft hinzu , fo ift die Mittelkraft R\- <l von AJund K<i mit A^ zu vereinen , um die Refultirende von AJ , K2 un d A3zu erhalten . Ift A3 — ae , fo conftruire man das Parallelogramm acfe , und
ziehe die Diagonale af deffelben ; die letztere ift die gefuchte Mittelkraft .Auch hier genügt es , um af zu erhalten , nur das Dreieck a cf zu zeichnen .
Man erhält alfo die Mittelkraft R1 —3 , indem man an den Endpunkt von
A*i_2 = ac die Kraft K g nach Gröfse und Richtung gleich cf anträgt und
a mit f verbindet . Der Linienzug ab cf ift aber nach obiger Erklärungdas Kraftpolygon für die drei Kräfte AJ , und K3 und af die Verbindungslinie des Anfangspunktes des
Kraftpolygons mit deffen Endpunkte . Damit ift der Beweis unferes Satzes auch für drei Kräfte geliefert .In derfelben Weife kann er ohne Schwierigkeit für eine beliebige Anzahl von Kräften geführt werden .Das Kraftpolygon ift nur eine Hilfsfigur , welche wohl Gröfse , Richtung und Sinn der Mittel¬kraft , nicht aber ihre Lage in der Ebene angiebt . Die Lage derfelben ift aber nicht zweifelhaft , fobaldman aufser der Richtung der Kraft einen Punkt kennt , durch welchen die Kraft hindurchgeht . DieRichtung wird hier durch das Kraftpolygon gegeben . Der Durchgangspunkt für die Kraft ift eben¬falls bekannt ; denn die Mittelkraft aller Kräfte mufs durch den gemeinfchaftlichen Angriffspunkt der¬felben , d . h . durch A (Fig . 10) , gehen . Zieht man alfo durch A eine Linie parallel zu as , fo ergiebtdiefe die Mittelkraft nach Lage und Richtung ; die Gröfse derfelben ift as .Zu jedem Kraftpolygon gehört als nothwendige Ergänzung ein Kräftemafsftab .Wenn die an einem Punkte angreifenden Kräfte im Gleichgewichte find, fo iftdas Kraftpolygon eine gefchloffene Figur.

Sind die auf einen Punkt wirkenden Kräfte im Gleichgewichte , fo ift ihre Mittelkraft gleich Null ;diefelbe wird aber nach Satz I durch die Verbindungslinie des Anfangspunktes des Kraftpolygons mit feinemEndpunkte dargeftellt . Diefe Verbindungslinie mufs alfo für den Fall des Gleichgewichtes gleich Nullfein ; demnach mufs der Anfangspunkt des Kraftpolygons mit feinem Endpunkte zufammenfallen , d . h . dasKraftpolygon mufs eine gefchloffene Figur fein .
Der Sinn der Mittelkraft ift vom Anfangspunkte des aus den Seitenkräftenconftruirten Kraftpolygons nach dem Endpunkte deffelben gerichtet ; der Umfahrungs-finn des ganzen Polygons mit Einfchlufs

der Mittelkraft erleidet alfo am Endpunkte
der Einzelkräfte eine Unterbrechung.

Um diefen Satz zu beweifen , genügt es , die
Mittelkraft zweier Kräfte aufzufuchen . Ift in Eig . 12
aß = AJ und ßy = Ar», fo haben beide den durch
die Pfeile angedeuteten Umfahrungsfinn , welcher , wenn
noch eine beliebige Anzahl von Kräften hinzukommt ,immer derfelbe bleibt , d . h . er ift ftets vom Anfangs¬
punkte des Kraftpolygons nach dem Endpunkte des-
felben gerichtet . Der Sinn der Refultirenden
— ay ift aber , wie fich aus der Parallelogramm -Conftruction in Fig . 12 ergiebt , von a nach y ge¬richtet ; er ift alfo dem Umfahrungsfinne der Einzelkräfte direct entgegengefetzt . Damit ift der Satz fürzwei Kräfte bewiefen . Jede dritte Kraft A3 läfft fich aber mit Ax _2 in derfelben Weife , wie bei AJ und A^gezeigt ift , zufammenfetzen ; es handelt fich dabei auch ftets nur um zwei Kräfte , und defshalb gilt dasGefagte auch für R \—% und Ag , d. h . für AJ , A^ , A^ . Die Mittelkraft der durch das Kraftpolygon aßyosdargeftellten Kräfte (Fig . 10) ift cts , der Sinn ift von a nach s gerichtet ; der Umfahrungsfinn erleidetfonach bei s eine Unterbrechung .

Fig . 12 .

Sind die an einem Punkte angreifenden Kräfte im Gleichgewichte, fo ift fürdas ganze Kraftpolygon der Umfahrungsfinn derfelbe.
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Denn alsdann ift die Mittelkraft gleich Null , und diefe ift nach Satz III die einzige Kraft , welche
einen anderen Umfahrungsfmn hat , als die übrigen Kräfte . Diefe einzige Kraft fällt hier fort ; mithin
haben in diefem Falle alle Kräfte denfelben Umfahrungsfmn .

2 ) Kräfte an verfchiedenen Angriffspunkten . Wenn die auf einen l6 -
J ■r r ' n_ Kräfte an ver -

Korper wirkenden Kräfte an verfchiedenen Punkten deffelben angreifen , fo 11t zu - fchiedenen An-
nächfl die Ermittelung der Gröfse und Richtung der Mittel - griffspunkten .

Fig . 13 . kraft genau , wie unter 1 angegeben , vorzunehmen .

K , . . Denn man kann ( Fig . 13) zunächft die beiden Kräfte und
auf ihren Richtungslinien beliebig verfchieben , alfo auch bis zu dem Schnitt¬
punkte C derfelben . Für die beiden im Punkte C angreifenden Kräfte
liegt nun die Aufgabe genau fo , wie oben entwickelt ift . Ift — a ß
und IC) = ßy , fo .ift ay die Mittelkraft R\ - 2 von und K^ .

Diefe Mittelkraft R \ - <i greift in 0 , dem Schnittpunkte der beiden
Kräfte und an und hat die durch ay beftimmte Richtung , d. h.
fie ift parallel zu ay . Um jetzt die Mittelkraft von R1 - 2 und / f3 , d . h .
diejenige von RJC % zu finden, verfährt man genau fo , wie bei der
Zufammenfetzung von und K^. Man verfchiebt R \ - % und A3 bis zum
Schnittpunkte E ihrer Richtungslinien ; in diefem mufs die gefuchte Mittel -

^ kraft Ak _ 3 angreifen . Die Zufammenfetzung von R \ - i ( = ay im Kraft¬
polygon ) und A'

3 ( == y S im Kraftpolygon ) kann nun wiederum genau in
der oben gezeigten Weife erfolgen , indem man y § = IĈ an y anträgt und
a0 zieht , ao giebt die Gröfse und Richtung der Mittelkraft R\ s von
Ä'

j , Aq , IC$ an ; diefelbe geht durch den Punkt E . In der gleichen Weife
kann man auch bei mehreren Kräften weiter verfahren .

Wenn Gröfse und Richtung der Mittelkraft gefunden
find , ift auch die Lage derfelben bekannt, fobald ein Punkt
bekannt ift , durch welchen fie gehen mufs ; denn durch
diefen Punkt läfft fich nur eine Parallele zu der im Kraft¬
polygon gefundenen Richtung der Mittelkraft legen. Ein

folcher Punkt ift in Fig . 13 bei Rx_ % der Punkt C, bei der Punkt E etc .
Bei einer gröfseren Anzahl von Kräften würde die gezeigte Ermittelung der

Lage der Mittelkraft fehr umftändlich fein ; defshalb hat man zur Erleichterung eine
Hilfsconftruction eingeführt, das fog . Seilpolygon . Daffelbe
ergiebt fich durch die folgende Betrachtung.Fig . 14 .
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Seil¬

polygon .

Wie man die Gröfse und Richtung der Mittelkraft zweier Kräfte IĈ
und R '

2 in der dritten Seite ay (Fig . 14 ) des für die beiden Kräfte conftruirten
Kraftpolygons aßy , hier der Schlufsfeite des Kraftdreieckes , findet , fo kann
man auch irgend eine gegebene Kraft R als Mittelkraft zweier Kräfte IC\
und Ä2 auffaffen. Diefe beiden Kräfte mtiffen nur zwei Bedingungen genügen ,
und zwar :

a ) Das aus ihnen conftruirte Kraftpolygon mufs als dritte Seite die
gegebene Kraft nach Gröfse und Richtung enthalten , und

ß) die beiden Kräfte müffen fich auf einem Punkte der gegebenen
Kraftrichtung fchneiden .

Man kann alfo R als Mittelkraft der beiden Kräfte IĈ und IC% auffaffen,
die im Kraftpolygon durch bezw . aß und ßy dargeftellt find und deren Rich¬
tungslinien fich auf dem Punkte A der Kraftrichtung R fchneiden . In gleicher
Weife kann R auch als Mittelkraft der beiden Kräfte und angefehen
werden , denen das Kraftdreieck aOy entfpricht , die alfo im Kraftpolygon
durch bezw . a 0 und Oy dargeftellt werden und deren Richtungslinien fich .

im Punkte B der gegebenen Kraftrichtung fchneiden . Man kann demnach die gegebene Kraft R fowohl
durch die Kräfte Ä\ und wie durch R § und R\ erfetzen . Daraus folgt , dafs man für die Zerlegung

1
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einer gegebenen Kraft den Punkt O ganz beliebig , den Punkt B auf der Richtungslinie der gegebenenKraft beliebig wählen kann .
Ift eine gröfsere Anzahl von Kräften Aj , A^ , K3, K\ . . . . gegeben (Fig . 15) , fo kann man zu-

nächft in der angegebenen Weife zerlegen . ATj werde im Kraftpolygon durch a ß dargeflellt und
möge in « 0 — 5j und Oß = S>j, zerlegt werden . Nach Früherem ift , da K \ den Sinn von a nach ßhat , 5j von a nach O , So von 0 nach ß gerichtet . Als Schnittpunkt diefer beiden Seitenkräfte von K
kann der Punkt 1 auf der Richtungslinie von A^ beliebig angenommen werden . Ferner kann K r>, welches
im Kraftpolygon durch ßy dargeflellt wird , ebenfalls in zwei Seitenkräfte zerlegt werden , welche mit ßyzufammen ein Dreieck bilden müffen. Die Spitze des Dreieckes kann wiederum beliebig gewählt werden ;man kann alfo den Punkt 0 als diefe Spitze annehmen . Sodann erhält man als die beiden Seitenkräfte
von ( = ßy ) die Kraftlinien ß 0 und Oy . Die erde diefer Seitenkräfte ift nach GrÖfse und Richtungder zweiten Seitenkraft von K\ genau gleich , da diefe 0 ß war . 52 — ß 0 hat den Sinn von ß nach
0 , 53 = Oy den Sinn von O nach y . Wählt

fR r,

Satz V .

man jetzt als Zerlegungspunkt der Kraft den Fig . 15 .
Punkt / / , in welchem die Richtungslinie der
Kraft IC<i von der zweiten Seitenkraft 52 der
Kraft l £\ gefchnitten wird , fo greifen in diefem
Punkte die beiden Kräfte und 5g an . In der
Richtungslinie I II wirken alfo die beiden Kräfte
52 , deren eine in I , deren andere in II angreift .
Beide find , wie eben entwickelt ift , der GrÖfse
nach einander gleich ; fie haben diefelbe Richtung ,
aber entgegengefetzten Sinn , heben fich alfo gegen -
feitig auf . Die beiden gegebenen Kräfte und
A^ find alfo durch vier neue Kräfte erfetzt , näm¬
lich durch 5j , 52, 52 , 53 ; zwei von diefen Kräften
heben einander auf , nämlich die beiden S<i \ es
bleiben alfo zwei Kräfte 5j und 53 , welche die
gegebenen Kräfte A^ und vollftändig erfetzen .
Die Mittelkraft von K j und A^ ift demnach der¬
jenigen von 5j und 53 gleich in der GrÖfse , in
der Richtung , im Sinn und in der Lage . Die
Mittelkraft von 5| und 53 geht aber durch den
Schnittpunkt a der Richtungslinien derfelben ; durch
diefen Punkt a mufs alfo auch die Mittelkraft von
I<\ und gehen.

Verfährt man nun mit der dritten Kraft A3
eben fo , wie mit A^ , d . h . zerlegt man A"

3 in zwei
Seitenkräfte fo , dafs der Punkt 0 als Spitze des
Kraftdreieckes für die Zerlegung von K 5 = y 0
gewählt wird , fo werden die beiden Seitenkräfte
53 = y 0 und 5^ = 0 S fein . Die erfte diefer
beiden Seitenkräfte ift wiederum gleich der zweiten Seitenkraft von A^ , hat aber entgegengefetzten Sinn .Wählt man ferner als Zerlegungspunkt von den Punkt III , in welchem die Richtungslinie von A^durch die Richtungslinie der Seitenkraft 5 3 der Kraft gefchnitten wird , fo wirken in der Linie IIIIIzwei Kräfte 53 , welche einander wiederum aufheben . Die Kräfte Aj , A^ find jetzt durch fechsKräfte erfetzt , nämlich durch 5y , 52 > 52 , 5 3, 53, 5^, von denen üch die vier mittleren , die beiden 52 unddie beiden 53, gegenfeitig aufheben , fo dafs nur 5j und 5^ übrig bleiben . Die Mittelkraft von 5j und 5^ift alfo auch diejenige von Kj , und Daraus folgt , dafs die Mittelkraft von Afp A^ und durchden Schnittpunkt der Kraftrichtungen 5^ und 5^ , alfo durch den Punkt h geht .

Verfährt man fo weiter , fo erhält man einen Linienzug 0 IIIIII IV . . . , welchen man das Seil¬
polygon nennt . Aus der vorftehenden Erklärung der Entftehung ergiebt fich folgender Satz :Die Mittelkraft einer Anzahl auf einander folgender Kräfte geht durch den
Schnittpunkt der Richtung derjenigen Seilpolygonfeite, welche der erften dieferKräfte vorhergeht , mit der Richtung derjenigen Seilpolygonfeite, welche auf dieletzte diefer Kräfte folgt.



Denn die in den mittleren Seilpolygonfeiten wirkenden Kräfte heben fich fammtlich gegenfeitig auf ,

und es bleiben nur die in den äufseren Seilpolygonfeiten wirkenden Kräfte übrig , deren Mittelkraft mit

derjenigen der gegebenen Kräfte in jeder Beziehung übereinftimmt 2) ,

Den Punkt 0 (Fig. 15 ) nennt man den Pol des Seilpolygons.
Durch das Kraft- und Seilpolygon ift die Mittelkraft ganz beliebig in einer

Ebene wirkender Kräfte beftimmt. Die Gröfse , die Richtung und den Sinn der-
felben giebt das Kraftpolygon , die Lage in der Ebene giebt das Seilpolygon an ,
da daffelbe einen Punkt der Richtungslinie der Mittelkraft ergiebt. Zieht man durch
diefen die Parallele zu der mit Hilfe des Kraftpolygons gefundenen Richtung der
Mittelkraft, fo erhält man die wirkliche Lage derfelben , über welche ein Zweifel
nicht mehr herrfchen kann , da durch einen Punkt nur eine Parallele zu einer ge¬
gebenen Richtung möglich ift.

Aus dem Vorftehenden folgt , dafs Kraft - und Seilpolygon nicht nur die Mittelkraft der fämintlichen

wirkenden Kräfte , fondern auch diejenige einer beliebigen Gruppe diefer Kräfte ergeben . So ift die Mittel¬

kraft von K x und A9 (Fig . 15 ) nach Gröfse und Richtung gleich ay und geht durch a . Zieht man alfo

durch a eine Linie parallel zu c/. y , fo erhält man diefe Mittelkraft _ 2- So ift ferner die Mittelkraft

von Aj , Aq und A3 nach Gröfse und Richtung gleich ao und geht durch b \ eine durch b parallel zu

gezogene Linie ergiebt R \ ~ 3. Die Mittelkraft von ATj , Ar>, A3 und A4 ift nach Gröfse und Richtung

gleich as und geht durch e etc .

Wenn die an verfchiedenen Punkten eines Körpers angreifenden Kräfte im *9-

Gleichgewicht find , fo ift fowohl das Kraftpolygon , wie auch das Seilpolygon eine
gefchloffene Figur.

Dafs das Kraftpolygon in dem angegebenen Falle eine gefchloffene Figur fein mufs , geht aus dem

Früheren hervor ; denn es ift nachgewiefen , dafs das Kraftpolygon für an verfchiedenen Punkten angreifende
Kräfte genau eben fo conftruirt wird und genau diefelbe Bedeutung hat , wie für an einem Punkte an¬

greifende Kräfte . Nach Satz II mufs alfo das Kraftpolygon eine

gefchloffene Figur fein , auch wenn die im Gleichgewicht befind¬

lichen Kräfte an verfchiedenen Punkten angreifen .
Dafs fich auch das Seilpolygon fchliefsen mufs , ergiebt fich

folgendermafsen .
Conftruirt man das Seilpolygon für eine beliebige Anzahl

von Kräften , fo heben fich , wie oben auseinandergefetzt , die fämmt -

liehen in den mittleren Seilpolygonfeiten wirkenden Kräfte auf , und

es bleiben als einzig wirkende Kräfte diejenigen übrig , welche in

den beiden äufserften Seilpolygonfeiten wirken , d . h . diejenige ,
welche der erften Kraft vorangeht , und diejenige , welche auf
die letzte Kraft K n folgt , alfo und ( Fig . 16) . Diefe bei¬
den Kräfte erfetzen alle gegebenen Kräfte A^ , A^ , Ä3 . . . ICn .

Die letzteren find nach der Vorausfetzung im Gleichgewicht ; folglich müffen auch S | und im

Gleichgewicht fein . Gleichgewicht zwifchen zwei Kräften ift aber nur möglich , wenn ihre Richtungslinien
in diefelbe Gerade fallen . Sonach mufs diejenige Seilpolygonfeite , welche der erften Kraft A^ vorhergeht ,
mit derjenigen Seilpolygonfeite , welche auf die letzte Kraft K n folgt , zufammenfallen , d . h . das Seilpolygon
mufs eine gefchloffene Figur fein .

Die fchliefsende Seilpolygonfeite nennt man die Schlufslinie des Seil¬
polygons .

In der Statik der Bau-Conftructionen kommt fehr häufig der Fall vor , dafs alle
wirkfamen Kräfte parallel find . In diefem Falle wird das Kraftpolygon eine Gerade .
Sind diefe Kräfte im Gleichgewicht , fo fchliefst fich nach Satz VI das Kraft¬
polygon ; fomit fallen alsdann Anfangs- und Endpunkt des Kraftpolygons auch hier
zufammen .

Fig . 16 .

2) Kehrt man die Richtungen der in einem Eckpunkte des Seilpolygons wirkenden zwei Seitenkräfte S um , fo halten
fich diefelben offenbar mit der auf den Eckpunkt wirkenden Kraft K im Gleichgewicht . In jedem Eckpunkte eines Seilpolygons
befindet fich der nach die äufsere Kraft K mit den im entgegengefetzten Sinne genommenen Spannungen S im Gleichgewicht .



Fig . 17 .

16

20 .
Satz VII.

Für neben flehenden Balken AB (Fig . 17 ) fei im Kraft -
polygon Pj = aß , P 2 = ß ^ , ig = 0 ; das Kraftpolygon mufs
fich fchliefsen , wenn die aufserdem noch wirkenden Kräfte D j
und Dq , die Stützendrücke , an 0 angetragen werden , d . h . es
muffen Bq und Dj , welche , eben fo wie Pp P2, Dg , lothrecht
find , mit 8a zufammenfallen , und der Endpunkt von Bq mufs
auf a fallen . Unbekannt ift zunächft noch der Punkt £ im
Kraftpolygon , welcher die Grenze zwifchen B j und Bq bildet .
Da aber Gleichgewicht flattfindet , fo mufs fich auch das Seil¬
polygon fchliefsen , welches für einen beliebigen Pol und die
fünf Kräfte Pp P2, Dg, Pp Bq conflruirt wird . Es fei der Pol Ö,
das Seilpolygon IIIIII und a der Schnittpunkt der erften Seil¬
polygonfeite mit der Richtungslinie von Dq, b der Schnittpunkt
der letzten Seilpolygonfeite mit der Richtungslinie von B ^ ;
alsdann müffen nach dem Satze VI die vor Dq liegende und die
auf D ^ folgende Seilpolygonfeite , d . h . 5q und zufammen¬
fallen ; es mufs alfo ab die fchliefsende Seilpolygonfeite , d . h . die Schlufslinie des Seilpolygons fein.

Nach der Erklärung des Seilpolygons in Art . 17 (S . 13) ftellen die von den Ecken des Kraft¬
polygons nach dem Pol O laufenden Strahlen die in den Seilpolygonfeiten auftretenden Kräfte oder , wie
man fagt , die Spannungen im Seilpolygon vor , natürlich in demfelben Mafsftabe, in welchem die Kräfte P
aufgetragen find. Im Punkte a des Seilpolygons halten fich nun folgende Kräfte das Gleichgewicht : der
Stützendruck Dq , die Spannung in der Seilpolygonfeite al und diejenige in der Schlufslinie ab (beide
in dem gleichen Sinne , wie in Fufsnote 2 [ S . 15 ] genommen ) . Von diefen drei Kräften find die Rich¬
tungen bekannt , von einer — der Seilpolygonfpannung in al — auch die Gröfse ; diefelbe ift gleich aO .
Man kann alfo für diefe drei Kräfte das Kraftpolygon , hier das Kraftdreieck , conftruiren , indem man
durch den einen Endpunkt der bekannten Kraft a O , durch a , die Parallele zur Richtung von Dq , durch
den anderen Endpunkt , durch O , die Parallele zur Schlufslinie ab zieht . Dann ift OEa das gefuchteKraftdreieck , Ea = Bq und OE gleich der Seilfpannung in der Schlufslinie . Gewöhnlich benutzt man
zu diefer Conftruction unmittelbar das Kraftpolygon a ß y 8 . Selbftverftändlich ift dann auch fofort
8 E — D ^, da Dq -f- Dj — -f - P% - |- Dg ift.

Hieraus ergiebt fich die Regel : Die Stützendrücke bei einem Träger auf zwei
Stützen mit nur lothrechten Kräften werden erhalten, , indem man für einen be¬
liebigen Pol 0 das Seilpolygon conflruirt , die Schlufslinie und parallel zu diefer
eine Linie durch den Pol zieht ; letztere theilt die Kraftlinie in zwei Theile, welche
nach Gröfse und Richtung die Stützendrücke darftellen.

Conflruirt man für eine Anzahl von Kräften aus zwei verfchiedenen Polen die
entfprechenden Seilpolygone, fo liegen die fämmtlichen Schnittpunkte der gleich¬vielten Seilpolygonfeiten auf einer geraden Linie , welche zu der Verbindungsliniebeider Pole parallel ift .

Das aus einem beliebigen Pole 0 (Fig . 18) conftruirte Seilpolygon lei o I II III y , das aus einemanderen Pole 0 ’ conftruirte fei oy Ily Illy yj . Alsdann fchneiden lieft die beiden erften Seiten o / und
G ly in a , die beiden zweiten Seiten III und ly Ily in b , die dritten Seiten IIIII und Ily Uly in c etc .Die fämmtlichen Punkte rz, b, c, / . . . liegen auf einer geraden Linie , welche zu der Verbindungslinie derPole , d . h . zu O 0 ’ parallel ift .

Nach der Erklärung des Seilpolygons ift IIy = a ß im erften Seilpolygon in zwei Seitenkräfte S,und S2 zerlegt , deren Gröfse und Richtung fich im Kraftpolygon zu bezw . aO und Oß ergiebt ; diefelbeKraft ift im zweiten Seilpolygon in zwei Seitenkräfte Sy’ und S2 zerlegt , deren Gröfse und Richtungbezw . a 0 ’ und (J ß ift . Denkt man nun den Sinn der beiden Seitenkräfte .S
’
|
’ und .Sy umgekehrt , fofind diefe beiden Kräfte die Seitenkräfte einer Kraft Ky , welche mit der gegebenen Kraft Ky nach Gröfseund Richtung genau übereinftimmt , deren Sinn aber demjenigen der gegebenen gerade entgegengefetzt ift.Diefe neue Kraft Ky mufs fich alfo mit der gegebenen Kraft Ky im Gleichgewicht halten ; folglich miiffenauch die vier Seitenkräfte diefer beiden Kräfte Ky im Gleichgewicht fein . Verbindet man und Sy zueiner , S2 und S2 zur anderen Mittelkraft , fo gebt die erftere durch den Schnittpunkt a diefer beidenKräfte , die zweite durch den Schnittpunkt b der beiden Kräfte F2 und S2 . Beide Mittelkräfte haltern
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Fig\ 18 .

fich im Gleichgewicht ; fie muffen alfo in die gerade Linie
fallen , welche durch die beiden Punkte a und b beflimmt ift .

Nun ift die Mittelkraft von und by nach Gröfse
und Richtung die Schlufslinie des Kraftpolygons 0 ' a 6*, d . h ,
0 ’ O . Die Richtungslinie der Mittelkraft ift alfo parallel zu O O,
d . h . die Linie ab ift parallel zu 0 ' 0 , zur Verbindungslinie der
beiden Pole .

Genau in derfelben Weife ift zu beweifen , dafs der
Schnittpunkt b von 5«? und mit dem Schnittpunkte c von
6*

3 und auf einer zu 0 0 ' parallelen Geraden liegt , d . h.
auf der Linie ab , da durch b zu 0 0 ' nur eine Parallele mög¬
lich ift .

2 . Kapitel .
Aeufsere Kräfte ,

Schwerpunkte , ftatifche und Trägheitsmomente .

a) Belattungen .
Als Belattungen der Conftructionen treten auf:

1 ) das Eigengewicht,
2 ) die Nutzlaft, '

3 ) die Schneelaft und
4) der Winddruck.

1 ) Eigengewicht der Conftruction .
Das Eigengewicht der Conftruction ift beim Beginne jeder Berechnung

nur angenähert bekannt. Für die gewöhnlichen Anordnungen genügt es , die aus
den vorhandenen Bauwerken ermittelten Erfahrungswerthe bei der Berechnung - ein-
zuführen . Meißens kann man das Eigengewicht mit hinreichender Genauigkeit als
gleichmäfsig über die ganze Ausdehnung (des Trägers , der Balkendecke , des
Daches etc .) vertheilt annehmen.

Nacbftehend (unter a ) find die Eigengewichte einiger wichtiger Bauftoffe und (unter ß) diejenigen
von verfchiedenen Bautheilen angegeben , und zwar hauptfächlich in der Gröfse , -wie fie vom Berliner
Polizei -Präfidium nach einer Bekanntmachung vom 21 . Februar 1887 den Berechnungen zu Grunde gelegt
werden . Die Zufammenftellung ( unter ß) »Eigengewichte und Belaftung von Bautheilen « enthält in der
letzten Spalte auch die Nutzlaft , welche erft im folgenden Artikel befprochen werden foll ; es fcheint aber
dennoch zwe '.kmäfsig , die betreffenden Angaben hier fogleich mit zu machen .

Handbuch der Architektur . I . t , b . (3. Aufl .)

21 .
Eigengewichte .

2
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22.
Bauftoffe .

Die Angaben der Tabellen unter a und ß genügen in fehr vielen Fällen nicht ; insbefondere find

die Angaben über Eigengewichte der Dächer nicht ausreichend . Bei denfelben ift das Eigengewicht gar
nicht von den anderen , zum Theile fchief wirkenden Lallen getrennt . Die Tabellen unter y und & geben
einige Vervollfländigungen .

a) Eigengewichte der Bauftoffe .

B a u ft 0 f f
Gewicht

für B a u fl 0 f f
Gewicht

für
1 cbm 1 cbm

Erde und Lehm . 1600 Granit und Marmor . 2700
Backfleinmauerwerk aus Kiefernholz s) . 650

vollen Steinen . 1600 Eichenholz . 800
poröfen Steinen . 1300 Eifen . 7500
Lochfteinen . 1100 Beton . 2000

Sandfteinmauerwerk . 2400
Kilogr . Kilogr .

ß) Eigengewichte und Belattung von Bautheilen 4) .

Bezeichnung der .Conflruction
Eigen¬

gewicht
für 1 qm

Eigengewicht
und Nutzlaft

für 1 qm

Balkendecke in Wohnhäufern , geftaakt und gefchalt . 250 500
» » Fabrik - und Lagergebäuden , fo wie für Tanzfäle . . . . 250 750
» » Getreidefpeichern , einfchl . der Belaflung , zum Nachweis . — 850—1000

Dachbalkenlage (unter dem Dachbodenraum ) .
Dachflächen , in der waagrechten Projection gemeffen , einfchl . Schnee - und Wind -

375 —

druck , bei Metall - oder Glasdeckung gemäfs der Neigung . . . . — 125—150
desgl . bei Schieferdeckung . — 200—240
desgl . bei Pappdeckung . — 120—130
desgl . bei Ziegeldeckung . — 250 —300
desgl . bei Holzcementdeckung . — 350

Steile Manfarden -Dächer . —- 400
Kappengewölbe aus poröfen .Steinen in Wohngebäuden . 350 600

desgl . in Fabrik - und Lagerräumen . — 850
desgl . aus vollen Steinen , in Wohngebäuden . . 500 750
desgl . für Treppen und Treppen -Ruheplätze . 500 1000
desgl . in Fabrik - und Lagerräumen . — 1000
desgl . unter Durchfahrten und befahrbaren Höfen . . . — 1250

Schmiedeeiferne Treppen , einfchl . Nutzlaft . — 600—650
Betonirtes Wellblech , für Wohnräume . 350 600

desgl . für Treppen und Treppen -Ruheplätze .
Kilogr .

850
Kilogr .

24 .
Decken

mit eifernen
Trägern .

t ) Eigengewichte der Decken mit eifernen Trägern 5) .
(Mittelwerthe .)

Bezeichnung der Conflruction Gewicht für 1 qm
Deckenfläche

Eiferne Balken , 0,9 bis 1,2 m von einander entfernt , einfchl . Dielung , Deckenputz ,
Sandausfüllung auf etwa halbe Höhe der Träger . 260

Eiferne Balken , l,o bis 1,5 m von einander entfernt , mit zwifchengefpannten Kappen¬
gewölben aus porigen Steinen . 250

Kilogr .
3) Nach genauen Ermittelungen wiegt 1 cbm Fichtenholz , lufttrocken , im Winter gefchlagen : 550 feg,

Icbm Lärchenholz , desgl . 730
(Siehe : Wochfchr . d . oft . Ing .- u . Arch .-Ver . 1887 , S . 277 .)

4) Nach : Froelich , H . Elementare Anleitung zur Anfertigung ftatifcher Berechnungen etc . 2 . Aufl . Berlin 1897 .
&) Nach : Centralbl . d . Bauverw . 1886 , S . 134 u . ff .
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Bezeichnung der Conftruction
Gewicht für 1 qm

Deckenfläche

Eiferne Balken , Abftand wie vor , mit Eifenwellblech -Ausfüllung der Zwifchenräume ,
in den Wellen Beton .

daffelbe , jedoch 8 cm hohe Sandausfüllung über dem Beton .
Eiferne Balken , Abftand wie vor , über den Zwifchenräumen Monier -Platten , je nach

der Ausfüllung der Zwifchenfache . .
Eiferne Balken , Abftand wie vor , Ausfüllung der Zwifchenräume mit Klette ''s Holz -

Afphaltdecke auf Wellblech oder Zores -Eifen , mit Fufsboden und Decken -
fchalung 6) .

Eiferne Balken , Syftem Klette , glatte Putzdecke , Dielenfufsboden , Ausfüllung auf Fehl¬
boden von Holz .

daffelbe mit Gewölben aus Loclifteinen , Dielenfufsboden , Hinterfüllung
daffelbe , Ausfüllung : Schlacken -Beton auf AfotfzVr -Platten , Cement -Eftrich , glatte

Cementbeton -Decke 7) .
daffelbe mit Ausfüllung durch Kleine ’̂ che Decke (D .R .P . 71 102 ) .

* » » » Schürmann 'fche Decke (D .R .P . 80653 )
» » » » Koenerii che Decke (Voutenplatte ) (Abftand der

Balken bis 6,0 m) .
» » » ■» Foerfier ’iche Maflivdecke .

150
300

170 - 300

170—180

310
320

880
( 220 — 350

300
200

Kilogr .

0) Eigengewichte der Dächer .
Die Eigengewichte der Dächer fetzen fich aus dem Gewichte der Dachdeckung nebft Zubehör ,

dem Gewichte der Pfetten , Sparren , des Windverbandes etc . und aus dem Gewichte der Binder zufammen .
Der erfte Theil ift beim Beginn der Berechnung für die Flächeneinheit fchräger Dachfläche ziemlich genau
bekannt und von der Weite des Daches unabhängig ; auch der zweite Theil ift , wenn die Binderentfernung
einigermafsen feft fleht , leicht zu ermitteln .

Der dritte dagegen ift vorläufig unbekannt , kann aber nach ausgeführten , ähnlichen Conftructionen
gefchätzt und demnach vorläufig angenommen werden ; derfelbe ift übrigens den beiden erften Werthen
gegenüber meiftens gering .

Für die erfte Berechnung kann man die nachfolgenden vorläufigen Annahmen über das Eigengewicht
der Dächer 8) machen ; die nachherige Gewichtsberechnung mufs ergeben , ob diefe Annahmen entfprechend
waren oder ob eine zweite Rechnung durchzuführen ift .

Eigengewichte der Dächer (für 1 qm fchräger Dachfläche ) .

Holzdächer Metalldächer

Art des Daches Mittl .
.

Art des Daches Mittl . Art des Daches Mittl .
Gewicht Gewicht Gewicht

Einfaches Ziegeldach 102 Afphaltdach mit Fliefen - Schiefer auf Winkeleifen 51
Doppel - u . Kronenziegel - 1 unterläge . 102 Ebenes Eifenblech auf

dach . . . 127 Theerpappendach . 30 Winkeleifen . . . . 25
Falzziegeldach 72 Rohr - und Strohdach ohne Eifenwellblech auf Winkel -
Gewöhnliches Schiefer - Lehm . 61 eifen . 22

dach . 76 Rohr - und Strohdach mit Zinkwellblech auf Winkel -
Holzcementdach . 135 Lehm . 76 eifen . 24
Afphaltdach mit Lehm - ' Zink - und Eifer .blechdach Gufszinkplatten auf hol -

Unterlage . . . . 61 bis 76 auf Holzfchalung 41 zernen Latten u . Sparren 70
. Glas auf Winkel - , bezw .

Sproffeneifen 35- 50
Kilogr .

1
Kilogr . Kilogr .

6) Nach : Deutfche Bauz . 1883 , S . 397 .
7) Nach : Deutfche Bauz . 1886 , S . 297 .
8) Nach : Deutfehes Bauhandbuch . Berlin 1879 . Bd . I . S . 229 . — Bd . II . S . 127 .

Heinzerling , F . Der Eifen -Hochbau der Gegenwart . Aachen 1876 —78. Heft I , S . 9.
Tetmajer , L . Die äufseren und inneren Kräfte ati ftatifch beftimmten Brücken - und Dachftuhlconftructionen

Zürich 1875 . S. 8.
MÜLLER-Breslau , H . F . B . Die graphifche Statik der Bauconftructionen . Leipzig 1887—92. S . 430 .
Landsberg , Th . Die Glas * und Wellblechdeckung der eifernen Dächer . Darmfladt 1887 .

25 .
Dächer .
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2Ö.
Nutzlaft .

Die Zahlen der vorftehenden Tabelle enthalten die Eigengewichte der Dachbinder noch nicht ,
fondern nur die Gewichte der Deckmaterialien einfchl . Hilfsmaterial , der Lattung , bezw . Schalung , der

Sparren und der Pfetten .
Für die Dachbinder können folgende Gewichtsannahmen gemacht werden :

a) Holzdächer ( für 1 qm fchräger Dachfläche) :
Dachbinder , flehende oder liegende , mit allem Zubehör an Holztheilen , bei

Spannweiten von 7,5 bis 15 m . 7 bis 18 kg

einfache Hängeböcke , desgl ., bei Spannweiten von 10 bis 18 m . 12 » 18 kg

combinirte Spreng - und Hängeböcke , desgl ., bei Spannweiten von etwa 20 m 20 » 24 kg

frei tragende Dachbinder verfchiedener Conftructionsformen , desgl . , bei 10 bis

18 nl Spannweite . 20 » 30 kg

b) Eifendächer (für 1 qm wagrechter Projection der Dachfläche ) :
bei leicht conflruirten Dachftiihlen . 14 » 20 kg

bei fchwer conflruirten Dachfltihlen . 20 » 30 kg

Da es oft bequemer ifl , die Beladungen aus der überdeckten Grundfläche flatt aus der fchrägen
Dachfläche zu ermitteln , fo find in der folgenden Tabelle die Eigengewichte der Dächer , ausfclil . des Ge¬

wichtes der Dachbinder , für 1 qm wagrechter Projection der Dachfläche , und zwar für die verfcliiedenen

vorkommenden Dachneigungen ( 4 bezeichnet die Höhe , L die Stützweite des Daches ) angegeben .

Eigengewichte der Dächer , ausfchl . des Gewichtes der Dachbinder

( für 1 qm wagrechter Projection der Dachfläche ) .

hArt des Daches : — =L
! 1

2
1
3

1
4

1
"
5

1
Ü

1
1

1
~
8

1
9

" 1
10

Ct) Holzdächer :

Einfaches Ziegeldach . 144 122 114

Doppel - und Kronenziegeldach . 180 152 142 — — — — — —

Falzziegeldach . : 102 87 81 77 76 75 74 — —

Gewöhnliches Schieferdach . . 108 91 85 82 — — — — —

Afphaltdach mit Lehmunterlage . 106 91 84 81 79 78 77 77 77
t> » Fliefenunterlage . 144 122 114 110 107 106 105 104 104

Theerpappendach . 42 36 34 32 32 31 31 31 30
Zink - und Eifenblechdach auf Holzfchalung . 58 49 46 44 43 42 42 42 42

B) Metalldächer :

Schiefer auf Winkeleifen . : 72 61 56 54 — — — — —

Ebenes Eifenblech auf Winkeleifen . . . . 35 30 28 27 26 26 26 26 26
Eifenwellblech auf Winkeleifen . i 28 24 23 22 21 21 21 21 20
Zinkwellblech auf Winkeleifen . I 34 29 27 26 26 25 25 24 24
Glas auf Winkel -, bezw . Sproffeneifen . i 71 60 56 54 — — — — —

Kilogramm .

Beim Holzcementdach hat das Dach eine fo geringe Neigung (etwa 1 : 20 ) , dafs man als Belaftung
für 1 qm wagrechter Projection der Dachfläche unbedenklich den Werth der Tabelle auf S . 19 (unter 0) ,
d . i . 185 kg annehmen kann .

2 ) Nutzlaft .
Die Nutzlaften find hauptfächlich bei den Decken-Conftructionen von Wichtig¬

keit ; fie beftehen in der Belaftung durch Menfchen , ungünftigenfalls durch Menfchen -
gedränge in öffentlichen Sälen , Theatern , Concert- und Ausftellungsfälen, Gerichts-
räumen , Schulzimmern etc . , in der Belaftung durch Waaren in Speichern , durch
Bücher in Bibliotheken u . dergl. mehr. Dabei ift für die Berechnung auf die Lage
der Nutzlaft Rückficht zu nehmen und zu beachten , dafs nicht für alle Theile der
tragenden Conftruction die Belaftung des ganzen Raumes die gefährlichfte ift , dafs
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vielmehr theilweife Belaftung für viele Theile wefentlich ungünftiger ift . Demnach
mufs bei der Berechnung für jeden Theil die gefährlichfte mögliche Belaftungsart
aufgefucht und diefe der Berechnung zu Grunde gelegt werden . Weiter ift zu be¬
achten , dafs die Belaftung mit Erfchiitterungen, felbft mit Stöfsen verbunden fein
kann . Wenn eine grofse Verfammlung fich plötzlich erhebt oder niederfetzt , wenn
beim Beginne der Schule die Säle fich fchnell füllen , wenn am Schluffe einer Vor -
ftellung der . Saal rafch entleert wird , wenn ein Tanzfaal beftimmungsgemäfs benutzt
wird ; fo treten Erfchütterungen und Stöfse auf, welche den Einflufs der Laft wefent¬
lich vergröfsern können und auf welche zweckmäfsig Rückficht genommen wird .
Es ift üblich , die ftofsweife wirkenden Belattungen mit einem Coefficienten , welcher
gröfser als 1 ift , multiplicirt in die Berechnung einzuführen . Für Hochbauten em¬
pfiehlt es fich , diefen Coefficienten mit 1,2 bis 1,5 anzunehmen .

Bezüglich der Nutzlaften können bei den Berechnungen folgende Annahmen zu Grunde gelegt 27 .
werden : Zahlenangaben .

Nutzlaft für 1 qm Grundfläche

in Wohnräumen . 150 in Haferfpeichern und Fruchtböden 9) . 480 bis 500
» Tanzfälen . 250 » Waarenfpeichern 10) . 760
» Heufpeichern 9j . 500 durch Menfchengedränge . 400

Kilogr . Kilogr .
In den Speichern wird je nach der Waare , welcher der Speicher dienen foll , die grofste Beladung

verfchieden fein , und defshalb ift zuvor über die Bedingungen , unter welchen die Waare gelagert wird
( Höhe , Breite , Gewicht etc .) , Erkundigung einzuziehen .

Für Bibliotheken kann das fpecififche Gewicht der Bücher im Mittel zu 0,6 angenommen werden ;
weiter kann der Rauminhalt der Büchergerüfte als nur zur Hälfte gefüllt berechnet werden , fo dafs 1 cbm
Rauminhalt der Büchergerüfte 300 hg- fchwer gefetzt werden kann . Auf eine ftärkere Beftellung mit
Büchern ift in deutfchen Bibliotheken nicht zu zählen 11).

Fig . 19 .

3 ) Schnee laft .
Die Schneelaft kommt nur bei den Dächern in Frage . Als gröfste Schneehöhe,

welche ungünftigftenfalls in unferem Klima fällt , ohne dafs mittlerweile eine Be -
feitigung des gefallenen Schnees möglich ift , kann man etwa
0,6 m annehmen; das fpecififche Gewicht des Schnees beträgt
etwa 0 , 125 ; mithin ift das gröfste Gewicht der Schneelaft
für lqm der wagrechten Projection (Fig . 19) 0,125 . 0,6 . 1000
= 75 kg . Diefe Zahl ift innerhalb gewiffer Grenzen von der
Dachneigung unabhängig. Handelt es fich dagegen um die
gröfste Schneebelaftung für lq m der fchrägen Dachfläche , fo
kann diefelbe wie folgt ermittelt werden.

Die Laft von 75 kg kommt auf ab Quadrat-Meter der
Dachfläche ; da ab = - 1- ift , fo kommt auf 1 qm der

70000,6 -710,1 .2j

cos a
fchrägen Dachfläche eine Schneelaft

Ps
75 = 75 cos a .

28 .
Schneelaft .

9) Siehe : Frangenheim . Der Hauptbahnhof der Kölnifchen S.trafsenbahn -Gefellfchaft zu Köln . Deutfche Bauz .
1887 , S . 421 .

19) Für den Seine -Speicher zu Paris wurden , die Nutzlaften wie folgt berechnet : im T. Obergefchofs mit 1500 kg } im
II . Obergefchofs mit 1250 kg , im III . bis V . Obergefchofs mit je 1000kg und im VI . Obergefchofs mit 800kg für- lqm Lagerung
von Mehl und Getreide . (Siehe : Centralbl . d . Bauverw . 1884 , S . 509 .)

1J) Nach : Tiedemann , v . Die Univerfitäts -Bibliothek in Halle a . S . Zeitfchr . f . Bauw . 1885 , S . 338 .
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29-
Winddruck .

Für die verfchiedenen Verhäitniffe der Firfthöhe h zur Stützweite L ergeben ficb demnach folgende

Gröfste Belaftungen ps durch Schneedruck

für 1 qm fchräger Dachfläche :

1 JL JL JL JL JL JL
3 4 5 6 7 8 9

33 °41 ' 26 ° 40 ' 21 ° 50' 18 °25' 16 ° 14° 12 ° 30 '

62 67 70 71 72 73 73

Für
h __~
L

—

a =
_12
45°

(53)

1
10

11 ° 20'
73 Kilogr.

Für 1 qm wagrechter Projection der Dachfläche beträgt die ungünftigfte Schneebelaftung 75 kg.

Wenn die Dachneigung fo fteil ift , dafs -2- ^> 7^— ift , fo bleibt der Schnee nicht mehr liegen ,
L 2 )8

gleitet vielmehr ab ; für derartige Dachneigungen braucht man alfo auf Schneelaft gar keine Rückfleht zu
■ hl

nehmen. Defshalb ift in der Tabelle der Werth von ps , welcher fleh für — = —- ergeben hat , einge-
-l-/ 2

klammert .

4) Winddruck .

Der Winddruck ift von hervorragender Bedeutung fowohl für die Dächer, wie
für hohe Mauern , Schornfteine etc . In der Technik ift vor Allem wichtig , zu wiffen,
welchen Druck der Wind auf eine Ebene EE (Fig . 20) aus¬
übt , die feinen Strom unter einem fpitzen Winkel cp fchneidet.

Diefer Druck kann nur fenkrecht zu der Ebene gerichtet fein ; denn

der Druck zwifchen zwei fleh berührenden Körpern kann höchftens um einen

Winkel von der Senkrechten zur Berührungsfläche abweichen , welcher gleich
ift dem Reibungswinkel. Zwifchen der Dachfläche und der fie umfpielenden
Luft findet keine Reibung ftatt , der Reibungswinkel ift hier alfo gleich Null ;
mithin ift der Druck zwifchen der Dachfläche und der Luft ftets fenkrecht
zur Dachfläche gerichtet.

Bis vor Kurzem wurde allgemein angenommen, der fenkrechte Druck N auf
die Ebene EE fei der zweiten Potenz von sin <p proportional ; neuere theoretifche
Unterfuchungen und praktifche Verfuche haben jedoch nachgewiefen , dafs man der
Wirklichkeit wefentlich näher kommt, wenn man einführt

Fig . 20.

E

N — P sin tp , . 1 .

in welcher Gleichung P die Gröfse des Druckes ift , welche der Wind auf eine fenk¬
recht getroffene Fläche ausübt. Man kann fetzen

mithin
g

sin cp

2 .

3 -

In diefen Gleichungen bedeutet : F den Flächeninhalt der vom Winde ge¬
troffenen Fläche , v die Gefchwindigkeit des Windes (in Met . für die Secunde) , y das
Gewicht von l ^bm Luft (in Kilogr.) und g die Befchleunigung des freien Falles
= 9,81 m •

Für 15 Grad C . und 760 mm Barometerftand ift — = 0 ,1245s , alfo rund
g

P = 0,125 Fv 2,
demnach der Winddruck für lq m fenkrecht getroffener Fläche

p = 0,1 25 v 2.
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6.

Nimmt man als gröfste Windgefchwindigkeit v — 30 m an , fo wird rund
p — 120 Kilogr. |

und n — p sin cp = 120 sin cp Kilogr. /
Es ift im Hochbau üblich , als gröfsten Winddruck p = 120 kS für lqm einzu¬

führen ; im Brückenbau rechnet man mit einem Gröfstwerth von p , welcher 250 bis
280 kg für lqm erreicht. Wenn auch bei den gewöhnlichen Dach-Conftructionen,
befonders an gefchützten Orten , der Werth 120 kg nicht zu klein ift , fo ift doch
bei Berechnung von hohen Schornfteinen und Thurmdächern, Gasbehältern u . dergl.
zu überlegen , ob nicht die Vorficht gebietet , einen gröfseren Werth als 120 kg für
lqm der Rechnung zu Grunde zu legen . Alljährlich fällt eine nicht geringe Zahl
von Thürmen und Schornfteinen den Stürmen zum Opfer . An freien Stellen und
bei den genannten hohen Bauten follte man bis p = 200 kg für lqm gehen. Für die
nachfolgenden Unterfuchungen ift

. p = 120kg für lqm
angenommen.

a) Winddruck auf Dachflächen . Die Windrichtung fchliefst nach den ge¬
machten Beobachtungen einen Winkel von nahezu 10 Grad mit der wagrechten

Ebene ein 12
) . Diefer - Winkel möge ß , der Winkel

der Dachfläche gegen die Wagrechte a genannt
werden ; dann ift nach Fig . 21 der Winkel der
Windrichtung mit der Dachfläche cp = (a -(- ß) und
demnach der auf 1 qm fchräger Dachfläche ent¬
fallende fenkrechte Winddruck

v = p sin (a | - ß ) = 120 sin (a -f- 10 °) . 7 .
Aus Gleichung 7 ergeben fleh für die ver-

fchiedenen Dachneigungen die in folgender Tabelle
angeführten Werthe für v .

Senkrechte Belattungen v durch Winddruck
für 1 qm fchräger Dachfläche .

JLjL JL
23 4 5 6789 10

45 ° 33 ° 41 ' 26 ° 40 ' 21 ° 50' 18 ° 25' 16 ° 14 ° 12 ° 30' 11 »20'
98 83 72 63 57 53 49 46 44 Kilogr.

Zerlegt man den Normaldruck v in eine lothrechte und eine
in die Richtung der Dachfläche fallende Seitenkraft (Fig . 22 ) , fo

v

Fig . 21 .

Für —— =

abgerundet

Fig . 22 .

cos a
wird die erftere für lqm der Dachfläche v =

wagrechte Projection der Dachfläche
v 120 sin (a - ) - 10 °)

t ) cos ^ a cos 11a
Die Werthe für n find in der nachftehenden Tabelle angegeben.

JLJL JL JL JLJLJLJL
23 4 5 6789

a = 45 ° 33 ° 41 ' 26 ° 40 ' 21 ° 50 ' 18 ° 25 ' 16 ° 14 ° 12 ° 30 '

0 = 196 120 90 73 64 57 52 48

Für — =

30 .
Dachflächen .

und für 1 qm

8 ,

10
11 »20'

46 Kilogr.

12) Nach neueren Verfuchen von Lilienthal hat der Wind eine unter etwa 3 Grad von unten anfteigende Richtung ;
■die Annahme wagrechter Richtung des Windes fcheint demnach als die einfachfte und mit den beiden Richtungen am heften
vereinbare empfehlenswerth zu fein .
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3*«
Mauerflächen .

ß) Winddruck gegen Mauerflächen . Bei Auffuchung des auf lothrechte
oder fchwach geneigte Mauern wirkenden Winddruckes wird zweckmäfsig der Wind¬
druck als wagrechte Kraft eingeführt.

Der fenkrechte Druck des Windes gegen eine Mauerfläche EE (Fig . 23 ) ,
welche den Winkel cp mit der Windrichtung bildet, ift für

Fig . 23 .die Flächeneinheit
n = p sin cp ;

>n=p .sin <p

Windrichtung

die Seitenkraft von n , welche in die Richtung des Windes
fällt , ift alsdann

h = n sin cp = / sin 2
cp ,

während die Seitenkraft, welche fenkrecht zur Windrich¬
tung wirkt , die Gröfse hat

t = p sin cp cos cp.
Die erftere Seitenkraft ift befonders dann wichtig , wenn es fleh um Bautheile

handelt, welche im Grundrifs nach einem Vielecke , einem Kreife , einer Ellipfe etc .
geformt find , fo bei Schornfteinen , Thürmen etc . Bei ebenen Mauern ift der Be¬
rechnung ftets als ungünftigfte Windbelaftung
diejenige zu Grunde zu legen , bei welcher Flg - 24-
der Wind die Mauer fenkrecht trifft .

^
a) Winddruck gegen eine ebc

Mauer . Wenn die getroffene Fläche F Qua
Met . enthält, fo ift

\Yl/ldpclllu?lir ''XjN = pF = 120 AKilogr .
Als Angriffspunkt der Mittelkraft kann

der Schwerpunkt der getroffenen Fläche ein-
geführt werden .

/ \ö \
b) Winddruck gegen einen Kreis - y

cylinder . Es foll der Winddruck ermittelt
werden , welcher auf die Längeneinheit der Höhe, alfo auf das fteigende Meter wirkt.
Gegen das Bogentheilchen ds , deffen Tangente mit der W- Axe den Winkel cp
(Fig . 24) bildet, wirkt der Normaldruck

dn = p . ds . sin cp = p r d <p . sin cp .
Die fenkrecht zur Windrichtung wirkende Seitenkraft von dn wird durch eine

gleich grofse , entgegengefetzt wirkende aufgehoben, welche auf den fymmetrifch
zur TJ -Axe liegenden Bogentheil wirkt ; die andere Seitenkraft ift

dh — dn sin cp = pr sin 2
cp dep .

Die gefammte Kraft , welche ein Umfturz -Moment erzeugt , ift für die Höhen¬
einheit offenbar

sin 2 cd d cd .1 t *pr sin

fonach
H — pr 9-

Wird p — 120 kS eingeführt, fo ift die Kraft H für das fteigende Meter
H = 188,4 r — ~ 190 r Kilogr. ,

worin r in Metern einzufetzen ift.
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Die Kraft H liegt in der lothrechten Ebene der Axe XX und greift in halber
Höhe des Cylinders an ,

c) Winddruck gegen ein regelmäfsiges achtfeitiges Prisma (Fig . 25 ) .
Die Breite des umfchriebenen Quadrates fei B , die Seitenlange der achteckigen
Grundfläche fei b \ dann ift b = 0 ,4 i 4 B . Der Winddruck gegen die fenkrecht ge¬

troffene Fläche ift für die Längeneinheit der Höhe
H x

~ p b ,
derjenige gegen die unter 45 Grad getroffenen
Seitenflächen je

N = pb sin 45 ° ,
und die in die Windrichtung fallende Seitenkraft
von N ift

H2 — pb sin 2 45 0 = ■
Li

Eben fo grofs ift Z/3 ; mithin wird die ge-
fammte Kraft , welche ein Umfturz -Moment er-

Fig . 25 .

H = H , -1- Ha
für das fteigende Meter fein

liegt

1 1 “ 2 1 “ 3 - 2 P b -

Die Mittelkraft aller H greift , wie oben , in halber Höhe des Prismas an und
in der durch die Axe des Prismas und H x beftimmten lothrechten Ebene.
Die bisher ganz allgemein und auch in vorftehenden Entwickelungen gemachte Annahme einer

gleichmäfsigen Vertheilung des Winddruckes über eine getroffene ebene Fläche fcheint nach den neueren

Verfuchen und theoretifchen Ermittelungen nicht ganz richtig zu fein ; demnach ift auch nicht ohne

Weiteres richtig , dafs die Mittelkraft durch den Schwerpunkt der getroffenen Fläche geht . Es fcheint ,
dafs der Druck an den Rändern am ldeinften ift und nach der Mitte der Ebene hin zunimmt . Bis über

die Gefetzmäfsigkeit genauere Angaben vorliegen , wird man jedoch für die Zwecke des Hochbaues unbe¬

denklich die vorgeführten Annahmen den Berechnungen zu Grunde legen können .

b) Schwerpunkte und ftatifche Momente .

1 ) Schwerpunkte von ebenen Figuren .
Um den Schwerpunkt einer beliebigen ebenen Figur zu finden , genügt es,

zwei Linien zu beftimmen , auf deren jeder der Schwerpunkt liegen mufs ; alsdann
ift der Schnittpunkt beider Linien der gefuchte Schwerpunkt. Werden in der Ebene,
in welcher die betreffende Figur liegt, zwei Coordinaten-Axen 0X und 0 Y beliebig
angenommen, fo erhält man die Abftände x 0 und y 0 des Schwerpunktes von den
beiden Axen 0 Y und 0 X aus den Gleichungen

x, = / xdf
F

und j 0 = / ydj
F 10 .

in denen F die ganze Querfchnittsfläche, df den Flächeninhalt eines beliebigen
Theilchens mit den Coordinaten x und y bedeutet und die Summirung über die
ganze Fläche auszudehnen ift . Die vorftehenden beiden Gleichungen können hier
als aus der Mechanik bekannt vorausgefetzt werden. Man kann flatt der unendlich
kleinen Theilchen df Flächentheile f von endlicher Gröfse einführen , alfo die obigen
Gleichungen fchreiben :

S (/ * ) und y 0 =
s (f y)

F 11

wenn x und y die Schwerpunkts-Coordinaten der Flächentheile f bedeuten.

32-
Grund¬

gleichungen ..
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33-
Folgerungen .

Die Zähler der Gleichungen nennt man die ftatifchen Momente der Fläche,
bezogen auf die Y- und X-Axe ; denn denkt man in jedem Theile der Fläche den
Inhalt deffelben als Kraft fenkrecht zur Ebene der Figur wirkend , fo find die ftati¬
fchen Momente diefer Kräfte für die beiden Axen eben die Zählergröfsen obiger
Gleichungen .

Aus den Schwerpunktsgleichungen folgt :
a) x0 wird gleich Null , wenn der Zähler £ (fx ) , bezw . Jx df gleich Null

wird , d . h . für eine Axe , für welche das ftatifche Moment der Fläche gleich Null
wird . Der Schwerpunkt liegt demnach auf einer folchen Axe . Daffelbe gilt natür¬
lich für jj/q , fo dafs man allgemein fagen kann : Jede Axe , für welche das ftatifche
Moment einer Fläche gleich Null ift , geht durch den Schwerpunkt der Fläche , ift
alfo , wie man fagt , eine Schwerpunktsaxe .

Man fuche daher zwei Axen auf , für welche die ftatifchen Momente gleich
Null find ; alsdann ift ihr Schnittpunkt auch der Schwerpunkt.

ß) Liegt eine Figur fymmetrifch zu einer Axe XX , fo ift das ftatifche Moment

§ }' df der Figur für diefe Axe gleich Null ; denn jedem Flächentheilchen / j im Ab-
ftande y x von der Axe entfpricht ein eben fo grofses Theilchen f im Abftand — y1
von der Axe ; der Beitrag beider Theile zum ftatifchen Momente ift alfo
fiyx — f 1y 1 = 0 . Das Gleiche gilt von je zwei anderen Theilen , fo dafs alfo das
gefammte ftatifche Moment gleich Null wird . Daraus folgt : Jede Symmetrie-Axe
einer Fläche ift eine Schwerpunktsaxe.

Hat fonach ein Querfchnitt eine Symmetrie-Axe , fo ift nur noch die Lage des
Schwerpunktes auf derfelben zu beftimmen ; hat ein Querfchnitt zwei Symmetrie-
Axen , fo ift der Schnittpunkt beider auch der Schwerpunkt.

7) Nach Gleichung 10 ift Fx ^ = J
'
xdf . Ift es möglich , die ganze Fläche

in eine Anzahl Gruppen F x , F2 , F s . . . zu zerlegen , von deren jeder der Schwer -
punktsabftand (xv x2 , x3 . . .) bekannt ift , fo mufs für diefe fein

^ 1 -H = [ f xd fi ) , F 2 x 2 = F s x s = ( f x d fs ) ’ ■ I2 -

in welchen Ausdrücken fich die Einzelintegrale auf die einzelnen Gruppen beziehen.
Dann ift fonach

Fz 0 F 1 Aj -f F 2 x 2
-j- F 3 -*”

3
—| - - - —{— F „ xn ,

und es wird
„ _ F 1 X\ + F i x 2 + ^ 3 X3 + ' ’ ' + F n
'T o “

p
. 1 3 -

Es ift fehr oft möglich , die gegebene Figur in Rechtecke, bezw . folche kleinere
Figuren zu zerlegen , deren Schwerpunkte bekannt find und alsdann mit Hilfe obiger
Formel die Lage des Gefammtfchwerpunktes zu finden .

S ) Der Schwerpunkt N zweier Flächen F 1 und F2 (Fig . 26) mit den Schwer¬
punkten sx und s2 liegt auf der Verbindungslinie beider Schwerpunkte. Nennt
man nämlich den Abftand des Gefammtfchwerpunktesvon diefer VerbindungslinieyQ,
fo ift Fy 0 — F J y 1

-J- F 2 y2 . Die Abftände y x und y 2 der beiden Schwerpunkte
und von derfelben Axe find aber gleich Null , weil die Axe durch diefe Schwer¬
punkte gelegt ift . Demnach ift für diefe Axe Fy 0 = 0 , alfo auch y 0 = 0 .

Hieraus folgt weiter, dafs , wenn die Schwerpunkte noch weiterer Flächen auf
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Fig . 26.

■— * ->

diefer Linie liegen , der Gefammtfchwerpunkt gleichfalls
auf derfelben liegt ; kann man alfo eine Fläche in eine
Anzahl Streifen zerlegen , deren Schwerpunkte auf einer
geraden Linie liegen , fo befindet fich auch der Schwer¬
punkt der gefammten Fläche auf diefer Linie .

Die Lage des Schwerpunktes auf der Linie
(Fig . 26) ift leicht zu finden . Werden die Abftände des-
felben von i-j und s2 mit b&zw . -\- x 1 und — x 2 bezeichnet,
fo mufs für eine fenkrecht zu s2 durch den Schwer¬
punkt S gelegte Axe YY fein

0 = / , x x
- f 9 xs oder -Ji - =

* 2 J \
Daraus ergiebt fich die nachfolgende Conftruction .
Man errichte in eine Senkrechte , welche Flächeneinheiten in beliebigem Mafsftabe enthält ,

in S2 eine Senkrechte , jedoch nach entgegengefetzter Seite , welche Flächeneinheiten in demfelben Mafs¬
ftabe enthält , und verbinde die Endpunkte ; alsdann fchneidet diefe Verbindungslinie die Axe sj ^ im

Schwerpunkte S.

2) Schwerpunkte von einfachen Figuren .
a ) Schwerpunkt eines Quadrates , Rechteckes , Parallelogrammes ,

Kreifes und einer Ellipfe . Jede diefer Figuren hat wenigftens zwei Symmetrie-
Axen, bezw . Halbirungslinien, in deren Schnittpunkt der Schwerpunkt fich befindet.

Demnach liegt er beim Rechteck und Quadrat in
der Mitte der Höhe und Breite , beim Parallelogramm im

Schnittpunkte der Halbirungslinien der Seiten und beim
Kreife und bei der Ellipfe im Mittelpunkte .

ß ) Schwerpunkt eines Dreieckes
(Fig . 27 ) .

Zerlegt man die Dreiecksfläche durch Linien , welche
einer Seite (AB in Fig . 27) parallel find , in eine Anzahl
fehr fchmaler Streifen , fo liegt der Schwerpunkt eines

jeden Streifens in der Mitte feiner Breite , und nach der

Folgerung unter 0 in Art . 33 liegt der Gefammtfchwer¬

punkt auf der Verbindungslinie der Schwerpunkte aller Streifen . Der Schwerpunkt liegt alfo auf der

Linie CD , welche die Mitte D einer Dreieckfeite mit der gegenüber liegenden Ecke ( C) verbindet . Aus

demfelben Grunde liegt er auch auf der Linie AE , wenn CE = EB ift . Der Schwerpunkt £ ift der

Schnittpunkt beider . Da aber DE und A C parallel find , fo ift
’
DS DE 1 , —- ; CD

■ = . . = •— und D S =
SC CA 2

Fjg . 27 .

34
Regelmäfsige

Figuren .

35 -
Dreieck .

Daraus folgt , dafs der fenkrechte Abftand des Schwerpunktes S von der Grundlinie AB des Drei¬

eckes ein Drittel der Höhe ift , d . h . es ift
h

* =
T

'

Da jede Seite des Dreieckes als Grundlinie angefehen werden kann , fo liegt S auch auf einer

Parallelen zu BC , deren fenkrechter Abftand ein Drittel desjenigen beträgt , in welchem A von BC liegt .

Das Gleiche gilt von AC , bezw . B . Mittels diefes Gefetzes können daher leicht zwei Linien gezeichnet
•werden , auf denen der Schwerpunkt liegt .

7) Schwerpunkt eines Parallel - Trapezes (Fig . 28 ) .
Der Schwerpunkt des Trapezes in Fig . 28 liegt auf der Verbindungslinie der beiden Punkte E

und E , welche die beiden parallelen Seiten halbiren . Ferner ift

Fy <i —Jy df -

36 .
Parallel -

Trapez .
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Nennt man die Breite eines Streifens 2 und feine Höhe dy t fo ift

df — z dy , z — b - -— y und F = (a - j- b'
) ~ ;

fonach

/ ^ / b — a \ b h * (b—a) h 3
Fy° =J Vy - ~r y ) dy = “

2
- a t ’

und
h (2 « + /')1'0 _
3 (a + i )

Daraus ergiebt fich die folgende Conftruction .

Fig . 28.

Man halbire die beiden parallelen Seiten in E und E , trage BG — a und DH — b nach rechts ,
bezw . links in den Verlängerungen der beiden parallelen Seiten auf und ziehe HG ; alsdann ift der
Schnittpunkt von HG mit E F der Schwerpunkt S. Denn es ift

, b
SF
~
EF

‘2 2 * + <*

mithin ift

a - |-

SH

4 - b - |-^ ~
2

2 a -j- b

a 3 (a b'
)

aber auch ' SF
EF

SH

und SH = ( 2 a + b)
(a b)

= y <s ■

37 -
Unregelmäfsiges

Viereck.

(Fig. 29) .

Fig . 29.

D

38 .
Kreisausfchnitt .

h 3 {a - j- b)
Der Punkt S ift alfo in der That der Schwerpunkt .
S) Schwerpunkt eines unregelmäfsigen Viereckes
Um den Schwerpunkt des unregelmäfsigen Viereckes

ABCD zu beftimmen , ziehe man die Gerade AC und er¬
mittele die Schwerpunkte und ^ der beiden Dreiecke A CB
und A CZ>, wie unter ß gezeigt ; alsdann liegt der Gefammt-
fchwerpunkt auf der Linie sj s%. Nun z ie^e man ß B> und er¬
mittele die Schwerpunkte jg und der beiden Dreiecke ABD
undB CD ; alsdann liegt der Gefammtfchwerpunkt auch auf der
Linie 53 sy Demnach ift der Schnittpunkt der beiden Linien

*2 und jg der gefuchte Schwerpunkt .
In ganz ähnlicher Weife kann man weiter

verfahren, wenn es fich um den Schwerpunkt eines Vieleckes handelt , welches in
Dreiecke zerlegt werden kann . Doch wird in einem folchen Falle vielfach das unten
vorzuführende graphifche Verfahren bequemer fein.

s) Schwerpunkt eines Kreisausfchnittes (Fig . 30).
Der ganze zum Kreisausfchnitt gehörige Winkel fei 2 a ; die Halbirungslinie des Winkels ift eine

Symmetrie -Axe , enthält alfo den Schwerpunkt ; fomit ift nur noch der Abftand deffelben vom Kreis¬
mittelpunkte oder , was daffelbe befagt , von einer durch diefen fenkrecht zur Winkelhalbirenden gelegten
Axe XX zu fuchen.

Für den zu einem Bogenftück äs = rdy gehörigen Theil des Ausfchnittes ( Fig . 30) , welcher als
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Fig . 30. Dreieck aufgefafft werden kann , ifl der Schwerpunktsabftand von
2

der Axe XX : y — — r cos cp, der Flächeninhalt
d

df = d s W
’-2 d c£

mithin ifl
H-a

jV df %
jy df r *

j cos ip rf cp

^'O

F
2 r sin o.
3 ü 14 .

Für den Halbkreis wird a = — - und sin a = 1 , fonach

4 r „
y o = ~TT~T

~ ° ’423 r '

Für den Viertelkreis ift a daher y0
n/a

3 ir

3 tr

r = 0,o r.

Für den Sechftelkreis ift a = — , mithin y ,
ö “ r — 0,637 7‘.

Fig - 3 1-

0 Schwerpunkt eines Kreisabfchnittes (Fig . 31 ) .
Der Schwerpunkt des Kreisabfchnittes liegt zunäclift wieder auf

der Winkelhalbirenden; ferner ift aber nach der Folgerung 8 in Art. 33
( S . 26 ) , wenn F der Flächeninhalt des Kreisausfchnittes A C B 0 , y der
Abftand des Schwerpunktes diefer Fläche von XX ift , wenn ferner
fl und fi die Flächeninhalte des Kreisabfchnittes A CB , bezw . des
Dreieckes ABO und y^, bezw. y^ die Schwerpunktsabftände diefer
Flächen von XX find ,

f y — fvi

r C

f <>S
" ' s\

■T' / ■*■
1 /

\ t
1 /

■—-* z
\ yjr-\ 1\ 1

1 A
1 / j

\ 1\ 1\ 1
\ l

! / T.cosa

yf\ a aA ;
X i \ / 1 1 X

Y 0

Fy — f \ d' i “F fi d'2 oder J'i =

2 r sin aNun ift F = r 2 a , y —
8

fx

und fi — 7'2 sin a cos a ;
ferner

j '2
— — r cos a und f ^ — r 2 (a — sin a cos a) ;8

mithin wird

y\ sin 2 a

A *

Fig . 32 .

7j) Schwerpunkt einer Parabelfläche (Fig . 32 ) .
Die Gleichung der Parabel AOB , bezogen auf 0

als Anfangspunkt der Coordinaten-Axen, ift
x 2 y .

U = ~
h '

Der Schwerpunkt der Fläche AOB liegt zunächft
auf der Symmetrie-Axe YY ; der Abftand deffelben von
XX ift

fy df fy df

X r
(9 X

J£-

y » F
S df

h x 2
Es ift df ~ 2 x dy , y — — und dy ■ 2 xh r \ x 2 h—- -— dx , alio d f — — —— dx , iomit

X2 X2

4 h Vj

ik / k
X2 J *

x V x

_ _
* i j .

X2 5

39-
Kreisabfchnitt .

40 .
Parabelfläche
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41 -
Gleich-

fchenkeliges
Winkeleifen.

42 .
Ungleich -

fchenkeliges
Winkeleifen.

Der Schwerpunkt liegt alfo
vorn Scheitel 0 um

} * ■ ■ •

entfernt .

Jo 16 .

von der Linie AB um
2 , ! 7 -

3 ) Schwerpunkte von Querfchnittsflächen ,
die aus einfachen Figuren zufammengefetzt find .

a) Schwerpunkt des gleichfchenkeligen Winkeleifens (Fig . 33 ) . Auf

die Ausrundung im Winkel und die Abrundung
der Ecken foll keine Rückficht genommen werden ; Fig . 33 .
diefelbe kann fowohl bei diefer , wie bei den

folgenden Querfchnittsformen meiftens unbeachtet
gelaffen werden .

Der Abftand des Schwerpunktes 5 von A A , bezw . B B ift

s (/ » _ / u ' i - I- hy -i
->0 0 F / i + /2

Hierin ift + der Flächeninhalt des lothrecht , f 2 der¬

jenige des wagrecht gezeichneten Schenkels , bei letzterem nach

Abzug des Flächentheiles , der mit dem lothrechten Schenkel

zufammenfällt ; y j und y2 find die Abftände der Schwerpunkte

von AA .
Eine angenäherte , fall ftets genügend genaue Formel wird

folgendermafsen gefunden 13) . Es ift

J'o

d k . h , , . d
~

y
- + (* - <0 T

2 dh — d2

d

h 2 + (/i —d ) d
2 (2 h —d )

! + hd —d2

2 (2 h —d)
d '2

11 - 1 -
\ h J

Innerhalb der für -f vorkomtnenden Grenzen liegt
ii 2 - 0 «

zwifchen 0,oi2ö und 0,oo625, hat fonach

etwa den Mittelwerth O.oos . Wird diefer eingeführt , fo erhält man

Fo = xo = + 0,366 <1.

Sehr leicht kann der Schwerpunkt durch Conftruction gefunden werden .

Man zerlege den Querfchnitt in zwei Rechtecke , ermittele ihre Schwerpunkte und Jj , die nach

Art . 33 (unter o) die Schnittpunkte der Diagonalen find ; dann liegt der Gefammtfchwerpunkt auf der

Linie da er auch auf der Symmetrie -Axe CC liegt , fo ift der Schnittpunkt S der genannten beiden

Linien der gefucbte Schwerpunkt .
Beifpiel . Es fei die Schenkellänge h — 10 cm und die Dicke

(/ = lcm ; alsdann ift f x = 10 <lcm , f 2 — 9 1cm , y\ — 5 cm und y2 — 0,5 cm ;

fonach
10 • 5 + 9 • 0,5

Fig . 34-

J'o • 2,87 (
10 + 9

Die angenäherte Formel giebt
y0

~ 2,5 + 0,366 = 2 )866 cm — .

ß) Schwerpunkt des ungleichfchenkeligen
Winkeleifens (Fig. 34) .

Hier ift keine Symmetrie -Axe vorhanden ; man mufs alfo xQ und

J 'o getrennt berechnen . Es ift

/ , x l + /i r 2 und y0
f \ i' i + /2fr 2

0 fi + /2 A Af 2
Die Conftruction des Schwerpunktes ift in ähnlicher Weife mög¬

lich , wie unter a 13) . Man ermittelt zunächft und s2> wie oben ; als¬

dann liegt der Gefammtfchwerpunkt auf s2. Der Querfchnitt kann

13) Siehe : Zimmermann . Ueber Winkeleifen -Querfchnitte . Centralbl . d . Bauverw . 1885 , S . 33 .
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Fig - 35 -

Y

B

S Y Y

Parallele zu 0 D ;

Fig - 39 ’

Fig . 40 .

Fig . 36 . Fig . 37 . ferner als Differenz der beiden Rechtecke
OACB und DE CF betrachtet werden ;
der Schwerpunkt Hegt alfo auf der Ver¬

bindungslinie der Schwerpunkte diefer bei¬
den Rechtecke ; da diefe Schwerpunkte je¬
doch fehr nahe zufammenfallen , fo ergiebt
fich die Richtung der Verbindungslinie nicht

genügend genau . Nun mufs aber die Ver¬

bindungslinie zur Linie OD parallel fein ;
ß \ man ziehe alfo durch den Schwerpunkt G

des umfchriebenen Rechteckes OACB die
alsdann ift der Schnittpunkt diefer mit der gefuchte Schwerpunkt .

y) Schwerpunkt des I -Eifens (Fig . 35) .
Der Schwerpunkt ift der Schnittpunkt beider Symmetrie -Axen .
§) Schwerpunkt des C-EiCens (Fig . 36 u . 38) .
Der Schwerpunkt liegt auf der wagrechten Symmetrie -Axe im Abftande

xQ von BB \ x0 ift nach obiger Gleichung aufzufinden , durch Conftruction
wie folgt . Die wagrechte Symmetrie -Axe theilt das [[ -Eifen in zwei Theile ,
deren jeder einen Winkeleifen - Querfchnitt darflellt . Man ermittelt ihre

Schwerpunkte jg und wie eben gezeigt wurde , ift der Gefammtfchwerpunkt
der Schnittpunkt der Linie jg s4 mit der Symmetrie -Axe .

s) Schwerpunkt des Z- Eifens (Fig . 37 ) .
Der Schwerpunkt fällt mit demjenigen des lothrechten Rechteckes , des

fog . Steges , zufammen ; denn fowohl für die Axe XX ^ wie für die Axe YY
ift das ftatifche Moment der beiden wragrechten Rechtecke zufammen gleich
Null ; diefelben find alfo ohne Einflufs auf die Schwerpunktlage . Dabei ift

vorausgefetzt , dafs diefelben gleichen Flächeninhalt haben .

C) Schwerpunkt des T -Eifens (Fig . 39 u . 40).
Der Schwerpunkt liegt auf der Symmetrie -Axe im Abftande y 0

von der Axe A A , und es ift

y»
f \ VX + /fd '2

Man
f \ 4 - /2

Durch Conftruction ift derfelbe folgendermafsen zu finden ,
zerlege den Querfchnitt in drei Rechtecke , ein lothrechtes und zwei

wagrechte . Die Schwerpunkte feien jj , Ss - Das lothrechte und
das eine wagrechte Rechteck bilden zufammen einen Winkeleifenquer -
fchnitt , deffen Schwerpunkt wie unter ß angegeben , zu finden ift .
Dann liegt der Gefammtfchwerpunkt auf der Linie jg ferner auch
auf der lothrechten Symmetrie -Axe , alfo auf dem Schnittpunkt S diefer
beiden Linien .

4) Graphifche Ermittelung der ftatifchen Mo¬
mente und der Schwerpunkte von Flächen .

Wenn die Figur , deren ftatifches Moment , bezw .
deren Schwerpunkt ermittelt werden foll , eine unregel -
mäfsige Form hat , fo ift die graphifche Behandlung
der Aufgabe zu empfehlen .

Man zerlege die ganze Figur in Streifen , welche derjenigen Axe

parallel laufen , für welche das ftatifche Moment gefucht wird (Fig . 41 ) .
Es feien die Flächeninhalte der einzelnen Streifen _/j , • • fn > die

Abftände der Schwerpunkte derfelben von der Axe XX bezw . J3 • • • alsdann ift das ftatifche

Moment der ganzen Fläche nach Obigem

l ) ' l + /2 3V - /s ys 4~ ■ • • 4_/ » y»

43-
I -Eifen.

44 .
C-Eifen»

45*
Z-Eifen»

46 .
T-Elfen »

47 -
Statifches
Moment»
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Fig . 41 .

Man führe nun die einzelnen Flächengrofsen als parallel zur Axe XX wirkende Kräfte ein , welche
in den Einzelfchwerpunkten angreifen , füge fie zu einer Kraftlinie zufammen , indem man fie nach einem

beliebigen , jedoch für alle gleichen Mafsftabe aufträgt . Es fei aß — f \ > ß *( — ^ 2 ’ V 8 — _/
*
3 • • • Nun

nehme man im Abftande H von diefer Kraftlinie einen Pol O an und conftruire das den Werthen f \ ,
/ 3 . . . und diefem Pol entfprechende Seilpolygon o IIIIII , . . Verlängert man die Seilpolygon -Seiten ,
welche die erfte Kraft begrenzen , bis zum Schnitte mit der Axe XX , fo erhält man ein Dreieck lab ,
und es ift

/\ lab A 0 a ß ,
da die Seiten diefer Dreiecke einander bezw . parallel find ; in Folge deffen ift

y\
d . h . / / . a b — f \ ) ' [ .

Der Abfchnilt ab der die Kraft begrenzenden Seilpolygon -Seiten auf der Axe XX multiplicirt
mit dem Polabftand II giebt fonach das ftatifche Moment von für diefe Axe .

Eben fo ift
II b c 00 £\ 0 b y ;

alfo

II . bc — fi ) '2 und H * C(Z u . f . w .

Das ftatifche Moment der ganzen Fläche für die Axe XX ift daher gleich dem Product aus dem
Stück ag , welches von den beiden äufserften Seilpolygon -Seiten auf der Axe XX abgefchnitten wird , und
dem Polabftand H , oder es ift

ff . ag - 'Z (fy ) .
Für die Anwendung ift zu beachten : Die Abfchnitte ab , bc , cd . . . auf der Axe XX liegen in den

Dreiecken lab , Ilbc , bedeuten demnach Längen ; die Werthe von H dagegen find auf diefelbe Ein¬
heit zu beziehen , wie die Gröfsen f h _/g . . bedeuten alfo Flächen . Daher ift H auf dem Flächen -
mafsftabe , ab , b c, cd . . . hingegen find auf dem Längenmafsftabe zu meffen .

Beim Zerlegen der betreffenden Figur in parallele Streifen muffen diefelben fo fchmal gewählt
werden , dafs man mit genügender Genauigkeit die einzelnen Streifen als Rechtecke , Parallelogramme ,
Paralleltrapeze , überhaupt als folche einfache Figuren anfehen kann , deren Flächeninhalte und Schwer¬
punktslagen leicht beftimmt werden können .

Handelt es fich um das ftatifche Moment der Fläche für die Axe X 4 X 4
, fo ift daffelbe offenbar

gleich H . a4g 4. Rückt aber die Axe zwifchen die Kräfte f , etwa nach X 44 X ' 4
, fo ift zunächft das

ftatifche Moment der oberhalb liegenden Flächentheile gleich H . a 4i e4/ ; im ftatifchen Moment der ge -
fammten Fläche ift aber auch der Beitrag der an der anderen Seite der Axe gelegenen Theile enthalten ,
welche einen negativen Beitrag liefern , weil die y -Werthe für diefelben von der Axe X " X 44 aus nach
unten gerechnet werden müffen ; die von der Axe nach oben gerechneten Werthe der y find ja pofitiv
eingeführt . Demnach liefert hier f 5 ein ftatifches Moment gleich — H . g ‘ und daher ift das ftatifche
Moment der ganzen Fläche , bezogen auf die Axe X 4' X 44

, gleich H . a 44g t4.
Demnach ift allgemein nachgewiefen : Das ftatifche Moment einer Fläche F , bezogen auf eine

Axe XX , wird erhalten , wenn man das von den beiden äufserften Seilpolygon -Seiten auf diefer Axe ab -
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gefchnittene Stück (ag , bezw. a ‘ g \ a" g" ) mit dem Polabftand H multiplicirt . Dabei mufs das Stück agauf dem Längenmafsftabe , der Polabftand H auf dem Flächenmafsftabe gemeffen werden , nach welchem
die Werthe von f aufgezeichnet find.

Rückt die Axe XX weiter nach oben , fo wird das von den äufserften Seilpolygon -Seiten auf der-
felben abgefchnittene Stück immer kleiner ; geht die Axe durch den Schnittpunkt E der äufserften Seil¬
polygon -Seiten , fo ift das abgefchnittene Stück gleich Null ; alfo wird auch das ftatifche Moment in
Bezug auf diefe Axe gleich Null ; diefelbe ift alfo eine Schwerpunlctsaxe . Hieraus folgt : Die durch den
Schnittpunkt E der äufserften Seilpolygon -Seiten parallel zu XX gelegte Axe enthält den Schwerpunkt
der Fläche .

Das foeben gefundene Ergebnifs folgt auch mit Nothwendigkeit aus nachftehender Ueberlegung .
Da die Flächen als Kräfte eingeführt find , fo kann man annehmen , diefe Kräfte feien die Gewichte der
einzelnen Theile einer an allen Stellen gleich ftarken Platte , welche diefelbe Form hat , wie die gegebene

Fläche , und in eben
Fig . 42 . folche Theile getheilt

_ _ _ _ ift , wie diefe . Um die
wirklichen Gewichte
zu erhalten , braucht
man nur alle Werthe f
mit demfelben Factor
y , dem Gewichte der
Flächeneinheit , zu
multipliciren . Da man
aber die Platte aus be¬
liebigem Material her -
geftellt und beliebig
ftark annehmen kann ,
fo ift y ganz beliebig ,
kann a\fo auch gleich 1
gefetzt werden ; die
Werthe f können dem¬
nach auch als die Ge¬
wichte felbft angefehen
werden . Die Mittel¬
kraft aller diefer paral¬
lel gerichteten Kräfte
geht demnach durch
den Schwerpunkt der
Fläche ; fie geht aber
auch durch den Schnitt¬
punkt der äufserften
Seilpolygon -Seiten undift der Richtung der anderen Kräfte parallel . Die durch diefen Schnittpunkt parallel zur Axe XX

gezogene Linie ift alfo die Mittelkraft nach Richtung und Lage und geht durch den Schwerpunkt . DasGleiche gilt von jeder anderen beliebigen Lage , welche für die Richtung der Axe , alfo auch der Kräfte
angenommen wird . Man kann demnach leicht noch eine zweite Axe finden , auf welcher der Schwerpunktliegt ; der Schnittpunkt beider Axen ift dann der gefuchte Schwerpunkt .

Die gezeigte graphifche Ermittelung des Schwerpunktes ift befonders bei unregelmäfsigen Quer -fchnitten empfehlenswerth ; Fig . 42 zeigt diefe Beftimmung für den Querfchnitt eines Vierungspfeilers .

c) Trägheitsmomente und Centrifugalmomente .
Wird jedes Theilchen df einer QuerfchnittsflächeF mit dem Product uv feinerfenkrecht genommenen Abftände von zwei Axen JlJl und BB multiplicirt (Fig . 43 )und die Summe aller diefer Producte gezogen, fo erhält man einen Ausdruck

Jab = J uv df ,
Handbuch der Architektur . I . i , b . (3 . Aufl . ) 3

48 .
Schwerpunkt .

49 .
Erläuterung .
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5° -
Trägheits *

momenle für
zur Schwer¬
punktsaxe

parallele Axen .

5i -
Trägheits -

momente für
rechteckige

Querfchnitte .

welchen man das Centrifugalmoment des Querfchnittes F
für die Axen AA und BB nennt. Fallen beide Axen
zufammen , fo geht der Ausdruck in

Ja = Jv ' df
über , wenn BB mit der urfprünglichen Lage von AA
zufammenfällt , bezw . in

Jb = f u 2 df ,
wenn AA mit der urfprünglichen Lage von BB zu¬
fammenfällt . Man nennt Ja — J

'
v 2 df das Trägheits¬

moment der Querfchnittsfläche F für die Axe A A ;
Je = J

'
u * df als das Trägheitsmoment des Querfchnittes für die Axe BB ,

Die Trägheitsmomente haben in der Elafticitätslehre eine fehr grofse Wich¬
tigkeit ; defshalb follen die wichtigften Sätze über diefelben hier vorgeführt und
zugleich die Trägheitsmomente für eine Reihe häufig vorkommender Querfchnitts-
formen entwickelt werden . Am Fufse von jf foll als Zeiger angegeben werden, auf
welche Axe das Trägheitsmoment bezogen ift ; Ja bedeutet demnach : das Trägheits¬
moment bezogen auf die Axe AA .

Das Trägheitsmoment eines Querfchnittes, bezogen auf eine zu einer Schwer -
punktsaxe parallele Axe , ift gleich dem Trägheitsmoment für diefe Schwerpunkts-
axe , vermehrt um das Product aus der Querfchnittsfläche
in das Quadrat des Abftandes beider Axen.

Geht -die Axe YY (Fig. 44) durch den Schwer¬
punkt der Fläche, fo ift demnach

Ja — Jr ~v ^
Nach der Erklärung des Trägheitsmomentes ift

Ja = f u 2 df .
Die Summirung foll alle Flächentheile df umfaßen ;

die Integration ift alfo über den ganzen Querfchnitt aus¬
zudehnen . Nun ift

u — a -j- z und u 2 = ö 2 -f- 2 a z -)- z 2,
alfo

Ja — Ju 2 d f — a 2 Jdf -j- 2 a J
'
z d f -f- J

'
z 2 df

Es ift jedoch Jdf — F und J
'
z 2 d f — J Y , ferner nach der Lehre vom

Schwerpunkt J
'
z dfz = 0 , weil YY eine Schwerpunktsaxe ift ; mithin in der That

J A = Fa 2 + J Y . 18 .
Im Folgenden follen für einige häufig vorkommende Querfchnittsformen die

Trägheitsmomente rechnerifch ermittelt werden .
a) Trägheitsmoment für den rechteckigen Querfchnitt (Fig . 45 ) .
Für diefen ift , bezogen auf die Schwerpunktsaxe YY ,

2

Fig . 44 .

Z

Fig . 43-

eben fo bezeichnet man
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Fig . 45 -

B Z

Y-

A -

- b -

Da für alle Theile eines zu YY parallelen Streifens 2 diefelbe Gröfse hat ,fo kann man df = bdz fetzen , und es wird
h

:{d.Z Jy ■

Y k

-A - -

z 2, a z h *
8

b h 3
~

12
~ 1g .

B

Das Trägheitsmoment für eine Axe A A
Rechteckes zufammenfällt , ift nach Gleichung 18

bh 3
, / A \ 2 bh 3

W + ih \T ) ^

welche mit einer Seite des

7a = - bh 3
4

bh 3
~

3
~

Für eine zu YY normal flehende Schwerpunktsaxe ZZ ift nach Obigem
hb 3
HT ’7z =

und für die Axe BB ift

7 B —
hb 3

”
1

“

Fig . 46 .
B Z

Man kann dies in Worten folgendermafsen ausdrücken : Das Trägheitsmoment eines Rechteckes füreine zu einer der Seiten parallele Schwerpunktsaxe ift gleich dein Producte : Breite mal dritte Potenz der
Höhe , dividirt durch zwölf ; für eine mit einer Seite des Rechteckes zufammen-
fallende Axe ift das Trägheitsmoment dagegen gleich dem Producte : Breite mal
dritte Potenz der Höhe , dividirt durch drei . Als Breite gilt die Abmeffung des
Rechteckes in der Richtung der betreffenden Axe, als Höhe die zu erfterer fenk -
rechte Abmeffung.

Mit Zuhilfenahme diefes Ergebniffes kann man für eine grofse Zahl von
Querfchnitten der Praxis die Trägheitsmomente leicht finden.

Das Quadrat ift ein Rechteck mit gleich langen Seiten ;
länge b — h — d, fo wird (Fig . 46)

d * d4
7a = 7b = -

A ift feine Seiten-
B

7z — 7 y -- und

ß) Trägheitsmomente
fchnitte .

Fig - 47-

Y Hk

12
"" "

3
für aus Rechtecken zufammengefetzte Quer -

Die für das Rechteck gefundenen Werthe von J werden vielfach an¬
gewendet , um für zufammengefetzte Querfchnitte die Träg¬heitsmomente zu finden .

Das Trägheitsmoment des Querfchnittes in Fig . 47 ift gleich der
Differenz des Trägheitsmomentes des ganzen Rechteckes ab cd weniger dem
Trägheitsmoment des Rechteckes efig , d . h . es ift

£

- Y

d
B ’

Für den fymmetrifchen I - förmigen (Fig . 48) und für den E - förmigen
Querfchnitt (Fig . 49 ) ergiebt fich hiernach

7r = j b [AS — (h — 2 f ) 3] -f d (Ä - 2 t) 3

Diefer für die Berechnung unbequeme Ausdruck kann wefentlich vereinfacht werden . Wird der
Abftand der Schwerpunkte des oberen , bezw . unteren Rechteckes mit f) bezeichnet , alfo h — t — fj gefetztund inv letzten Gliede obigen Ausdruckes flatt h — (nicht ganz genau , jedoch mit kleinem Fehler ) (j

eingeführt , fo ift

7r =

Y-

Fig . 48.

7

Fig . 49.

- ~~b -

-

j

i -

’ ]
• /, ■

7t = _ bt (ff - 2 h t -f t 2) + -T b t 3 -f
dj , 3

12
Wir fetzen b t : f \ alsdann wird

1
- / (A - d 2 4 ft 2

ff-
g

- lft gegen

2 ^ ■' ‘ 6
das erfte Glied fehr

12
'

klein und kann ohne
Bedenken vernachläffigt werden ; alsdann ift der Ausdruck für das
Trägheitsmoment :

52 -
Symmetrifche

I- u . C-förmige
Querfchnitte .
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53-
T-fötmige

Querfchnitte .

54-
Unfymmetrifche

I -förmige
Querfchnitte .

55-
Blechträger -
Querfchnitte .

di i3
~ 2 (- 7 ) . -

12

Denkt man fich die ganze Querfchnittsfläche f des oberen Rechteckes im Schwerpunkt deffelben.

vereinigt , alfo im Abftande — von der Axe Y Y, und eben fo die des unteren Rechteckes in dem bez .

Schwerpunkt , fo ift das Trägheitsmoment eines folchen Querfchnittes

Dies ift aber der erfte Theil unferes obigen Ausdruckes 20 für Jy \ der zweite Theil des Aus¬
druckes ftellt demnach den Beitrag dar , welchen der Steg zum Trägheitsmoment leiftet . Mit ziemlich

genauer Annäherung erhält man demnach das Trägheitsmoment des fym-
metrifchen I -förmigen Querfchnittes , indem man die Querfchnittsfläche
des oberen und unteren Gurtes vermehrt um je a/ß der Querfchnittsfläche
des Steges (bis zu den Gurtfchwerpunkten gerechnet ) , im Schwerpunkt
des oberen und unteren Gurtes vereinigt denkt und dafür das Träg¬
heitsmoment auffucht .

Wird beim T - förmigen Querfchnitt (Fig . 50) der Abftand des

Schwerpunktes von der durch die eine Kante gelegten Axe AA mit 2q
bezeichnet , fo ift nach der Schwerpunktslehre

A .

Y-

Fig . 50-

- — b -

h '- i

S - - r

Fzq — d (b — d ) - j- dh - , ferner F = (b
Li Li

Sonach ift

*o = -

d ) d ~j- dh .

(b — d ) d 2 + dh 2
__ (b — d ) d h 2

*2 h2 [{b — d ) d + d/i ] 2 (b — d )

und das Trägheitsmoment für die wagrechte Schwerpunktsaxe Y Y

J Y - y [d (b — *o) 3 + bzo
3 — (b — d ) (*o — «0 3] •

Das Trägheitsmoment für die Axe A A ift

Ja =
j \dh 3 + {b - d ) rf »] .

Für den unfymmetrifchen I -förmigen Querfchnitt ( Fig . 51 ) ift , wenn man die früheren Bezeich¬

nungen beibehält
dh . h , , , „ / . t \ , (ß — d ) t2

dh 2 4 - (b — d) t {2 h — t) 4 - (B — d ) t 2

— d ) t]
und

+ (b — d) ( (/j -
2

") + 2
dh 4 - {b — d ) t -\ - {B — d ) t 2 [dh 4 - (b ■

Jr = \ [6 (A - so) * + Bz 0
3 ~ (b - d) c * - (B - d ) («ö ■ 0 ']

Fig . 51 . Fig . 52 .

- - B - -

h . h H

Bei den Querfchnitten der Blechträger (Fig . 52 ) liegt der Schwerpunkt in halber Höhe . Alsdann

ift , falls nur das lothrechte Blech und die 4 Winkeleifen vorhanden find , für die durch den Schwerpunkt

gelegte wagrechte Axe
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Falls noch Blechplatten vorhanden find , ermittelt man ihre Trägheitsmomente am heften befonders
und zählt fie zum Trägheitsmoment des Querfchnittes ohne Deckplatten . Das Trägheitsmoment diefer
Deckplatten (Fig . 52 ) ift alsdann

A 7 = A*) .

7) Tr ägheitsmoment für kreisförmige Querfchnitte (Fig . 53)-
Der Halbmefler des kreisförmigen Querfchnittes fei r , der Durchmefler d . Zuerft foll das Träg¬

heitsmoment der oberen Halbkreisfläche für die Axe Y Y heftimmt werden . Man zerlege die Kreisfläche
in fchmale Ringe , deren Mittelpunkte mit demjenigen der gegebenen Fläche zufammenfallen , und beftimme

zunächft das Trägheitsmoment einer folchen Ringfläche . Der
Halbmeffer eines folchen Ringes fei p , feine fehr geringe Breite
fei d p . Der Flächeninhalt eines Theilchens df diefer Ringfläche ,
welches zum Mittelpunktswinkel d cp gehört , ift df p . d . d p ,
und fein Trägheitsmoment bezogen auf die Axe YY

d (7) = y 2 . df = p 2 . sin 2
cp . df uph/p sin 2

cp d cp .
Das Trägheitsmoment des halben Ringes wird erhalten ,

indem man für alle Theile df deffelben d ( ? ) auffucht , d . h . in¬
dem man zwifchen den Grenzen cp = 0 bis cp = tx integrirt , wobei
natürlich p und d p als Feftwerthe (Conftante ) zu betrachten find ,
da fie für alle Theilchen des Ringes gleiche Gröfse haben .

Man erhält

i = p
3 d pJ

'
sin 2

cp d cp = p
3 <•/ p

sin cp cos cp
~Ije p

^ dp . Tz
2

Um aus diefem Trägheitsmomente einer halben Ringfläche dasjenige der halben Kreisfläche zu er¬
halten , beachte man , dafs die letztere fleh aus lauter halben Ringflächen zufammenfetzt ; demnach ift

z
2

; s ^ f p3 dp ■ y = '

und das Trägheitsmoment der ganzen Kreisfläche für die Axe Y Y

Ttr 4 Twf 4
7 4 , u . 2 ! -

Bei allen Angaben von Trägheitsmomenten ift zu beachten : Die Mafseinheit
der Trägheitsmomente ift die Längeneinheit in der vierten Potenz (alfo entweder :
Meter zur vierten, oder Centimeter zur vierten , oder Millimeter zur vierten Potenz etc .) ;
denn jeder Theil des Trägheitsmomentes, alfo auch das Ganze , ift das Product einer
Fläche in das Quadrat einer Länge. Defshalb ift ftets mit der ziffermäfsigen Gröfse
auch die Mafseinheit des Trägheitsmomentes anzugeben.

Um ein Trägheitsmoment , welches in cm 4 angegeben ift , in ein folches zu verwandeln , deflen Mafs¬
einheit inm 4 find , mufs man mit io 4 = ioooo multipliciren ; umgekehrt ift mit io 4 — ioooo zu dividiren ,
wenn ein in mm 4 gegebenes Trägheitsmoment in eines mit der Mafseinheit cm 4 verwandelt werden foll .

Für die Statik und die Aufgaben derfelben empfiehlt es fich , die Trägheitsmomente in cm 4 an¬
zugeben .

Wenn die Querfchnitte eine unregelmäfsige P'orm haben , fo ift es oft vor¬
teilhaft , die Trägheitsmomente graphifch zu ermitteln. Nennt man , wie oben , die
einzelnen Flächentheile, in welche die ganze Querfchnittsfläche zerlegt wird , f lt f 2 ,
f 3 ■ ■ - fx > die Abftände der Schwerpunkte derfelben von derjenigen Axe XX , für
welche das Trägheitsmoment gefucht wird , bezw . y ] t y 2, yg . . . yn , fo ift

7 = h + 4 + 4 + • • • in = 2 C/y ) = / 1 T1
2 + / 2 v + / s y + . • . ,

J = /i Ti • y -L + / 2 t 2 • y , + / * y 3 ■y 3 + • • •

56.
Kreisförmige
Querfchnitte .

57 -
Mafseinheit für
die Trägheits¬

momente .

58 -
Graphifche

Ermittelung der
Trägheits¬
momente .
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59 *
Cuhnani ches
Verfahren .

Nun find f 1 y v f 2 y 2 , f a y a - • ■ die ftatifchen Momente der einzelnen Flächen -
theile für die Axe XX \ fetzt man y t = m v f 2 y 2 = >n 2 , f a y s = w s . . . , fo wird

7 = h + h + h + • • • = mi -fi + 1,hy 2 + + • • ■
Man braucht alfo nur mit den Werthen , m 2 , . . . genau fo zu ver¬

fahren , wie oben (in Art . 47 , S . 31 ) mit den Werthen f v f 2 , / 3 . . um die ftati¬
fchen Momente von m v m2 , m 3 . . . , d . h . die Trägheitsmomente zu erhalten . Darauf
beruht das nachfolgende von Culman angegebene Verfahren (Fig . 54).

Man zerlege den Querfchnitt in Streifen , die zu derjenigen Axe parallel find , für welche das Träg¬
heitsmoment gefucht wird , und ermittele zunächft , wie oben ( in Art . 47 , S . 31 ) gezeigt ift , die ftatifchen
Momente für die Axe XX . Die Stücke ab , bc , cd . . . find den ftatifchen Momenten proportional. Man

F 'g - 54-

nehme nun einen neuen Pol O, an , ziehe die Strahlen O^ a , O l b , O^ c . . . und conftruire für die Kräfte
tn.o . . . , die in denfelben Linien wirkend angenommen werden , wie die / ( , f 2. . . . , das zugehörige

Seilpolygon 0 I ' 1I ‘ / // ' . ■ . g ‘ . . . Werden die Seilpolygonfeiten über die Eckpunkte hinaus bis zu
den Schnittpunkten mit der Axe XX verlängert , fo ift

/ \ / ' a ‘ b‘ co A ~ Q\ ab ,

Es ift aber (flehe Art . 47 , S . 31 )
— f . v , -

ab — ‘ ' 1
, mithin a‘ b‘

H
Eben fo ergiebt fich

f \ y \
2

a b
Th

'

Hffy
und — H . a4b4 .

„ b4 c ‘ b c fo Vo/ \ JI 4 b c 00 Ox bc , mithin — — - — —/ l
-H\

fonach
y% H H x

und b
~rr ~bt _ h _ _ h

H Hx HH

1'2 — H . . b4 c' ; eben fo — H . . c ‘ d‘
Man erhält demnach

7 = S ( t ) — HH X (a ‘ b * + b* c * + c4 d4 -f . . .) = Hff i . a4g ‘.

Das Trägheitsmoment der Fläche F für eine Axe XX ift alfo gleich dem von den aufserften Seiten
des Seilpolygons 01 ‘ JF III 4 . . . auf der Axe abgefchnittenen Stücke a4g 4

, multiplicirt mit dem Producte
der beiden Polabftände H und

Genau eben fo , wie oben bei den ftatifchen Momenten (Gehe Art . 47 , S . 31 ) nachgewiefen ift , ergiebt
fich auch hier , dafs die Strecke a4g4 und auf dem Längenmafsftabe , H auf demjenigen Flächenmafs -
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Habe zu meffen ift , nach welchem /
'
[ , fx , f • ■ ■ aufgetragen find ; das Ergebnifs ift jedoch das gleiche ,

wenn a ' g ‘ auf dem Flächenmafsflabe , / / und IJ \ auf dem Längenmafsftabe gemelfen werden .
Ein Querfchnitt fei in natürlicher Gröfse aufgezeichnet , / /5 cnl und U \ 5 CIn ; ferner feien

fl ' f2 ' fs ■ • • >n einem Mafsftabe aufgetragen , in welchem 1 cm = 10 qcm ift ; alsdann wird , wenn
a! g ' — 4,6 cm ift ,

7 = 4,6 . 10 • 5 . 5cm4 .
Wenn die Axe XX eine Schwerpunktsaxe ift (Fig . 55 ) , fo find zunächft die ftatifchen Momente

genau wie oben gezeigt zu ermitteln ; die ftatifchen Momente der oberhalb von XX liegenden Flächen -
theile haben entgegengefetzten Sinn , wie diejenigen der unterhalb von XX liegenden Flächen , weil die

Fig - 55 -

Hebelsarme verfchiedene Vorzeichen haben . Der Sinn der einzelnen Momente ift ab , bc , cd , de , ea ;
Anfangspunkt a und Endpunkt a fallen zufammen . Wird jetzt der Pol O, angenommen , fo find die
Strahlen O^a , Oy>, O^c , O^d , O^e , 0, « ; der letzte Strahl fällt mit dem erften zufammen . Als Seilpolygon
erhält man OP ‘ II " . . . V"

, und es ift

ys — B • • nm .

Ein anderes Verfahren hat Mohr angegeben, 60.
Wenn die ftatifchen Momente nach dem in Art . 47 (S . 31 ) vorgeführten Verfahren conftruirt find Verfahren

(Fig . 54 ) , fo ift der Flächeninhalt des Dreieckes Ia b

_ ab -y\ _ f \ y\ zl _ / i >'i 2 Ji _n 2 H '
2 2 H . 2 B

und der Flächeninhalt des Dreieckes IIb c

_ bc -yi _ hy -i n _ _ Aif h
n 2 B '

2 2 H 2 H ‘

Eben fo kann man für jeden Flächentheil f nach weifen , dafs fein Trägheitsmoment für eine Axe XX
gleich ift dem Flächeninhalte des Dreieckes , welches von der Axe und den das betreffende Flächen -
theilchen begrenzenden Seilpolygonfeiten eingefchloffen ift , multiplicirt mit dem doppelten Polabftand . Es
ift alfo

— 2 ff V\ } ?2 = 2 # cp2> h — 2 ff ^ S • • •
und

y = £ ( i ) = 2 AfS Op) = 2 HF X,
wenn A) == S (cp) ift .

Handelt es ftch um das Trägheitsmoment für die Schwerpunktsaxe (Fig . 55 ) , fo bleibt Alles giltig ,
und es wird

J S = 2BF 1 ,
wenn F ^ den Flächeninhalt der Figur 1IIIIIIV V a I bedeutet .

Handelt es fich um das Trägheitsmoment eines Querfchnittes für eine be¬
liebige , nicht durch den Schwerpunkt gehende Axe , fo kann man daffelbe aus
demjenigen für die parallele Schwerpunktsaxe nach Art . 50 (S . 34) ermitteln ; diefes
letztere ift aber im Vorftehenden nur für fehl' einfache Querfchnittsformen und felbft
bei diefen mir für einige wenige Lagen der Axen rechnerifch beftimmt . Für beliebig

6l .
Trägheits¬

momente für
verfchiedene

Schwerpunkts -
axen . .
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liegende Axen , alfo beifpielsweife beim Rechteckquerfchnitt für eine Axe , welche
keiner Seite parallel ift , wird die Berechnung meift recht umftändlich . Dagegen
ift die Ermittelung fehr bequem , wenn man das gefuchte Trägheitsmoment für eine
beliebige Schwerpunktsaxe durch diejenigen für zwei andere Schwerpunktsaxen aus¬
drückt, welche einen beliebigen , zweck-
mäfsig einen rechten Winkel mit ein¬
ander bilden .

Die Beziehungen zwifchen den
Trägheitsmomenten zweier in einem be¬
liebigen Punkte A der Querfchnittsebene
fenkrecht zu einander flehender Axen
und demjenigen für eine andere durch
diefen Punkt gehende Axe ergeben lieh
folgendermafsen .

Das Trägheitsmoment eines Quer¬
schnittes für die beliebige Axe A Y1
(Fig . 56) , welche den Winkel a mit der .

Fig . 56.

YY einfchliefst , ift nach Art . 49 (S . 33)

Jy x = fzjdf
Nach Fig. 56 ift

zx = z cos a — y sin a ,
folglich

J Yl = fz 2 cos 2 a . df -\- Jy 2 sin 2 a . df — f % yz sin a cos a . df .

Die Integration ift über den ganzen Querfchnitt auszudehnen; bei derfelben
ift a conftant ; da nun

fz 2 d f = J Y , fy 2 df — J z und Jy z . df = Jrz
ift , fo folgt

J Yl — Jy cos 2 a -f- J z sin 2 a — Jrz sin 2 a . 22 .
Das Trägheitsmoment für die Axe AZ t wird erhalten , indem man an Stelle

von a den Winkel einführt , welchen AZ r mit YY bildet, d . h . 90 -j- a . Dann er-
giebt fleh

Jzx = Jz cos 2 a + J Y sin 2 a + J YZ sin 2 a . 23 .
Die beiden Gleichungen 22 u . 23 geben die Abhängigkeit des Trägheits¬

momentes von der Lage der Schweraxen an . Befonders wichtig ift die Lage der
Axen , für welche das Trägheitsmoment ein Maximum und ein Minimum wird .
Jy x wird ein Maximum für den Werth von cs, für welchen

d J— r -3̂ - = — 2 Jy cos a sin « 4 - 2 Jz sin a cos a — 2 J Yz cos 2 a = 0 ,a, a
d . h . für welchen (J z — J Y) sin 2 a = 2 J Yz cos 2 a wird . Es ift alfo

tg 2 &max — cv . ^ 4 -
JZ — JY

Diefer Gleichung genügen zwei Winkelgröfsen 2 a , welche um 180 Grad ver-
fchieden find , da tg (180 -j- 2 a ) = tg 2 a ift . Es giebt alfo zwei Axen , für welche
ein Maximum , bezw . Minimum des Trägheitsmomentes ftattfindet , und diefe beiden
Axen bilden mit der angenommenen Axe YY die Winkel a.max , bezw . 90 -j- ;
diefe beiden Axen flehen fonach fenkrecht zu einander. Ob Maximum oder Mini-
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mum für die eine oder andere Axe ftattfindet , ergiebt die zweite Differentiation .
Man findet leicht , dafs die zweiten Abgeleiteten nach a für zwei Winkel , welche
um 90 Grad verfchieden find , entgegengefetztes Vorzeichen haben ; entfpricht dem¬
nach dem Winkel a das Maximum , fo tritt für den Winkel (90 -f- a) das Minimum
des Trägheitsmomentes ein.

Es folgt daraus der Satz : Für jeden Punkt in der Ebene des Querfchnittes ift
eine Axe vorhanden , für welche das Trägheitsmoment ein Maximum , eine andere ,
für welche das Trägheitsmoment ein Minimum wird . Beide Axen ftehen zu ein¬
ander fenkrecht .

Man nennt diefe Axen die Hauptaxen . Diejenige , für welche das Trägheits¬
moment feinen Gröfstwerth hat , nennt man die erfte Hauptaxe , diejenige , für
welche das Trägheitsmoment ein Minimum wird , heifst die zweite Hauptaxe .

Die Veränderlichkeit des Centrifugalmomentes Jyz mit der Aenderung der
Axen Y und Z kann in ganz ähnlicher Weife ermittelt werden , wie foeben für das

Trägheitsmoment J gezeigt ift . Bezeichnet man das Centrifugalmoment für die
beiden Axen V1 und Z1 mit Jy x zx und beachtet , dafs

zx = z cos a — y sin a. und yx
— y cos a - f- z sin a

ift , fo wird

Jy x z\ — J
'
j ' i z i df = ^ (y cos a -(- z sin a) (z cos a — y sin a) df

Jy x zx = (cos 2 a — sin 2 a) Jy z df f z * df — Jy 2 dfj

Jy x = Jrz cos 2 a - j - ^ *1 . (J T - J Z) . 25 .

y Yl zx wird gleich Null für (J Y — Jz ) sin 2 a =
2 y Yz 2 J Yz

2 Jyz cos 2 a , fonach für

tg 2 a = —
Jy - Jz

~
Jz ~ Jy

'

Dies ift derfelbe Werth , für welchen nach Gleichung 24 Maximum , bezw.
Minimum des Trägheitsmomentes ftattfindet . Für die Hauptaxen ift fonach

Jy x zx — fy x zi df = 0 .

Für viele Querfchnitte ift hierdurch ein bequemes Kennzeichen zur Beftimmung
der Hauptaxen gefunden . Man fuche diejenigen Axen , für welche J Yx zx — 0 ift ;
alsdann find die gefundenen Axen die Hauptaxen . Es genügt , eine Hauptaxe zu

fuchen , da nach Früherem die andere mit derfelben ftets
einen Winkel von 90 Grad einfchliefst .

Bei fämmtlichen zu einer oder mehreren Axen fym-
metrifch liegenden Querfchnitten find die Symmetrieaxen
auch zugleich die Hauptaxen . Denn fei etwa die Z-Axe
eine Symmetrieaxe , fo entfpricht jedem df mit den Coordi -
naten y v ein df mit den Coordinaten — y v zx (Fig . 57).
Die Beiträge der beiden df zu J Yl zx alf°

Fig- 57 -
Z

Y-

-y,-

df • Ji •n - df • y x zx 0 .

Genau eben fo ift es mit fämmtlichen übrigen Querfchnittstheilen ; die Summe
der Beiträge je zweier fymmetrifch liegender Flächentheile ift gleich Null , fo dafs

alfo auch die Gefammtfumme J Yx zx — § y x %x df = 0 ift.

62 .
Hauptaxen »
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63*
Wahl der

Hauptaxen
als Axen der

X und Z .

64 .
■Centrifugal -

jnomente .

Bei den in Fig . 58 bis 62 dargeftellten Querfchnitten find die Hauptaxen an¬
gegeben . In den im vorhergehenden Halbbande diefes » Handbuches« mitgetheiltenTabellen über die » Deutfchen Normal -Profile für Walzeifen « find die Trägheits¬momente für folche Axen mit aufgenommen worden , welche beim Berechnen von
Hochbau- Conftructionen eine Rolle fpielen .

Fig . 58 . Fig . 59 . Fig . 60. Fig . 61 .

-L
Wählt man die Hauptaxen als Axen der Y und Z (Fig . 57) , fo ift für diefe

nach Obigem Jy z df — J YZ = 0 ; mithin ift , wenn man das Trägheitsmoment in
Bezug auf die eine Hauptaxe mit A , dasjenige in Bezug auf die andere mit B be¬
zeichnet, in den Gleichungen 22 , 23 u . 25 für J Y und J z bezw . A und B , fo wie
für f YZ = 0 einzufetzen . Man erhält für diefe Lage der Hauptaxen :

J Yl = A cos 2 a. -J- B sin 2 a
JZx = A sin 2 a -f- B cos 2 a
<y , a t, \ sin 2 aJ i\ zx — (A — B ) - --

26.

Sind A und B , d . h . die beiden Hauptträgheitsmomente einander gleich , fo ift
J Yl

— A (cos 2 a -j- sin 2 a) — A ,
d . h . J Yl ift alsdann von a unabhängig, alfo für jedes a gleich A .

Hieraus folgt : Sind die beiden Hauptträgheitsmomente gleich grofs , fo find
alle Trägheitsmomente gleich grofs .

Bei vielen ftatifchen Unterfuchungen ift es wichtig , die Lage der Hauptaxenund die Gröfse der Werthe von A und B zu kennen . Für die Ermittelung diefer
Werthe aber bedarf man nach vorftehenden Entwickelungen
der Kenntnifs des Centrifugalmomentes J 7Z= J

'
y z df .

Legt man durch einen beliebigen Punkt A in der
Ebene eines Querfchnittes (Fig . 63 ) und durch den Schwer¬
punkt N deffelben je zwei parallele Axen A Yx und AZ Vbezw . N Y und 5 Z , bezeichnet man die Coordinaten des
Schwerpunktes für die erften beiden Axen mit z0 und y 0 ,
die Centrifugalmomente für die Axenpaare bezw . mit ¥ Yl ziund J YZ , fo ift

F ‘g- 63

Denn es ift
= y r z + By 0 z0

und z , = alfoJ \\ zv = Jy x zx df , y x = y

3 ri zi = f (y + To) 0 + ^o) df = fy z df + y 0 f z d f + fy df + y ^ z^ fdf .
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Nun ift Jyzdf = f YZ , J
'
df = F , jzdf — 0 und J y d f = 0 ; die

letzteren beiden Werthe ergeben fich , weil SY und SZ Schwerpunktsaxen find
(vergl . Art . 33 , S . 26 , unter a) . Es wird fomit

Jy 1 zi — Jtz + Fy <> • • . .

Wenn die Schwerpunktsaxen Hauptaxen find, fo ift J YZ — 0, demnach
27 .

28 .3rr 1 z1 — Fy ^ ^0
Diefe Formel ift fehr bequem. Soll beifpielsweife das Centrifugalmoment für

die Axen A Y1 und A Zx (Fig. 64) und den Rechtecksquerfchnitt ermittelt werden,
deffen Seiten parallel zu den Axen find , fo lege man durch

Fig . 64 .

Z
den Schwerpunkt zwei den erfteren bezw . parallele Axen 5 Y
und SZ ; alsdann wird

Jy ^ z x = Fy 0 z0 .
Fällt etwa A mit einer Ecke zufammen , fo wird

-b
! y Beifpiel . Es foll das Centrifugalmoment eines ungleichfchenkeligen

| Winkeleifens ( Fig . 65 ) für zwei durch feinen Schwerpunkt gelegte Axen er¬
mittelt werden , welche den Winkeleifenfchenkeln parallel find .

Zerlegt man den Querfchnitt in zwei Rechtecke , deren eines den ganzen lothrechten Schenkel enthält ,
deren anderes den wagrechten Schenkel nach Abzug des fchon beim erflen mitberechneten Rechteckes in

der Ecke bildet , und nennt man die Flächeninhalte F ^ und
F (± , fo wie die Abftände der Einzelfchwerpunkte von den
Axen bezw . ytf , zq

'
, jj/q

"
, zq

"
, fo ift

Fig - 65 .

/ / <19? \

i FS

y YZ - F x y a
< zQ

‘ 4 - F 2 J 'q
"

Zq
" .

Die Länge des grofsen und kleinen Schenkels fei
bezw . 12 und 8 cm , die Stärke beider Schenkel l,o cm ( Deut -
fches Normal -Profil Nr . 8/ 12) und der Abftand des Schwer¬

punktes von der äufseren Kante des langen , bezw . kurzen
Schenkels 1,97 cm , bezw . 3,97 cra , alsdann ift

JYZ = 12 . 1 . 1,47 (6 — 3,97 ) + 7 . 1 . 3,47 (4,5 — 1,97 )
= 97,26 cm 4.

Die Einheit , in welcher die Centrifugalmomente er¬
halten werden , ift diefelbe , wie bei den Trägheitsmomenten ,
und es wird auf das hierüber in Art . 57 ( S . 37 ) Gefagte
verwiefen . Befondere Aufmerkfamkeit ift aber hier auf die
Vorzeichen der Coordinaten y j und z0 zu verwenden . In

obigem Beifpiel find für das erfte Rechteck beide pofitiv ,
für das zweite Rechteck beide negativ einzuführen ; das Pro¬
duct ift hier alfo für jedes der Theilrechtecke pofitiv .

d) Darftellung der Trägheits- und Centrifugalmomente mit Hilfe von Kreifen .
Ein Flächentheilchen df hat für die beiden einander im Punkte P fchneiden - 6s-

■den Axen AA und BB das Centrifugalmoment dJ AB — uv . df , wenn u und v Grund1,
die fenkrecht gemuffenen Abftände des Theilchens df von den Axen bedeuten
(Fig . 66) . Bezeichnet man den Abftand deffelben von dem Punkte P mit p , fo
wird ip = p

2 df das polare Trägheitsmoment von df für Punkt P genannt.
Man lege durch P einen Kreis mit beliebigem Mittelpunkt M und beliebigem Halb-
meffer r , welcher die beiden Axen AA und BB aufser in P noch in den Punkten A ‘
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und B' fchneidet , verlängere die Linie
df . P bis zum zweiten Schnittpunkte C'
mit dem Kreife , ziehe die Sehne B'A '
und fälle von C‘ die Senkrechte C' D‘
auf die Sehne B'A '

] alsdann ergiebt fich
aus den Beziehungen zwifchen Peripherie-,
Tangenten- und Centriwinkeln

u = p sin v = p sin <p3 ,
B ' C' = 2 r sin <p2 , C‘ D ‘ — B ' C' sin f v

CD ' — 2 r sin <p 1 . sin cp2 ,

Fig . 66 .

CD '

2 r
Demnach ift

dJ AB = u v . df = df . p 2 sin cp1 . sin <p2
P 2 df

2 r CD ' ,
und , wenn der Kreisdurchmeffer mit d bezeichnet wird , ergiebt fich

oder
dJ A B —

dJ A

P
2 df
d C' D'

- 4 - CD '
,d

Das Centrifugalmoment von df für die beiden einander im Punkte P
fchneidenden Axen AA und BB ift alfo gleich dem ftatifchen Momente
des mit der Maffe belafteten Kreispunktes C , bezogen auf die
Sehne B' A ' als Drehaxe .

Um das Centrifugalmoment der ganzen Querfchnittsfläche zu erhalten, hat man
p 2 ci fin jedem Kreispunkte C die betreffende Maffe — —— anzubringen , das ftatifche

Moment derfelben für die Sehne B' A ' zu ermitteln und die Summe aller ftatifchen
Momente zu ziehen . Diefe Summe ift gleich dem ftatifchen Moment der refultiren-
den Maffe , d. h . der Gefammtmaffe J

\A_ df_d Diefe Summe greife im Punkte 7j>
an ; alsdann folgt : Das Centrifugalmoment der Querfchnittsfläche F für die beiden
Axen AA und BB ift gleich dem ftatifchen Momente der im Punkte 7j> wirkenden

- P
2 dfMaffeP d für die Sehne B‘A'.

Jp
'2 df = fß ift das polare Trägheitsmoment der ganzen Querfchnittsfläche

für den Schnittpunkt P der Axen AA und BB . Man nennt den Punkt Tf den
Trägheits - Hauptpunkt (auch wohl Trägheits - Schwerpunkt ) ; den Punkt P
heifst man den Pol .

Fallen beide Axen zufammen , fo geht das Centrifugalmoment in das Trägheits¬moment für die gemeinfame Axe über ; die Sehne B' A ' wird alsdann zur Tangente
in demjenigen Punkte , in welchem die gemeinfame Axe den Kreis zum zweiten
Male fchneidet. Demnach ift bewiefen :
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Das Trägheitsmoment einer Fläche F für eine beliebige durch den
■Pol P gehende Axe BB ift gleich dem ftatifchen Momente der im Träg -

r (Pdf
heits - Hauptpunkte vereinigten Maffe J ——— , bezogen auf die Tangente

im Punkte B' des Kreifes .
Demnach ift (Fig . 67)

Fig . 67.

für Axe AA : Ja =

für Axe BB : J B =

d

JL
d

Tt A" \

Tp B ‘

Nach Annahme des Kreifes und des Punktes P
(falls es fich um Trägheitsmomente handelt) find die

Maffen
■>2 df

d ganz beftimmte , an beftimmten Kreis¬

punkten wirkende Werthe ; alsdann ift auch der Punkt
Tp feiner Lage nach genau beftimmt. Aendern die

Axen gleichfalls ihre Lage , fo bleibt doch der Punkt 7) unverändert an feiner Stelle.
Man kann das Ziehen der Tangenten vermeiden . Für die Axe AA ift (Fig . 68)

A
d

66 .
Gröfse des
Trägheits¬
momentes ;
Hauptaxen ,

Hauptträgheits
momente .

Ja TP E .

Man verbinde A ' mit dem Mittelpunkte M des Kreifes , fälle von Tp die Senk¬
rechte auf MA ‘

\ alsdann erhält man F als Fufspunkt diefer Senkrechten, und es ift

FA ' ; Tp E .
FA ' ift die Projection des Strahles Tp A' auf den Radius MA '

; mithin ift das
J

Trägheitsmoment J A für die beliebige Axe A A gleich multiplicirt mit der

Projection von Tp A ‘ auf den durch A‘ gezogenen Kreisdurchmeffer.
Jp
d

Fig . 68.

ift für die verfchiedenen Lagen der Axen unverändert ; mithin verhalten

fich die Trägheitsmomente für die verfchiedenen durch P gelegten Axen wie die
Werthe FA '

. Das gröfste Trägheitsmoment
wird fich alfo für diejenige Axe ergeben , für
welche die Projection FA ' den gröfstmöglichen
Werth erreicht , das kleinfte Trägheitsmoment
für diejenige Axe , für welche die Projection FA '

ihren kleinftmöglichen Werth hat . Verbindet
man den Trägheits-Hauptpunkt Tp mit dem
Mittelpunkt M des Kreifes , fo fchneidet diefer
Durchmeffer die Peripherie in den beiden Punk¬
ten G und H . Man fleht leicht, dafs Tp G der
kleinfte und Tp H der gröfste mögliche Werth
der Projection FA ' ift ; demnach wird

Ftph u„d y, „ = A

X \

Jmax = TpG.

Die zugehörigen Axen find PH , bezw . PG \ diefe Axen find in Art . 62 (S . 41 )
als Hauptaxen , die betreffenden Trägheitsmomente als Hauptträgheitsmomente be¬
zeichnet worden ; daher find PH und PG die Hauptaxen.
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Um die Hauptaxen zu erhalten , verlängere man demnach die
Linie MT p bis zu den Schnittpunkten G , bezw . H mit der Kreis¬
peripherie und ziehe die Geraden PG und PH .

HG ift ein Kreisdurchmeffer ; daher ift der Winkel HPG ein rechter Winkel ,d . h . die Hauptaxen ftehen auf einander fenkrecht (vergl . Art . 62 , S . 41 ) .
Das Centrifugalmoment für die Axen A und B ift gleich dem ftatifchen

Moment der im Trägheits -Hauptpunkt Tp vereinigten Malle
Sehne A ' B '

(Fig . 66) ; daffelbe wird zu Null
( werden , wenn der Hebelsarm derin Tp wirkenden Gefammtmaffe für die zu den Axen gehörige Sehne zu Null wird .Dies findet für alle Sehnen , welche durch „ .

rig . 69.den Trägheits - Hauptpunkt gehen , ftatt . Da-
her ergeben fich für alle durch Tp gehenden /
Sehnen zwei Axen , deren Centrifugalmoment /
gleich Null ift . Man nennt folche Axen con -
jugirte Axen . / /

Conjugirte Axen find beifpielsweife PX / / yund PY in Fig . 69 ; die zu den beiden / /
Hauptaxen gehörige Sehne GH in Fig . 68 \ / °
geht gleichfalls durch Tp , fo dafs folgt : Die \ / )beiden Hauptaxen find conjugirte /Axen . / \ . z'

Für die Hauptaxen ift das Centri - / --
fugalmoment gleich Null . *

Nach Vorftehendem ift vor Allem wichtig , die Lage des Trägheits -Haupt¬
es .

Trägheit - P unktes Tp zu kennen . Man nehme zwei fenkrecht zu einander ftehende , im
Hauptpunktes . Punkte P einander fclmeidende Coordi -

Fig . 70.natenaxen PY und PZ (Fig . 70) an und
ermittele für diefe Axen die Trägheits¬
momente Jy , Jz und das Centrifugal¬
moment Jyz des Querfchnittes . Dadurch T
ift auch das polare Trägheitsmoment J p £
bekannt ; denn für rechtwinkelige Coordi -
natenaxen ift

\

?> = / p 2 df = f (j >* + * *) df =

fy * <* / + f * a df =
7p = J z + J t .

,D

alfo

Nunmehr füllen die Coordinaten des Y. .Y
Trägheits -Hauptpunktes Tp für einen Kreis ^ y *
gefucht werden , welcher durch den Schnittpunkt P beider Axen geht und von
der Axe PY im Punkte P berührt wird ; die Coordinaten von TP mögen mit y t,bezw . zt bezeichnet werden . Dann ift das Trägheitsmoment für die Axe PY

gleich dem ftatifchen Moment der in TP vereinigten Mafife für diejenige
Tangente , welche im Schnittpunkte der Axe PY mit dem Kreife gezogen ift ;.diefer Schnittpunkt fällt aber hier mit P zufammen , da PY Tangente an den Kreis .
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fein foll ; daher ift das ftatifche Moment für PY felbft gleich dem Trägheits¬
moment Jy . Mithin wird

~t gt -

%

Jy

Das Centrifugalmoment für die Axen PY und PZ ift gleich d multiplicirt
mit dem Abftande des Punktes Tp von der zu den genannten Axen gehörigen
Sehne. Diefe Sehne ift aber die Axe PZ felbft , weil die beiden in Betracht kommen¬
den Schnittpunkte der Axen Y und Z mit dem Kreife bezw . P und Z' find ; daher ift

y*JzY — d ■yt •

Aus diefen Gleichungen ergeben fich die Coordinaten des Trägheits-Haupt¬
punktes zu

cy
^

yt — jyz

Jy
Jp
d 29 .

Da man d beliebig annehmen kann , fo fleht auf der rechten Seite beider
J

Gleichungen nur Bekanntes. Wählt man d fo , dafs * — lcm3 wird 14
) , d . h . macht

man <2? cm . lcms — cm ^ fQ vereinfachen fich obige Gleichungen für y t und zty
und man erhält

y * ~ Jzy 1
-■"/ 1

. 3

Die Regel für die Auffuchung des Trägheits-Hauptpunktes lautet demnach :
Man lege durch den Pol (bezw . wenn man die Trägheitsmomente für die Schwer -
punktsaxen haben will , durch den Schwerpunkt) zwei fenkrecht zu einander flehende
Axen P Y und PZ (in Fig . 70 find fie nach rechts, bezw . oben pofitiv , nach links ,
bezw . unten negativ angenommen) , fchlage mit Jp als Durchmeffer einen Kreis ,
welcher durch P geht und von PY berührt wird , deffen Mittelpunkt alfo auf der
Axe PZ liegt ; man mache weiters y t — Jyz und zt — J T. Alsdann erhält man Tp ,

Die im Punkte Tp vereinigte Maße ift nunmehr
7

— — 1 cm 3
d ’

und die Hebelsarme für die in Betracht kommenden Tangenten geben nunmehr
fofort , auf dem angenommenen Mafsftab abgegriffen , die Gröfsen der Trägheits¬
momente. Es ift demnach

Jmax = TpH . lcms und j m .n — JpG . Icm3

Für zwei beliebige andere Axen PC und PD , welche rechtwinkelig zu ein¬
ander ftehen, erhält man

Je = TC . 1 <™ 3 und J D = PT) '
. Hm3 ;

das Centrifugalmoment für diefe Axen ift

Jen = TpF . 1cm 3.
ü ) Die Trägheitsmomente gehören der vierten Dimenfion , die Längen der erflen Dimenfion an ; defshalb ift auf der

rechten Seite als Benennung cm3 hinzuzufügen .
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6g .
Maximal - und

Minimal -
Trägheits¬

momente für :
Winkeleifen .

In der Regel find die Werthe Jp , Jy und J Yz zu grofs , als dafs man üe un-
ymittelbar auftragen könnte ; man macht defshalb zweckmäfsig nicht gleich 1 cm 8,

fondern giebt diefem Quotienten einen bequemen Werth , etwa 10Ö cm3, 200 cm 8 u . f. w .Wählt man
J*

fo wird
d.

d :

yt

Zt

100 cmS,

%

lOOcmö
Jyz

100cm 8

100 cmS

Alsdann find die Werthe für FC , FD '
, TpH , TpG , TpF ebenfalls mit 100 cm8

zu multipliciren , um die betreffenden Trägheits - und Centrifugalmomente zu er¬
halten.

Wenn J Yz gleich Null ift , z . B . wenn die Axe J Y oder J z eine Symmetrieaxe
ift , fo wird auch yt gleich Null ; alfo dann liegt Tp auf der Z-Axe ; wenn J Tz negativift , fo wird auch yt negativ, ift alfo dann nach links abzutragen.

Für einige häufig vorkommende Querfchnittsformen follen im Nachftehenden
die Maximal - und Minimal -Trägheitsmomente , fo wie die Trägheitskreife vorgeführtwerden .

a) Maximal - und Minimal - Trägheitsmoment für ein gleich -
fchenkeliges Winkeleifen (Fig . 71) .

Fig . 72 .
I

Fig . 71 .

Hauptaxen find die Symmetrieaxe Yy Yy , welche -den Winkel halbirt , und die zu diefer im Schwer¬
punkte fenkrechte Axe Zy Zy . Die erftere bildet mit der Axe Y V den Winkel a — 45 Grad . Somit ift
nach Gleichung 22

jYy = Jy cos2 a -f - Jz sin 2 a — Jyz sin 2 a ,
und , da a — 45 Grad ift,

_ 7y + Jz
/ ii -

2
— Jyz .

Die Werthe auf der rechten Seite vorftehender Gleichung find leicht zu finden.
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Für ein Winkeleifen mit 10 cm Schenkellänge , 1cm Schenkelftärke ( Deutfehes Normal -Profil Nr . io )
ift ; 'Q = ZQ

— 2 )S7 cm ; mithin
Jy = Ja — und 7z - Jb — Fy ü

2 ;
i in 3 9 i 3

yr = —^ - 1- 5- ( 10 + 9) 1 . 2,87 2 = 179,83 cm4 ; eben fo grofs ift Jz — 179,83 ™4 ;ö O

JYZ — - 10 • 1 • (5 - 2,87) (2,87 - 0,5 ) - • 9 • 1 . (5,5 — 2,87 ) (2,87 - 0,5 ) = - 106,58 cm4.

(Die Werthe der y und z find nach rechts , bezw . oben als pofitiv eingeführt .) Es wird fonach
Jy x = 179,83 + 106,58 = 286,41 cm «

7y + 7zund Jz \ — 7 y sin 2oc Jz cos 2a -f - Jtz sin 2 a - 7YZ —- 179,83 106,58 = 73,25 cm4-

Fig . 73 -

Z

und mit

Mithin ift
Jr x = A = 286,41 cm4 (Maximum) ,
Jzi — B = 73,25 cm4 (Minimum) .

Um den Trägheitskreis zu fchlagen , ermittelt man
Jp = Jz + Jr = 2 . 179,83 = 359,66 “ 4 = 00 360 cm «,

7/ 100 cm 3 wird

d = 3,6 cm , H — 7y
— 1,798 = 1,8 cm ,

yt
Jyz

100 cm3

1,066 C1" = N - 1,07 cm .

und

100cm3
Man erhält Tp in Fig . 72 , ferner

Jmax — TpH . 100 cm 3 = 2,86 cm . 1Q0 cm 3

7min — TpG . 100 cm 3 = 0,73 cm . 100 cm3 .

ß) Maximal - und Minimal - Trägheits -
moment für ein ungleichfchenkeliges
Winkeleifen (Fig . 65 , S . 43).

Zunächft ift die Lage der Hauptaxen aufzufuchen . Da hier
keine Symmetrie -Axe vorhanden ift , fo ift diefelbe nach Formel 24

tg 2 6cmax = ’ .- v—
Jz — Jrzu berechnen .

Für das in Fig . 65 dargeftellte Winkeleifen ( Deutfehes Normal -Profil Nr . 8/12) ift
1

7r = Ja — Fz (0 [1,0 ■12 3 + 7,0 . l,o 3] — ( 12 + 7) 1,0 . 3,97 2 — 278,87 cm4 ,
1

Jz = Jb — FyJ =
y [ l,o . 8 3 + 11 . l,o 3] — ( 12 + 7) l,o . l .oz 2 = 100,59 cm » ,

Hiernach ift
yrz = 97,26cm4 (fiehe Art . 64 , S . 42) .

2 . 97,26tg 2 rJ-max — ‘ 1,0910
100,59 - 278,87

Nun ift , wenn man 2 amax — 180 — 2 ß fetzt , tg 2 o.max — — tg 2 ß ; fomit tg 2 ß = 1,09109 und
2 ß = 47 ° 29' 40"

, woraus ß = 23 ° 44 ' 50" ; mithin
O-max = 90 — ß , bezw . 180 — ß •

Hieraus ' ergiebt fich min
o.max = 156 ° 15 ' 10" und = 66 ° 15' 10" .

Die Axen Y‘ Y‘ und Z ‘ Z' find demnach die Hauptaxen ; man erhält nach Gleichung 22
7t x = Jy cos2 156 ° 15 ' 10" + Jz sin2 156 ° 15 ' 10" — Jyz sin 312 ° 30' 20" ,= Jy cos2 23 ° 44' 50" -j- Jz sin 2 23 ° 44' 50" + Jyz sin 47 ° 29' 40" = 321,43cm4 = ,4 ;
7z x = Jy cos 2 66 ° 45 ' 10" + Jz sin 2 66 ° 15 ' 10 " — Jyz sin 47 ° 29 ' 40" = 57,8ocm4 = ^ .

Wefentlich einfacher geftaltet fich die Ermittelung mit Hilfe des Trägheitskreifes ( Fig . 73 ) . Es ift
7r - 278,87 cmi, Jz - 100,59cm4 und Jyz - 97,26 mH ; ferner Jp = JrJJz - 278,87 + 100,59 = 379,46 cm *
und mit = JQ0 cm3

d
Handbuch der Architektur . I . i , b . (3. Aufl .) 4
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70.
Z-Eifen.

7t v 7r
yt - Z— r = 0,97 cm , *t = = 2,79 cm und rf :

100

Man trägt auf S Z die Länge S M -

100
3,79 cm

7t _
100 : 3,79 ™.

3,79auf, fchlägt von M aus mit —— - als Halbmeffer den
2 2

Kreis , verzeichnet 'I '
p aus den Coordinaten yt = 0,97 cm und zt = 2,79 cm , zieht Tp M \ alsdann geben SH

und SG die Maximal-, bezw . Minimal-Trägheitsaxen . Es ift

Jmax - TpH . 100 cm 3 = 3,2 cm . 100 “ ä und J min = TpG . 100 cm 2 = 0 )58 cm . 100

Y) Maximal - und Minimal -Trägheitsmoment für ein Z - Eifen .
Die Ermittelung foll ftir das Deutfche Normal -Profil Nr . 12 (Fig . 74) vorgenommen werden .

Es ift = ^ Ei 2
-
3

- + 2
5 ’3 ( 63 ~ - = 395,s cm,,

Jz = + 2 0,9 = 108,33 cm,,
12 6

Jyz = 0 — 0,9 . 5,3 . 5,55 . 3,o . 2

tg 2 O-max — ‘
2 . 158,34 2 • 158,84

7 — 158,84 cm, ,

= 1 ,1078 , woraus 2 a.mnx = 47 °56' ;

fomit
108,53 — 395,3

“
286,77

<Wr = 23 ° 58' und amin = 113 ° 58' .

Jy x = 395,3 cos2 23 ° 58' + 108,53 sin 2 23 ° 58' - f- 158,84 sin 47 <>56' = 465,9 cm , - A,

Fig - 75 -

Jzr = 395,3 sin2 23 ° 58' - |-■108,55 cos2 23 ° 58' — 158,84 sin 47 ° 56' =

Fig. 75 zeigt die Conftruction des
Trägheitskreifes. Es ift

Jp = 395,3 -f 108,53 = 508,83 cm , ;
mithin

8,1 cm , = b .

Fig . 74.

— y _

J7
100

und

ferner

und

3,9 5 cm , y t

ä = -Z -
100

¥ :YZ
100

= 5 , 04 cm ;

158,8
100 1,59 1

Jniax — TpH . lOOcmS — 4 j6 cm . 100 cm3

Jmin = TpG . 100 cm3 = 0,38 cm . lOQcm 3.
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Bedeutet J das Trägheitsmoment für eine beliebige Axe , fo kann man J = FR 2
fetzen , in welcher Gleichung F die Querfchnittsfläche bedeutet . Alsdann ift

R = v:2 _F
und es wird R der Trägheitsradius für die betreffende Axe genannt. Bei-
fpielsweife würden fich die Trägheitsradien für die Hauptaxen aus den Gleichungen :

A = FR ^ und B FR *
* ZU

A und B
F \jF

ergeben.
Die den Gleichungen 22 u . 23 entfprechende Veränderlichkeit des Trägheits¬

momentes mit der Veränderung des Winkels a kann man graphifch auch veranfchau -
lichen , indem man vom Schnittpunkte der Axen aus auf jeder Axe eine Länge
abträgt , welche dem Trägheitsmoment für diefe Axe entspricht. Wählt man die
Hauptaxen als Coordinatenaxen und trägt auf jeder Axe ab , in welcher

Gleichung K eine zunächft beliebige Conftante , J das Trägheitsmoment für die be¬
treffende Axe bedeutet , fo erhält man als Endpunkt einer Linie etwa den Punkt P
(Fig. 76) . Alsdann ift

K y y
r ~ Kcos a = — =

VJyx
Nach Gleichung 26 ift

J Yl = A cos 2 a. B sin 2 a =

K 2 = Ay 2 + B z 2 und 1 =

und sin a = z
r

VJ .
K

n

Ay * ? yi , Bz 2 J Yx
K 2

y

K 2

f-JLV
V !/ A )

+ JLV
1/ B )

32 .

Gleichung 32 ift die Gleichung der Curve für die Punkte P ; die Endpunkte
76 der Fahrftrahlen liegen alfo auf einer Ellipfe,

K Kderen beide Halbaxen ■—.- und —- find ;

■—

K
V A

K
V^

1/ A
~~

[Z B
ift die Länge auf der Hauptaxe 0 Yr

diejenige auf der Hauptaxe 0 Z.

Man nennt diefe Ellipfe dieEllipfe der
Trägheitsmomente . Diefelbe kann für
jeden beliebigen Punkt der Ebene als Mittel¬
punkt conftruirtwerden ; gehen fämmtliche Axen,
wie hier , durch den Schwerpunkt des Quer-
fchnittes , fo nennt man diefelbe die Central -
e lüpfe .

Der Werth K kann beliebig angenommen werden .'
AB_ _

ftrahles auf der Hauptaxe 0 Y

Wählt man K : V ] fo wird die Länge des Fahr -

7i -
Trägheits¬

radius .

72 .
Ellipfe

der Trägheits¬
momente .
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O L -
K

V ^ VlK = V7 = V-Fd 2
~

F
~ = i \

die Länge des Fahrftrahles auf der Hauptaxe 0 Z wird

K
0N = F 'a 2

~
F

~

a und b find die Trägheitsradien , welche zu den Hauptträgheitsmomenten A und B gehören . Han
erhält alfo die Ellipfe der Trägheitsmomente , indem man auf der erften Hauptaxe den Trägheitsradius b ,
auf der zweiten Hauptaxe den Trägheitsradius a aufträgt und für diefe als Halbaxen der Ellipfe die
Curve conftruirt .

Für eine beliebige Axe Yt Y, ziehe man an die Ellipfe die vier Tangenten , welche dem Durch -
meffer Y,Y , und dem zugehörigen conjugirten Hurchmeffer Q O entfprechen ; die von diefem eingefchloffene
Fläche ift A. r e, aber bekanntlich auch gleich 4 ab . Es ift alfo auch re — ab , fomit

ah ^

Nun ift

„ _ i
~
a

~
z _ nr „ _ K _ i

~
Ajr .

V F ~ ' V F ’ V Jrx V FJrx
'

mithin

y AB fj Yx = | /y ri
V A K V f

d . h .
F 2 AB

? Tl - Fe 2,
Demnach ift e der Trägheitsradius für die Axe Kj Kp

Wird alfo K — gewählt , fo ift für jede Axe der Trägheitsradius ohne Weiteres durch

Ziehen der parallelen Tangente und Abmeffen des fenkrechten Abftandes der Tangente von der Axe zu
ermitteln .

73- Mit Hilfe des in Art . 65 (S . 43)Weitere einfache v '

Ausdrücke vorgeführten Trägheitskreifes ergeben
für die fich folgende einfache Ausdrücke für

Hauptträgheits - .
momente . die Hauptträgheitsmomente A undi > l0 ) .

In Fig . 77 feien 0 Y und OZ zwei fenk-
recht zu einander gerichtete. Axen , für
welche die - Trägheitsmomente J T und
Jz , fo wie das Centrifugalmoment Jyz
bekannt find .

Dann ift Ö L = d — J Y -f- Jz ,
und der Halbmeffer des Kreifes

TTn — Jzr — MH —MG = M 0

Ferner ift

Fig . 77 -

MC = 0 C - OM = J Y - Jy + Jz Jy - Jz
2 2

d . h . D ift der halbe Unterfchied von J Y und J z . Weiter ift
m % = VTr/ + mc * = V Jyz * + -ö 2 •

= D ,

35) Angegeben von Land (Die Beftimmung der Haupt -Trägheitsmomente einer Fläche ) in : Centralbl . d . Bauverw .
8. S .
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Nun ift aber

A = TP H = MH -f MTp = 7y ± ? z + \/J YZ* + D * ,

B — TpG ■= MG — MT P = 7r
\

Jz - V
~
J ^ + D * ;

daher
3V + £

33 -

Die Benutzung diefer Formeln fetzt nur die Kenntnifs von J Y , Jz und J YZ
voraus ; es ift nicht erforderlich, wie bei Verwendung der Formeln 22 und 23 , mit
Winkelfunctionen zu rechnen, um die Hauptträgheitsmomente zu ermitteln 16).

Beifpiel . Bei dem Z-Eifen in Art . 70 (S . 50) war
Jy — 395,3 cm 4 , Jz — 108,53 cm4 und y YZ — — 158,S4 cm 4 ;

daher ift
Jy + Jz 251,9 cm ' Jy - Jz

2
■— D — 143,4 cm4 ;

fomit
A = 251,9 + l/158,8 * + 143,42 = 251,9 + 214 = 465,9
B = 251,9 — f/158,s 2 + 143,42 = 251,9 — 214 = 37,9 ™* .

16) Ueber die Darftellung der Trägheitsmomente mit Hilfe von Kreifen vergl . :
Mohr . Ueber die Beftimmung und die graphifche Darftellung von Trägheitsmomenten ebener Flächen . Civiling . 1887 , S . 43 .
Land , R . Einfache Darftellung der Trägheits - und Centrifugalmomente von Flächen etc . Zeitfchr . f . Bauw . 1892, S . 549 . —

Auch als Sonderabdruck erfchienen : Berlin 1892 . — Auszug daraus : Centralbl . d . Bauverw . 1893, S . it .
Beigabe zum Deutfchen Baukalender 1894 u . ff . Berlin 1893 u . ff.
Des Ingenieurs Tafchenbuch . Herausg . v . akad . Verein »Hütte «. 16. Aufi . Abth . I . Berlin 1896 . S . 177.
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